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APUNTES DZ GLIOMETRIA ANALITICA
CAPITULO PRIWMERO
GENLERALIDADES.
.- DEFINICION.- La geometria Analitica estudia la
relacidn entre las propiedades geométricas y al
: L gebrdicas, es decir, que ayuda al estudio de a-
?::i:_ﬂﬂ“t;i?mrnf;!-n 7 R -t;'_ quéllas por medio del andlisis algebraico y es-
Glasmtico . VEDDEATINA—=— T , ' tudia también propiedades de las ecuaciones por
Catalogd _ . P ) medio de la Geometria.

Se considera como iniciador de la Geometria
Analitica a René Descartes (1596 - 1650), ya en )
édpocas anteriores se estudiaban propiedades geo-'
nétricas por métodos algebraicos e inclusive Ar-
quimedes (287 - 212 A.C.) conocia el método de -
localizar puntos por medio de coordenadas, sin
embargo fué Descartes el primero gue escribid -
un cratado en el gue se eipuso la Geometria Ana-
1{tica en conceptos que'éié}CnVdrigén al"éétudio
“ormal de esta rama de las Matematicas.
1'SCALA NUMERICA.- Si se considera una recta ili-

SN

UNIVERSIDAD. DE HUEVO LEON
BIBLIOTECA UNIVERSITARIA ) -
 “ALFOMSO REYES" witada en ambos sentidos y se toma un punto so--
Apdo. 1625 MENTERREY, MEXICO bre dicha recta como cero'u origen, para marcar
- hacia ambos lados otros/puntos: a distancias i--

guales entre si, puede hacerse corresponder ca-

da uno de estos puntos con los nimeros.-enteros
1, 2, 3, etcs, en un sentido; -1, -2, =3, etc.,
en el otro sentido. Si la recta se toma horizon

tal, Fig. 1, es costumbre gue;los numeros posi-

tivos se marquen a 1a derechs y los negativos a'
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5.~ COORDENADAS CARTESIANAS.- Si se' consideran los -
puntds sobre un plano, se comprende gue no se po~'
drian localigzar sabiendo solamente el valor de &su
e abscisa, puesto que ésta 1ocalizglﬁﬁicamente los

la izgquierda.

’ : untos sobre una linea.
eta correspondencia entre 1los numeros enteros P

Para localizar un punto en ‘un’ plano, se tra-
y los puntos de 1a recta sc puede extender a todos P P ?

2 zen dos ejes perpendiculares entre si, como se %
1os/ mimeros reales, pues facilmente .se.ve como S€ - Jes perp . _, |

muestra en la Fig. 3.
pucde hacer coincidir cada numero real con un punto

Al eje marcado con X X' se le 1lama eje de -
las abscisas o eje de las = &

X, al perpendicular a éste

de la recta y sélo uno, e inversamente como a cada

’ 7
ounto de la recta corresponde un nNumero real y selo
UNO.

] i i se-le llama eje de las or-
3. - ABSCISA.~ Se llama abscisa de un punto; a ia ==

denadas o eje de las Y; es
tos dos ejes dividen al --
plano en cuatro pertes que
se 1laman cuadrantes. El -
primer cuadrante es €l que
estd arriba del eje de las

distancia entre dicho punto ¥ el origen O Q?a -

ol cero de-la escala,; es positivo cuando esta a
1a derecha del cero y negativo a la izquierda.
DISTANCGTA ENTRE DOS PUNTOS SOBRE UN B ue— g -

distancia entre dos puntos se mide por la dife-=

rencis de abscisas, si-se llama X, 2 la abscisa

: - : ; X'y a la‘derecha del eje - iy
del punto A ¥y X, @ la del punto B, la distancla

y s : de las ¥; el segundo cua—- Fig. 3
AB = X, = X qlie es positiva cuando va de 1zZ=

_ _ 5 & drante es el que esta arriba del eje de las X y a
quierda @ derecha. Da distancia BA = %3.= ¥ 0., la izquierda del de las Y; el tercer cuadrante el
sea que AB = -BA _(Fig. 2?: que estd abajo del eje de las X y a la izquierdé
Fa _ del eje de las ¥ y el cuarto el que estd abajo -

AL . _Awfiif L del eje de las X y a 1la derecha del eje de las Y.

- =% A la distancia de un punto P, (Fig. 4) al e--
je de las ordenadas se¢ le llama abscisa del puntoc




B .
. e s
y se designa por X« A su distancia al eje de - 1a ordenada negativa.. i ;

1las abscisas se le llama ordenada y se designa En ‘esta forma a cada pareja de numeros rea--

por y. , 5 les corresponde solamente un punte del plano y ca

da punto del pIano queda definido por una y sbélo
una pareaa de nimeros reales.

La abscisa X y la. orde
nada Y del punto P, son sus RPN S ) o ¢ )
- t

coordenadas y se escriben - :% Dado un punto (a, b) para 51tuarlo en el pla

no se toma a partir del ori
gen, sobre el eje de las ab

entre paréntesis (x, ¥) ang

tando primero la abscisa.

Ta abscisa de un punto scisas, la distaneia a y so

bre el eje de las ordenadas
la distancia b. Se levantan

es positiva cuando esta a -
la derecha del eje de las -
ordenadas; negativa cuando

Y perpendiculares a los dos e

’ . . ’ :
estd a la izquierda y cero jes en los extremos de esas Fig. 6

cuando estd sobre dicho eje Fig. 4 distancias; la interseccidn de estas perpendicula
‘ ' res localizard el punto (a, b). (Fig. 6)
rriba del eje de las abscisas; negativa cuando iz D)

1a ordenada es positiva cuando €l punto estd a

También se puede situar el
punto (a, b) tomando la ab
scisa a y midiendo la ordg

!
estd abajo y cero cuando estd sobre dicho eje. 12
i
Gomo se puede ver, (Fig. 5), en el primer cua- o - X
' Y . = — £
) drante ambas coordena ; ‘ sl s .
- das son positivas, en 1y e e
S AN " ’ Fig.

:-( la Flgd 7. :
el segundo cuadrante

BEJERCICIO I .
Incontrar la distancia entre los siguientes pun-
tos. (sobre un eje). a) xy =7 , " Xy,'= 3

la abscisa es negativa

y la ordenada positiva
en el tercero tanto la 7 : :
abscisa copo la ordena b)) 2,02 51 x5 28 SRRy =23 5 X5 = =5

da son negatives; en - a) x, = =8

s Xp =T €) X =T 5%
4 Situar los siguientes puntos: a) (5, 4)
aligc-ja e posdeive i b) (=3, 8); ) (2, =5); d) (-4, =3);

el cuartc cuadrante la




Beiois

L M
31 el segmento se toma en la direccidén BA, -

£)-4Byy0) 3 &) (8 10)s

Dibujar los tridngulos cuyos vértices son:

a) (44 5)sl=34. 4)3:(2, =6) 7.- DISTANCIA LNTR. DOS PUNTOS .~ La -distancia B P

b) (=35 =T)s (55 5)5 (4, O) ! Fig. 9, o sea & es: :

¢ o P ) (ARQR (MR o g A e ST :

Dltir&ii;; iai’é;l;s(di’li;.tr" 2 S d =‘$£iA2 + AP22 ; pero P,A = proyec—-
. 1angalo$”§}g-a cidn del segmento sobré el eje de las abscisas i--

sus proyecciones seran Xy - X, ¥ ¥ - yé i

AR A SR A TI6 ) s 74T s H DS gusl X, = Xq 5 ¥ de la misma manera AP, = ¥, = ¥
b) (85:2)5 (=3s 2)5 (=B,.-T) SR S e ;
i 0 s 1 e (g - s« Gy =50 0
Incontrar y de modo que los siguientes puntos - e T LT
formen un tirdngulo rectdngulo: (2, 6): (2, 2);
(-7, )+ '

Encontrar la hipotenusa del siguiente tridngulo

LN 5 5 5 )50 LG 5

Zncontrar las coordenadas del cuarto vértice -
del giguiente reatangulos

(25500 [y B2y 3 (=, ¥)- |

PROYECCION DT UN SEGMENTO DIRIGIDO SOBRE LOS E- = ARk e '
ESCOORDENADOS.~ Si (xq, ¥;)3 ¥ (X5 ¥,)3 e Ejelare e des puntos'(a’\_5>’_<-8§ )

los puntos A. y B Fig.8 y se unen, se tiene el d :."}(—8 —3)2~+ LA 5)2 4 i12§

segmento de recta AB. La COORTANADAS DELT BUNTO 'QUE DIVID: UN SEGIENTO LN -
proyeccion de este seg-- : PARTﬁé PRDPORCIONALBS & 2 SAZON DADA-- Paf3l -

mento sobre el eje de —- 4iﬁ//// : Py (%5 ¥1) ¥ % G » ¥ Y

las abscisas tomado en - > r 0?30 ? (Figf 10) . incontrar un pun

importa €n que cuadrante se

hallen colocados los puntos
. ’ .

ni audn si los cuadrantes --

son distintos; siempre se -

" tomarsd la diferencia alge--

" praica entre abscisas y la

diferencia alBebraica entre

: \ ;‘—H:-;gwﬁhﬂﬁ

sentido AB, sera X5 = X9 of to P (%, y) de tal modo gque:

y la proyeccidén sobre el g PP ke

e¢je de las ordenadas se~ ~'; PE e
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Por semcjanza en los tridngulos P,AP y PBP, se
tiene:
PlA T E
PIE

pero PlA sty

X e

despejando

R 15
X = l 2 2 l ° . e e . (2)1

I‘l+I'2

Tn forma seméjante se puede encontrars

5 O )
)

@)

y:

Si P.es el punto meéio del segmentos

I‘l I.'2

i ih: 2ih +
S LR SN o : 2
N OTA:; Si el punto P sobre la recta que une -
Pl y P2 gueda fuera del segmento, 0 -
sea si la  divisidén es externa, P,P ¥
PP2 tlenen direcciones. opuestas. y por
lo tanto su relacidén es negativa.
BJERCICIO IT
. Situar los siguientes puntos y encontrar la dis
tancia entre ellos:
a) (39 -8) 5 (—47 -4.)
BYEEE0, - 0): 75 (53 =1)

= 5 =

o0 I (s i TS e

d) (=6, =3) ;5 (-7, =9)-

e) (5, 4) 5 (=3, -2).
Dados los siguientes vértices, dibujar los tridn-
gulos y encontrar la longitud de sus lados.

a) (29 6)/ ("39 "2)§ (4—1 "3)

v) (0, 0)5 (0, =5)5 (7, 0).

C) (29 2); ("39 4)7 (19 7)-

Determinar si- los siguientes tres puntos estan o

no en linea recta:

a) (1, 5); €3, 95 (-3, -1).

v) (0,~2)s (4, =3)5 (=3,-5).
Situar los siguientes puntos ¥y encontrar las coor
denadas del punto meédio.

a)y (3, 7); (=5, 4).

b) (41 2)§ (—49 ;6)' BiBL:

G, 5l {3, = “RLEREL

d) (_39 _5); (27 4)_ Apdo: 1628 | MONTERRLL, ent

ynivER

Tnoontrar las longitudes de las medianas del ———

tridngulo dado por los siguientes vértices:

T e B EF IR 1S, Oy |

Decir cuales de los S1gu10ntes puntos pertenecen
o wna circunferencia con centro en (3, 0) y radio
(3, —4); (2, 15); (-2, 2V10 )
Tneontrar las coordenadas de los puntos de trisec
(75 5).

Encontrar las coordenadas de los 4 puntos que di-

igual a 4;

cién del segmento (1, 2);




=)
viden ai segmento {2, 9)3 (8, 1) en H partes 1l--
221 SS .
L=

9,- Demostrar que les diggonales del paralelogramo

cuyos vértices son los puntos (0, 0)5 (35 4)3

(7, 0); (10, 4), se bisectan mutuamnente.

9. INCLINAGION Y PENDIENTG DI UNA RECTA.- Al dngulo
S que forman la direccidén po
/

o/ sitiva del eje de las ab--

scisas ¥ la direccidn posi
« tiva de una recta, se le -

1lama inelinacidn de la --
recta. La dirececion positi

va de una recta se considg
: ra haecia arribas; entonces
Fig. 11 la inclinacidn puede va--—-
rianlde/ 0P B E800 \Bn \be” Pig. 11 1a, inglinacion
de Ly es 6, ¥ 1la inclinacidn de L, es O, La 1i-
nea recta se considera ilimitada en ambas direc-
ciones. Cuando se toma una fraccidn de ella 'se -
ticne un segmento de recta, cl cual tendrd laj —-
misma inclinacidn que la linea a gque corresponde
La inclinacidn del segmento AB, Fig. 12, sc en--
cuentra prolongséndolo hasta cortar el cje de las

X O trazando por cualdquier, punto dcl segnento -

i
o
una paralels al

& g ange : : o e Llemg

-

En la Fig. 11:
Pendiente

Pendiente de L2 = Tan 92

-

En Fig. 12, pendiente de AB = Tan ©

Si se tienen dos puntos Py (xl, yl); P, (Xg, y2)
Pig. 13, la pendiente entre ellos, que se desig-
nars con la letra "m", estara dada por:

. _ AP2
m tan @ = —?IK- ; pero

hladnle <173 3

PlA X2 - Xl

Yo z.41
e )

Puede verse que si en la

m ==

férmula (3) se cambian -
signos a ambos miembros
dc,la fracecidn, el walor
de "m" no se alteora; por
lo tantos




Bt
Yy = ¥
e Xl —fig"
1 2
por lo gue SC concluye gue cs indiferente el or-
den cn gue sc tomen los puntos al calcular la -~-
pendiente.
Pucdc verse gqué la pendicente de una recta -
1. paralela al c¢je¢ de las abscisas es CEro, ¥y 1la
¢ una recta L2 paralcla al eje dc las ordenadas

es N 9 Figo 14'0 \I( Lz

Ejcnplos-
Dados los puntos (I, 5) St L
g (=4, (43) hallar la == '

Dondlonuc de 1z recta =

1

\

{

detcrminada por clloss i

Ge—=A23) 0 F
1~ (-4)

Idem para los puntos (-4, 7)

i SRR (P S
S T

. CONDICIONES D PARALLISEO PLRPIUNDICULARIDAD
ENTRS DOS RBCTAS. = Y!

/5 Lz
‘ | /

Dos rcctas son paralclas
2 I 4

si y solamentc sl sus @ -

pendientes son iguales,

es decir my = i, (Pig.15)

Demostracidén. Si las dos

rectas son parvalclag-feox

)

5 ..

wardn dngulos correspondientes iguales con el ej¢

- de lag X y por lo tanto @l = 02 y de agul m) = U,

Ahora bien, si my = Mo las inclinaciones son
iguales y por lo tanto las rectas son paralelas.

Dos rectas son perpendiculares si y: solamen-
tc si la pendiente de una es la reciproca y de —-
signo contrario de la otra; o lo que es lo mismo
¢l producto de sus pendientes ;es igual a -1
Demostracidén: En_la Fig. 16 Y

tan (909 + @2)
580192 :% B Fan0 g
pero tan Ql<= mli;_
taﬁ 92 ??mz
« O iy i
* O O “ o ,

ANGULO ENTRE DOS RECTAS.- El angulo o  formado cn
.Jf : tre dos lineas cuales---—
i quiera L.y L, es igual,
(fige 17) a: 64 = 6,
tan L = tan (@1 - 92)

tan@l — "tan 92
e tan@ltan 92




el

m, — m

: 1 2 ¥

o sea: tan & = - A0 AR ol L)
1 + 1‘1111112

donde ml'es 1la pendicnte de la recta dc mayor in
clinacidén para due A sca el dngulo opuesto al c-
je dc las x. Cuando. se desee encontrar (3 , Su--
plemento de &, 1a férmula  geras
tan /3 b I
BY 3 = _I—$—EZ%E
De lo antérior se puede dedueir la siguiente re-
gla practica general para ¢éncontrar el gngulo -
formado por dos rectas: Se considera el dngulo -
siedido en sentido positivo (contrario a las mang
cillas del reloj) y se aplica la férmule (4) to-
mando m, como pendiente de la recta final y mz'-
como pendiente de la recta inicial.
Cuando dos rectas son paralelas:
my - My

tan K= 0 0 SMRNP Y i  LL se vid

SRLLEL S
+ m
1 m, i,
Si son perpendiculares: Tanot =% . para -~
gue csto suceda se ncecesita gque:

. i
+ T ] — ° ° T= e Gemsmm—— -
1 )} 1 2 O m] o , como se VlO ante

1112
riormente.
Tjemplo: Bncontrar 1los dngulos de los tridngulos
cuyos vértices son:

A (l 1); B (5, 6)3 C8s 3).

Pendiente AB

Pendiente CA

Pendiente BC

148

95

= 1.55789
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Encontrar la pendiente y la inclinacidn de las -

rectas determinadas por 10S siguientes pares dec

puntos: :
a) (1, D; (3, -5). ¢©) (%‘—4,% 3)
B L (0 Baniken<CYs | ab\loA\o); (2 2 g )

Tncontrar el valor de la absc1sa u ordenada pa--
ra que los siguientes puntos tengan la pendlente
dada.

gy (3t a5 eyl mET3

b) (15’ 7); (X9 "3) mii= 1:'1-'0"

&) (=T 5) (3, W5 -B= 15

a) (-2, SIS AK, -7); m =71 T
Demostrar que los siguientes tres puntos estan
en Ldnes recta: | (1,.3)5 (0, 8) ¢ (2, -2)
Denostrar que €l cuadrildtero ABCD esiun “ﬁotan
PP oA\ O Il v o o O s 1) 5 D345 -8) -
Demostrar por medio de 1los énngﬁf gque el tr;aﬂ
gulo formedo uniendo 1los treées siguientcs puntos
cs isdsceles: (4, 8);5 (-2, 2); (LO; )
Eneudntrense los angulos de 1as triangulos cu-
vos vértices son:
a) (3, 6)5 (=25 3)3 =

s (=45 =3;
2) ('“33 3)3 P

Lo 15 (,“‘39

Sl

Tncontrar el tercer vértice que se halla sobre ¢l
eje de las ordenadas del tridngulo rectangulo cu-
ya hipotenusa estd definida por los puntos:

(=3, 2) ¥ (4, 3) -
Los puntos (1, 3) y (5, 1) determinan una recta.
Encontrar las coordenadas de un punto sobre esta
recta que, unido con el (3, T) dé otra linea gque
forme con la primera un angulo de 450 A
ngostrar que la recta gque une los puntos medios
de dos de los lados de un tridngulo, es paralela
al tercer lado e igual a su mitad.
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CAPITULO II
LA LINEA RuCTA.
VARIABLLS Y CONSTANTHES.- Bn todo problema de Geg
netria Analltlca hay cantldades cuyo valor no --

cambia a las que scC llaman constantes y se repre
sentan comunmente con las prlmeras letras del al
fabeto.

Hay otras cantidades que pueden tomar valo-
res diferentes por 1o gue reciben el nombre de -
variables y se represcntan por las Ultimes le——-
tras del alfabeto.

Ejemplos: Zn la linea Lq, Pig. 19, la pen--
dientc es una constante, ¥
en cambio, las coordena
das de los puntos sobre

1a recta van cambiando -

continuamente, por lo --

tanto son variables. //;ig. 19

=1 volumen de una esfera cstd dado por la £ érmu~
la V = 4/3‘ﬁr3. Tn esta férmula 4/3 y 7 son --
constantes asi como el exponente 3, mientras quc

npi oy "Y¥ . pyeden towmar valores diferentes y -~
por lo tanto son variables. 31 valor de V depen-
de ded gque tenga "r" y se dice que "yH es una —-—
funcidén de "r".

: ;

I ilo
TCUACION CON DOS VARIABLES.- Si en una ecuacidn

con dos variables se asignan valores a una de e--

1llas y se encuentran 1los valores correspondientes
de la otra, se obtienen parejas de nimeros que -
pueden representarse por puntos en un sistema de
ejes coordenados. La unidén de esos puntos sera la
gréfica de la ecuacidn. Se- dice también que es el
lugar. geométrico de los puntos que satisfacen la
ecuacidn. Las coordenadas de cualguier punto so~--~
bre la grafica dcben satlsfacer la ecua01on.

Zjemplos:
Encontrar las graficas de las ccuaciones siguien-
tes: 1) y 3x/+ 4 :

‘Dando ‘valores Yy ‘situando los puntos resoect1
vos sc¢ obtiene la grafica de la Fig. 20.
2). vy = 4% % | a cada valor de "X"{corresponden -~
dos valores de iyt, Ademsgs no puede haber valores
negativos de Wx?, pues darian resultados imagina-
rios para "y" , por lo que la grafica resulta tal
como aparcce en la Fig. 21. ;
VALORES X {O} T 419

VALORES Y {o|Z21L41t G|
Tgbla de Valores.




Fig. 21
. LCUACTON DS UNA RECTA, DADA SU PONDIENTE ¥ LA -
ORD@E&QQIAL ORIGEN.- Sea un puntoucualquiera =
z;:.y) de la recta. : (%, Y)

Fig. 22; la pendien 5
-tC “L’l”
to 'y (0, b) estard -

dada por:

mzl_}—{_.b_ /
L0 = x DY .(5)& Fig. 22

v &
gque es la eucacidn de una recta en funcion de -

entre esc_pun

i 3 it
su pendiente "ty 1lg ordenada al origen bt

Como. s dedujo esta ecuacidn se procede pa
. [ 4 .
rs encontrar la de cualquier lugar geometrico,

cs decir, sc toma un punto (x, y) sobre el lu—-
gar geométrico y se relacionan sus ¢coordenadas
de modo gue expresen las condiciones que rigen
a dicho'lugar geométrico. Ta ecuacidn resultan-
tec, que contiene a (x, ¥) ¥ las constantes del

Vd .
problecma e€s 1a ecuacidn del lugar geomnetrico.

15.7

[
. cuacidn se reduce a

Analizando la ecuvacidn (5) se pucden obtenc:
las siguientes conclusiones:

l.= 8i la recta pasa por el origen b = 0 y la e--

y = mX.

2.~ Si la recta es paralelas al eje de las absci--
sas, la pendiente sers igual a cero, m = 0, y la
ecuacidn sera: y = b.

3)- Si la recta no corta al eje de las ordenadas

tendréd que ser paralela a dicho eje y por lo tan-

to todos los puntos de la’ recta tendrén la misna
abscisa, luego su ecuacién es: x = k (Fig. 23).

X

U

"
x

Fig. 23

'DISCUSION DE LA ECUACION DE LA RICTA.- La ecua-—-

cidn de cualquier reccta es de primer grado,
gque cualquiera recta o corta

poT--
al eje de las “y" ¥y
su ecuacidn es 'de 'la ‘forma y = mx + b+ 6 es para-

lela a 61 y su ecuacidén es x = k ,

y ambag ecug--
ciones son de primer grado.

Ahors. bien; siempre'es posible reducir una -
ccuacidn de primer grado en "x" e "y" a la forma
Ax + By + C = O .

Despejando "y" se tiene: y = - %x - que -




)bz A 0 ey R R T 6.— Determinar el valor de A para que la lines
7 = S

3Ax - 4y + 5 = 0 sgeas

g) Paralela a 2x + 5y - 2 = 0 -

/' b) Perpendicular-a 4x - 6y + 8§ =0
tas cuyas inclinaciones (8) y cuyas ordenadas al \16 -

DA <= 25 -

d) m = % s S % f) m = =1 :> by =42
“netiéntrense las ecuaciones y dibijense las rec-

TGUACION DE LA RECTA DADOS UN PUNTO DE LA MISMA
Y LA PENDICNTE.- Sea (xl, yl) ¢l punto por el -—-
que ha de pasar la recta, m la pendiente y (xy ¥)
un punto cualquiera de la 1{nea, Fig. 263 la pen-
diente entre este punto y el (Xl, yl) estd dada -
Tneontrar la ecuacidén de cada una de siguien DOTE

origen (b) tienen los siguientes valores:
£y jo' S ol Hit bl 13 d)B\= 1359C ;5 b=

b) © 45° : b= =1 o @i .09 : =
¢) & = 120° ;3 b =0 £) @& 1509 - 3 =

tes lineas: y - J1

a) Paralela al eje de las ordenadas y pasando por . T Xq
el ‘punto (-5, 0)

b) Paralela al eje de las abscisas y pasando por
6l punto (0, o5 .4 que es la ecuacidn de la recta gue pasa por

c) Paralelas a la linea 2x - 5y + 2 =07% pasando '(Xl’ y1) y flene pREdisnte mg

por el punto (0, -4). - B¢

e WS ¥y = m(x - xl) e

d) Perpendicular a la 1inea 3x -y + 1 = 0 y pa-
sando por el punto (0, 0). :
Tncontrar la pendiente, la inclinacidn y la orde

3 3 R NO
nada al origen de cada una de las siguientes reg 13

tas:

Fig. 26.
Al e gy =18 =0 ) 2 = iy +i13 e ICUACION DE LA RECTA DADOS DOS PUNTOS DE LA MISUA
b) % = i€ D S NI3A = 6= 0

’ sean (xq; yl) y (x5s y,) los puntos por donde ha
e) 3y = 1 =0 Eflgtr="TF ="e =30 ' '

; TN ¢~ de pasar la recta, (Fig. 27). Lia pendiente "m" -
1By Ak L2 L = AT e gy B ) o & » .
Cudl es la ccuacién del eje dc las abscisas: ¥ -@u quecda determinada por los dos puntos dados, o sca

la ecuacidn del ejec de las ordenadas?.
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sando por el punto (0, 0). :
Tncontrar la pendiente, la inclinacidn y la orde

3 3 R NO
nada al origen de cada una de las siguientes reg 13

tas:

Fig. 26.
Al e gy =18 =0 ) 2 = iy +i13 e ICUACION DE LA RECTA DADOS DOS PUNTOS DE LA MISUA
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Rigs a4l

v la ccuacion de la recta con esta pendiente y =

pasando por el punto (Xl’ yl) sersa de la forma -
(6) ; entonces
Y3 =92
) 3470

y.- yio= (x> %) .....(7)*

Ljemplos:
1) Encontrar la ecuacidén de la recta gque pasa -
por el punto (5, 6) con pendiente m = - %

>

Ly e W B R e MY = 0= %(X sy

dosarrollando nos da: 2x/+ 3yt~ 28-= 0 § que es

la ecuacidn pedida.
2) Encontrar la ecuacidén de la recta determina-
da por los puntos (=3, 5) ¥ (4, =T).

¥y = V3

TR, (x. ~ Xl) Sustituyendo tenec-

y"yl:

' Rk e Oy
gl e e

mos -

(x + 3)

‘j.—{ = _l_é-—- (V")‘\

-3

F
|
|

k;

recta determinada por los puntos (a, 0) y (0, b);
intersecciones con los ejes coordenados, tendra -
una ccuacidn segin (7) (Fig. 28).:

0 - Db

5 s Sy
— (x =) .6 sea y=-2 (x - a)
. e

e EaEs RO

que es la forma simétrica de la ecuacidn de la -

y -0 =

Tecta, en que a y b son respectivamente la absci-
sa y la ordenada al origen.

ST
\Q{
N (b, o)

\\\\;ULG>'X’
Fig. 28 <\\\\

INTERSECCTON DE “DOS RACTAS )< Puesto que el punto
de interseccidn de dos rectas partenece a ambas,

O

sus “coordenadas dcben satisfacer las dos ecuacio-
nes, c¢s decir 'que la solucidn de las ecuaciones -
como simulténeas dara las coordenadas del punto -
de intersecciénQ :

(Fig. 29)

b)EBx + 4y — 24°=0

Gjcmplo:“Sean las ecuaclioness:
R il
a Y 8x 72 Inlhgr=0g




=050
puntos de interseccidn:
73) 5x =y + 13 =0 s X~ 2y 4 =
“p) 3x + 2y = 4 =0 : 3x = 4y = 12 = O
: e) 3x -4y + 3 =0 : Tx + 4y + 47 =0
'//’ WOl | A\ 4 . d) 3z = 5y - 27 = 0 e 2x = 3y - 17 =0
] Encontrar la ecuacién de la. recta que pasa por la

Fig., 29

Resolviéndose como Slmultaneas se obtiene: interseccion de:
e 36 { 93 2% - 5y + 13 =0 y 3x+ 4y - 15 =0 ¥ con pen-
/ L ] X — o .

H 23 . il ' - diente de =5.
que son las coordcnadas del punto. de intersec-- | Tnecontrar la ecuacidén de la recta que pasa por la

cién P. interseccidn de: :
\\k EJERCIOIO v : ' 5% + Ay - 13/=0 y 4x -5y =57 =0 ¥y es para-
Encontrar la ecuacidén de la recta que pasa por lela & la regta @Rt § = 7 =0 .

el punto P y con pendiente m. . Encontrar la ecuacidn de la perpendicular bisec--

a) (=7, =5) m = %‘ d) P(o, 0) m = triz del segmento de recta determinado por los —-

b) Bl e e e \ puntos (=25 4) ¥ Q3, =3) & : |
Dados los vort}ces A (4 4)9SB ( 35 6)9 c (_1 2]

de ‘un tridngulo encontrar:

)P 2, -Hmn=-2.8%,8E)n-=

incontrar la ccuaeidn de la. recta que pasa por a) Las -ecuaciones de los lados.
los puntos: & P10 0120 AL LLT L "l b) Las ecuaciones de las medianas.

a¥al o3 4) 0 b2erslle resoe) <o- 6),50(65.:9)
B) G2) f = g g el @, D (21

¢) Las ecuaciones de las alturas.
d) Las ecuaciones de las perpendiculares bisectrl

ces de los ladose.

Dibujar las siguientes parejas de rectas y en-— vértices, paralelas a los lados cpucstos.

)
i £ 74 ‘ 4 ‘ | ‘
Bl G g 3) i e e i e (" 135N (0, - %>W“ e) Las ecuaciones de las rectas que pasan por 1los

contrar en cada caso.las coordenadas de .sus —— - 8.~ Incontrar 1a ecuacidn de la recta gque pasa por el
puato (-7, 3) y es paralela a la linea:




2% + 3y - 1 =

Tncontrar la eeuacidn do la recta quc pasa paor -~ §

el Uunto ( By =) y es perpendicular a la llnea

- 31 -
Sca DP; = d la distancia perpendicular de la 1i-
nea L al punto le
Tricese P1R paralela al eje de las ordenadas la -

&x h Vi 4 — AR
Dadd el triangulo A (0.0)5 B (a; 0); C (Bg 2)s Bnténceé‘

demostrar analiticamente:

cual intersecta a la reeta L en el punto Q.

P ;2 COSF( B ® ° L3 . . o(a)
La ab501sd del punto Q es X

2) Que las perpendiculares bisectrices de sus'la .+ Para encontrar la -

ordenada, como este punto estd sobre la recta de-

dos se encuentran en un punto equidistante de
los tres vértices (Centro del circulo cir--- be satisfacer su ecuacidn por lo tanto:

cunscrito). Ax, + By + C=0

b) Que las alturas se encunctran en un punto. A%y @ =

(Ortocentro). o« 20 GBI R
¢c) Que las medianes se¢ encuentran en un punto.

(Centro de gravedad del tridngulo, también —-

1ucgo las coordenadas de Q son:

Ax +o)
A
<X1 A BW

Ax. + © AX.. + By, + C
A p is < ! L
PlQ e Yl ik B = B . . . e (b)

Bl 4ngulo X gs suplementario de © (inclinacidn dc

1lamado centroide).

d) Que los.tres puntos encontrados en ay1b y ¢ =

estén en liﬂea recta
TA A-UN PUNLO.— Da.do -un pun-p

o (X, y) v 1la recta Ax + By + C = 0, ‘para cnl
contrar la distancia de la rcctalal punto consi-

-

la recta) y sc tiene:

cos X =, ~ €080
deremos la Fig. 30. < Y . Scgun la ecuacidén de¢ la recta, m = tand
X { s /P|le,"ﬂl) B

..c COS g =7 = +
: [ ime:
\JA +

S
B

1
-1-_\};;2 + }32
Sustituycndo (b) y (c¢) en (a) tenemos.

cos X =




Sz
s i 3 ‘ \
' Axl + Byl + C \{ B

/ :
g =5
=i ‘—\I .:1.2 2 B

Como se ve, para encontrar la distancia entre -

_ el punto y la recta, basta sustituir en la ecua

cién de ésta ultima las coordenadas del punto
(%15 ¥;) y dividir cntre t\fﬂz oD

Si para cncontrar la distancia se considera el
signo del radical contrario al del término in-
dependiente (C); la’distencia serd positiva si
el punto y el origen estan eén lados contrarios
de la recta (Fig. 31) y negativa si el origen
y el punto se encuentran del mismo lado de la

recta (Flg. 32) '”'\\:;

3

b s o Fig. 32
N O T A.- La demostracién de lo anterior se bz
" ga en la forma normal de la linea —-
recta la cual no se trata en estos a
puntes.

S oot

recta
al punto P (3, L)

oordenadas del punto en la e--

cgin férmula (9) se tienes

b) uncontrar 1a distancia de la recta
12% - 5y - 3 sl punte (5, -2)
Procediendo como en el ejemplo anterior se tiene:
g = L2wpme 5. (= 2) o T

-+V/~?f: 5 b2

Incontrar las ecuaciones de las bisectrices -

de los énﬂulos formados por las lineas:
X = 3y + 3 = P Ay 28-='0 J[Fig, 33)

i
\\\\\*\\ﬁ

Q

, Y Fig. 33
Sean (Xl, yi) un punto cualquiera sobre la
bisectriz L3 .
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Como se ve, tanto Ll COmo L2 guedan entre el
origen y el punto (xl, yl) por lo que d; y d, son
positivase.

Si el punto sobre L3 se toma abajo de la in-
terseccidén de las rectas, ¢l origen y el punto eg
tarin del mismo lado con respecto a ambas rectas,

0 sea 4, ¥ d2 son negativas, por lo que se concluf

ye gue siempre dl = d2

Xl—3yl+3

\

Ty + 4y, - 28
pero dl = e Yy d2 = o
: \10 \65
El signo del radical para dl es negativo por
ser C positive y para d2 es positivo por ser C ng
entonces: : :
fy TGy MG ol Alxynasdyy (S0
~\1o + \[65

Como_(xl, yl) es un punto cualquiera de la -

gativo,

bisectriz sc¢ pueden suprimir los indices, o sgea:
X = 3y + 3 Ix + Ay - 28 »
L6 + V65"

" (vé'§ + 7V10)x + (4410 -3 \65)y
: ; ¥ 13 JB5 = 28 ¥ X0 = 0

que es la ecuacidn de la bisectriz L3.

Para la bisectriz L4, un punto P2 sobre G-——
1la queda del mismo lado que el ofigen para la -
recta Ll y del lado contrario para L2 por 1o que
las distancias a las rectas seran de signos con-

= 35 =
trarios.

También serien de signo contrario si el pun-
to queda a la izquierda de la interseccién, como
puede verse facilmente en la figura, es decir que

d3 = - d4

x—3_:>‘:’+3 Tx + 4y - 28
: —\/lO +\/65
.t (710 - VBB)x + (4y10 + 3V65)y
- 3465 = 28410 = 0

gue es la ecuacidn de la bisectriz L4.

Intonces:

SJERCICIQ VI
Bncontrar en cada uno de los siguientes ejerci--

_cios la distancia entre la rccta y el punto dado.

(=5, 4)
(-1, -1)
(=1, =2)

é)j{-+y..1—_—_o

b) 3x = 2y - 10 = 0
c) 7x + 8y - 56 =0 ;
VR Tt S L S 1 R
g) 8% £ By T LI =0 R 7)

£) 4x)=3y A2]=|0% (L. -2

g) 5% + 12y - 15 = 0 ; .;59_-2:)

Zncontrar las bisectrices de los dngulos formados

bR =26+ & [ /= M) A5

Encontrar las bisectrices de los dngulos interio-

X &4 Ryt 1

res del tridngulo cuyos vértices son.
Ai2s 3)s B L—dy36)5-C(1; =1).
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e el RECTAS
J_L'\l =2 ';Y",.‘:D “.l .L._-‘J.L

— Como se ha

tratado sobre lil 5, recta,

dicioncs . pars gue la recta

sndiente, etcy)

puntos sobre c¢lla, un punto

Cuando sc¢ ticne dada una sola condicidn hay
siempre un numero ilimitado’ ¢ rectas que la sa-}
tiafacen. A cste conjunto se le llama sistena d%
rectas.

%1l sistema de mectas con pendiente igual a
o cstard dado por la ecuacién y = 2x + b ; dando
valores a b sc obtendrén rectas paralelas entre
s{, todas ellas con la inclinacidn tan o = 2.
La PFig. 34 nuestra al cunas~de las lineas de. CSUC

Y/

sistema.

D/

Fig. 34
Tl sistema de rectas que pasa por la inter

seccidn de dos rectas conocidas puede encontrag!
se en la forme siguiente: g

Sean las ecuaciones gencrales de dos ree—-—
tas-

WX + By + C =0 ’

S92 i X + Bzy + 02 =20

A
-
R

S [

Multiplicando la segunda ecuacidén por K se -
obtiene K(A X + B2y + C )
la primcra ocua01on mlembro a miembro resulta:
Ayx + Byy + Cq + K(AZX + By + 02) =0 ;3 que es —
la ecuacién del sistema de rectas que pasan por -
el punto de interseccidn de las dos rectas dadas.

En efecto; si se llama (xl, yl) a las coorde
nadas del punto de interseccidn de las dos rectas
se tiene: K(Ale + Boyy + 02) = 0 ; cierto pars

cualquier valor de K 5 y Alxl + B + Cl = 0

o Axg F By + Cp ¥ K(Ale + Boyq

contiene el punto (xl, yl) puesto que sus coorde-
nadas satisfacen 1la ecuacidn. Para cada valor de

; sumando esta con

191
v 02)

X hay una recta cn el sistema.
Ejemplo: ZIncontrar la ecuacitn de la recta que pa
sa por ol'pun%o de interseccidn de:
12x = 5y - 20=0 y 22+ y -2 =0 Ay pasando -
ademds por el punto (3, 1). '

La ccuacidn del sistema de rectas que pasa -
por la interseccidn de las dos rectas dadas es:

. (12x - 5y - 20) + K(2x + y - 2)

' Como la recta pasa ademds por cl punto (3,1}
cstas coordenzdas satisfaran la ecuacidn del sis-
tema, obligando asi a un valor de K. Sustituyendo
se tiene:

12,3 - 5.1 - 20 + K(2.3+ 1.1°=2)
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7.- Encontrar la ccuacidn del sistema de rectas para-
; : " lelas a la linea:
S e AN %%(QX g oot bl a) 3x + 5y - 7 =0 ey 2% + 3y - 15 =0
1o \igog L asy £139°= 0 Y ‘que es la ecua—— b) X -2y + 9 =0 4) 15z - 11y + 6 = 0
R st Ras : Encontrar la ccuacidn del sistema de rectas per-
pendiculares a las lineas del problema 7 7T

o %% y la ecuacidén de la recta seras

TITRGICIO VIT Encontrar la ecuacidén de la recta que pasa por la

Tneontrar la ecuacidén del sistema de rectas cuya interseccidn de x + 2y - 4 =0 y §y-5x=0 7
ordenada al origen vale 4. : ~ gue tenga la ordenada al origen igual a la absci-

Tnoontrar la écuacidén del sistema de rectas con | sa al origen. .

pendiente - % / Encontrar la ccuacidén de la recta que pasa por la
Fncontrar la ecuacidén del sistema de rectas cuya inﬁerseccién a3 + 4y @ O = BT

abscisa al origen veale =3. x - 3y + 12 = 0 y con pendiente igual a 1

Encontrar la écuacién del sistema de rectas en -
las que el producto de su ordenada al origen por

su abscisa al origen vale 12.

Tncontrar la cecuacidén de la recta gue pasa por -

el punto dado y por la interseeccidén de las rec—-

tas dadas:

:
|

8) 3Xx + 2y - 5=0 ; 4x+y+3=0 B, 18) .
b) x - 4y + 12 =0 3, x -y+1=0

c) X +y -2 = s o~ Y # 7 =0

A) % e Sk 5= 0 sk & 2y kD

e) 3x + By \—ld = O 5 .t 29 ~\4) = |

F) 2x + 3y -11L =0 ; 4Xx -y + 3 =

6.- PEncontrar la ecuacidn del sistema

pasan por el punto (=3, 2) -




SR )

Il valor de - “< de x, para el que correspon
de un valor y = O, significa que cuando se van —
dando a x valores absolutos sucesivamente mds -

CAPITU L O IIT
TOUACIONLZS NO LINBALES Y SUS GRAFICAS.
50, GENLRALIDADES.- Como ya quedd dicho en péginas 1

grandes siempre negativos; la y va tomando valgo

res correspondientes cada vez mas chicos, tanto -
puede representar gréficamente en un sistcma dej como se guiera.

ejcs coordenados. Si y = f(x) y se dan valores ¢
X4l S€ cncontrardn valores correspondicentes ae ¥,

toriores, cualquier ecuacidn con dos variables

Ahora bien, si los valores de x se van acer-—
cando a cero por el lado negativo, los valores ab
solutos correspondientes de y se van haciendo -

y cada parcja de estos valores darsd un punto en

ol sistems de c¢jes. Sea por ejemplo: |

mayores, siendo siempré negativos y creciendo asi
! ;

¥ £ X 2x\+ P (Fi8-235) Y ' : indefinidamente.

PR SO VX

in la nmisma forma se puede hablar de los va-

lores positivos de x, ¥y se ve gue la grafica —--

consta dc dos ramas; una cn ¢l primer cuadrantec y

NP g P Y I : . Ya otra en el terceros No puede haber puntos en -
12/ B 541 518][13 ' ' los cuadrantes 2° -y 49, pues siempre las varia——-
Tabla de valores. , .~ " Dbles son del mismo signo.

Cuando como en cste Ca2s0, Una Curva Se Va a-
Otro ejemplo: Xy = 1 18 cercando siecmpre a una rccta pero nunca llega g -
durdib: rated s, tocarla, se dice que la 'Trecta es una asintota dec

la curva. En estc caso los ejes coordenados son a
sintotas de esta curva que se llama hipérbola.

tro ejemplos ¥ = sen X (Pig. 37)

X o521 213 Y.
Y 1G FVel=-Bl=1 o] | | V2| /3

i 2 | 17, 2411 i :—_f"“\'ﬁ'
YA A AIAA ol L I
Tabla de valores. e é.g% e T

Tabla de valores Fig. 37




o
Se ve que sgta curva, llamada senoide, tie-
ne valores de y repetidos periddiceamente a ca-
da cambio de.2 7 en-el valor dc X.

Otro-ejemplo: v =-dogwx (Fig. 38)

v

Pile. || B8
Se ve gue para x = 0 el walor de y ¢s -
decir, gue el eje de las, y es asintota de
curva en-su parte - inferior.
Siixi=1.5 5y =0 , 0.8ca que la curva cor-
al eje de las . x en (1, 0) y para valores -
x comprendidos entre o y 1 la y es negativa.
Si la-x va-.ereciendo.a partir de 1, la y -
también'crecei pero cada vez mas lentamente, --
pues la diferencia entre dos logaritmos de numne—
ros consecutivos va sicndo cada Vez menor,
No hay puntos de la curva cen los cuadrantes
29 ¥ 3°'pues no hay logaritmos de numeros negati
VOS.

2

Otro Ljemplo. 4x~ + 9y2 = 36

Para saber en donde corta la curva al eje -

. =k

las y se hace x = 0 . y = =2 ; la curva

|

o )
al c¢je dc las x cuando

cortar

r
S

&
X:-B

Despejando y se¢ tiecne: y = <

Se ve que para cada valor de X sc obtienen dos
valores de y iguales y de signo contrarib, asi
pues, la curve es simétrica con respecto al ejc -
de las X.

La grafica solo tiene puntos entre valores
de x comprendidos entre -3 ¥ 3, pues para vValo-
res absolutos mayores de. 3. la. ¥..es imaginaria.

P
2

Despejando x se tiene: x = b4 -y

S€e ve que para cadas valor de ¥ sc obtienen dos -

valores de x  idguales y dec signo contrario, asi -
pues, la curva cs también simétrica con respecto
al cjc de las y.

La grafica solo tienc puntes entre valores -
de y comprendidos desde -2 Hasta 2, pues para va-

lores absolutos mayores gue .2 la X ‘es imagina—-

o

Dando valores de x ¢ y comprendidos cntre
-2< y~ 2 se obtienc
la curva llamade elipsc de la(fig. 39.

los limites. de =3+ X<3 ¥




|

Figa| |39

te ‘ejemplos
Para buscar los puntos de interseccidn de -

}

. 7 |

En general se procede tal como se V1O en €g|
' |

|

|

una grifica con el eje de las y se hace x =0
y para. la interseccidn con el eje de las X se hg|
ce y = 0.

Dos puntos son simétricos con rcspecto a un
eje cuando dste es perpendicular biseetriz del -
segmento de recta que unc los dos puntes; luego

habrd simetria con respecto al cje de las x si
sustituyendo y por -~y la ccuacibn no se altera.
Igualmente habrd simetria con respeeto al ejc dej
las y si-al sustituir x por -x la ecuacidn es laf
misma. ; _

Dos puntos son simétricos con respecto al 0
rigen cuando el segmento guc los une queda biscg
tado por el origen. Cuando esto sucede, las coor
denadas de uno de los puntos son respectivamente
iguales y de signo contrario que las del otro; -

e

el punto (a; =b) es simétrico con respecto al ori

gen, del punto (-a, b). Habrd cntonces simctria
con respecto al brigen en todo lugar geométrico -
en cuya cecuacidén se puede sustituir x por -x ¢ -
y por -y al mismo tiempo sin alterar la ecuacidn.

Sea por ejemplola ecuacidn anterior que pue-
de escribirse de las siguientes formas sin alte-—
rarse:

a) 4x° + 9y2 =36 ¢) 4x° 4 9(—y)2 == 36

b). 4(-x)° + 95° = 36..4d) 4(-x)° + 9(-y)2 = 36
Bl lugar geométrico correspondiénte a esta ¢

‘cuacidn, de acuerdo con lo explicado, serd simé--

trico, con respecto al eje de las x, con respecto
al eje de las'y y con respecto al origen. La cur
va scra ademds una curva cerrada, puesto gue tol-
dos sus puntos qucdan conprendidos entre las recc-
tas: x = & B e eTA=s o

Como se ve facilmente, para que cn uha ecua-
cibén algebraica dada pueda sustituirse y por -y -
sin alterar dicha ecuaqién, eg-necesario gue los
exponentes de y sean parcs., Lo mismo puede decir-
ge, de. X.

Para quec puedan sustituirse al mismo tiempo
la X por —x ¥y la y por =y en una ccuacidn algec---
braica sin alterarla, se necesita que todos los -~

términos de la ccuacidn sean de grado par, (0 to--
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“1as y; haciendo x = 0 y resolviendo la ecuacidn -
yo grado escero, se considera par). resultante en Yy. '

3

Si sc sustituye x por.-x € y por -y la ecug

dos de grado impar, (un término independiente cu

Ses por ejemplo Ya ecuacidn y = X + X

b) Se buscan las intersecciones con el eje de las

. x haciendo. y = O y resolviendo la ecuacidn re-
¢idn queda: =y = =X + (-x)” o sea -y =.~-X - X sultante en x.

que es la misma’ ecuacidn’ original-(ambos miem--- c) Se investiga simetria con respecto al eje de -

bros multiplicados por -1); lo que indica que el las y viendo si al sustituir x por -x no se al

7 . . 7 T
lugar geométrico representado por esta ecuacion tera la ecuscidn.

es simétrico con respecto al origen. d) Se investiga la simetria con respecto al eje de

Esta curva pasa por ¢l origen puesto que pa las x viendo si al sustituir y por -y no se al

ra | x & Qs &y =4 tera la ecuacidn.
Dando valores a x y encontrando 10s correg

Se investiga simetria con respecto al origen

pondientes de y se obtiene la curva de la Fig.40.

viendo si al sustituir al mismo tiempo X por
X ¥ y por -y no se altera la ecuacidn.

da, la y sigue aumentando de valor, luego la cur NOTA: De estas tres 'eondiciones de simetria —-
va es abierta. U

Si x crece numericamente en forma indefini-

basta con que se cumplan dos pgra que sea -

cierta la tercersa.

Se determina la extensidén de la curva viendo -

si hay valores dc¢ una de las variables gque ha-
gan imaginaria a’'la otra.

g) Se vé 8i la curva es cerrada viendo si todos -

4 sus puntos (valorecs reales de x e y) quedan —-
Fig. 40

Resumiendo, siempre que se quiera discutir

comprendidos entre limites finitos.

A N X | Ejenplos: _
1a ecuacidn de un lugar geométrico, se hara el g ‘ e ‘
Sea 14 ccuacidn y = cos x. (Figs 41)

, y DA = 0 I
a) Sc buscan las intersccciones con el eje de - >

1y =0 x ‘= STy Jdonde mitpuede ser —-

ndlisis en la forma siguiente:




2B =

cualquier nUmero entero positivo o negativo. s

decir, que la curva cortard al cje de las X en -

X

I/
2 z . . .
cia igual 'a un multiplo de 57 (positivo o negati-

vo) del punto (£ , 0). \/

B Yy A

Figs 41

$i se sustituye x por -x la ecuaeidn no se

altcra, puesto-que eos x = cos (-x); por lo tan-f

+0 la curva cs.simétrica con respecto al eje de
lasy.

Si sec sustituye y por -y la ecuacion se al-
tefa, por lo tanto la curva no ¢s simétrica con
respecto al eje de las X. "

No habrd sinctria con.respecto al origen —-

puesto gue al sustituir x por -x e y por -y la ¢f

« 7
cuacion se altera.

Para cualquier valor de X habrd un valor de

v, luego la curva sc extiendo indefinidamente ha

cia la derecha y hacia la izquicrda.

La y no pucde scr mayor gue 1 ni menor gue
-1, puesto que ¢l coseno de un angulo no puede -
pasar dc csos limites. '

L ¥ en todos los puntos que estén a una distan |

. 49 -
Esta curva es exactamente de: la misma forms

que la curva y = sen X, pero ests logalizada con

- un. desfasamiento de %; respecto al origen. Obser

vando la curva y = sSen X se Ve que no es simétri
ca con respecto al eje de las y pero es simétri=
ca coﬁ respecto al origen. in efecto supliendo -
al mismo tiempo X por - X e  y por -y dicha el-
cuacién no se altera:

y = sen X

- y.= sen (-x) = - senx
Sea la ecuacién y2 =
(Fig. 42) @

(x - 3)(x - 1)(x + 3)
3)

G%-3>
Fig, 42

= s & ;s +
Haciendo x = O se encuentra y = --3:0 sea

gue la curva corta al eje de las y.en los puntos
(o0, 3) vy (0, -3). Haciendo y = 0 sc cncucentra --
x =3; x=1 y x = -3; 0 sea que la curva corta
al eje de las x en los puntos (3, 0); (1, 0) y -~
(T;i O)'
Hay simetria con respecto al eje de las X
puesto que la ecuacidén es algebraica y el exponen
tc de y es par. Para valores de X menores que -3




e B
la y c¢s imaginaria. También es imaginaria la y -
para valords de. X mayores que 1 ¥y menores que Gi
Fntonees la curva no tiene puntos cuando x< -3
ni cuando 1< x < 3.
Para valores de x mayores que 3, los valo—-
res de y van aumentando indefinidamente.

Para valores de x comprendidos entre -3 ¥ 7 ¢

se tendrin siempre valores finitos de y.
Por 1o tanto la curva tiene una parte cerra

da entre X/=w3y % = 1|, y yna rama abierta en-

tre x = 3y X =< )
INTERSECCION DE DOS CURVADS.- Tal como se vid pa-
ra el caso de_dos rectas, cuando un punto es co-

mién a dos lugares geomeétricos, ‘éus coordenadas -
deben satisfacer ambas ecilaciones, pbr lo que re
solviendo las ecuaciones como simultaneas sc de-
ducirdn las coordenadas del punto o.de los pun--
tos de interseccidén. Indudablementc gue los re--
sultados imaginarios deben scr descchados; pucs
las coordénadas son numerds reales.
Ejemplo: Encuéntrensc las coordenadas d¢ los pun
tos de interseccidn de los lugarcs geométricos -
representados por las dos ecuaciones siguiéntés;
y° = 4x (1) o Iy N L BE I NER)
Despejando y en (2) y = 2x - 4 L3
Sustituyendo este valor en (1) AR

(2x - 4)° = 4x

|

o e 4x2 - 16x + 16

nemoss X2

Simplificando te
- 5% + 4 '

e e Xl:4

Sustituyendo en (3) Y1 =4 5 ¥y = =2
Entonces los puntos-de interseccidén son: (4, 4) y

Chy-2) ol Pigeo43:)i Y

('J"2>

-

Fig. 43

BJERCICIO VIIT
Discitanse las siguientes ecuaciones y grafiquen
se los lugares geométricos respectivos.

1) ¥ = 5%° - 4x 6) y° = 8x°
)y 2

2) x2 + 4y2 =8
F o ¢
X _+:3

Tx - 6

2

3) 6y 8) vy =

)

< N Y
4) 49 9) t—a— = 1
2

5) 9x - y° = - 36 10) y = 2 sec X

Qué lugar geométrico representan las ccuvaciones




= ABD
siguientes?

2
11) xy 14) y° =

2 2
12)X2+ 15)X+Y=O

13) x% =

Dibijense las graficas y encuentrense las coor-
denadas de log puntos de 1nterse001on en cada -
pareja de ecuaciones.

2 2
HIB) Iy £ X e

of| T [ X
; 2 Wi
ATV IX= + == 25
18) y2 =

19) y =

3x + 4y
16x Bx| A3y -

2X2

+ 3 +5 35 ¥= %% + x + 4

i

t'

QLSD

3 =

G B ROURA0C STV

CIRCULO.
EFINICION.~ E1 circulo es el lugar geométrico de

los puntos equidistantes de un punto dado. A este
punto se le-llama centro del circulo y a la dis--
tancia constante del centro a cualguier punto del
circulo se le llama radio.

En geometria elemental esta definicidn co-—- .
rresponde a la de una circunferencia,
culo el grea encerrada por ella.

siendo cir<

_ EQUAGTON DELCIRCULO.- Sea C (h, k) el centro de -

un c¢irculo y r su radio, (Fig. 44). Cualguier pun
to P (x, y) sobre el circulo debe satisfacer la -
condlclon de encontrarso a una distancia r del ~-
centro, ontonces, segtin férmula (1):

r = (i h)2

+ (y - k)2
P = '

B e (. h)2

- r . L L] . .

+ (y - k (10)

que cg 1la ecuacidén de un circulo cuando se cono-
cen las coordenadas del centro y el radio.

Y

A
b

Fig.

r_P@wO
" R)

44
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siguientes?
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11) xy 14) y° =

2 2
12)X2+ 15)X+Y=O

13) x% =

Dibijense las graficas y encuentrense las coor-
denadas de log puntos de 1nterse001on en cada -
pareja de ecuaciones.
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CIRCULO.
EFINICION.~ E1 circulo es el lugar geométrico de

los puntos equidistantes de un punto dado. A este
punto se le-llama centro del circulo y a la dis--
tancia constante del centro a cualguier punto del
circulo se le llama radio.

En geometria elemental esta definicidn co-—- .
rresponde a la de una circunferencia,
culo el grea encerrada por ella.

siendo cir<

_ EQUAGTON DELCIRCULO.- Sea C (h, k) el centro de -

un c¢irculo y r su radio, (Fig. 44). Cualguier pun
to P (x, y) sobre el circulo debe satisfacer la -
condlclon de encontrarso a una distancia r del ~-
centro, ontonces, segtin férmula (1):

r = (i h)2

+ (y - k)2
P = '

B e (. h)2

- r . L L] . .

+ (y - k (10)

que cg 1la ecuacidén de un circulo cuando se cono-
cen las coordenadas del centro y el radio.

Y

A
b

Fig.

r_P@wO
" R)

44
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26>§‘OTRA FORMA Qg L& TOUACION DELCIRCULO. -~ Desarro—--—
1lando la férmula (10) se tiene:

x2 < 2hx F h2 + y2 - 2ky + k2 - r2_= 0
fo e y2 - 2hx = 2ky + ffupopfoingd 206

entonces la ecuacién de un circulo serd de la

forma: XZ e y2 + Dx 4 Byt =0 . . «(11)

en'la gue D = =2h; E = -2k; F= h2 + k2 - r2
" NOTA: Cuando los coeficientes de x° e y2 secan -

iguales pero diferentes-de 1, bastars con

dividir todos los térmimos de la ecuacidn .

entre el valor de esgos coeficientes para
que:'se obtenga. la forma (11).
Inversamente, cualquiera ecuacidn de la -
forma (11) serd la ecuacidn de un circulo
real, nulo (radio = 0) 6 imaginario, como
se verd a continuacidn:

= + Yz + Dx + By + P =0 , completando cua

fale 2. 2 2
W AN D ] o B L
dradosj X~ + Dx + o + y -+ Ey + - A g=iily

2

sea:
2 =
0 DA e L
5 % §)2 = = y i -

Dy 2
)

(x +

Tsta ecuacidn cs de la misma forma que la (10)
en la que:

E® - 4F

s B
El circulo serd real cuando D2 & T2 — 4F > 0

4 .
El circulo serd nulo, es decir se convierte en un
=2

~punto cuando D2 + B o AR = O e

El circulo serid imaginario cuando:

D% ¥ B2 1w igmitio

ZCUACION DEL CIRCULO CON CENTRO EN EL ORIGIN.~

Si el circulo tiene su centro en el origen enton-

ces: h = 03 k =0 ;5 y la ecuacidén (10) queda re
ducida a la formas

2 2
X +y =I‘2 e 8 e . ® & o o » c(lz)

Ejemplos:

1) Encontrar la ecuacidén de un circulo con centro
en (2, =3) y radio igual a 4
La ‘ecuacidén del cireculo conociendo las coorde-
nadas del centro y el radio, férmula (10) es:

(x - B)% + (y - K)© = r?
A 2)-2 + (y +_3)2 16 Desarrollando:

X2 ~4x + 4 + y2 N6yl + )9 & 164£ .0

s X2 - y2 -~ 4x + 6y - 3 =0 ; gue ces la ecua

cién del circulo pedido. (Fig. 45).

s X
TR T

( i 9
\\_ J

i

Fig.
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2) Dada la ecuacidn:

X2'+ y2 + 10x - 16y + 53 = 0 3

encontrar las coordenadas del centro del cir
culo y el radio. .
Segin quedé.demostrado en la ecuacidén (11)
X2 + y2 + Dx + By + F = 0.5 las coordenadas
del centro son:. .

Bo=-2h k=iog 2 VD2 4 22 - 47

entonces:
h

1047 16

gy SO

20427 o il

r =4 \[100 + 256/- 212 = 6
o ‘sea que la ecuacidén corresponde a un circulo

con centro en (<5, 8) y radio 6 . (Fig. 46).

1Y

X

46
Se podria resolver el problema convirtiendo la
ecuacidén dada a-la forma (10):

(x + 53254 (y - 8)°% = 36

L

EJERCICIO IX
Encontrar la ecuacidén de los siguientes circulos
dados el radio y el centro: '
&) =2 52700 Hd 25 el ¥looassGulb-3p10)
bB) = 5 (=Tg22)" £)e 7 5018 1 (Q5:00)

) r=g (2, -3 @ et e (L, o)

8) 2= ;.G (=Ty =5) A} 7 =0 : A (N %)

Encontrar el radio y las coordenadas del centro
en cada uno de los siguientes circulos:

a) %2 4 y2 = 25

b) x° +'y2 6x — 6y + 9 =0

c) oy y2 8x + 14y + 49 = 0

a) X\ y2 6x + 8y + 25 = 0

PHIVERSIDED B HUTHD LEOR
BIBLIC! SLRSITARIA

ug1£0%30 REVES”
1475  MONTERREY, MEXIC®

Kpdal 1829 ,

e) 4X2 + 4y2 Bulx. ~ 127 . SYE=S0
IZncontrar la ecuacidén del circulo con centro en
(-2, =3) y pasando por el punto (1, 1).
Encontrar la ccuacidén del circulo que iiene como
didmetro el segmento que une los puntos (2, 3) y
(=5, 7).

Encontrar la_ ecuacidén del circulo tangente a los
dos ejes y cuyo centro cstd en la linea

2 - 3y + 9 = 0.

Encontrar la ccuacidn dél circulo con centro en
la interseccidn de las lineas x - 4y + 8 = 0O

X -y -1 =0 y tangentc a la recta:




= 58 =
AX + 3y + 21 = O. '
Bncontrar la ecuacidn del circulo que tiene pof
didmetro el segmento de recta determinado por --
las dintersecciones de los siguientes pares de —-—
eenaciones: ¥y = 4x 5y -~ 3x = 0 .
. %= Ayid 6 = 0 i 5\ 8y ~ 88 = 0.
El punto P (x, y) se mueve en tal forma que si -
se trazan las lincas PA y PB a los puntos A (1, 4)
B (=5, —3) el dngulo APB = 909. Encontrar la ecua
cidn del lugar geomdétrico de P.

CONDICION:S QUL DETERMINAN UN CGIRCULO.~- Tanto cn
1a forma (10) como en la forma (11) de la ecua-—-

cidén del .circulo hay tres constantes arbitrarias;
coordenadas del centre (hy; k) y radio r en la e-
cuacién (10)  y D, E y F cn la ccuacidn (11). Es
to indica que se necesitan y son suficicntes -
tres condiciohes para que un circulo guede defif
nido. Bjemplos: 7 EP '
1) Encontrar la ecuacidn del circulo que pasa -— '

‘por los tres puntos siguientes: & (-1, 7);

B (05 0)3. C (3, ~1).

El problema puede resolverse por procedimien—

to geométrico como sigue:

71 centro del circulo debéerd estar en la in--

terseccién de las perpendiculares bisectrices

de los segmontds AC y BC Fig. 47.

0,0
PTG
Fig. 47
El punto medio'entre A y C tiene como coordenadas

) =
i Vol it g Rt

la pendiente entre A y C es:

E el N .
i =n e

entonces la pendiente de L, serd 3
de Iy gersd (¥ - 3) =9z - 1)e's

v la ecuacidn
a

e

X - 2y + 5 =0
Procediendo en la wisma forma para L2 se encucn-——
tra que su ecuaciodn es: 3x -~ ¥ - 5 =70,

Bl punto. de interseccidn dec las rectas L, ¥
L2 centro del circulo (resolviendo las ccuacio--—
nes como simultdneas) serd € (3, 4). La distan-
cia'de este centro a uno ‘cualguiera de los vérti-
ces por ejemplo al (O, 0) serd el radio del cir-
culos




20
610,

Entonces la ccuacidn del

circulo gue pasa

tres puntos es, @ada en la forma (10) :

(x| - By B

2 2
X+ ¥ - 66X~

71 mismo cjemplo se puede resolver por procg

12 = 5°

8y =

dimicnto puramente analitieo:
La ecuacidén ‘general de un circulo cs:

x2 + y2-+,Dx“+ Dy + B =

determinar el valor de las constantces D,
Como los tres puntos dados estdn en el circulo, i
sus coordenadas deben satisfacer la ecuacidn, om

O+ : en donde se ti

o

tonces: para (0, 0) sc tiene:
0 .0+ 0+ 0+ F =0 R

pacs/ ALhl T ik \& \432=
pop & /L = 50

D+ 78 +0 0)

para (3, -1) ; 1o+ 3

LR Dt = SO

Resolviendo estas QCua010ﬂcs 8¢ en
Di= Y-y B = 8 Do 4Lo que la'ceuscién del cirey

lo seras

52 2 g
X ~{- y - K e

e

8y-="0

EyPF.

cuenit ra:

2) ontrar la ccuacidndel eirculo que pasa

los puntos (10,

2) v (3,'-5) 'y que

consro en la recta x - 3y + 3 =0

esolviendod el probl

1cnte anallmlco,

cma D

cl

ene qug

tienc

- 61 ~
s "
nece al circulo, por lo gue satisfacc su ecuacidn

o sea: (10 - h)2 % (2%= k)2 = r‘2 (1)

te . 100527 20N 4 HAE Y ~ Akla k2 = 22
E1l punto (3, -5) también pertencce al circulo por

lo que;,(3 = h)2_+ (—5.—k)2 = r? e ..(2)

e 9~ 6h + B® + Bt s+ kS = 20

El centro (h, k) pertenece ayla'rccta;'por io que
b= 3k + 3205 2,0 ~3K==3 . (3)
De (l) y (2) se deduce:

. _

104 - 20h + B = 4k + k% = 61 + h® + 10k + k°

Reduciendo nos queda: - 14h - 14k + 70 = O
o.o l’l‘—*-k:BQ . e o ® e & ° o e ‘(A)

‘de (3) y (4) sc deduee: . h =3 ; k=2

Sustituyendo en (2) resulta: g = 49: por lo que
la ccuacidén del circulo es: ' ‘ .
(x ~ 3)€ + (y - 2)2 =49 ; o sea.

2 2
X" +y -6x -4y - 36 = 0.

LONGITUD DE LA TANGBNTS AL CIRCULO DISDE UN PUNTO
DADO.- Sean el egirculo (x - n)° + (7 .= K)° —r?
y el punto P (Xl, ¥1)5 ¥ PA la tangente al eircu-
lo con punto de tangencia A. Se une C con A ¥y con
P (Pig. 48).

La longitud de la tangente scrd:

~2

-A — \ ,; "pc 2

L L S pero
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O : A
+ (y1 - k)2 Ay 512 = P

IRAL §

PCe = (xl L)

CR

Si el tefroulo ostd dadb en/ e [forma (11) 1a 1lons

gitud de la tangente seria, como se puede ver -
fdcilmente:

t = \\xl2 + ylz + Dxy + EByp + B .'3 .(14)

ZJE RADICAL.- Sc llama cje radical de dos circu--

los al lugar geométrico de los puntos desde los -f

cuales las Tongitudes de las téngentes trazadas a
los dos circulos son iguales.
ECUACION DEL EJE RADICAL. -

2

Sean _(X = h)2 + (y - k)2 =. P o )

| - 2 | P ALNES
y . (b e hl) % Adrr— kl) =1 . k)
las ecuacioncs de los circulos, Fig. 49.
Las longitudes de las tangentes a (1) y (2), de

s
de un punto (x'; y'), del eje radical son respec
tivamente:

O
Fig. 49
e T [ P PR

¢ BRI
£l o R NP g L el

pero como (x', ¥') es un punto del eje radical,
t =%y '

e

=8 \f(x' L Yy £ L o 1 2

f

‘ 2 2. |
== \E (X’ — hl) + (Z\/" =i lﬁ_) = I'l

21

Elevando al cuadrado, reduciendo y sustituyendo -

(zv, y') por (%, y) puesto que se trata de un pun

to cualguiera:

~ 2 2 2 2
2% (1< hl) + 2y(k = kl) e i e e s

2 2
—=lE I [k =0
- it
queiegrlarecuacion: deleje/radical, la cual como
ge Ve, -es (a8 primer-ghadoien X' Ue(isyzLiy poxn Lo
tanto es la .ccuacidn de una linea recta.
Si las ecuaciones de los circulos estdn da—-—

das en 1la forma:
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IRAL §

PCe = (xl L)

CR
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los al lugar geométrico de los puntos desde los -f

cuales las Tongitudes de las téngentes trazadas a
los dos circulos son iguales.
ECUACION DEL EJE RADICAL. -

2

Sean _(X = h)2 + (y - k)2 =. P o )

| - 2 | P ALNES
y . (b e hl) % Adrr— kl) =1 . k)
las ecuacioncs de los circulos, Fig. 49.
Las longitudes de las tangentes a (1) y (2), de

s
de un punto (x'; y'), del eje radical son respec
tivamente:

O
Fig. 49
e T [ P PR

¢ BRI
£l o R NP g L el

pero como (x', ¥') es un punto del eje radical,
t =%y '

e

=8 \f(x' L Yy £ L o 1 2

f

‘ 2 2. |
== \E (X’ — hl) + (Z\/" =i lﬁ_) = I'l

21

Elevando al cuadrado, reduciendo y sustituyendo -

(zv, y') por (%, y) puesto que se trata de un pun

to cualguiera:

~ 2 2 2 2
2% (1< hl) + 2y(k = kl) e i e e s

2 2
—=lE I [k =0
- it
queiegrlarecuacion: deleje/radical, la cual como
ge Ve, -es (a8 primer-ghadoien X' Ue(isyzLiy poxn Lo
tanto es la .ccuacidn de una linea recta.
Si las ecuaciones de los circulos estdn da—-—

das en 1la forma:




x2 + y2 + Dx+ By + F=20

.X2 & y2 +D1X + Ely + Fl = 0

+ :wd%'z + y'2 + DX' + Ey* + F

2 4 y'2 4 Dlx' + Ely' + Fl

'tl = \“{XI

Igualando lo-s valores de .y tl,ge}evando al -
cuadrado reduciendo y sustituyendo x' € y' por X
e y se obtienc: '

(D - D)+ y(B 2 B) + Br= By = 0
que cs la ccuacién del eje radical.

Asi pues, para encontrar la cucacidén del c-
je radical, basta con restar las ecuaciones de =|
los dos circulos dados.

Ejemplo:. Encontrar el eje radical de los circu--

loss

Rt y2 + 6x - 4y = O ¥

Restando la scgunda ccuacidén de la primera nos ‘

22 # y2,+ Ak ALy =100

queda: 2% - 10y + 11 =0 ‘que es la ccuacidén -
del eje radical ‘de los dos circulos dados. I
EL EJE RADICAL DL DOS CIRCULOS ES PERPENDICULAR |
A LA LINEA DE LOS CENTROS.- Demostracidn: 3
|
!

De la ecuacibn delejo radical se deduce que la

pendiente es:

R O
k - kl

la pendiente de la linea que une 1os centros de -
los dos circulos es:
k= k
T s
a &l

por 10 quc queda demostrado qﬁc el eje radical es
pcrpendicular a la 1linea de los centros: |
CUANDO 1OS DOS CIRCULOS Si CORTAN EL EJE RADICAL
ES LA SECANTE COMUN, LA CUAL PASA POR LOS'PﬁNTOS
DE INTERSECCION DL LOS DOS GIRCULOS.- - Scan:

2
x5+ y2 +Dx + By + F =0 )

2 2
-+ ¥y o+ DlX + Ely + Fl =00 ¥ 2)

las ecuaciones ‘de los dos cireulos. (Fig. 50).

T

X

© ':
Ra g 50

. De ‘acuerdo con lo ya demostrado la ecuacidn del ¢

je ‘radical se cncontrara restando (2) de (1), por

lo gues x(D = Dl) +_y(E —_El) F BB =D (3)

TLigs coordenadas de los puntos de interseccidn -




'_b) (EgE2)3 (—27 395 (69 -3)

=66 =

(xl, yl) v (XZ, y2) que detcrminan la secante
comin, satisfacen (1) y (2); por lo tanto debenf
satisfacer-(3) gue se¢-encontrd restando (2) de
(l) e

S8i'los eirculos son tangentes, €l c¢je radi
cal c¢s la tangente comin.
CENTRO, RADICAL«—), Sean tres eirculos, (Fig. 51) A
Cl, 02 N 03
cuentran cn P, cntonces PTl = PT2 y PTl = PT3

sis  PT
pasa por P.

5 = PT3 , 0 sea que el cje radical tambiéd

Al punto P donde se cortan los tres ejes 13

dicales se le 1llama Centro Radical,

EJERCICIO X
Encontrar la ccuacidén del Criculo que pasa por
los puﬁtos; : :
aY. K55 6)5  (nby )3 bt ya i)

. Los e¢jes radicales de Ol vy C2 se ef

= 67 -
e) (=1, 1);v(~4, 2hs. (4, 4):
Encontrar la ccuacidn del circulo con centro en
el ejc' de las abscisas'y pasando por los puntos
(3, 1) y (-2, 6). ey
Zncontrar la ccuacidn del circulo con centro en
la recta 7x - 9y + 55 = 0 y pasando por los pun-
tos (=2, 4) y (-3, 1). .
dncontrar la eccuacidn del circulo con centro en
el eje de las ordenadas y pasando por los puntos
(1, 2) 5 (65.=3). -
Zncontrar la ecuaciénxdel cireulo que pasa por -
los puntos (=9, -10) y (-7, -8) y con centro en
la recta 3x + 5y + 65 = O.
Encontrar la longitud de la tangente a cada uno

de los circulos siguientes desde el punto dado:
a) x%e4 yo-s o5 P4, -7)
P (-4, 2)

¢) x, = 2)% % (v + 1) =4 P33
Encontrar ¢l cje radical en cada una de las

b) x° +'y2 -6xX+ 3y -8=0

guientes parcjas de circulos:
a) X2 245 y2 = (25 2 X2 + y2 + B — g L lE =

b) x° + y2 + A6 F= T2 N0 x° ¢ y2 + 6y - 4

Encontrar el centro radical de los c¢irculos:

x2 + y2 = 16 : X2 + y2 - 4x + 8y - 9 =0

%2 y2 ACYIRIR 6y o+ 4 = 0
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< PARABOLA.

) 35. - DEFINICION.- La patdbola cs el lugar geométrico
de los puntos eguidistantes de un punto fijo yﬁ

una reé¢ta fija.'Al punto fijo se le llama foco §
s la-récta fija-directriz.
CONSTRUCCION DE UNA PARABOLA CON REGLA Y COMPAS
Sean ‘F'el foco y DD' 1la directriz, (Fig. 52). B
F se traza una perpendicular a la directriz, qui

como s¢ verd, e¢s eje de simetria de-la parabola
Se toma el punto medio' Ventrc F y la directriz
que esg ya un punto de la curva, puesto que ——
VF = VR. Para cncontrar otros puntos de la cury
se trazan paralelas a la dircctriz a la dereccha
de V, como-por 'ejemnplo NN, la cual corta a Rx @
A. Con+eentro -en F y radio igual a RA sc corta
MN en los puntos P y Q que son puntos de la pal
:bola puesto que PS = PF. De la nisma manera se

pueden construir todos los p%%tos que sc\descen

S o P

o768 ~

Al punto V sc le llama vértice de la pardbola y
Rx e¢je principal o simplemente eje.,

ECUACION DE LA P“RAB@LA.~ Sca (Flg. 53) Pardbola
con vértice en el origen Y ///,ﬁ‘

DD' la directriz y F “*,. ROy
el foco. Si se llama

Xz
2p la distancia en--

tre el foco y la di- :

. +d o ‘(R 0) a
rectriz OF = p, y =

las coordenadas -del
foco serdan’ (p, 0).

La directriz se esco D
gid paralela al eje Fig. 53

de las ordenadas y su ecuacidn serg x = - p.

Sea P (x, y) un punto cualquiera de la pardbola,
entoneces por definicidén: PF = NP .

y2 3. NP =x + p

pero PF = \fzx = p)2 b

=
2 2
\J(x =P+t =x % p
Elevando al cuadrado y simplificando se obticne:

2 ZEABEN o e e e s S

En la misma forma como- se. demostré la ecuacidén -~
(15) puede encontrarse quo la ecuacidén con foco
en F (-p, 0) y dlrectrlz x'=p (Fig. 54) es:

; y2 = - 4PX e o ® ©° o & o 0(158«)




\ 5o
\38.— DISCUSION DE LA ECUACION DE LA PARABOLA.- Sea 1la
“ecuaciodn y2 =

Si se hace x = 0; y = 0, luego la curva corta al
eje de las y en el origen.

“i91i rge diace ¥y = 05 x = O luego la curva corta al
ejec de las x en el origen..

‘Dl

Fig. b4
| En forma semecjante si ¢l foco estd en (O, )
y dircetrig y =/= p (Fig. 55), se obtiene la e—f

cuacidn:

Si se sustituye x por -x la ecuacién se altera,
por lo gue no hay simetria con respecto al eje de

las ordenadas. y

‘ Si se sustituye y por -y la ccuacidn no sc altera
TIREE » (1590 luego hay simetria con respecto al eje de las ab-
scisas.

((OU' : Si se susgtituye al mismo tiempo X por -xX € y por

-Y, la ecuacién se alltera, por lo tanto no es simé

i~ B trica con respecto al origen.

Fig. 55 ' Despejando y:
si P (0, -p) y direcctriz y = p (Fig. 56), e fz =
1a ecuacidn de la pardbola es: \

X2 2~V S5 A T oy lilge imaginaria, por lo gquée mno hay puntos 'de la curva

Y

Si x <0 el subradical es negativo, y-la y e¢s

a 1lg izéuierda del cje 'de las ordenadas.

D
» Si x > 0 ¢l subradical cs positivo y los valores
de y sergn realcs, por lo que hay puntos de la

curva a la derecha del eje de las y.
Despejando x:




VA (o
para cualquier valor real de y hay valores de

X

\§39.— «NCHO FOCLL Di ‘L& PARLBOLA.- Se llama ancho fo-
cal o latus rectum a la longitud de la cuerda fJ
cal perpendicular al c¢jc de la parébola. Para ef
contrar su longitud se sustituye x = p en la e-4
cuacidn: y2 = L T T y2 = 4p2 ¢ y=1% p Fig. 58
luego 'L.R. 2p = (=2p) =4p. Obsérvese que el 2) Encontrar las coordenadas del foco, la ccua--
latus rectum es igual al coeficicnte del térming cidén de la directriz, el ancho focal y dibujar

de primer grado en-la ecuacidn y2 = 4px. (Fig.5] la siguientec pardbola con vértice en el origen

i (4 0 x° = -8y (Fig. 59).

2P

La ceuacidén es dc la forma x° = ~4py, por 1o

F ' tanto: :

-2P _4p = ..89 P = 2 luOgO B (09 —2)
Qz-zcﬂ
Fig. 57

Bcuacidn de la disectrizvy AR T.R,. = 8

Ejemplos: Y=2

1) Encontrar la ccuacidn dec la pardbola con vér-
' tice.cn el origen .y F.(3, 0) Fig. 58. .
Puesto que la distancia del vértice al foco A LS
os igual a..ps; 8e-tiene.. . p.= 3.
Sustituyendo cn la férmula y2 = 4px se tiene \\x Fig. 59

= SJERCICIO XTI

2
yoo= 12x 1
l.- Dibujar con regla y compas las siguientes parabo-

que es la ccuacidn pedida.
las:

a) Foco a 3 unidades de 1a directriz.
b) Foco a 10 unidades dec la dircctrisz.




AT AL -5 -

Encontrar la eccuacidn de las siguientes pardbo-- mEcontIey la ecuacion de la parabola con ¢je ver
las: ‘ tical, vértice en el origen y pasando por ¢l pun-

13, S0y i dleg0N » i
(0, =4); -V (0, 0) - i blo @x-=2lbra
(6 FIGVRLAMWANE, ) A'partir de la definicidn encontrar la ccuacidn -
(0, 8); v (0, 0) .'" de la pardbola con F (6, 2) y directriz x = 2
(o,~e); Direcctriz '
(0, -4)%' ' TDirectriz
(0970)3 F (59 0)
00, /075 Directriz
10, —0); Directriz ¥y
(09 5)3 v (09 O)
(0; B Direcectriz y

b)
c)

H < < <" < | e

<

v (0,0); F(:%,0
Encontrar coordecnadas del foco, ecuacidn de la
directriz, ancho focal y graficar las siguien-
tes paribolas:

a) y2 = -8x »“ﬂrge) 3X2

b) ¥ )3 A O X ‘ f)_5y2

c) x° = 5y g) X2

a) y° = Tx n) y° =

BEncontrar la ccuacidén dc la pardbola con cje -

horizontal, vértice en (0, O0) y pasando por cl

punto:
a) @9 8) ' b) (-39'6)
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ELIPSE

C A

\\40.- DEFINICION.- La clipse es el lugar geométrico def
los puntos tales que la suma de sus distancias-al

dos puntos fijos es constante y mayor que la dig

tancia cntre ellos. _

Los puntos fijos sc¢ llaman focos de la elij
se y la suma constantc sc le designa Z2a.
CONSTRUCCION DE UNA ELIPSE CON REGLA ¥ COMPAS;: 

1

Sean F y F' los dos focos (Fig. 60)
vV ogj©.®
P, X)

Se traza la recta quc pasa por F y P', sc
sitdian los puntos & y A' sobre esta recta de mQ
do gque ATRY = AR,

Se van a encontrar puntos en que la suma -
de las distancias a F y F' gea Al', Desde luego
L y-A' son puntos de la elipse, puesto que:

AF & AP' = AA' y A'FY + A'F = 4A'. Se sitia el
centro O, punto medio entre F y B! y haciendo -
centro en F y F' y radio igual a Oi sc encuen-—

centro de la clipse, a la distancia FF!

ST e

tran los puntos By B'. Para localizar cualguicr
punto como P, sc toma un punto C sobre LAA'; con -
centro en F y radio igual a CL, sc traza un arco
de circulo y con centro en F' y radio igual a CA!
se traza otro arco de cireulo que corta al antc——
rior cn Pl; con los-mismos centros y radios se —-—
puede-encontrar ¢l punto P' simétrico al anterior.

Tomando mas puntos entre F y F' sé¢ pueden en
contrar mas puntos de la elipse; 'sc unen entre si
y se tiene la curva ‘de ¥a Pig. 60.

A la distancia ALY se le llame cjec mayor de
la elipse y a la distancia BB' c¢je menor. 4l pun-
to de interseccion de los dos.cjes.sc le llama ~—
sc le 1lla
ma distancia focal.

4 las intersecciones de A y A" del cejec mayor
con la curva sc les llama vértices de la clipse.
CONSTRUCCION DE Li ELIPSE POR MEDIQ DE UN CORDON.
Se¢ puede dibujar una, elipse ‘en forma continua co-

mo sigue:

Se tome un cordén cuya longitud seca dgual a
la suma constante 2a. '

Los cxtremos del cordénise fijan en F y F' -
(Fig. ,61) y estirando ¢l corddén por medio dec un
lapiz se vd trazando la elipse en forma continua.




s
P

o

NG

= W
Fig. 61
RELACTION -BNRRE-TOS - BI &S _Y: _Iii DESTMET A LPOGAT . =

Sean 2a-lg suma de lag distancias de cualquier

punto dc la elipse a los foeces y 2c la distan—-
cia entre los focos (Fig. 62),

Intonces: LE 4+
L B gAY
= a'F +
ademass ¢ =.2c +
LIVR = 20 il
Sustituyendo en (3)
B ok 20 il = s26 il MBS o oL YR
o el o= VB sa slk)
Sustituyendo en (1) la igualdad (4) sc tienc:
SYREY & JEY = 2.

ot T

PR S BN ST
Si zal ‘¢je menon sse. Le) ¥lama 2b,. se tienez /0B =1bj
pero BF = a puesto quc B cstéd en la perpendicular
biscctriz de FF', entonces cn el trigngulo BOF tg¢
Nemos:

B e kT 07 . (16)

gue cs la rclacidn quc liga a los semiejes dc la
elipse con la semidistancia focal.

SCULCION QE'Qi ELIPST CON ZJES COINCIDIANDO . CON
10S TJES COORDEN.DOS.- Sean F (¢, 0) y F' (~c, 0)
las coordcnadas de los focos de la clipse cuya c-

cuacidén sc desea encontrar, (Fig. 63) y sca P -

(x, ¥) un punto cualquiera del lugar geométrico.

P(x,Y)

F@p&x

Figd 63
Por definicidn: '
FP + F'P = 2a

i
pero, FP =\ (x - 0)2 * YZ

"B'P i\J(X'+ ) + y°

Reemplazando cstos valores en (1) se tiene:




_wEe

Y e
V(X L 0)2 + yzr it \f(x o 0)2 + y2 = 125,

luego:

1 5 |
R (5 e ) ey L) 0 ). \J(X +c)? + y°
Elevando al cuadrado y simplificando se tiene:

cH <+ a2 = a ‘Q(X o 0)2 + y2

Tlevando nuevamente al cuadrado y simplificando

se tienec:
a2X2 c2x2 s -2y2 % a4 o a202

Xz(a2— 02) + a y2 = az(a2 - &

pero N N segun férmula (16)

entoncess b2x2 + a2y2 = a2b2

ey D e e, e Tiene:

—

PR i i )

que es la ccuacidén de la elipse con centro en
(0, 0) y focos sobre ¢l cjc de las X.

Si los focos estdan cn cl eje-de las ¥
fdcilmente se demuestra que la ecuacidn toma
la forma:

12
+ _%? =T~ T (L

SR T TR T ST

L T

45.- DISCUSION DE L4 ECUACTON DE L. ELIPSE.— Sea la o-

cuacién (17); si se hace x = Q" oy =2 e b, o sea -
que la elipse corta al c¢je de las ordenadas en +b
y en -b. 8i sc hace y =0, x = 2 2, 0 sea que la
elipse corta cl ecje de las abscisas en +a y -a.

Sustituyendo X por -x no se¢ altera la ecus——
cidn, luego hay simetria con respecto al eje de -
las y. Sustituyendo y por -y tampoco se altera la
ecuacidn, luego hay simetria con respecto al eje
de las x. Como hay simetria con respecto a 1los —-
dos ejes, la hay con respecto al origen.
Despejando x se ticne:

X=i%\!b2—y2

o1 el valor absoluto de y es menor que b, el -
subradical es positivo, por lo tanto hay puntos
de la curva para valores de y entre +b y - b.

Si y =< b el subradical vale cero, por lo gue

x = O '

o1 ¢l valor absoluto de y es mayor que b, y me-
nor que -b, el subradical es negativo, por lo que

+

la._curva estd limitada por lag rectas y = = b,

Despejando y se tienes _
=i =2

= == g% - x
J a

Con un razonamiento analogo al antcrior se llega
a la conclusidn de que la curva cstd limitada por




A s L B89

=2

+ T o = F : : ,
las rectas x = - a. La clipse es por lo tanto u- excentricibd de la elipsc varis de Q a 1 pues-

na curva cerrada. SR guc a>~c¢ para toda eclipse, y da una idea de -
: 1, D% T BLIPSE.— Se llema ai |
ANCHO FOCAL Di Li ELIPSG.- Sc llema ancho focal su forma. Para velorcs de e cercanos a 1, la clip

0 latus rectum de una elipse a la cuerda a tra-- se sc va haciendo més splanada, miontras que al -

vés dcl foco, perpendicular al cjc mayor, ir accrcdndose a cero la elipse se va asemcjando
: ) :

a ulb centricidad igual a 0.

WS CONSTRUCCION DE L& ELIPSE POR IEDIO DE LOS CIRCU-

{50 o a un circulo. Bl circulo-seria una elipsec con ex-
ca la elipse:

LOS AUXRILIARES.- Al ecirculo que tiene como didme-

tro el eje mayor dc la elipse .y euyo centro coin-
cide con el de clla se l¢ llamacirculo auxiliar -

mayor de la clipse. &l eirculo gue tiene como dig

- metro el cje menoRigh centro e el de la elipse se

Fig. 64 ‘le llama circulo auxiliar menor de la elipsc.

= \ ' : i ; s . : =
Para cencontrar cl ancho focal PP' se sustituye Conociendo el valer de los dos ejes de la e-

. £
la x ded punto gue s C  en la ecuaclongy.se lipse puede ¢sta ‘dibujarse con la ayuda de los -

i
obtiene: e foy am circulos auxiliares, (Fig. 65). Con centro en O -

se dibujen los circulos con radios OA y OB. Para

2 cncontrar puntos de 1lg elipsc se traza. W1 radio
pero a = | ;
OR del circulo mayor. De R sc baja la perpendicu~

el ancho focal serd cntonces:

5 ;
Lt Rc = 2b ° . ° e o -(18)
a
EZXCENTRICIOLAD DE L. ELIPSE.~ Se llama excentrici

dad de la elipse a la relacidn de la distancia -

lar R a OA. Por el pupbto S, interseccidén de OR -
con ¢l circulo menor se traza una perpendicular a
RM. EL punto P donde dicha perpendicular inter--

sccta 2 RM es un punto de la celipse.

focal al e¢je mayor:

;= 2S ‘
¢ = 52 : S HET)




fig. 65

Asi como se ‘encontrd este punto se¢ puede -
hacer con los puntos que s¢ quiera; uniéndolos
se tendrd la elipse.
Demostracidn: en la Fig

Fi
OR = a
0S =D
PM y = SN
oM X
Si sc designa por © el dngulo que OR hace con
04 se tienes
a cose
b sen®

2
; =5 = scn O

sumando micmbro a micmbro las dos dltimas igualda
des sc ‘tienes

2 2
EZ E —15 = CcOoSs 29 + sen 2@ = il

b 5 v '
que ¢ la efuacidn dc 1la elipse con c¢je mayor 2z

¥y eje menor 2b.

Ljemplos:

1) Encontrar la ecuacién dec la elipse con centro
en el origen, F (4, 0), F' (-4, 0) cje mayor
igual 10. (Fig., 67)

Figh
Puesto que la distancia del centro .a cualquiera -
de los focos es igual a c, entonces ¢ = 4;
28.:10 o.o
luego b =\/a2 A =N} 25/ A 15

Sustituycndo en (17) se ticne:




B -
2) Encontrar cl valor de los cjcs, coordenadas -
de los vértices y focos, cxcentricidad, latus

rectum y dibujar la siguiente clipses

Gty g (Fig. 68)

Dividiendo entre 9 se tienc:

L =
5 1

+

como ¢l divisor de y ¢s mayor que ¢l dec X,
clipsc ¢s de la fomma (17a).

¢cjec mayor

cjc menor
Ml
v (0, =3)

EJERCICIO XII

1.~ Bncontrar las ecuacioncs dc las siguicntes

ses con centro en (0, 0) y dibujarlas.

a) F (0, ¥4) ; eje mayor = 10

T e T T oSBT M N g

B
B (T 12, 70)

c) (i 10, (0)3 G %

a) F (0, T 8); T R =od20

0]
i
e) (0, £ 9); eje menor = 6
£) P (L 6, 0);

v (£ 8, 0)

Incontrar ¢l valor de los c¢jes, coordenadas d4¢ —-~
los focos y vértices, ancho focal y excentricidad
de las siguientes clipses. Dibujarlas.

a) 9x° + y2 =9

b) 25x%° + 144y° = 3600

c) 3x2 + 9y2 = 9

a) 16x° + 3y2 = 48
2

B) W (S 13, 0);

©) 100x° +.81y° = 36

i l6x2 + 9y2 = 144
Encontrar la ccuacidn de la elipse con centro en
¢l origen y focos en el ejc de las y 5 eje mayor

igual 24, e = %%

BEncontrar la ccuacidn de la siguicnte.elipse:
cje mayor = 18 ; coordenadas focos (L 3, 0)
Igual para:

coordenadas focos (0, £ 2 \6)
Encontrar la ecuacidén dc la elipsc con centro cn

eje menor = 5 ;

¢l origen, pasando por los puntos: (i, -7) ¥




20

~788 — (80—

y (=5, 26). Qb BuL T Wolil = VI
7.~ A partir dc la-definicidn encontrar la ccuacidn HIPSRBOL,

de la elipsc con focos en (-3, 3) y (5, 3) ¥y c- N49.- DEFINICION.- La hipérbola es ¢l lugar
je mayor =-12.:

: e s s o
gcometrico
de los puntos tales gque la difcrencia de sus dis~

tancias a dos puntos fijos ¢s constante ¢ igual s
2a, y mcnor que la distancia cntre cllos.

Los puntos fijos sc llaman focos de la hipérbola.
DIBUJO DE L.. HIPURBOL. CON REGLA Y COMPLS. -

Fig. 69.

Fig. 69
Secan F y F* logs focos, s¢ traza la lineca FF'. Sca
C el punto mcdio entre F y F', Se cncuchniran los
2

puntesrd yait de modo que \Ciy= 4'C-= a (mitad de

la diferencia constantc). Sc toman puntos a la dc .

rccha de I, como D, por cjemplo; con centro en F
y radio igual a 4D sc traza un arco de circulo,

con-centro cn F! y radio igual a &Li'D se traza o-

tro:.avco que corta al antcrior cn P, este punto
¢s un punto de..la hipérbola.
41 mismo ticmpo se pucde encontrar P' siwmé-

trico al anterior; tomando los misios centros y -




S o
radios.

Los puntos Q y Q' se pueden encontrar con -
los mismos radios anteriores pero cambiando los
<CCntrds, cs decir con radio 4D sc hace centro en
F' v con radio ..'D centro.en F.

De la misma mancra se puedcen cncontrar nas
puntos de la hipérbola, uniéndolos se ticne la -
69.

PP ot ity

BR= 47 P

NO B AR - N N B e i
tante de las distancias cntre un punto y los dos

curva de la fig.

Demostracidn:
difecrencia cons-

Tocos.

BJZS, DIST.NCI. -FOCLL, CENTRO Y VERTICES DE L. -
HIPERBOLL .= N

BJE PRANSVIRSO.~ .4 la distancia Li' (Pig. 69) se
le llama cje transverso dc la hipérbola y se le

asigna el valor Za.

BJE CONJUGLDO.~ Si por ¢l punto C; punto-rmedio -
y_
simétricos

entre . ¥y &' se traza la perpendicular a L'
s¢ toma sobre clla los puntos B v B,
con respecto a C, de modo que:

BB
sc¢ designa por. 2b.

BC

a la distancia se le llama eje conjugado de

la hipérbola ¥y

2 2

Intonces: b° = c a’ s B el

.

T R Tk g ey Ty = — -
¥ A A Oy ST, SRR X S e P g AR T

a5 S

CENTRO.- .41 punto medio entre .. (Fig. 69) se lc
llama centro de la hipérbola.

DISTANCI. FOC.L.- L la distancia FF' se lec llama

distancia focal de la hipérbola y se¢ le decsigna -
por 2c.

VIRTICES.- Los puntos A y .' son los vértices de

1la hipérbola. |

ICULCION DE L. HIPERBOL..- (Fig. 70) Se desea en-
contrar la ecuacidén de la hipérbola con centro en
cl origen y focos en los puntos (i Sy 0)-s

Y'

Pig.

, 70
Sea P (x, y) un puhto cualquiera de la hipérbola.
De la definicidn se ticne:

PER PR

pero PP .+ 0)2 y2

5
y )& v

;’.-J}X 3 0)2 + y2 = J_h{

pasando el segundo radical

. — &

2

23

al otro miembro, c¢lcvan

2. 0)2 + ¥

do" al cuadrado y reduciendo se¢ tiene:




gy
CX - a2 el \!(X -c) + ¥y
elevando - al cuadrado; reducic ndo.- ¥y agrupando:
2) _-a2y2 2(0

a¥8%)
‘ 2 2 2
pero segun foérmula (19) b\ e <A

laie
it e ® Wecm S (%

Dividiendo entre a2b2 se tiene:
2
pid
2
a

X«(c - a

. «(20)

que es la ecuacién de la hipérbola con eje -~

tpansverso horizgontal, coincidiendo con cl gje

de las X. _ 4

Si 1a hipérbola tienc su centro en ¢l origen y

el eje transverso.coincide con cl ejc de las ¥

ecuacidn toma la forma

nﬁ%i-p 3 ce5 o4 20

DISCUSION DE L. L&ll ACTION DE Ly HIPURBOL“ —ZSea
R

1a eccuacidén (29. Sc hace x = 0, ¥y = - J—o "

lo gque indica que los valores de ¥ seran ima-

ginarios, luego no corta la curva al eje_ de ' las

ordenadas.

+ "
8i se¢ hace y =.0; x = - a , luego la curva cor

: +
ta al c¢je de las abscisas cn —a.
Sustituyendo x por -x la ccuacidn no se altcra,

T T e Y T I T < e R e S e e o

RO 3 -
lucgo hay simctria ébn resgspecto al c¢je de las or-
denzadas.
sustituyendo y por -y tampoco sc alters la ceua
cidn, lucgo tembién hay simetria con respecto al
eje de las abscisas. -
Como hay simetria con respeeto a ambos cjes, ha--
bra simctria con respecto al origen.
Despejando y:

* 2
y:_ =7 2

si cl valor absoluto de x es menor que a, el sub-
radical es negativo y por lo tanto cl wvalor de ¥
es imaginario, luego no habra puntos dc la curva
entre x = = S

91 cl valor absoluto de X es mayor que a cl
subradical .es positivo.y por lo tanto habrd pun—-
tos dc la curva a la derecha de la recta x = a ¥

a la izquierda dec x = —--a.

X:-‘.: \ly?+b2

Para cualquier valor de .y los valores dc x

Degpejando x:

son realecs y por lo tanto existen puntos de la —-
curva. .

LNCHO FOCLL.~ Sc 1le¢ llawma’ ancho focal o Latus Recc
tum en una hipérbola al valor e la cuerda focal
perpendicular al cjc transverso. (Fig. 71)




si s¢ lc da a x un valor dec.c (abscisa del fo-

co) se tienec:

2
2b . ° ° . ° ° .(21)

(>4
UXCENTRICID.D DB L. HIPERBOL..- La excentrici-

dad dc una hipérbola cs la relacidén dec la dis-

tancia focal al cje transverso.

—-20 ¢ ‘:'(—:‘ .....éQ
C—-'é-a" ..C a . ( )

Zn la hipérbola siempre c>a y por lo tanto
e>xl .

= 95 =
Ln la clipsc se vid gue su ezgcentricidad cs siem-
pre menor que la unidad. |
LSINTOTLS DE L HIPURBOL.,.- Sea la ecuacidn de la
hipérbola con ejec transverso horizontal:

Se va a encontrar la interseccidn con la recta
y = mX.
Haciendo simultancas las dos ecuacioncs sc -

= x 7
encontrara.

+ ab y + mab
X = = ./y::_.

V b24—‘a2m2

\[ b 2 —_ azmz
. ot 2 2 _B . 1 e ;
Si b< am las interscccioncs son imaginarias.

Si b2:>a2m2 se .tiencn dos puntos realcs de inter-

seccion.

o 2. 12 i A §
Si. b = amn L= ety o2 s s decir gue 1la

recta cncontrard a:la curva en el infinito, o seca
que es tangentc a_}a curva en ¢l infinito y por -
lo tanto asintota (Ver definicidn de asintota cn
Pag. 41). Intonces me= ~ g .

Sustituyendo estc valor en la ccuacidén de la rec-
ta s8¢ tienecs

y:i;g'X.oouuooc(ZB)

que son las ecuacioncs de las asintotas a la hi--

pérbola dada.
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Si 1la ccuacién de la hipérbola cs:

2
A
a b ;
s
cal, cn forma semejante se demostraria gque las ¢

cg decir con cje transverso verti

Ig ”
cuacioncs de sus asintotas son:

+ & : .
yz_gx...,...(ZBa)

Para dibujar_las asintotas sc-construye el
rectdngulo con lados 2a y 2b-TFigs. 72 v 73, con
centro coincidiendo con el de la hipérbola y se
tragan las diagonales de dicho rectdngulo que cg

@m0 es fdcil ver, son las asintofas.

AL T

I

M

3

Ljemplos:
1, .__I
1) Tncontrar la ccuacidn dc la-hiperbola con

S8 97 -
centro en ¢l origen focos en (f 5, 0) cjc trans-
verso igusl a 8. (Pig. 74).

Pucsto que la distancia del centro a cualguicrs
dc los focos es igual a c, entonces ¢ = 5

e e ° ¥ ° JL ', 2 2 iz
28 =0 sef o B = 43 =Vec o - a =\125 =16 =3
Puesto que la hipérbola ticne su eje trans—-
verso horizontal su ccuacidn ces de la forms (20).
Sustituyendo- valores tenemos: '
2 2
LSPAT  AETE
16 9 g

L] 2 B ’
o« o 9% - 16y2 = 144 es la ccuacidn de la
_ 7 .
hipérbola.

2) Bncontrar las coordenadas dc los focos B4 Vért;
ces; longitudes eje transverso y conjugado, ex
centricidad, latus rcctum y ccuacioncs de las
asintotas de la siguientc hipérbola con centro
en ¢l origen: 25y2 - 4%° = 100 (Fig. 75).
Dividiendo centre 100 para igualar cl segundo
micmbro a 1 se tienes




2 08 —~

2 2 ' i ) Eang 16y2 + 16 =0

T e A |
4 25

Ta ecuacidn es de la forma (20a) o sca ¢s una hi.

2F ree LiIeyE L ieito

2 2
s - X —
oérbola con c¢je transverso vertical. e) ¥ 2

é
2
2

2

£) 100x° - 1632 .= 1600

o S Ny 4 Ejeitransverso

4 5 ;3 10 Bje conjugado. 2 225%° - 196y2 =200

) 3x° - 4y° + 10 = O

Incontrar la ecuacidén de la hipdérbola con centro
cn el origen; focos en el eje de las ordenadas, ¢
je transverso igual a 8 y excentricidad igual a 2.
Zncontrar la ecuacidn de la hipérbola con centro

en el origen, un vértice en (6, 0) y excentrici—-
dad igual a % .

4.~ Tncontrar la ocuacién de la hipérvola eje con
jugado igual a 8 y focos cn (O,?i 5 e

5.- Zncontrar la ccuacidn de la hipérbola focos

75 en (L2 Vo ; 0) .y ancho focal —gggiz;

=y

Fig.
\\kﬁJER“ICIO XIIT 6y~ ZEncontrar la ecnacidn de la hipérbola con centro
®n las siguicntes hipérbolas encontrar el valor cn ¢l origen, fogps ¢n cl-cjc de las Xy pasando
& . 2 <] Or; ¢ ‘
de a 'y by coordcnadas de focos, verticecs, longl P e 10 bV ar »é\ﬁ? ;
tud del latus rectuwn, las ecuaciones de las a-- 3 1 ¥ ’ 5

sintotas y dibujarlas. T.- Encontrar la ccuacidén de la hipérbola con centro

a) 4X2 7l 25y2 = 100 : 7 ; en el origen, ejc transverso sobre ¢l cjc de las

5 5 Y ¥ pasando por:
b) 3x° - 4y = 12




- 100 -
57.~ HIPIRBOL.. LQUILLTIR.L.~ Cuando ¢l c¢jc transverse
cs igual al eje conjugado, la hipérbola sc lla-

ma-equildtera: a =bd
58~ HIPHRBOL.LS CONJUGLDLS.~ Se llaman hipérbelas -
conjugadas a aqucllas en que ¢l eje transverso

y ¢l eje conjugado de une son rcspectivamente -
¢l eje conjugado y transverso de otra.

Teniendo la ccuacidn de una hipérbola para
cncontrar la de su conjugada basta poner la e--
cuacidén dada cn alguna dec las formas (20) o (204
segin cl caso y cambiar signos a uno de los dos
miembros de¢ la ccuacidn.

Se ve ficilmente que las dos hipérbolas --
tienen las mismas asintotas y la misme distan-
cia facal.

Las hipérbolas conjugadas aparcceran como
en la Fig. 76 Y

.- &
RRECIIND

o,

X

Yl
Fig. .76
LJERCICIO XIV

1.— Bncontrar las ccuaciones de lag siguicentes hi-
: o

- 101 -

r . lé
perbolas equilateras con centro en el origen

a) V(ZIg4, 0

b) V (0, + 7)

Encontrar la

e L5 @)

a) vV (0, *3)

ecuacién de las hipérbolas conjuga-

das.y las ecuaciones de las asintotas. Dibujar -

las curvas.

a) X2 - 8y2 =

b) 9x2 - 16y2
C) X2—y2=

d) Y2 - 4x2

8
144

=16
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oG PITULD, JHE
COORDEN.AD.S POLLRZS.

GENER;LID;DES.- Otra forma de localizar puntos a

“un plano €s por medio dc las coordcnadas polares,
" "'8i gsc ticne un punto fijo y una recta fija,
0 y 0. respectivamente, en la Fig. TT; para tene
localigado un punto cualquiera P del plano es su
ficiente conocer su distancia OP al punto fijo j

¢l dngulo que OP hace con Oi.
P

P

Fig. 77

Al punto fijo O se le llama polo y a la reg
ta fija O. cjc polar. Se acostumbra que 04 sea -
horizontal extendiéndose a la derecha de 0. Il -
Zngulo AOP se considera positivo cuando se mide
en sentido contrario al de las manecillas dec un
recloj y negativo cuando sec mide en el mismo sen-
tido que el dec las manecillas.

Se acostumbra designar a dicho angulo con -
la letra griega © y se lc llama angulo polar,
argumento o angulo vectorial.

La distancia OP sc¢ considera positiva cuan-

= - 103 - v .

do estd medida en el lado mdévil del {nguig i‘ﬁoga
tiva cuando cstd medida sobre 1a prolongacidn a M
través de_b de la misma reéta del lado mdvil., Se
lec designa con la letra griega £ ¥y sec le llame ra
dio vector. N ' : K

¢y © son entonces las coordenadas polarcs
de P y sc escriben en forma semejantc a las coor-
denadas rectangulares: P (@, 6) ; indicando pri-
mero el radio vector. :

Cada pareja dec valores determina un punto so

bre cl plano. Las figuras 78, 79, 80 y 81 repre--

sentan respcctivamente los puntos (5, 309);

(=7, 150°); (3, 190°) y (=8, =15°).

p
>,
30°

&,

Trhe s
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REPRESENTACION GRLFIC. DE ECUACTIONES POLLRES. -
En una ecuacidén polar las variables son £ y O ;
el lugar geométrico representado por una ecua-—--

cidn de este tipo se dibujard dando valores a @
y encontrandec los correspondientes de ¢ .

T curva sersd simétrica con respecto al po-
10 cuando al sustituir en la ecuacidn p por - @
1a ccuacidn no sc altera y habra puntos simétri-
cos con respecto al cje polar cuando al sustitu-
ir @ por -6 la ccuacidn no se altera.

Ejemplos:

1) Dibujar la curva represcntada por la ccuaci o

¢ = a cos ®
Sustituyendo ¢ por - ¢ la ccuacidén se convier

. =P =acos b o f = -a cos @
que e¢s diferente de la anterior, por lo que se
vé que no hay simetria con respecto al polo.
Sustituyendo 8 por - © se.tiene:
¢=a cos (- 0) pcro como cos(- ©) = cos O lat
cuscidn no sc ha alterado y por lo tanto habrd
simetria con respecto al eje polar.
Dando._valores a © y cncontrando los corrcs
pondicntcs de @ sc pucdc haccyr la siguicente ta-
" bla con la que sc pucde dibujar la Fig. 82, Sc 1
considerarsn valorcs de © desde 0° hasta 180°
pucsto que entre 180° y 360° sc rcpiten los i8]

-~ 105 -
mos puntos ya cncontrados. Lo mismo pasaria
valorcs de © entre 0° y -180° . Bsta ccuacidn
rrespondc a un circulo.
e =@
09 14 a
30° 0.866a
450 0.707a
60° 0.5a
902
1202 =0+5a
150° -0.866a
180° )

2) ﬁg = a2 cos 20 :

Sustituyendo @ por - ¢ la ecuacidén no cambis
por lo tanto hay simetria con rcspectosal polo.

Sustituycndo © por - @ no'sec altera la ccua-
cidn; pucsto que: cos 20 = cog (-20); hay cnton—-

ccs simetria con rcspeecto al eje polar.

Dando valoreés'-a © ylcneontrando losicerrcspondicn

“tes de [? sc obtienc la tabla sighiente con la quc

sc¢ construye la curva de la Fig. 83.
e] 20 €
Qo 0° a
150 362,
22030" 450

30° 60°




\ Pig. 83

Los valores dc © entre 459y 135° dan ima-
ginarios, c¢s decir no hay puntos dc la curva ci
trc cllos.

Do 135° a 1800 la curva da valores simétri
cos con respecto al cjc polar a los de la tabla;
y @c /1809 cn adelantesc repiten valores. Lsta
curva s6-llama Temniscato de.Bernoulli.

3) [=a6

No hay simetria ni comn respecto al polo ni

con'respeeto @l cjc: polar, puesto quc al, susti-
tuir £ por - F 6 @ por - © la ccuacidn sc al~
tera.

Dando valores a © cn radiancs sc obtienc la

tabla siguiente:

Como se. vc por la ‘ecuacidn, el valor dc .~ =

cs proporcional al dc © . 8i se ticne un valor -

de @l y su corrcspondientc ¢4 = a@l y sc da 02

207 =
tro valor 6, + 2% 4. ¢l valor de / seria:

Po.= al6y +27) = a8, + 277a

Zs decir, quc dcspués de situaf-puntos con los vo
lores dados cn la tabla, sc pucden localigzar mésm
puntos de¢ la curva. sobrc los mismos veetorcs,
pucsto quc los valores de © que dificren cn 277
cacn sobre el mismo vector. Unicndo los puntos
se obtiene la i Fig. 86, en que la linca llcna co~-
rresponde a los valorcs positivos de 8 encontra-
dos. Para valores ncgativos sc: podria hacer una

tabla similar y dibujar la curva dc puntos de la
misma figura.
Bsta curva sc¢ llama cspiral de irquimcdes.
9 7
3.67a




“Fig. 84
BJBRCICIO I

Dibujar las curvas siguientces:
Y- P = 3 gec O
2.~ 2 csc ©
e : 4
4= 2 cos ©
5e— : =3 scn O
=B =/ 3(1 '~ sen O)
Tem T

: 4
e F =4 scn 20
9w 7 22 2 cos 30

10% - P = sen %

3.- REL.LCION ENTRE L.S COORDENAD.S CLRTZSI.N.S Y B0
LARES. = 'Sivse-hacen coincidir.el origen y la paj

tc positiva del eje de las X dc un sistcma de ¢
denadas cartésianas con el polo y ¢l eje polar
peetivamente d¢ uno de coordcnadas polarcs, sl
drfa (Fig. 85) para un punto P cualquicra dcl P
nens
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Coordcnadas cartesianas
Coordenadas polarcs
xX.= ecos B

v sen 9

Xl

]
’g.Y85

i
N = . a2 -
quc son las formulas pare pasar dc coordcnadas

cartegianas a polares.

Inversamente:
. (26)
e L] ° c 0(27)

son las formulas para pasar de=coordenadas pola—-

Ot == tEn
o
¥Cc8 a cartcsianas.
Sjemploss
1) Transformar la ccuacidn:
2

2
X -y =4
a-coordcnadas . polarcs.

Sustituyendo scgun fdormulas
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3 e i,2 = 4 sec 20
0) Tneontrar la ecuacidén cartesiana de la curva:
/7 =3 cos 20
Solucidn: .

K = 3( QOBTON scnzg)

“ﬂ X2 2 y? £z X~ - ¥
2 2
X~ + ¥
Tlevendo al cuadrado y gquitando denominadores:
[ 2 2%
(e 2L Bt 4 3F) =0
EJERCICIO /TI1
1.~ Transformar las ccuaciones giguientes a coorde-
nadas polares:
2 2 2
a) (x2 + y2)2 = g (et ~iy©)

L 2

b) e y2 Toax = Blxus =)
———

c) (x2'+ y2)2 = 2axy

2

RS E y2)

2
e) x + y2 — 2y
f) =3z +-2%--5

o.- Transformar las ccuaciones siguicntes a

nadas  cartcsianas:
2% I e !
; 5 cos © + 3 scn ©

b)Y = A

= scn @
al
cos 20 + 1

a2 sen 20

CLPITULO IX
ECULCIONES PARMTETRICAS.
DEFINTCTONES.~ L& veces os conveniente expresar

las coordenadas de los puntos dc una curva en fun
cién dc una tercera variable, en lugar dc tcner -
relacionadas dichas coordenadas cn una ccuacidn.
4 ©sa teorcecra variablce se le llama Pardmetro
y las ccuaciones gue cxpresan la rclacidn cntre -
las coordenadas y el parametro se llaman ccuacio-
nes paranétricas.
DIBUJO DE CURV.LS CON LCULCIONSES PARLIMETRICAS.-
Parsz encontrar puntos de una curva conocicndo sus

ccuacioncs paramétricas se van dando valorcs al -

parémetro y sc¢ cncuentran los valores de las coor

decnadas.

Sjemplos ¥y =T +* 3

Dando valorecs a t sc encucntra la tabla siguicntc
e pucden dibujar los puntos de la

36, la.,cual cs una parabola.

07 1] 28
‘o2
sk

3
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y las ccuaciones gue cxpresan la rclacidn cntre -
las coordenadas y el parametro se llaman ccuacio-
nes paranétricas.
DIBUJO DE CURV.LS CON LCULCIONSES PARLIMETRICAS.-
Parsz encontrar puntos de una curva conocicndo sus

ccuacioncs paramétricas se van dando valorcs al -

parémetro y sc¢ cncuentran los valores de las coor

decnadas.

Sjemplos ¥y =T +* 3

Dando valorecs a t sc encucntra la tabla siguicntc
e pucden dibujar los puntos de la

36, la.,cual cs una parabola.

07 1] 28
‘o2
sk

3
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L IMINACION DEL PLRLMETRO. -

L veces es.convenicnte,

teniendo las ccuaclo--

nes paranétricas de un

lugar geométrico, cli-
. 7

minar ¢l paramctro pa-

ra cncontrer la ccua--—

; ; X!
cidn cartesiana de¢ la '

curva. Fig. 86
Tn el caso anterior: X = 2t2 (1) ¥ =1 + 3 (
Si sc despeja t en (2) y se sustituyc cn (1) se

encuentra: = 2(y. - 3)2 ;}. (y - 3)

Touacidn de una-parsdpola con vértice en (O, 3)

#9 LLRGECTO /1

Graficar las siguicnics geuacioncs paramétricasg

tomando t y-©-como parsmctro. Lncontrar la ccua
cidn rcctangular cn cada CasoO.

) x ==L 2 = t3

2) L Fdd t2 L B%F+/8

3) % i 3 - = 9t + 36

4)5 x5 173 4RRTEE

5) = cos © . ' sen ©

6) = tan © ; 56¢°6

1) = = cpe. 0 B0 cot ©

n

[4

)




CAPILLA ALFONSINA
U A.N.L.

Esta publicacion deberd ser devuelta

antes de la ultima fecha abajo indi-
cada.

e e e — =

et

s







