


QC2 O 
. 82 
U 5 





r 4 

UNIVERSIDAD AUTONOMA DE NUEVO LEON 
F A C U L T A D D E I N G E N I E R I A M E C A N I C A Y E L E C T R I C A 

TEORIA Y PROBLEMAS 
DE FISICA 2 

DEPARTAMENTO DE INGENIERIA ELECTRICA 



Q C 7 L O 

• O c . 

1 0 2 0 0 8 2 2 9 9 

I N V I C E 

CAPÍTULO Página* 

I CINEMATICA VE ROTACION..! 1 

( J . - IntAoduceÁón. Movimlento de Rotación 1 

2.- Cinemática de Rotación, Las variables 2 

3.- Rotación con acclesiación angulaA constante 8 

4Cantidades rotacionales como vectores 10 

5.- Relación ervtie la cinen&Uca ¿Inal y la angular 12 

II VINAMICA VEL MOVIMIENTO VE ROTACION * 19 

1Introducción. Momento de Rotación obrando ¿obre una par 

tlcula o..o 19 

•/2.~ Cantidades de movimiento angular de una partícula 23 

3.- Sistemas de partícula*.. 25 

Energía cinética de rotación y momento de IneAcla....•. 26 

5.- Vlndmlca rotacional de. un cueApo rígido 30 

6.- El movimiento combinado de traslación y de. rotación de.-

un cueApo rígido 38 

III VINAMICA DEL AMIENTO VE ROTACION. V LA CONSERVACION VE -

LA CANTIVAV VE MOVIMIENTO AnvüL'.? . 47 

1Introducción. El trompo 47 

2.- Cantidad de movimiento angular y veZocldad angulaA 49 

* 3.- Conservación de la cantidad de movimiento angular 53 

4.- Algunos otros aspectos de la conseAvaclón de la cantl— 

dad de movimiento angular 56 

5.- Resumen...., ; 57 

IV OSCILACIONES (¿J) 

1.- Introducción. Oscitaciones 61 

2.- El oscilador armónico simple 63 

3.- Movimiento armónico simple 65 

4.- Consideraciones energéticas en el movimiento armónico— 

simple * 70 

5.- Aplicaciones del movlmírrito amónico simple 71 

6.- Relación entre eZ movimiento amónico simple y el movi-

miento circula*. uniforme 77 

7.- Combinaciones de movimientos armónicos SO 

8.- Oscilaciones de un cuerpo doble 82 

9.- Movimiento a/imónlco amortiguado 85 

V ESTATICA VE LOS FLUIVOS 90 



CAPITULO 

vi 

Vil 

VIH 

...... 

7 . - FIUMOÁ. Pn.e&l5n y Ven¿idad 

2 . - VanlacloneA de pneóión en un fluido en nepoAo 

3 . - Pnlnclplo cíe Pa¿cal y Pninclplo An.qulmedeó 

4Medida de la p>leólón 

DINAMICA VE LOS FLU1V0S 

7 . - Conceptos geneAaleó del ¿lujo de lo& ¿hUdo& 

2 . - LZnoxu> cíe con/Uente¿..... 

3 . - La ecuación de. continuidad 

4Ecuación de. Be/inoulll 

5 . - A p i l c a d o ne& de. la ecuación de. Bennoulll y de la ec.ua 

elón de. continuidad . 

U CALOR V LA PRIMERA LEV VE LA TERMODINAMICA A 
7 . - El colon., ana fionma de. la eneAgla 

2 . - Cantidad de, colon. y c.alon. e¿ pedaleo 

3 . - Capacidad calonX^lca molan de. loé ¿óltdoÁ 

Conducción del colon. 

5 . - Equivalente mecánico del calón. 

O- Calón, y ¿naba.jo..: 

f 7 . - La pnlmena Ley de la Termodinámica. Algunas aplicado^ 

ne& 

TEMPERATURA 

Ve&cnlpcloneA macnoó coplca y mlcAo¿coplca, 

Equlílbnlo l&imlco 

3 . - Medición de la tempeAotuna. 

4.- Tenmómetn.o de ga¿> a volumen con&lanle 

- Encala de temperatunoi del go¿ Ideal 

6 . - La¿ encala* Celóluó y Eahnenhett. La e&cala de tempe-

natun¿u> pndtica internacional 

<lP 

A ' 



CAPÍTULO X 

CINEMATICA VE ROTACION 

1.- Introducción. Movimiento de Rotación. 

En tòte, capitato se hará un estudio de. los cuerpos o partículas que se mué 

ven en una trayectoria circular. Se dará principio a esta primera parte, conslde 

rondo el movimiento de rotación alrededor de un eje f i j o ; esto es, movimiento -

de rotación sin traslación. 

El movimiento de rotación se produce cuando actúa una fuerza sobre un caer 

po en ángulo recto con su movimiento, como punca existe una componente de la --

fuerza en dirección del movimiento, no habrá aceleración a lo largo de la tra--

yectorla, cambiando la dirección del movimiento mientras permanece constante la 

celeridad del cuerpo. si la magnitud de la fuerza es constante, la dirección de 

la trayectoria cambia en Igual proporción en cada Intervalo de tiempo y la tra-

yectoria es circula/i. 

La fuerza y la aceleración del cuerpo, están dirigidas hacia el centro del 

clrxiulo, mientras que la velocidad es tangente al cOiculo en cada punto 

Para determinar, la posición de un cuerpo que se desplaza a lo largo del ar 

co de un circulo, es necesario conocer el ángulo que se forma entre el centro -

del circulo al cuerpo y el radio f i j o del circulo.'Como se muestra en la figura 

1 - 1 . 

FIGURA 1-1 

Para expresar 9 se utilizaran tres unidades: grados, revoluciones y radia-

nos. 

Como las dos primeras unidades son mas conocidas se dará una explicación -

de los radianes. Un ángulo expresado en radianes es la longitud del arco girado 

dividido entre el radio del arco. 
i AB 

Para que 9 estí expresada en radianes, basta hacer la relación de; —, a -c t 
partir de la figura 1-1. 

Observando con esto que el radian, no es mas que la relación entre dos Ion 

gitudes y no una unidad propiamente dicha. 

Asi que las mediciones angulares por los términos 9 en radianes, ó 9 en — 

grados, son con el objeto de expresar la forma en que se mide el ángulo, sin es_ 
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pe^fL que estas definiciones se comporten como unidades en las ecuaciones. 

Cuando 9 es grande hasta llenar el circulo o tea 360°, gira un arco Igual -

a la circunferencia Ve donde 360°equivale a 2 ^ ^ , o bien ifrradúzne¿. 

Además satiendo que una revolución es Igual a 360°t se encuentra que tam-— 

biín una revolución es Igual a 21?" radianes. 

2.- Cinemática de la Rotación. Las variables. 

La cinemática de la rotación, e¿ la paute de la mecánica que estudia el mo_ 

vimlento de un cuerpo que se desplaza atravez de un circulo, sin tomar en cuen-

ta las causas que provocan este movimiento. 

VEL0C1VAV ANGULAR.-

Las dimensiones de la velocidad angular, es la relación de los desplaza-

miento angular y el tiempo; donde de deverá estar en radianes, dt en segundos y 

w en rad/seg. Otra forma común de unidad para la velocidad angular son rev/min. 

Ve donde: 
7 - 1 K<¿XJ' X 9 47 K a d ' y i - l = 0 IOS 1 mZñr ' 1 Mtr* L " rev. * W seg./min. u ' , u o seg. 

En la figura 1-2, se considerará un cuerpo que gira alrededor de un eje --

que pasa por 0, perpendicular al plano del dibujo. Oa^es la posición de cierto-

radio del cuerpo en el instante t 0 , y Ob la posición del mismo radio en el ins-

tante t; siendo 90 y 9, las absisas angulares del radio medidas respecto a la -

vertical de referencia. El desplazamiento angular del radio es h 9, o bien 9-90 

U 

FIGURA-J-2 

La velocidad angular media w, se define como: 
n . n . .• desplazamiento angular 

velocidad angular mecUa = t¿anpo transcuríido. 

ü = Q
t " r ^ de donde: 

la derivada del desplazamiento angular respecto al tiempo, dará la velocidad an 

guiar instantánea, uto es: 

- W • - g . KmcXnt-1 

• Cuando un cuerpo gira con velocidad angular constante, su velocidad angul-

ar instantánea es igual a su velocidad angular media, cualquiera que sea el in-
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teAvalo de tiempo. Siendo la velocidad angula/i constante se puede escribir: 
9 - 9 

w _ ° p0K ¿0 tanto'-

-v — -Ce 

= U) it-t») considerando que to y O0 son infinitamente pequeños, se obtiene•• 
9 - u)t Ecuación 1-1a. 

Ejemplo 1-1. 

Se realizan las siguientes lecturas en el tacómetro de un automóvil en los 

intervalos de tiempo siguientes. 

tiempo {seg). 0 2 5 6 

velocidad angular [rpm] 20 40 60 80. 

a).- Cálcalese la velocidad angular en para cada lectu/ia. Asi como: 

b).- Los desplazamientos angulares para cada lectura. 

40 " x 0 .705 • = 4 .2 " 

" x 0 .705 " = 6 . 3 " 

SO " x 0 .705 " = 8.4 " 

b) 9j - u)t - o. No hay desplazamiento en la primer lectura. 
0 « 4 . 2 M á * 2 seg. = $.4 ^ d . ¿ seg . 

0 3 = 6 . 3 " x 5 " « 37.5 " 

0 4 = 8.4 " x 6 " « 50.4 " 

ACELERACION ANGULAR.-

PaAn que un cuerpo tenga aceleración angular, la velocidad angular del — 

cuerpo en rotación deberá estar variando. 

Siendo u>0 su velocidad angular instantánea en el instante to, y w> su velo-

cidad angular en el Instante t , se obtiene la aceleración angular mediad. La -

cual se define como la razpon de la variación de la velocidad angular al tiempo 

transcurrido: 
¿> _ ... * * variación de la velocidad angular aceteWudn anguloA medtó - U m p o ¿ianiViMUdo'? 

^ _ M) - U)o _ & IAJ 
t - lo ^ £ 

Sabiendo que la velocidad angular w esta en rad/seg. y el tiempo en segun-
dos, se obtiene que la aceleración angular estará en 

seg ' 
La aceleración angular instantánea £ es la derivada de la velocidad angu-

lar respecto al tiempo esto es: 
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Ecuación 1-2. ¿r ^ i ja diti 
^ " i t+o.Lt ' Ht. 

dQ sabiendo que w - se puede et>eAUbiA. 

^ ' It 1 3 1 ] * Ì&. 

Ejemplo 1-2. 
Un motor que aira a 1S00 sigue haciéndolo libremente hasta el reposo-moi 

en forma uniforme en un tiempo de 20 seg. Encontrar su desaceleración angular 

rad y reo. 

seg2 seg2 

189 rad 
seg. 

r (tí »07 18 9 ^ / s e a . _ q /?c rad 
f - t r u s f - - 9 - 4 5 — 2 

Cantidades tangenciales. 

¡¡¡Zìi x 3 0 Jtg, 
min 

rev 
r w 30 seg , r rev CK = -r = o n - / . 5 0 t 20 seg seg 

VELOCWAV TANGENC1AL.-

A medida que una partícula viaja a una velocidad uni-

forme V, no' solo describe un ángulo 9, sino que también cu 

bre una distancia ds. Como se ilustra en la figura 1-3. 

La distancia que se desplaza la partícula en el tiem-

po dt, está dada por la ecuación ds =Vdt. 

V el ángulo átravez del cual la partícula se mueve en 

este tiempo es: 

d9 - g- de donde: 

FIGURA 1-3 

ds-/%i9. Ecuaclón 1-3 

SI la particola se mueve sobre el arco del clreulo tiene una velocldad 11-

nealV¡r, que slempre es tangencial al circolo. Estd velocldad reclbe el nombre-

de velocldad tangencial de la particola. 

Vara encontrarla unicamente se toma la derlvada con respecto al tlempo de-

la Ecyaclón 1-3. Recordando que R es constante. 
ds 

Ut 

V j 

= R d9 
H T 

R 10 

de donde: 

Ecuaclón 1-4 

Aquí también la medida en radianes debe usarse para iv. 

VE la ecuación 1-4, se encuentra que entre mas lejana este una partícula -

del eje de rotación mayor será la linea de velocldad lf]~. Aunque todas las partí 



culos de un cuerpo en rotación tienen la misma velocidad angular [excepto las -

que están sobre el eje). 

Ejemlo 1 - 3 . 

Un fonógrafo con un disco de 18cm. de diámetro, rota a 45 a) Encon-

trar la linea de velocidad de un punto que se encuentra a 4 cm. del eje y b) --

Uno que se encuentra sobre la orilla del disco. 

4$ O 105 ^ f t g f l = 4 725 ^ S á mñ x revi muí seg. 

a) lír* * * - 4 m z 4.1tS * í « . 9 §SL 

b)VT* * en, x 4.725 ^ * 42.525 SL 

ACELERACION TANGENCIAL. 

Para encontrar la aceleración tangencial 0*j de la partícula de la figura -

1-3. Se toma la derivada respecto al tiempo de la ecuación 1-4, manteniendo R -
constante. Esto da: 

dlfr v áti 
n r = R n 

ne: 

Siendo ^ ^ la aceleración tangencial y ^ la aceleración angular, se obtle 

CLj = RCC Ecuación 1-5 

Debiendo estar oC en —-
seg . . 

Ejemplo 1-4. 

Suponiendo que en el motor del ejemplo 1-2, se cambia su velocidad de 1800 

a 1200 por medio de un reostáto y se deja girar libremente hasta el reposo 

en un tiempo de 15 seg. 

a) Determinar la aceleración tangencial para un punto que se encuentra so-

bre la orilla del rotor [parte móvil del motor), sabiendo que el diámetro de es_ 

te es 15 cm. 

U00 ^ x 105 - 126 SSáu muí rev/mui. seg. 

oCc« , 126 rad/seg. m i 4 rad. 
7 15 seg. * JegT. 

(IT • 1 * . * 7.5cm x 8.4 ^ , 63 gU ^ segL. segL. 
ACELERACION RAC IAL . 

Para encontrar la aceleración radial de una partícula que se desplaza so-

bre un circulo, es conveniente analizar el origen de coordenadas X y- V, en el -



culos de un cuerpo an rotación tienen la misma velocidad angular laxe apto las -

qua astan sobra el aja). 

Ejemlo 1 - 3 . 

Un fonógrafo con un disco da 18cm. da diámetro, rota a 45 a) Encon-

trar la línea da velocidad da un punto qua sa encuentra a 4 cm. del eje y b) --

Uno que se encuentra sobre la orilla del disco. 

4$ O 105 ^ f t g f l = 4 725 ^ muí ' u rev/min sag. 

a) lír* * * - 4 m z 4.1tS * 18.93L 

b)VT* * emx 4.725 ^ * 42.525 SL 

ACELERACION TANGENCIAL. 

Para encontrar la aceleración tangencial 0*j de la partícula da la figura -

1-3. Se toma la derivada respecto al tiempo de la ecuación 1-4, manteniendo R -
constante. Esto da: 

dlfr v áti 
n r = R n 

ne: 

Siendo ^ ^ la aceleración tangencial y ^ la aceleración angular, se obtie 

CLj = RCC Ecuación 1-5 

Debiendo estar oC en —-
seg . . 

Ejemplo 1-4. 

Suponiendo que en el motor del ejemplo 1-2, se cambia su velocidad da 1800 

a 1200 por madlo da un raostáto y se deja girar libremente hasta el reposo 

en un tiempo de 15 seg. 

a) Determinar la aceleración tangencial para un punto que se encuentra so-

bre la orilla del rotor [parte móvil del motor), sabiendo que el diámetro de es_ 

ta es 15 cm. 

n00 ^ x 105 - 126 SSáu 
muí rev/mui. seg. 

oCc« , 126 rad/seg. m i 4 rad. 
7 15 seg. * JegT. 

(IT • 1 * . * 7.5cm x 8.4 ^ , 63 ^ ^ segL. segL. 
ACELERACION RADIAL. 

Para encontrar la aceleración radial de una partícula que se desplaza so-

bre un circulo, es conveniente analizar el origen de coordenadas X y- V, en el -
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cencío cíe£ círculo como ¿o muestra la ¿¿gura 1-4 

y 

FIGURA 1-4 

Obteniendo que las coordenadas de la partícula son: 

X * R C O ¿ 9 V *irSen 9 

donde 9 es función del tiempo y f s e mantiene constante. 

Suponiendo que la partícula desplaza alrededor del círculo con una veloci-

dad angular constante va, y haciendo uso de la ecuación 1-1 a que dice 9 = uit, ya 

que para este caso w = w. 

Sutltuyendo esta expresión en las ecuaciones de X y y, se encuentra que•* 

X = V Coswt Y * T'Semft Ecuación 1-6 

Sabiendo que la componente en el eje X de la velocidad de la partícula es-

Vx * y en el eje y es Vy = ^ y derivando la ecuación 1-6, con respecto al -

tiempo, se encuentra que•• 

dx dfrCosuJt) 
& dt 

dy d [ySewít) 
té* — < H T 

l/x * -T*wSem)to l!y - YuiCosuito Ecuación 1-7 

En general claro esta W no serla constante. Sin embargo es conveniente restrin-

gimos al caso en que la partícula se desplaza en torno del círculo a velocidad 

constante, de tal manera que ©C = ^ = O' 

Obsérvese que tanto Vx como Ity son función del tiempo. Por lo tanto, en vi 

rtud de que las velocidades cambian con el tiempo la partícula debe irse aceler 

ando aunque su rdpldez en el círculo sea constante. 

Para encontrar las componentes X y y de la aceleración, se hace uso del he 

cho que: 

y derivando con respecto al tiempo la ecuación 1-7, se encuentra que: 

dVx -futid [SernJt] 
dt ' 31 

0>x = - Y wCoSitito 

dVy yuxUCosuit) 
~Kt dt 

Q,y - Senwto Ecuación 1-8. 
Las componentes de aceleración son proporcionales al negativo de los desp-
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lazamlentos, esto significa; que el vector de desplazamiento que es el radio --

vector del centro del circulo a la partícula, debe ser proporcional al vector -

de aceleración pero de dirección opuesta. 

Ve donde se deduce que ta aceteraclón de la partícula en el circulo es un-

vector que apunta radlalmente hacia adentro desde la partícula hacia el centro -

del circulo. Por esta razón, la acelera ¿6n recibe el nombre de aceleración ra-

dial y se representa por Ú.A.. 

Conociendo las componentes de la aceleración y sabiendo que la resultante-

R de dos vectores componentes Rx y Ry esta dada pon 
R 2 X + RZy se obtiene que: 

CZ2A *úJ* +(¿y 

= * V ( COA 2 WÍ + Senut). 
n o 

Sabiendo que Cos 9 * S e n 9 * 1 se encuentra que: 

a Ecuación 1-9. 

Aunque la partícula se desplaza en tomo del circulo con velocidad constan 

te, su velocidad cambia de dirección. La razón de cambio de este vector de velo_ 

cldad es la aceleración radial de la partícula. 
La partícula esta acelerada a lo largo de un radio hacia el centro del clr 

culo. 

Ejemplo 1-5. 

Calcular la magnitud de la aceleración total de una partícula moviéndose -

en un circulo de radio 0.4 mts. En el Instante que esta partícula tiene una ve-

locidad angular de 2 ^ ^ y una aceleración angular de 5 j ^ l % 

C i j 5 J X M m í ^ ^ seg' 

1.6 V* 2 seg¿ 

a* 

a - i ¥ • 

CL= t.6 

,2) 
mt' 

T.6t] seg 

mt , 
seg' 

FUERZAS CENTRÍPETA y CENTRIFUGA. 

Todos alguna vez hemos experimentado estas fuerzas al atar una piedra o — 

un peso a una cuerda y dar vueltas haciendo que la piedra describa una clrcunfe 

renda. Ve esta minera al dar vueltas notamos que la mano esta sometida a una -
fuerza hacia afuera, e Inversamente la mano tiene que ejercer una fuerza hacia-
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lazamientos, esto significa; que el vector de desplazamiento que es el radio — 

vector del centro del circulo a la partícula, debe ser proporcional al vector -

de aceleración pero de dirección opuesta. 

Ve donde se deduce que la aceleración de la partícula en el circulo es un-

vector que apunta radlalmente hacia adentro desde la partícula hacia el centro -

del circulo. Por esta razón, la acelera ¿ón recibe el nombre de aceleración ra-

dial y se representa por 4A.• 

Conociendo las componentes de la aceleración y sabiendo que la resultante-

R de dos vectores componentes Rx y Ry esta dada pon 
R 2 X + RZy se obtiene que: 

CZ2a *úJ* +(¿y 

= * V ( C 0 4 2 w í + Senut), 
n o 

Sabiendo que Cos 9 * Sen 9 - 1 se encuentra que: 

a Ecuación 1-9. 

Aunque la partícula se desplaza en tomo del circulo con velocidad constan 

te, su velocidad cambia de dirección. La razón de cambio de este vector de velo_ 

cldad es la aceleración radial de la partícula. 
La partícula esta acelerada a lo largo de un radio hacia el centro del clr 

culo. 

Ejemplo 1-5. 

Calcular la magnitud de la aceleración total de una partícula moviéndose -

en un circulo de radio 0.4 mts. En el Instante que esta partícula tiene una ve-

locidad angular de 2 ^ ^ y una aceleración angular de 5 j ^ í % 

Cij s g x M ^ « ? ^ seg' 

1.6 V* 2 seg¿ 

a* 

a * i ¥ • :2) 
mt4 

T . 6 ¿ ' ¿ eg 

mt , 

FUERZAS CENTRÍPETA Y CENTRÍFUGA. 

Todos alguna vez hemos experimentado estas fuerzas al atar una piedra o — 

un peso a una cuerda y dar vueltas haciendo que la piedra describa una circón f e 

renda. Ve esta minera al dar vueltas notamos que la mano esta sometida a una -
fuerza hacia afuera, e Inversamente la mano tiene que ejercer una fuerza hacia-



» 

i 

! FÍW 
I l l r U l i 

Mi 

I 
"i V 

m 

2 2 
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adentro ¿obre, -ta piedra. 

Vara tener una mejor Idea suponer un punto O, clavado en una superficie lio 

rlzontal sin rozamiento como se muestra en la figura 1-5. En donde un pequeño -

cuerpo de masa m. esta unido a ta punta por -

Intermedio de una cuerda de radio R, y se po-

ne en rotación alrededor de ella con una velo_ 

cldad angular u), una velocidad tangencial 

• f ' 

A partir de ta segunda Ley de Newton es necesario ejercer una fuerza sobre 

el cuerpo para producir esta aceleración normal y ta dirección de esta fuerza -

tiene que ser la misma que la dirección de la aceleración, es decir, según el -

radio y hacia el centro de la circunferencia. Por esto recibe el nombre de fuer 

za Céntralo Centrípeta. Sabiendo que F * ma y ¿ L s V f / R = entonces la fuerza centrípeta será: 

F = »LjíL * yrw2Ro Ecuación 1-10 

Esta fuerza esta dirigida hacia el centro y la produce ta cuerda, lo cual-

es ta en tensión y por lo tanto ejerce sobre ta punta del centro una fuerza ha-

cia afuera, Igual y opuesta a ta centrípeta, llamada fuerza Centrífuga. 

Un diagrama de estas fuerzas se puede observar en la figura 1-6, donde ta-
1 ^ fuerza F es ta centrípeta y la fuerza F es ta centrífuga. 

Las fuerzas centrípeta y cebtrlfuga como se puede- ? _ F | - M 
observar son una pareja de fuerzas de acción y reacción 

siendo ta primera una fuerza resultante hacia adentro -

ejercida sobre el cuerpo que gira, y ta segunda la reac tog 

ción a esta fuerza. FIGURA 1-6 

3.- Rotación con Aceleración Angular Constante. 

En el movimiento de rotación con aceleración angular constante, se puede -

determinar fácilmente tas ecuaciones para este caso, legrando tas expresiones -

de la velocidad y las abscisas angulares, teniendo que: 

oC = = constante. 
du) =oCdt 

f átí ÁcCdt ^ 
Y ? 

10 =ct t * Cj 

Si Wo es ta velocidad angular para t - o, ta constante de integración es -
¿Oíiir. c. * Wo u MJ = Wo Ecuación 1-11 

J i-. • i : I 



Puesto que, «) = d$/dt: 

d9 = wdt 

sustituyendo la ecuación 1-11, se tiene que: 

dQ = ( «Jo- dt 

/ de = J u)át + fc£ tdt 
i o 

e = + yo£ t + c2 

La couó&uráe de Integración es el valor de 0 para t - o, o sea 0o, si -

0o= 0, entonces, 

9 = u)ot + j qC¿2 Ecuación 1-12 

Escribiendo la aceleración angular en la forma, cC = w se obtiene que: 

[ d^de - / wdw 
oC 0 = l \»2 + c 

2 3 

ángulo 0 es cero para t - o, y si la velocidad angula/i Inicial es — 

u)0, se tiene que c- = - wo2, por lo tanto: 
2 2 o 

oC 0 * 1 w - 1 u)oz 

2 7 

ufi « LOO2 + 2cC 9 Ecuación 1-13 

Ejemplo 1-6. 

La velocidad angular de un cuerpo es 6 en el Instante t = o, y su ace-

leración angular es constante e Igual a 3 . Una recta OP del cuerpo es hor 

Izontal en el Instante t = o, a) ¿Cuál es el ángulo que esta recta forma con la 

horizontal en el Instante t = 3 seg? bj ¿Cuál es la velocidad angular en este -

Instante? 
9 = \tiot + 1 oc t 2 

7 

- x 3 seg + x 3 rad x ( 3 seg) 
y 2 seg2 

9 * 37.5 radianes. 

9 - 5 revoluciones. 
uj - w0 +cC ¿ 

2 2 K> = 10 o + 2cC 9 
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Cuando la aceleración angular es constante., la velocidad angular media se-

puede relacionr con las velocidades Inicial y final, por medio de•• 

— _ (A) + WO por lo tanto'-

9 = Mt 

4.-Cantidades rotacionales como vectores. 

Como primer punto, se dirá que los ángulos de rotación no pueden ser vecto_ 

res. Sin embargo, como un vector es una cantidad que tiene magnitud y dirección 

y obedece las leyes de la suma vectorial, si se prefiere, se puede dar dlrec— 

ción a las cantidades angulares y por lo tanto hacerlas vectores. 

El vector que representa una velocidad o aceleración angular se dibuja a -

Zo largo del eje de rotación; su longitud, representa la magnitud de la veloci-

dad o aceleración angular y esta hecha con cierta escala elegida. En la figura-

1-7, imagínese que el eje sea un tornillo de rosca derecha, el sentido del vect 

or es el correspondiente al avance del tomillo cuando se le hace girar en el -

sentido de la velocidad o aceleración angular. 

En la figura 1-8, se muestran también las direcciones de la velocidad o a-

celeración angular, de dependiendo el sentido de la rotación. 
fiofAc/C* 

^ o o c 

riGUPA 1-7 figura 1-8 

La suma de dos vectores que representan dos rotaciones sucesivas 9¡ y 9^,-

deben dar el mismo resultado, independientemente del orden en que se tomen, es; 

91 + + v 

Esta ley no se sigue en caso de rotaciones finitas, excepto en casos espe-

ciales. Este hecho se demuestra fácilmente en la figura 1-9, en que se conside-

ran do& rotaciones sucesivas a 90° del bloque, siendo evidente que el orden en-

que se llevan a cabo las rotaciones es importante, pues los resultados son d l f e 

rentes en los dos casos. Por lo tanto, 0j + 9^ i + 9y Sin embargo, si se re 

siringe a rotaciones pequeñas, el orden en que se tomen las rotaciones no tiene 



Importancla, corno se maestra en la figura 1-10, en donde, al efectuar do6 rota--

clone* suceslvas los resultados son los mlsmos para ambos casos. 

-r1' 

FIGURA 1-9 
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En este caso de rotaciones pequenas, osi. como para rotaciones finita*, es-

vpalida y utll la definlclón de vector ya que para et prlmer coso obedece las 

leyes de la ¿urna vectorlal, mlentras que en el segando caso todos los vectores-

¿on perpendlculares a un plano dado, es declr, tlenen magnltud y dlrecclón. 

Por lo tanto, se restrlglran las rotaciones veclorlales a dngulos Infinite 

simales, a menos que las rotaciones se encuentren todas en el mlsmo plano. 



- - '.CTO-r: 

-I H O ' i . 

. 'O 

<JÍ>... , 

. ¿5$. -.YO ¿OR. 

n 

En conclución, ¿e obtiene que para considerar como vectores las velocida-

des y aceleraciones angulares, deben eó¿aA definidas en ¿uncttfn de rotaciones -

pequeñas. 

5 . - Re£<xe¿¿n e n t * e c ¿ n e m i t t c a lineal y la cinemática angular para una -

partícula que se encuentre en movimiento circular. forma escalar y forma vecto-

rial. 
forma escalar: 

En la sección 1-2 se estudió la velocidad y la aceleración lineales de una 

partícula que se mueve siguiendo una trayectoria circular. Cuando un cuerpo rí-

gido gira alrededor de un eje f i j o , cualquier punto del cuerpo describirá una -

circunferencia cuyo centro esta sobre el eje. Por lo tanto, hay algunas relacio_ 

nes sencillas y útiles entre la velocidad y la aceleración angulares del cuerpo 

en rotación, y la velocidad y la aceleración lineales de sus puntos. 

En la figura 1-11, suponer que y es la distancia al eje de un punto P del-

cuerpo, al girar el cuerpo la partícula se mueve en un circulo de radio y . 

Cuando la partícula se desplaza una distancia S situada sobre la trayecto-

ria circular, el radio formará un ángulo 9 con el eje de referencia Ox, encon-

trando que: 
S = y>9 Ecuación U14 

si 9 esta medida en radianes. 

Sabiendo que V es constante, y derivando la ecuación con respecto al tiem-

po, se obtiene: 
ds d9 
3 t s r l t 

Si ^ es el valor de la velocidad lineal Y del punto P, y ^ es la veloci-

dad angular w del cuerpo en rotación, Za ecuación quedará: 
lf = Ecuación 1-15 

Derivando esta ecuación con respecto al tiempo, se obtiene: 

d du) 
M ' r It 

Vonde dfydt es el valor de la componente tangencial Qj de la aceleración -

del punto P, y ^ es la aceleración angular oC del cuerpo que gira, de modo que-

Qy - ycC Ecuación 1-16 

La componente normal de la aceleración en el punto P, se expresa como: ---

a * * ¿-«v. 
En la figura 1-12, se representan las componentes de la aceleración de un-



punto P cualquiera, del cuerpo en rotación. 

FIGURA 1-11 FIGURA 1-12 

Conclusión: 

La descripción angular ofrece una ventaja clara sobre la descripción line-

al cuando hay que considerar varios puntos del mismo cuerpo en rotación. 

Va que diferentes puntos del mismo cuerpo en rotación no tienen desplaza--

miento, velocidad, o aceleración lineal, y en cambio, todos los puntos de un — 

cuerpo rígido que gira en torno de un eje f i j o tienen el mismo desplazamiento 

velocidad, o aceleración angulares en un Instante cualquiera. 

Forma vectorial: 

Para encontrar la relación que hay entre las variables lineales y angula-

res en su forma vectorial se hace uso de la figura 1-13, en donde se muestra --

una partícula P que gira en forma de un eje f i j o que pasa por O, en los tiempos 

t y t +¿t. En la figura 1-13a, la partícula gira un ángulo &9 en el tiempo ¿ t , 

mostrándose los vectores unitarios en coordenadas polares para cada punto. 

En los cambios que presentan los vectores unitarios Uj>y uQ en el tiempo -

i t , se nota que iu? tiene la misma dirección de uQ cuando A9 tiende a cero y — 

queLug tiene la dirección de cuandok 9 tiende a cero, como se muestra en -

las figuras 1-13b y c. 

O l r ( t ) 

P(X) 6 e ' 

< > W 

ib) 

FIGURA 1-13 
Sabiendo que el radio es constante, se obtiene la expresión: 

r = u v Y 

Ce» 
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donde U.v 2 4 un¿fefuto que esta en £a dirección de'P. ^ e ^ u ^ í o e5¿z — 

ecoac¿<5n con respecto al tiempo y siendo j> constante se. tiene: ¿omo-

fóU la velocidad lineal de la partlculaV, -el valor de obtiene apartlr 

de la figura b , donde 4 e mueó#La e£ v e c í o * un¿ta/U:o U,vpa*a do¿ po¿¿c¿one¿ d¿¿e 

venteó de P. A pa/i¿tA de definición de medición de ángulos en radianes se en 

cuentra la magnitud del cambio ¿ que experimenta Mv, mediante i uy = {1)i9. 

El factor 11) representa que los dos vectores unitarios de la figura b tienen -

longitud unitaria y esta ecuación se cumple solamente cuando ¿ 9 es muy pequeña. 

El cambio deVrf es un vector,lliy, cuya magnitud está dad por la ecuación-

anterior, su dirección se dá por el vector unitario Hg siempre y cuando &0 sea 

muy pequeña. Esto es, si en la figura b se traslada al punto P de la flgu 

ra a se vi que apunta en la dirección de lie. cuandoK 9 -*0. 

E montrando que: , . _ 
¿ T X y ^ . a - e A 9 

dividiendo entreht y haciendo queAt tienda a cero, se obtiene: 

d g y Tj ¿¡i TJ u) 
9 i t u r 

sustituyendo este valor en la ecuación dr s cf encuentra que: 

~\7~ - -y- jo v Ecuación 1-17 

Encontrando que la relación escalar correspondiente a esta ecuación es: 
y s wy Ecuación 1-17a 

Para encontrar la relación entre las aceleraciones angular y lineal, se de 

rlva la ecuación 1-17 con respecto al tiempo, recordando que r es constante — 

aún cuando varíen xj^g y W encuentra: 

IT. + «> dXiQ v Ecuación 1-18 
dt dt ~3t~ 

Como es igual a (i, que es la aceleración lineal de la partícula y ^r-

es Igual que es una aceleración angular. Ve la figura c se, obtiene el valor 

C = -Ufw. Como se demostró anteriormente para El signo menos se de 

be a que al trasladar el vectork^x^ en la figura c al punto P en la figura a, -

se vi que apunta radialmente hacia adentro en el sentido opuesto aXÍP, cuando -

i t tiende a cero. 
Sustituyendo estos valores en la ecuación 1-18, se encuentra que: 

a - U / V -TXywV Ecuación 1-19 
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Pero sabiendo que a tiene una componente radial fifí, y una componente tangen 

cialtíj, fa relación escalar, correspondiente a esta ecuación será: 
<Zt=qCV y CC 

Las ecuaciones 1-17 (/ 1-79 ¿OW relaciones entre las variables cinmátlcas -

lineales en forma vectorial y las angulares en forma escalA. 

Vana obtener relaciones en las cuales cada grupo de variables queden expre 

sadas en forma vectorial se hará a continuación y quedará limitado para los ca-

sos en que el eje de rotación este f i j o . 

En la figura 7-74, se muestran las direcciones de los vectores 

r » V >0ij{Lfif w y P ^ una Qu<í gira en un circulo en torno del e 

je JJ. Las cantidades angulares se encuentran sobre el eje de rotación apuntan-

do en la dirección del eje. 
Se demostrará que las relaciones que buscamos son; 

en la cual, 

*V = w x r 

ccr =cC x r 

A . A R + A 4 

C U * W X V 

Ecuación 1-20 

Ecuación 1-t0a 

FIGURA 7-74 

El producto vectorial de dos vectores a y b se escribe asi, a x 6 y es o--

Vio vector c, siendo c- a x b. La magnitud de c se define como: 

c * abSen f , siendo ó el ángulo entre a y b. 

Aplicando está definición a las ecuaciones 1-20 y 1-20a, y observando que-

uo y r , w figura 1-14 son mutuamente perpendiculares, se encue 

ntra que el ángulo é para cada uno de estos tres pares de vectores es de 900. -

Vor lo tanto, las magnitudes serán: 

» w>>Sen 90° = W-H 

- ioySen 900 * W(u> r) = u>2 V 

Clj e^-rSen 90° - oC. 
Para saber si las direcciones de las ecuaciones 1-20 y 1-20a están correc-

tas, se hará uso de la regla de la mano derecha que se muestra en la figura 
1-15. 



El producto vectorial c= axb, muestra que la dirección de c se encuentra. -

moviendo a hacía b haciéndole describir el ángulo entre ellos con los dedos dé-

la mano derecha; encontrando que el pulgar derecho extendido apunta en la dlrec 

clón de c. 

Comprobando de esta minera que las direcciones de los vectores V,C(f 

en la figura 1-14, están correctas. j 

Á c ^ 

FIGURA 1-15 
<L 

Resumen. 

En la tabla 1-1 se muestran las ecuaciones que rigen el movimiento circu-

lar, asi como la relación que tienen con las ecuaciones del movimiento lineal. 

TABLA 1-1 

MOVIMIENTO LINEAL 
(dirección f i j a ) 

x =\¡t 

V dx 

a = d 

MOVIMIENTO VE ROTACION 

tíC » dw 

Movimiento con aceleración lineal o angular constantes 

V ' f o +&t W = UOo +<K t 

x ^ y J f * A ^ S s - f S U 

9 - vúot + 1 ct t 2 

1 
x * j f o t + 

A ^ S s - f S U 

9 - vúot + 1 ct t 2 

1 

1J2 *lí2o * 2(Lx 
2 1 U) - itío + 2<**9 



PROBLEMAS 
/ i - a) ¿Quí ángulo en radianes corresponde a un arco de 90 cm. de longitud 

sllaado sobre una circunferencia cuyo radio es 60 cm? b) Quéánguto en radianes-
corresponde a un arco de longitud 78.54 cm, situado sobre una <M<mnferenc¿ade 
diámetro 100 cm?. ¿Cuál es el valor de este ángulo en grado? c) El ánguío com-
prendido entre dos radios de una circunferencia es 0.60 rad. ¿Cuál es ta £ong±-
tud del arco correspondiente en u:ta circunferencia de radio 2O, cm.. 

R: 
ai 1.5 rad 
b) 1.57 rad; 90° 
c1 ¡20 cm. 

2 - Un cilindro de 15 cm de diámetro gira en un tomo a 75Orpm. a) ¿Cuál es 
la velocidad tangencial de la supoAficle del cilindro? b) La velocidad tangen-
^cial adecuada para trabajar el hierro fundido es 60 cm/segt aproximadamente, ¿A 
cuántas revoluciones por rrlviuto debe girar en un tomo, una p^eza de 5cm. de ai 
ámetro? 

R: 
a) 5.89 rnt/seo; 
b) 2*ü rpm. 

3.- Una rueda de 90 cm de dífaetro parte del reposo y va aumentado unifor-
memente su velocidad hásta alcanzar una velocidad angular de 100 rad/seg. en ¿O 
seg. Calcular¡ a ) lo. aceleración angular; b) el ángulo girado en ese tiempo. 

R? n 
а) 5 rad/seg ; 
б) i000 rad. 

4.- La velocidad angular del motor de un automóvil se aumenta de 1200 a — 
3000 rpm en 12 seg. a) ¿Cuál es su aceleración angular, suponiéndola uruforme?-
b) ¿Cuántas revoluciones efectúa el motor dura>ite este tiempo? 

R: n ¿ ^ 
a) 15.7 rad/seg ; 
b) 420 rev. 

5.- Un plano giratorio de fonógrafo que se está moviendo a razón de 18 - — 
rev/mln reduce su velocidad y se detiene a los 30 seg después de desconectar el 
motor, a) Enconóla* su aceleración angular [uniforme), b) ¿Cuántas revoluciones 
hizo en ese tiempo?. 

R: 2 
a) -0.272 rad/seg ; 
b) 20 rev. 2 

Una rueda tiene una acelerado nangular constante de 3 rad/seg . En un 
intervalo de 4 seg describe un ángulo de 120 radianes. Suponiendo que la rueda-
comenzó a partir del reposo, ¿Cuánto tiempo habla estado en movimiento al comen 
zar ese intervalo de 4 seg?. 

R: 
a) 8 seg. 

7 .-Un volante pesado que gira alrededor de su eje va disminuyendo su velo_ 
cldad debido al rozamiento sobre sus chunas eras. Al terminar el primer minuto,-
su velocidad angular es 0.90 de la velocidad angulas u)o que tenia al principio. 
Suponiendo que las fuerzas de rozamiento son constantes, encontrar su velocidad 
angular al terminar el segundo minuto. 

R; 
a) 0.80 u)o 



8.- El ángulo quo, gira el votante de un generador donante un Intervalo de-
tiempo't está dado por la ecuación 9 = at * btf - ct4, ^ _ 

R: 2
 > V Iw.A - \ 

a) 6bt - 12 e t . 
9 - La órbita de la tierna en torno del solf aunque elíptica es casi un--

circulo. a] Calculan la velocidad angular de la tierra (co^e^cfe como partí-
cula) en tomo del sol y su velocidad lineal media en su órbita. b)¿,Cuál es la 
aceleración centripeta de la tlenna con respecto al sol?. 

R: 
a) 2x10-7 tad/seg; 

3x1Q4 mt/seg; 
2 

ò) 6 mt/seg . 
10.- ¿Cuál es la aceleración centripeta de un punto de la periferia de un -

disco de 30 cm que gira a 33 1/3 rev/mln.? 

R: 2 
a)1.84 mts/seg . 

11.- ¿VE qui magntlud deberá ser una fuerza para mantener un automóvil de-
1 450 kq en un anco de 6 mt de radio cuando el automóvil de la vuelta en una es 
quina a 50 KM/HR? ¿Se dispondrá de una fuenza de esta magnitud en la mayor pan, 
te de casos?. 

R: 
a) 4750 kg; no 

12.- ¿Qui aceleración angular promedio se requiere para obtener una veloci-
dad de 1 rev cada 20 seg para que una rueda de la fortuna o noria arranque del-
reposo y alcance esta velocidad en 1/2 min? ¿Cuál tendría que ser el radio de -
la rueda para que la fueAza centrípeta que actúa sobre una persona en la rueda-
sea un decimo del peso de la persona cuando la rueda haya alcanzado la veloci-
dad Indicada?. 

R: 2 
a) 1.65 x 10 - 3 rev ¡seg ; 

10 mt. 

12.- Un automóvil que va a 96.6 km/hr. tiene'ruedas de 0.762 mt de diámetro, 
a) ¿Cuál es la velocidad angular de las miedos alrededor del eje? b) Si las roe 
das se detienen uniformemente en 30 vueltas, ¿Cuál es la aceleración angular? -
c) ¿Qui distancia recorre el automóvil durante este periodo de frenado?. 

R: 
a)70 radiseg; 

b)-13 radjseg 
c) 73.2 mt. 

14.- a) SI la hélice de un avión de radio 1.52 mt gira a 2000 rpm y el a--
vlón vuela a 161 km/hr con respecto al suelo, ¿Cuál es la velocidad de un punto 
de la punta de la hVULce? b) ¿Quí clase de trayectoria describe ese punto?. 

R: 
a ) 319.4 mt/seg; espiral. 

15.- ¿Cuál es la velocidad angular de un automóvil que en una carretera da-
una vuelta de 110 mt de radio con una velocidad de 48.3 km/hr? 

a) 0.12 rad/seg. 



CAPITULO II 

"DINAMICA VEL MOVIMIENTO VE ROTACION 

1.- Introducción. Momento de rotación obrando sobre una partícula. 

En este capitulo se estudiarán las causas que probccan la rotación de par-

tículas y cuerpos rígidos, aplicando las leyes de la mecánica para este movlmie 

mto. 
VN Igual forma, que en el capitulo anterior no se tomaron en cuenta situa-

ciones fundamentalmente nuevas, ya que los parámetros de rotación u) yoQ se -

relacionaban con los parámetros de translación x, y a para las partículas en-

rotaclón; en este capitulo también se omitirá todo fundamento nuevo. Sin embar-

go; es muy útil refundir los conceptos del movimiento de translación en una nue 

va forma, escogida especialmente por ser conveniente para describir sistemas en 

rotación. 

Para estudiar la dinámica del movimiento de rotación se partirá desde el -

punto de vista fundamental, de una sola partícula vista desde un marco de refe-

rencia inercial y posteriormente se analizarán sistemas de muchas partículas, -

incluyendo el caso especial de un cuerpo rígido que gira en torno de un eje fi~ 

jo. 

Momento de rotación obrando sobre una partícula. 

Supóngase una partícula de masa y^sobre la cuál actúa una fuerza F como se 

indica en la figura 2-1. En virtud de que se trata de rotación, es convenlente-

utillzar coordenadas polares para situar la partícula. 

Si se restringen el movimiento y las fuerzas a un plano, la posición de la 

partícula se puede describir en forma completa por el vector de radio y y el án 

guio i como se muestra en la figura 2-2 resultando conveniente definir un vec-

tor unitario Ir en la dirección de y, y un vector unitario / j> perpendicular aV 

y en la dirección de 

FIGURA 2-1 FIGURA 2-2 

Las componentes de la velocidad de la partícula se pueden tomar como V^t/y* 

y Yd (é manera: 

V - V t f r + V f l<f 



sabiendo que 1faes la relación de tiempo de cambio de+>, o ^ y lié la veloci-

dad tangencial de la partícula que es Igual a líj=líé por lo tanto la ve 

locidad de la partícula se escribe: 

y s ( ) | r + v u) ¡ f Ecuación 2-1 

En este punto se restringir A este descripción a el caso especial en que — 

]Jy= o, siendo -f constante. Por lo tarto, 

=Vü}\ <j) Ecuación 2-2 

Encontrando que la situación se reduce ahora al movimiento de una partícu-

la en un circulo, movimiento que ya se estudió en el capitulo anterior. 

Como ya antes se vio cuando una partícula se mueve sobre una trayectoria -

circular con velocidad constante experimenta una aceleración radial -ay .El — 

signo (-) representa que la aceleración radial es hacia adentro. Además la par-

tícula puede aumentar ¿a velocidad co¡r.j resultado de una aceleración tangencial 

que esy^. Para encontrar, zl vector aceleración de una partícula que se mueve -

en un circulo, bosta sumar vecto'ualmente estas dos componentes de aceleración: 

= - c.-Ar Ecuación 2 -3 

Estas aceleración es resultado de una fuerza que actúa sobre la partícula, 

y según la ley de Newton se debe tener, 
F " Y V \ a 

descomponiendo la fuerza en S<JS componentes radial y angular como se muestra en 

la figura 2-1 y utilizando la ecuación 2-3 se obtiene: 
Fr¡ i>+ * <f>¡<¡> = K ^ v l r 

Con objeto de que esta ecuación sea cierta, las dos ecuaciones componentes 
deben ser válidas y por lo tanto, 

Fv = - W . a y 

F<¡> = vnJ'fQ Ecuación 2-4 

La ecuación 2-4, indica corro esta relacionada la aceleración angular de — 

una partícula con la fuerza aplicada, por razones que se acelerarán; multlpli--

quese la ecuación 2-4 por y hágase Vé como FsenG, donde 6 es el ángulo entre-

F y y como se muestra en la figura 2-1, encontrando que: 

V FsenO = 

de donde, CT z 
I = v i v i r é 

Ecuación 2-6 

Siendo 7* <zl momento de rotación que obra sobre la partícula con respecto a 

el origen O, donde las unidades del memento de rotación son: tf/-MT, dlna-cm o 
k -//-• 

2 
VFsenO = 7tly<X. Ecuación 2 -5 



Haciendo una comparación entre la ecuación 2-6 y F observa que son 

similares ya que la aceleración lineal a ha sido reemplazada por la aceleración 

angularoC . En el movimiento de rotación el momento de rotación sustituye a las 

fuerzas, en virtud de que F es reemplazada p o r . Además, el efecto de inercia 

de la m¿a en la rotación no es solow, sinojuy significando esto, que entre -

was alejada se encuentre la partícula de su eje de rotación será mas difícil -

darle una aceleración angular especifica. 
Conviene representar la ecuación 2-6 como una cantidad angular en forma — 

vectorial, en virtud de que no se ha decignado dirección al momento de torsión-

W. las relaciones entre los vectores de la ecuación 2-6 y el eje de rotación -

se muestran en la figura 2-3a, donde la dirección de ^ esta dada por la regla -

de la mano derecha. [La aceleración de rotación es provocada por F(¡ y por lo — 

tanto se debe tomar el eje con los dedos circundándolo en la dirección de Vé). 

Para asignar un vector al momento de rotación, este debe ser de acuerdo — 

con la definición previa que se obtuvo en la ecuación 2-5, e¿ decir, / *Fsen9. 

Esto significa que se debe asignar una dirección a^VsenO. Mostrando estos vec-

tores en la figura 2-3b, asi como la dirección de / . 

La dirección de^es un vector perpendicular al plano que forma el produc-

to de los vectores 7> y F con el seno del ángulo entre ellos, comprobándose esto 

con el producto vectorial de la figura 2-3c ya que este dice que si giramos el 

vector A un ángulo pequeño que señale la dirección de 8; el vector resultante -

C señalará en la dirección dada por la regla de la mano derecha. La magnitud de 

A x B es ABsenO, donde 9 es el ángulo entre A y B. 

A ) L = V N R C < . F IGURA 2-3 

En la figura 2-4 se muestra el plano que forma V y F. Asi como la direc-

ción que deverá tener f , al invertir la dirección de F,Y o ambas. Las direc-

ciones de 7 se representan mediante © ( si es perpendicular al plano de la f l - -

gura y saliendo de ella) y mediante ® ( si es perpendicular al plano de la figu 

ra y entrando a ella). 

Resumiendo los resultados obtenidos, se puede expresar el momento de rota-



clón debido a una fuzrza F que aelda sobre una partícula que se encuentra a una 

distancia radial Y del eje, por medio de: 
fj* = y ^ f Ecuación 2-7 

donde la magnitud esta dada por: 
'T* s 7M F¿en0. 

Uendo 0 el ángulo entre y> y F e Indicando la dirección de f como perpendicular 

al plano de-py F. 

le) (d) 
FIGURA 2-4 

Ejemplo 2-1. 

Una partícula de masa 40grs. está unida a un eje por una barra muy ligera-

de 70 cm. de longitud, en forma similar a la mostrada en la figura 2-1. La par-

tícula es Ubre de girar alrededor del eje en la dirección de é . SI se aplica-

una fuerza de 0.20 nt. a la masa en dirección perpendicular, a la barra. ¿Cuánto 

tardará la misa en alcanzar, una velocidad de rotación de 4 ? 

Como la fuerza actúa en la dirección i , es decir., perpendicular a la barra 

se usará la ecuación 2-4. t J 

0.20 nt = [0.040 kg) [0.70 mt]oC *' 

Para encontrar el tiempo que se requiere en alcanzar una velocidad de 
4 ^ L = ¿ e utiliza la ecuación de movimiento. 

seg seg 
W = itio +cC t 
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2 . - Cantidades de movimiento angular de una partícula. 

Como se recordará, la cantidad de movimiento se presenta cuando una partlcu 

lade nasa ^ se mueve con una velocidad V. PoJia una sola partícula, la cantidad-

de movimiento lineal y para un sistema de particular es P * MOcv^don-

de M es la masa total del sistema y \Jcnila velocidad del centro de masa. 

Pana el movimiento de rotación, la cantidad de movimiento angular es el — 

concepto análogo a la cantidad de movimiento lineal y se definirá a continua-

ción para el caso de una partícula. 

En la figura 2-5 se representa una partícula de masa M y cantidad de movi-

miento linealyb a una distancia?*del origen O. La cantidad de movimiento angu-

lar L de la partícula con respecto al origen O se define asi: 
L • T X Ecuación 2-8 

y su magnitud como: 

1 = Yjb Ecuación 2-8a 

donde 9 es el ángulo entre y y jo y la dirección es normal al plano formado por-

j3 y h de acuerdo a la regla de la mano derecha al hacer girar ?-> haciajc>. 

FIGURA 2-5 

A continuación se encontrará una relación importante entre la cantidad de-

movimiento angular y el movimiento de rotación. Newton en su segunda ley del mo_ 

vimiento hizó intervenir la cantidad de movimiento quedando definida como; "La-

rápides con la cuál cambia la cantidad de movimiento de un cuerpo, es proporcio_ 

nal a la fuerza resultante que obra sobre el cuerpo y se encuentra en la direc-

ción y sentido de esa fuerzaEn forma simbólica se expresa asi: 

como este sistema es una partícula de masaba esta expreclón de la segunda ley -
equivale a la forma F de donde: 



m 

\ 

••fy.Uj 
•¡•V' - X f ; 

• .-> 

f « d b y ) a. 

encontrando que las relaciones f -Ha y f • $ pata ponteada* solas son equiva 

lentes en mecánica. 
Sise toma el producto vectorial de y para ambos miejrbros de la expresión-

se obtiene: 
R \ F - ^ X 

como VX V es el momento de rotación se puede escribir, 
d Ecuación 2-9 

Si ahora se deriva la ecuación 2-8 con respecto al tiempo se obtiene: 

..L, I corno la derivada de un producto vectorial se toma de la misma forma que la deri 

vada de un producto ordinario con la excepción de que no se debe cambian el or-

den de los tírminos la expresión quedará: 

Como ^ e s la velocidad instantánea \J de la partícula, debido a que dies-

el desplazamiento vectorial de la partícula en el tiempo dt y es igual aft\J.-

La ecuación se puede escribir asi: 

[\l XMfi It 

Ahora bien, como el producto vectorial de dos vectores paralelos es cero,-

la expresión \Jí,M\J - o, por lo tanto: 

Ecuación 2-10 

Haciendo una comparación de las ecuaciones 2-9 y 2-10 se encuentra que: 
di 

1 ' H 
Ecuación 2-11 

: )• r ; ¿i 

' VR ,¿ \ 

A partir de lo cuál se puede establecer que "la rápidez con que cambia la-

, cantidad de movimiento angular de una partícula con respecto al tiempo es igual 

al momento de rotación que obra sobre ella." 

Como la ecuación 2-11 es una ecuación vectorial, entonces será equivalente 

a tres ecuaciones escalares que son: 

T x * (gi) x s {7Jt]y , C7~Z = Ecuación 2-12 

Por lo tanto, la componente x del momento de rotación aplicado, esta dado-
V-J&'v'. 



por la componente x del cambio con respecto al tiempo de la cantidad de movi-

miento angular. Vara las direcciones V y l se obtienen resultados similares. 

Ejemplo 2-2. 

Una partícula de masa 80 grs. se suelta a partir del reposo desde el panto 

a, como ¿ e muestra en la figura 2-6, cayendo paralelamente al eje de lar y. SI-

b * 35 cm y 9 - 30°, encontrar: a) El momento de rotación que obra sobre la ma-

sa, con respecto al origen 0 y b) La cantidad de movimiento angular de la masa-

con respecto a ese mismo origen. 
/Cl , Sabiendo que: 

oo a ) r-yUwS 
y que para este ejemplo ,fsen9 = b y 

F 
entonces: 

b 
sen9 

35 
sen30 •o= 70 cm. 

FIGURA 2-6. 

F g = O.OSkg x 9.8 ^ - 0.784 

0.70 HlTx 0.784 U j x 0.5 - 0.275*1*7 

La regla de la mano derecha pone de manifiesto que ^ es perpendicular al -

plano de la figura y penetra en ella. 
b) Si l senQ. y sabiendo que para este ejemplo,j>sen$ - b y^>= fitV 

se obtiene: c =rcos& = 70 x 0.866 = 60.7 cm. 
Haciendo uso de la ecuación de calda libre, se tiene: _ 

l/2 = vi + 2gy = o + 2 x * 0.607 M t 

s/ - 3 .45 // 7 
seg 

¡> = 0.08 kg x 3 .45 * 0.276 A/t - seg. seg 

l - 0. 35 v¡T x 0.276 t/f-seg - 0.969 ft-Mj-seg. 

3.- Sistemas de particular. 

Vara calcular la cnatidad de movimiento angular total ¿ de un sistema con-

fl número de partículas con respecto a un punto dado, basta sumar vectorlalmente 

la cantidad de movimiento angular de cada partícula con respecto a ese mismo --

punto. Encontrando que para el sistema con ft partículas se tiene: 

l - L , * ¿ 2 - _ + U - Z . U 

L't 

Al transcurrir el tiempo puede presentarse un cambio en la cantidad de mo-

vimiento angular total L del sistema con respecto a el punto de referencia f i j o 

El cambio d^/dt puede ser debido a dos causas: a) Por momentos de rotación — 
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ejercidos sobre las partícula* del sistemi debido a fuerza* internas enUie las-

partlculas y b) Por momento* de rotación ejercido* *obre la* partícula* del sis 

textil debido a fuerza* extemas. 

La primera cau*a *e puede despreciar ba*ando*e en la tercera ley de Newton 

ya que la* fuerzas entre do* partícula* no *olo *on Iguale* y opuesta* *lno que 

también están *obre la linea que une la* do* partícula* y por lo tanto el momen 

• to de rotación interno total es cero debido a que el momento de rotación resul-

\ tante para cada par de fuerza* de acción y reacción es cero. 

Ve la *egunda causa *e puede escribir: 
= dL/dt Ecuación 2-13 

dondeTetr. & & lo* momento* de rotación externo* que obran *obre el-

sistema. ESto *e puede definir también como: "la rápidez con respecto al tiempo 

con que cambia la cantidad de movimiento angular total de un sistema de partí-

culas con respecto al origen de referencia, es Igual a la suma de lo* momentos-

de rotación externo* que obran *obre el sistema". 

La ecuación 2-13 es válida, ya sea cuando la* partícula* que constituyen -

un sistema se encuentren en movimiento unas con respecto a otra*, o bien que — 

tengan relaciones especiales f i j a s , como el caso de un cuerpo rígido. 

La ecuación 2-13 es aplicable solamente cuando T y L se miden con respecto 

a un origen con un marco de referencia inercial. Asi como también si se escoje-

como centro de referencia el centro de masa del sistema, aun cuando este punto-

no este f i j o en este marco de referencia. 

No siendo válida si se trata de medir los vectores ^ y L con respecto a un 

punto arbitrarlo del sistema en movimiento, por ejemplo con respecto a una cler 

ta partícula del sistema ya que tal punto se moverá de una manera complicada — 

cuando el sistema de partículas se translade, de vueltas o cambie su configura-

ción. 

4.- Energía cinética de rotación y momento de inercia. 

Se ka demostrado que el valor de la velocidad de una partícula de un cuer-

po rígido en rotación alrededor de un eje f i j o , es: V siendo r la distan-

cia de la partícula al eje, y u) la velocidad angular del cuerpo. j 2 7 2 2 
La energía cinética de la partícula de masafn será, JMT = • La 

nergla cinética total del cuerpo es la suma de las energías cinéticas de todas -

las partículas del mismo: 
+ ... n1*2-

Sabiendo que ut en un cuerpo rígido es la misma para todas las partículas. -
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Ee témino T / T F - ^ - ^ 6 u m a d z P*-oductos de lar marar de lar partlcular -

po'L ¿06 cuadrador de sur dùstanclas respectivar al eje de rotaclón. t i resulta-

do re denomina momento de inercla del cuerpo rerpecto al eje de rotaclón, y re-

reprerenta por X : 

l ' L w u v ì E c u a U ó n 2 ' 1 4 

Motdndore que el momento de inercla de un cuerpo depende del eje con rerpe 

cto al cudl erte girando, ari corno de la formi del cuerpo y de la manera corno -

erta dlrtrlbulda ru mora. 
2 2 

Lar unldader del momento de Inercla pueden rer: kg - f y j , gr - cm o rlug-

La energia colitica del cuerpo en rotaclón puede ercribirse en funclón del 

momento de inercla, erto es : 
K = U Ecuación 2-15 

í**¡- .i 

cuya formi er àngologa a la energia cinética de translación de un cuerpo, que -
i * 

es, K = MIT . Erto e&, para la rotación alrededor de un eje f i j o , el momento-

de inercia I er analogo a la mora, o rea, a la Inercia de translación M, y la -

velocidad angular u> er analoga a la velocidad lineal y . 

Ejemplo 2-3. 

En el r ir tema de la figura 2 - 7 , re muer tran tres pequeñor cuerpor, que pue 

den considerarse como morar puntuales, están unidor por barrar ligeras rígidas. 

¿Cuál es el momento de inercia del sistema: ai respecto a un eje perpendicular-

ai plano de la figura y que para por A; 6} respecto a un eje que coincide con -

la barra B C? ci Si cí cuerpo gira con una velocidad angular w = 6 alrede reg., 
dor de un eje que pasa por A y es perpendicular al plano de la figura, ¿ Cuál -

er la energía cinética de rotación?. 

a) La partícula que re encuentra en A es-

tá sobre el eje. Sa distancia al mismo 

es nula y no contribuje a formar el mo_ 

mento de inercia. Por tanto, 
t 2 2 

I =A h i t i= 2 l 4 c m ) + 30 9M13<M) 

FIGURA 2 - 7 / = 590 grr - cm¿. 

b) Ahora las particular B y C re encuentran ambas sobre el eje, y el momento de 
Inercla es: 

ZO 

/ ' I M J L A ~~ 10g/u {Scm)2 r 90gJU ~ cm 



2g 

c) 1 ^ 9 1 2 / / rad ,2 
K = j 1 w = Y x 59°3™ - ^ x 1 6 leg* 

K = 70,620 ergios. . 
Se ahora se concederá un cuerpo que no está constituido por masas puntua-

les al&Zadas, sino que es una distribución continua de materia, la suma expresa 

da en la definición de momento de ineAda,J = J M ¿ r i ' debe ^ " 
m^oto del cálculo integral. Supóngase que el cuerpo está dividido en ele-

mentos infinitesimales de msa d«t, y sea r distancia de cualquiera de uno -
de ellos al eje de rotación. El momento de ineAda se obtiene multiplicando la-
masa dvfi de cada uno por el cuadrado de su distancia al eje, y hacer la suma de 
todos los productosr2dm correspondientes al cuerpo entero. Asi, 

l = Ecuación 2-16 

Si el cuerpo tiene forma Wiegular el cálculo de este Upo de integrales -

puede presentar dificultades considerables; pero para cuerpos de forma sencilla 
la integración resulta sencilla. 

Como ejemplo, calcular el momento de inercia de un cilindro macizo homogé-

neo respecto a su eje de simetría. 

En la figura 2-S, se ha seleccionado como elemento de masa mas conveniente 

un tubo cilindrico infinitamente delgado, de radio Y, espesor dry altura L. 
si se representa la densidad del m.te 
rlal por la letra griegap, esto es,-
la masa por unidad de volumen, resul-
ta: 

d#£=/>dV 

siendo dV el volumen del tubo cllln--

drico, esto es: 

dV - ( 2 f t r d r ) L 

por lo tanto, 

dm = 21) L f t d v 

El momento de inercia con respecto al eje cilindrico, sera: 

I - j r d t i = L ^ r d r . 

Si el cuerpo no tubiera una densidad constante, se deberla conocer fi en --

función de y para poder efectuar la ínegraclón. Pero mra un sólido homógeneo,-

p es constante, e 

X , 1 » 

FIGURA 2-8 



/ = L / J D R - R 2 L 4 

La maóa M de todo el cilindro es el producto d<¿ ¿ a denridadf por su volum 

en^R2L, o sea, 
M *f»¡r R L 

p o i ¿o tanto, el momento de inercia será: 
I - f M R2 

En £a ¿¿gu/ia 2 -9 , ¿ e <f£ ana £¿ó¿a de £o¿ momen¿o-ó de Inercia con respecto -

a diversos ejes, de algunos cuerpos sencillos, pero Importantes. Cada uno de — 

£o¿ resultados se obtiene por integración de una manera semejante a la del ejem 

pío anterior. Para todas las ecuaciones M es la masa total del cuerpo. 
giél - J' 

barra delgada; 
el eje pasa por 
el centro 

di Cilindro sólido 

f ) 

7 c /j/2* 

Aro o tubo cilin-
drico de paredes-
delgadas, 
con respecto al -
eje del cilindro, 

ii Aro con rerpecto 
a un diámetro — 
cualquiera. 

i 
b) Sarra delgada; 

el eje pasa por 
un extremo. 

c) Cilindro anular 
o anillo cilin-
drico. 

e) 
z^jjeS-'/iMi' 

Cilindro sólido o 
disco. 
con respecto a un 
diámetro central. 

1 
g) Esfera sólida con 

respecto a un diá 
metro cualquiera. 

hi Cascarón es fé 
rico delgado-
con respecto-
a un diámetro 
cualquiera. 

CJ£ 

FIGURA 2-9 

ji Aro con respecto 
a una linea tan-
gente cualquiera. 
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po en tomo del e / e . Las componentes del momento de rotación perpendiculares al 

eje, tienden a hacerlo girar. Ahora bien, se ha conciderado que el eje concerva 

una dirección ¿ija. Por ejemplo, el cuerpo puede estar f i j o a un eje que esta -

sostenido en una posición f i j a , por medio de apoyos en cada extremo, al aplicar 

un momento de rotación que tenga una componente perpendicular al eje que pueda-

hacerlo girar, automáticamente los apoyos aplican al eje un contramomento de ro 

taclón igual y opuesto, anulando el efecto de esta componente. 

En la figura 2-10, se ha considerado un cuerpo rígido que puede girar lib-

remente en torno del eje l . Una fuerza F , obra sobre una partícula que se en-

cuentra en el punto P del cuerpo situado a una distancia Y del eje, el momento-

de rotación que obra sobre la partícula, actúa sobre el cuerpo rígido como un -

todo y se representa por: 
<T = T X F 

Como r y V son paralelos al plano de la figura, aplicando la regla de la -

mano derecha el momento de rotaciónT, apuntará perpendicularmente al plano de-

la figura y saliendo de ella. 

La magnitud de T esta dada por la ecuación: 
= r EsenO 

Ejemplo 2-5. 

Una rueda de vagón puede girar libremente en torno de un eje horizontal — 

que pasa por 0. SE aplica una fuerza de 50 A/t a un rayo en el punto P que estd-

a 0.305 m del centro. OP forrm un ángulo de 30° con la horizontal [eje x) y la-

fuerza se encuentra en el plano de la rueda y forma un ángulo de 45° con la ho-

rizontal [eje x). ¿Cuál es el momento de rotación aplicado sobre la rueda?. 



FIGURA 2-17 

U ángulo que forma el vedo*, de desplazamiento r y la fuerza apUeada — 

F [figura 2-7 7 es 9, donde 
9 = 4 5 o - 30o* 75° 

Por consiguiente, magn^tací de£ momenío de rotación es: 

T = v F sen 9 
, ( 0 . 3 0 5 / / ) ( 5 0 a ' / ) Uen 75°) = 3.96 V / - « ^ 

Analizando ahora la relación que existe entre el momento de rotación apli-

cado al cuerpo rígido de la figura 2-10 y la aceleración del mismo. Observese -

el cuerpo un tiempo Infinitesimal dt, durante el cuál gira un ángulo inflnitesl 

mal d0. 
Se ha visto que se puede describir la rotación de un cuerpo rígido girando 

en tomo a un eje f i j o , analizando el movimiento de un punto cualquiera f i j o en 

el cuerpo, como P en la figura 2-10. 
Entonces para una mejor comprenclón, enfoquese la atención a la figura — 

2 - 7 2 , en el punto P del cuerpo que esta girando alrededor de un eje pasa por 0-

y es'perpendicular al plano de la figura. Se ejerce sobre el cuerpo en el punto 

P, una fuerza F; cuando este cwerpo gira un pequeño ángulo d0t el punto P reco-

rre una distancia cíS sobre su trayectoria circular, siendo 

dS =rd9 

El trabajo dW realizado por la fuerza durante esa pequeña rotación es: 

dW = F.dS = FcosédS = (Feosé) [rd9) 

V onde Fe osé es la componente de F en la dirección de dS. Pero como 

(Feosé) r e¿ la mgnltud del momento de rotación instantáneo ejercido por F so-

bre el cuerpo rígido con respecto al eje perpendicular al plano de la figura — 

que pasa por 0, de modo que „ 
dW -/ de Ecuación 2-1S 



Esta expresión es el trabajo hecho en el movimiento de rotación [en torno- • 

de un eje f i j o ) y es análoga a la expresión dW=Fdx para el trabajo efectuado en 

FIGURA 2-12 

Para obtener la rapidez con que se hace trabajo en el movimiento de rota--

clón [en torno de un eje f i j o ] , divídase ambos miembros de la ecuación 2-1S en-

tre el Intervalo Infinitesimal de tiempo dt durante el cuál el cuerpo se des pía 

za dd, obteniendo 

dt'J /^d9_ 
l t ' 1 VT 

Pero como ^ es la derivada respecto al tiempo del trabajo realizado, o --
d9 sea, la potencia P, y es la velocidad angular iv, por lo tanto: 

P =<Y\ü 

siendo esta expresión análoga a P - F lf\para el movimiento de translación [a lo-

largo de una linea recta). 

SI ahora se aplica un cierto numero de fuerzas cuerpo-

en el plano normal a su eje de rotación, las fuerzas harán un trabajo sobre el 

cuerpo durante una pequeña rotación dS que será: 

dití = Fjcos éjTjdO + F£COS Ó^dO 

- (T7 * . . . ) de « f d O , 

siendo la T.dO igual a dS., el desplazamiento del punto en que está aplicada F-

y ¿j el ángulo entre F1 y dS¡, etc. Por lo tanto i será la magnitud de la compo 

nente del momento de rotación resultante con respecto al eje que pasa por 0. Al 

calcular esta suma, cada momento de rotación se considera positivo o negativo -

según sea el sentido en que íl solo tenderla a hacer girar el cuerpo en torno -

de su eje. 

No existe movimiento interno de las partículas dentro de un cuerpo venda--

deramente rígido, sólo se mueven con el cuerpo como un todo. Por lo tanto, no -

puede haber disipación de energía dentro de un cuerpo verdaderamente rígido. — 



Por consiguiente, se pae.de. igualar la rapidez con que se erti haciendo trabajo-

¿obre el cuerpo con la rapidez con que está aumentando su energía cinética. La-

rapidez con que re ertá haciendo trabajo robre el cuerpo rigido er¡ 

dW ty dQ & 
H = ' H ^ Ecuación 2-19 

La rapidez con que ertá aumentando la energía cinética del cuerpo rígido -

im •• 

a t ' r l « , 2 ' 

Pero como f er constante devido a que el cuerpo er rígido y el eje está f i 

jo. Entonces, se tiene: 

D l 1 T 9 l i d 2 - du) 
I t [ JLUO ) =1IM'3Z Ecuación 2-20 

Igualando las ecuaciones 2-19 y 2-20, se obtiene: 

T VO =IO£IA) 

o sea, 

T Ecuación 2-21 

Está ecuación se refiere al movimiento de rotación en tomo a un eje f i j o . 

El momento de rotación / , la velocidad angular w y la aceleración angular , -

actúan solo a lo largo del eje en un sentido o en el otro. El caro de transla-

ción equivalente es aquel en el cuál la fuerza F que obra sobre un cuerpo, su -

velocidad v , y su aceleración a apuntan todas sobre una línea recta dada, en -

un sentido o en otro. 

Lar reís cantidades anteriores son vectores, pero cuando están actuando a-

lo largo de una línea f i j a , sólo pueden tener dos sentidos, positivo o negativo 

Se pueden analizar estos vectores algebraicamente y ocuparse solamente de sus -

magnitudes. Asi, al derivar la ecuación 2-21, se habrá transformado solamente -

la segunda ley de Newton (F - ma), escrita en forma escalar adecuado para des-

cribir el movimiento rectilíneo, a términos rotacionales. Es decir, ari como re 

puede arociar una fuerza con la aceleración lineal de un cuerpo, de la misma ma 

nera se puede asociar un momento de rotación con la aceleración angular de un -

cuerpo en tomo de un eje dado. 

La inercia de rotación I er una medida de la resistencia que un cuerpo o— 

frece a cambiar su movimiento de rotación como consecuencia de un momento de ro 

taclón dado, ari como ¡La inercia de tranrlación, o masa, M, es la medida de la-

res Is tenda que un cuerpo ofrece a cambiar su movimiento de translación bajo la 

acción de una fuerza dada. 
En la tabla 2-1 se hace una comparación del movimiento de translación de -



un cuerpo rígido en una trayectoria rectilínea, con el movimiento de rotación -

de un cuerpo rígido en torno de un eje f i j o . 

TABLA 2-1 

MOVIMIENTO RECTILINEO 

V emplazamiento 

Velocidad 

Aceleración 

Masa 
Fuerza 

Trabajo 

Energía cinética 

Potencia 

Cantidades de movimiento 
lineal 

x 
.R D * 
„ - D V 

A - A ? 

M 

F = Ma 

0/ = J Fdx 

P = F¿f 

M I T 

ROTACION EN TORNO VE UN EJE FIJO 

Vemplazamiento angular 

Velocidad angular 

Aceleración angular 

Inercia de rotación 
Momento de rotación 

Trabajo 

Energía cinética 

Potencia 

Cantidad de movimiento 
angular 

, de 
* - dt 
OC = dv 

?t 
I 

W =/T ^ 

1 T 2 
2 J-W 

P =f(A> 

J » 

La expresión?-JoC. que es la rotación de un cuerpo rígido en torno a un e-

je f i j o , no es la clase más general de movimiento rotatorio en donde el cuerpo-

puede ser o no rígido y el eje también puede o no estar f i j o en un marco de re-

ferencia inercial. Para este caso general se aplica la ecuación 2-13, o sea, — 

7ext. = dL/dt. Según se habla ya Indicado, esta expresión equivale a la segunda 

ley de Newton del movimiento general de translación de un sistema de partículas 

o sea, Fext. « dP/dt. 

Ejemplo 2-6. 

Un disco uniforme de radio R - 0.20 m y masa M = 3kg está montado en un --

eje sostenido en unos apoyos fijos sin rozamiento, como se muestra en la figura 

2-13. En el borde de la rueda se enrolla una cuerda ligera y se aplica una fuer 

za constante T - 4.5 V/"hacia abajo sobre la cuerda. Encontrar la aceleración -

angular de la rueda y la aceleración tangencial de un punto del borde. 

El momento de rotación en tomo del eje central es/ = TR y el momento de -
t 1 2 

inercia del disco con respecto al eje central e s j - j M R . Ve la ecuación 

Tenemos: 
de donde, 

TR = I MRZoC 
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FIGURA 2-13 

Ejemplo 2-7. 

Supóngase que, ahora 4e ¿ospende, un cuerpo de mua M de la cuerda del ejem-

plo anterior. Encontrar la aceleración angular del disco y la aceleración tan-

gencial de un punto de lo periferia. 

Si T es la tención de la cuerda. Puesto que el cuerpo suspendido acelerará 

hacia abajo, la magnitud de la fuerza de la gravedad, mg, que obra hacia abajo-

sobre ella deberá exceder a la magnitud de la tensión ascendente de la cuerda -

sobre el cuerpo, que será T. La aceleración a del cuerpo suspendido es la misma 

que la aceleración tangencial de un punto en la periferia del disco. Ve la se--

gunda ley de Newton se tiene, 

Mg - T -M a 
1 2 

El momento de rotación del disco es TR y su momento de inercia es j MR . A 
partir de la ecuación 

ae tiene: 

TR « \ MR2CTC 

de la relación a RoC, se puede escribir esta última ecuación asi: 
2 T = M a 

desarrollando por simultáneas la primera y ùltimi ecuación, se tiene: 

u T = 
t 2 . a (*nr7^ M ¿W . 



Si M - 3kg y R = 0.20/u/y considerando que el cuerpo suspendido pasa. 

mg - 4.5" t , se obtiene: 
» - - 2 x 4 . 5 ^ _ 9 - a / / 

" M + 2*Í " 3feg + 2 x rt.46feg ' 

^ * 2.3suj2_s j j 5 rad 

Nótese que para el caso de un cuerpo suspendido que pesa 4.5JT las acelera 

clones son menores que para el caso de una fuerza de tensión constante de 4.5"/ 

aplicada sobre la cuerda del ejemplo anterior. Esto se debe a que la tensión en 

la cuerda que proporciona el momento de rotación es ahora menor que 4.5 , sien 

do su valor 
T _ M^g . 3kg x 4 . 5 /V 7 * ¿C J T 
J ' WT%-3kg i 2 x 0.46 kg 5 - 4 5 A / r 

La tensión en la cuerda debe ser menor que el peso del cuerpo suspendido -

para que este cuerpo acelere hacia abajo. 

Ejemplo 2-8. 

Suponiendo que el disco del ejemplo 2-7 parta del'reposo, calcular el tra-

bajo hecho por el momento de rotación aplicado sobre el disco en 2 seg. Calcu-

lar también el incremento de energía cinética rotacional que experimenta el dis_ 

co. 

Como el momento de rotación aplicado es constante, la aceleración angular-

resultante es constante. El desplazamiento angular total, en el caso de acelera 

clón angular, constante, se obtiene a partir de, 

en la cual, 

por lo tanto 

1 2 O = Itiot + JQC t 

VO0 = o oQ* 11.5 t r 2 seg. segc 

9 = 0 + 7 í ? í - 5 77^2) I 2 ) 2 = 23 rad. l ¿<¿g 
Para un momento de rotación constante, el trabajo hecho en un desplazamien 

to angular finito es: 

0/ [02 - 0j) 
donde 

TP. = (3.45/tMf (0.20*) = 0.69MT-s(/r 

Por consiguiente, 
y d2 - Q] - 9 = 23 rad. 

W = Q.6V/-M7x 23rad. = 15.9///-A// 

El trabajo dd lugar a un aumento de energía cinética de rotación del disco 

A partir del reposo, el disco adquiere una velocidad angular w. 



1 r 1 1 1 2 La energia de rotación es j¿u) = j [ j MR ) ^ 2 . 

io se obtiene a partir de, 
u) = uto + oC t 

de manera que., 

entonces, ^ 
\ l w = j ( 3 kg. ) [0.2^¡2{23 ) = 15.9s/f-Mj 

El aumento de energia cinética del dlòco os Igual al trabjo efectuado por-

la fuerza resultante que obra sobre el disco. 

6.- El movimiento cambiando de traslación y de rotación de un cuerpo rígi-

do. 

Cuando un cuerpo está rodando, experimenta un movimiento de translación y-

la vez gira en torno de un eje. Es de esperarse que al analizar el movimiento -

de los cuerpos que ruedan debiera tratarse como una combinación de un movimien-

to de translación y de uno de rotación Sin embargo, serla posible considerar el 

problema de un cuerpo que rueda como si su movimiento fuera de rotación pura. 

En la figura 2-14, se muestra un cilindro que rueda en una superficie korl 

zontal. En un Instante dado, la parte del cilindro que esta en contacto con la-

superficie se encuentra en reposo debido a que no se deliza. El eje normal al -

plano de la figura que pasa por el punto de contacto P se le llama eje Instanti 

neo de rotación. La velocidad lineal de toda partícula del cilindro, en este --

Instante tiene una dirección perpendicular a la linea que une la partícula con-

P y su magnitud es proporcional a esa distancia. Esto equivale a decir que el -

cilindro gira en tomo de un eje f i j o que pasa por P con una velocidad angular-

w, en ese instante. Por lo tanto, en un instante dado, el movimiento del cuerpo 

es equivalente a una rotación pura. Asi, la energía cinética total se escribe: 
K s i r 2 

21pu) , Ecuación 2-22 

donde p es el momento de inercia con respecto al eje que pasa por P. 

Aplicando el teorema de los ejes paralelos, que dice, 

Jp =]cm+ MR2, 

donde2 cm es el momento de Inercia del cilindro de masa M y de radio R con res-

pecto a un eje paralelo que pasa por el centro de masa. Ve la ecuación 2-22 se-

obtiene: 
K = I^cHu)2 + J m w2, Ecuación 2-23 

Kw es la velocidad con que se mueve el centro de masa del cilindro con respecto 



al punto f i j o P. SI Pu) - ifci^la ecuación 2-23 queda: 

La velocidad del centro de ma&a con respecto a P es la misma que la veloci 

dad de P con respecto al centro de inasa. 

Cualquier línea de referencia del cilindro gira el mismo ángulo en tiempo -

dado, ya ¿ea que se observe desde un marco de referencia f i j o con respecto a la 

superficie sobre la cuál está rodando el cilindro o desde un marco que tenga un 

movimiento de translación con respecto a ese marco f i j o . 

Esto es, la velocidad angular M; del centro de masa con respecto a P tal co_ 

wo la verla alquien que es tubiera en P es la misma que la velocidad angular de-

una partícula colocada en P con respecto a C, tal como la verla alquien que es-

tablera en C (moviéndose con el cilindro). 

La ecuación 2-24, que fué obtenida a base de un movimiento de rotación pu-

ra se puede interpretar de otra manera; esto es, el primer término, j ] ^ ^ -

es la energía cinética que tendría el cilindro si solamente girdra en torno de-
nn eje que pasará por su centro de masa, sin movimiento de translación; y el se 

1 9 
gundo término, j M |/CAA , es la energía cinética que tendría el cilindro si tu--

viera un movimiento de translación con la velocidad de su centro de masa, sin -

estar girando. 

Como se puede observar la ecuación 2-24 se puede aplicar a cualquier cuer-

po que se mueva y gire en torno de un eje perpendicular a su movimiento, ya sea 

<?ue esté rodando o no sobre una superficie. 

Corribinados los efectos de la rotación en tomo de un eje que pase por el -

centro de masa y de la translación del centro de misa son equivalentes a una ro_ 

laclón pura con la misma velocidad angular con respecto a un eje que pase por -

zl punto de contacto de un cuerpo que va rodando. 

Si la velocidad del centro de masa es líe M, la velocidad angular instantá-
n<La con respecto a un eje que pasa por P es w - Por lo tanto, un punto Q, -

Ecuación 2-24 
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situado en la ponte. superior del cilindro, tendrá el doble de la. velocidad ¿/c/s-

en e¿e instante o sea 2 UIR - 2 TÍCAÍ . El punto de contacto P se encuentra instan 

táneamente en reposo. Por lo tanto, desde el punto de vista de la rotación pura 

en torno de P, la situación es la que se muestra en la figura 2-15. 

Q % lien 

7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 / 7 7 7 7 7 7 7 7 ? 

FIGURA 2-15 

Considerando el rodamiento como una combinación de una translación del — 

centro de masa y de una rotación alrededor del eje del cilindro que pasa por C. 

Si sólo se considera la translación, todos los puntos del cilindro tienen la — 

misma velocidad l f c zuque el centro de masa, como se muestra en la figura 2-16a. 

En la figura 2-16b, se considera solamente la rotación, el centro se encuentra-

en reposo, mientras que el punto Q. en la parte superior tiene una velocidad --• 

* WR en la dirección de las x y el punto P en la parte inferior del cilindro — 

tiene una velocidad - WR en la dirección de las -x. 

Combinando estos dos resultados y recordando que W = > ¿e obtiene: 

Para el punto Q. i f = ifcM * U/R - JfcM + 2 f e 4 

Para el punto C t f * líen * O . ¡ f c / i 

Para el punto P lf=¡[c*4 -WR = Tic m - ^ R - 0 . 

Este resultado, se muestra en la figura 2-16c, y es exactamente igual al • 

que se obtuvo desde el punto de vista puramente rotacional en la figura 2-15. 

O Va Q t oe . x. 7ÍCK{ 



Ejemplo 2-9. 

En la figura 2-17 se. representa un cilindro macizo de masa M=3kg. y de ra-

dio R=020 tfjque baja rodando por un plano Inellndado sin deslizar. Encontrar la 

velocidad de su centro de masa cuando el cilindro llega a la base del plano. 

Aplicando el principio de la conservación de la energía y sabiendo que el-

cltindro se encuentra Inlclalmente en reposo. Al bajar rodando por el plano In-

clinado, el cilindro pierde una cantidad Mgh de energía potencial, siendo h la 

altura del plano Inclinado. Su ganancia de energía cinética es Igual a 

^ / y M ^ ( 

donde tf es la velocidad lineal del centro de masa y w la velocidad angular con-

respecto al centro de masa en la base del plano. 

A partir de la relación. 

en donde, 

ICM* j W 2 y <tf - I" 

FIGURA 2-17 se tiene, 

Ugh - í ( ¿IR*) t f>2 + T M ¿ - & * f> M-7í2 

1 f = \ l j 9 k 

sustituyendo valores se obtiene, 

lf= / * 1-SMr 

V - j k . 

Si el cilindro hubiera deslizado bajando por el mismo plano Inclinado sin-

rozamlento, la velocidad del centro de masa hubiera sldolf- ^2gh. Por lo tanto, 

la velocidad del cilindro que meda es menor que la velocidad del cilindro que-

desllza, porque en el cilindro que rueda, parte de la energía potencial perdida 

se ha transformado en energía cinética de rotación, dejando menos energía dispo_ 

nible para la parte de energía cinética de translación. 

En el mismo plano inclinado, el cilindro que meda tarda más en llegar a -

base del plano, que él mismo cilindro deslizándose por el plano inclinado — 

sin rozamiento; pero los dos llegan a la base del plano con la misma cantidad -

de energia. 

Ejemplo 2-10. 



Resolver el ejmplo 2-9 usando métodos dinámicos. 
En la {¿gura 2-18 se muestra el diagrama de fuerzas. Mg es el peso del ci-

lindro que actúa verticalmente hacia abajo y que pasa por el centro de masa, N-

es la fuerza normal ejercida por el plano Inclinado sobre el cilindro, y ^ es -

¡üx fuerza de rozamiento estático que obra a lo largo del plano Inclinado en el-

punto de contacto. 

^ Uq 9 

FIGURA 2-1S 

El movimiento de translación de un cuerpo se obtiene considerando que to-

das las fuerzas externas obran en su centro de masa. 

Aplicando la segunda ley de Newton, se tiene: 

N = MgcosO = o para el movimiento normal al plano Inclinado, y 

MgsenO - / - Ma para el movimiento en el plano inclinado. 

Para el movimiento de rotación en tomo del centro de masa se aplica la — 

expresión 

r-icMoa 

Ni N ni Mg pueden producir rotación en tomo de C porque sus linear de ac-

ción pasan por C, y tienen brazos de palanca nulos. 

La fuerza de rozamiento tiene un brazo de palanca R con respecto a C, de -

manera que 

*1C4\OO 
pero, 

por lo tanto, 

3 OK'J MR2 oC = a 

_ ICM#- + Ma 
/ = R T 2 

Sustituyendo está expresión en la segunda ecuación de la translación, se 

tiene, 

a = j g senO. 

La aceleración del centro de masa del cilindro que meda ( j gsenQ) es men 

or que la aceleración del centro de masa del cilindro que baja deslizando por 

el plano inclinado [gsenG). 



El centro de misa se mueve con aceleración lineal constante. 

La velocidad del centro de masa, a partir del punto de reposo, se obtiene-

aplicando la relación. 

V 1 * 2«/S F 

de manera que 

p2 = 2 gsenQ) S = ^ g ^ S = ^ gk. 

r - í i o h 

sustituyendo valores se obtiene, 

tr-<•« 
Ejemplo 2-77. 
Üna eój$GAa y un cilindro, que tienen la misma masa y el mismo radio, par--

ten del punto de raposo y bajan rodando por el mismo plano inclinado. ¿Cuál dé-

los dos cuerpos llegará primero a la base del plano?. 
2 2 

Vara una esfera, Ic¿i es igual a j MR . Por el método dinámico, se tiene: 

Mgsend --f = tÁa, translación del cr>4, 

j-P MR2) (£),rotación en torno del cM, 

o sea, 

/
2 ' 5 

= j Ma y a = y gsenQ, esfera Para el cilindro, del ejemplo 2-10, 
2 

a - j gsenQ, cilindro. 

Como la aceleración del centro de masa de la esfera es en todo momento ma-

yor que la aceleración del centro de masa del cilindro. Puesto que ambos parten 

del reposo en el mismo instante, la esfera será la primera que llegue a la base 

del plano. 



PROBLEMAS 

I.- a) Demostrar que el momento de inercia de ana varilla delgada de longl 
¿ud l eon respecto a un eje que pasa por su centro y que es perpendicular a su-
longitud esf* 1 MI2- b}.- Utilizar el teorema de ios ejes paralelos para de— 

7 7 

mostrar que/* l Ml2 cuando el eje de rotación pasa por un extremo perpendlcu— 

£ármente a la longitud de la varilla. 

2 .-a) Demostrar que un cilindro sólido de masa M y de radio R es equiva-
lente, para la rotación en tomo de un eje central, a un aro delgado de masa M-

y de radio - — . b ) L a distancia radial a un eje dado, a la cuál podrí* consl 

dorarse consentrada la masa de un cuerpo sin alterar el momento de inercia del-
cuerpo con respecto a ese eje se llama su radio de giro. Represente con k el ra 
dio de giro y demuestre que T7 Este valor da el radio del "aro equivalente 

en el caso general. ^ 
% La molécula de oxigeno tiene una masa total de 5.30 x 10~ kg y un mo-

mento dé inercia de 1.94 x 10'46kg-/(/2 con respecto a un eje que pasa por el — 
centro y que es perpendicular a la linea que une los átomos. Supóngase que tai-
molécula en un gas tiene una velocidad media de SOO^seg y que se energía cine 
tica de rotación es los 2 de su energía cinética de translación. Encontrar s u -

J 
velocidad angular media. 

R: 6 .75 x 10 
12 rod 

seg. 

4.- Un aro de radio 3.0SHTpesa 1425/Jj. Rueda por un piso horizontal de -
manera que su centro de masa tiene una velocidad de 0.152 ¿ t j ¿ Qué cantidad -

seg. 
de trabajo tiene que hacerse para detenerlo? 

R: -3.351>7 -MJ 

5.- Supóngase que la tierra es una esfera de densidad uniforme. a) ¿Cuál-
es ¿u energía cinética de rotación? Tómese como radio de la tierra 6.4 x lO^km-
y como masa de la misma 6 x10^4kg. b ) . - Supóngase que esa energía pudiera ser -
aprovechada por el hombre, ¿Vurante cuánto tlemvo podría proórclonar la tierra-
una potencia de 1 few a cada una de las 3.5 x 10^ personas que hay en la tierra? 

R: 
a) 2.6 x 1029 joules 

b) 2.4 x 109 años. 

6.- Una varilla delgada de longitud l y masa m está suspendida libremente-
por su extremo. Se jala lateralmente y se le da un impulso en tomo de un eje -
horizontal, haciéndola pasar por su posición más baja, con una velocidad angu-
lar w ¿A qué altura con respecto a su posición más baja, se levanta ¿u centro -
de masa? No tomar en cuenta el rozamiento ni la distancia del aire. 

R: h = ¿V 

7 . - El motor de un automóvil desarrolla 100//P al estar girando con una ve-
locidad de 1Z00KPM- ¿ Qué momento de rotación produce?. 

R: 396 joules. 



%.- Una Huida do. masa M y de. radio de. giro k está girando sobre, un eje. ho-
rizontal f i j o que pasa por su cubo. El cubo frota contra el eje, de radio a, en 
un sólo punto, siendo el coeficiente de rozamiento ji. Se comunica a la rueda — 
una velocidad angular inicial w». Considerando una deceleración uniforme, encon 
piar el tiempo que pueda la rotación y el número de revoluciones que da la rue-
da. hasta detenerse. 

R : / _ Wofe 
t ' UgcT 

uik* 
Wgd 9 

9J)- En una máquina de Atwood [figura 2-19} un bloque tiene una masa de 500 
grs. y el otro una masa de 460 grs. La polea, que t(r<ta<<(( 
está montada en unos apoyos horizontales sin roza 
miento, tiene un radio de 5 cm. Si se suelta el -
bloque más pesado a partir del punto de reposo, • 
se observa que cae 75 cm. en 5 seg. Explicar cómo 
¿e puede determinar el momento de incercia de la-
polea a partir de estos datos. 

R : 

U62 x 
-2 2 

10 ¿kg-U 
L>* 

FIGURA 2-19 

10.- Un bloque de 26.8 "Tse coloca en un plano inclinado 30°con respecto a-
la horizontal y mediante una cuerda paralela al plano y que pasa por una polea-
que está en la parte superior va uniAo a un bloque colgante que pesa 80 . La -
polea pesa 8.9tJJ y tiene un radio de 0.10 m. El coeficiente de rozamiento ciné-
tico entre el bloque y el plano es de 0.10. Encontrar la aceleración del bloque 
que está suspendido y la tensión en la cuerda a cada lado de la polea. Supónga-
se que la polea es un disco uniforme. 

R I 
a) 5.79 tflseg. 

b) 32.5 A/T 
29.8 / / / 

11.- Una caja de 1.83m de alto por 1.22 m de ancho y por 0.95m de profundi-
dad, que contiene un refrigerador, está colocado en el fondo de un camión en po_ 
sición vertical. El peso del refrigerador más el de la caja es de 1335///y se -
Supone uniformemente distribuido en todo el volumen de la caja. La caja se vol-
tea al acelerar el camión. ¿Cuál es el mínimo valor que tuvo que tener esta ace 
leración. 

R : 

12.- Demostrar que un cilindro resbalará sobre un plano que forma un ángulo 
0 con la horizontal, si el coeficiente de rozamiento estático entre el plano y-
el cilindro es menor que tg9. 

13.- Una esfera rueda subiendo un plano inclinado de ángulo 30°. En la base-
del plano inclinado, el centro de masa de la esfera tiene una velocidad de tran 
¿loción de 4.87 mtfseg. a) ¿Hasta donde sube la esfera por el plano? b)¿Cuánto-

tarda en regresar a la base?. 

R : 
a) 3.36 MT 
b) 1.4 seg. 
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14.- Un yo-yo de masa M ¿¿ene un eje. de radio p alrededor del cuál esta en-
redado el hilo. Un muchacho deja que se <¿eáen>iot£e e£ i/o-i/o, ¿o¿íen¿endo en una 
posición f i j a el extremo Ubre. E£ yo-yo acelera hacia abajo, teega a£ externo, 
y comienza a ¿ubxA, enrollándose el hilo alrededor del eje en sentido contrario 
Encontrar la tensión el hilo durante la bajada y la subida, suponiendo que y* — 
rea lo suficientemente pequeño para considerarse que el hilo se conserva verti-
cal en todo momento. LLame J al momento de inercia del yo-yo con respecto a su-
eje central. 

R: j 

15.- Una cuerda esta enrollada en un cilindro de masaM, y radio R. La cuer-
da se jala verticalmente hacia arriba para impedir que descienda el centro de -
masa conforme el cilindro esta desenrollando la cuerda. a) ¿Cuál es la tensión 
de la cuerda? b)¿Quí cantidad de trabajo se ha hecho sobre el cilindro una vez-
que ha alcanzado una velocidad angular w? e) ¿Cuál es la longitud de cuerda que 
se ha desenrollado en un momento? 

R: 
a) T * Mg 

BI * !£jsL 

e , L-
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CAPITULO I I I 

VINAMICA VEL MOVIMIENTO VE ROTACION. Y LA CONSERVACION PE LA CANTÍVAV 
VE MOVIMIENTO ANGULAR 

1Introducción. El trompo. 

Esta capitulo tratará del estadio de la rotación de un cuerpo rígido e n -

torno de un eje que no esta f i j o en un marco de referencia Inerclal. A partir -

de la relación vectorial del movimiento de rotación Q* = se resolverán los -

problemas dinámicos para este caso. Posteriormente se considerará nuevamente la 

rotación del cuerpos rígidos y de partículas en torno de ejes f i j o s . Sin embar-

go, para este caso solamente se analizará el efecto de los momentos de rotación 

que tengan componentes perpendiculares al eje. V finalmente se estudiarán los -

sistemas en los cuales no Intervienen momentos de rotación externos, pero se to_ 

mará en cuenta el principio de la conservación de la cantidad de movimiento an-

gular. 

El trompo: 

En la figura 3-1 a se representa un trompo que gira en torno de su eje de -

simetría, la punta del trompo se encuentra f i j a en el origen O de un marco de -

referencia inerclal. Al girar el trompo rápidamente su eje se mueve en torno de 

el eje vertical, describiendo un cono. A este movimiento se le llama precesión. 

Para determinar la velocidad angular del movimiento de precesión ujp, consi 

dórese el instante mostrado en la figura 3-1 a donde el trompo tiene una veloci-

dad angular w alrededor de su propio eje y una cantidad de movimiento angular L 

con respecto a este eje; 9 es el ángulo que forma este eje con la vertical. 

Sobre el trompo actúa una fueAza hacia arriba sobre el pivote en O, y otra 

devida al peso de este, que obra en el centro de masa hacia abajo. La primera -

fuerza no proboca momento de rotación con respecto a ese punto devido a que su-

brazo de palanca es cero, mientras que la segunda fuerza si proboca un momento-

de rotación con respecto a O y, está dado por, 

donde Y es la distancia del centro de masa al origen. La dirección deVse en-
cuentra aplicando la regla de la mano derecha y es la que se muestra en la flgu 
na 3-la. Tanto T , como L y r, giran alrededor del eje con una velocidad angular 
wp. 
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FIGURA 3-1 

Cuando en un cueApo *¿g¿do o buz un momento d e * o ¿ a c ¿ 5 n , £a cantidad de mo-

vimiento angular del cuerpo cambia de acuerdo con la relación T= 

La relación anterior muestra que el cambio de L [o sea, d i ) debido a la ac 

í ción del momento de rotación,apunta en la dirección y sentido de? y deberá ser 

perpendic ular a L. 

Varante un intervalo de tiempo L t , el trompo presenta un cambio de L, de -

magnitud, 

¿L JT¿t. 

En la figura 3-1 b se muestra el cono descrito por el eje del trompo en pre 

cesión y se representa este cambio&L. Al terminar et intervalo de tiempoA t la 

cantidad de movimiento angular del trompo se encuentra sumando vectorialmente -

la misma magnitud que et anze/uor, peno cu« u^^wcn*,*, • — — 

al transcurrir el tiempo lajpunta del vector de cantidad de movimiento angular-

se mueve en un circulo horizontal [figura 3 - 1 6 ) . Como este vector siempre está-

a lo largo del eje de rotación del trompo, de esta manera queda explicada la -

precesión del trompo. 

A partir de la figura 3-1 b se encuentra la velocidad angular de precesián-

wp. Esto es, . J 

W s X t 
Como ^ L <« L, 

por lo tanto, 

« A L ./TA_t 
LsenQ LsenQ 

u}p = - 4 É . J L 
LsenQ 

Ecuación 3-1 



Ve la figura 3-1 OL se tiene que: 
<T mgsen(180°-9) = fmgsen9 

por consiguiente, 

Ejemplo 3 -1 . 

m Q t* u)p = —fL- Ecuaclón 3 - 2 . 

Un trompo está girando a 30 alrededor de un eje que forma un ángulo -

de 30°con la vertical. Su masa es de 0.50kg y su momento de inercia es de 

5 x 10~dkg-¥t2. El centro de masa se encuentra a 4em de la punta del pivote. Si 

la rotación es en sentido de las manecillas del reloj vista desde arriba, ¿Cuál 

¿erá la magnitud y düiección de la velocidad angular de precesión?. 

La velocidad angular de precesión se obtiene a partir de la expresión: 

•*»- S L A J E . , 

donde la cantidad de movimiento angular es, 2 
" 3 0 2 ^ S S S L ) = 0.0942 SÜ^ZL L = ]u> * 5 x 10'4 kg-ur2 

¿>eg rev seg. 

por lo tanto, 
WP _ 0.50kg x 9.8 Miseá2 x 0.04yr 

0.0942*8 seg 

iÁ)p * 2.06 rad 
seg. 

La dirección de la velocidad angular de precesión es en el sentido de las -

manecillas del reloj, visto desde arriba. 

2 . - Cantidad de movimiento angular y velocidad angular. 

Para encontrar la relación entre la cantidad de movimiento angular y la ve 

laudad, para el caso de partículas y cuerpos rígidos que giran en torno de an-

eje fijo en un marco de referencia inercial, considere la partícula de masa m -

de la figura 3-2, moviéndose con una velocidad 1f en tomo del eje z de un marco 

de referencia inercial. La velocidad angular w se encuentra sobre el eje 2 y a-

punta en la dirección de él. La cantidad de movimiento angular L de la partícu-

la. con respecto al origen 0 está dada por: 
L - f K P 

Para este caso el vector L no es paralelo a u), por ser este perpendicular-
es plano que forma Y y p. Sin embargo, aunque L no sea paralela a u), la reía— 
ción í - ' l para un momento de rotación que obra sobre una partícula si es apli 
cable para este caso, ya que al moverse la partícula el vector L cambia de di— 
rección al transcurrir el tiempo, sin cambiar su magnitud. 

Al estarse moviendo la partícula en un circulo, actúa sobre ella una fuer-
za. centrípeta F, como se muestra en la figura 3 - 2 b . Se puede imaginar que F es-



1 . . 
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¿a aplicada por la tensión de. una cuerda que une la partícula que gira con el -

eje 2 . 

La fuerza centrípeta F proboca un momento de rotación con respecto a 0 que 

¿¿td dado por: 

Vonde f f es perpendicular al plano formado por f y V y es tangente al clrcu 

¿o; su dirección se representa en la figura 3 -26 y se obtiene aplicando la re— 

gla de la mano cferecha 

p- ww 

(a) (6) 

FIGURA 3 -2 

En la figura 3 -26 se vé que el vector L tiene una componente Lz paralela a 

u>, y urna componente L ¿ perpendicular a u). 

Vara encontrar una relación entre Lz y UJ para la partícula de la figura --

3-2B; se tiene a partir de la figura 3-2a que: 

L = i » x p - - Ypsen90°= f ( m v ) = r m [w(p¿en0)l = m\*2u)SenQ. 

Ve la figura 3 - 2 6 se tiene que: 

Lz - LsenQ = mtiy^senQ. 

Como Y senQ = a, el radio del circulo a través del cuál se mueve la partlcu 

la, se obtiene que: 

Lz - ma ta, Ecuación 3 - 3 . 

donde ma2 es el momento de inercia 1 de la partícula con respecto al eje z. Por 

lo tanto: 
Lz = 1 iv Ecuación 3-4. 

Si ahora en el sistema de la figura 3-2 se introduce otra partícula de ma-

m en la misma órbita y moviéndose con igual velocidad, pero en un punto dia-



metnalmente opuesto al otro iodo del eje de rotación. Para está segunda partí— 

CJLi¿CLf ¿a clantldad de movimiento angular con respecto a 0, tendrá una magni-

tud 'igual a la de Lj y formará el mismo ángulo [90°-9) con el eje z, pero con -

una dirección diferente con respecto a ese eje. En la figura 3-3a se representa 

al vector L¿ que se encuentra en el lado opuesto del eje z con respecto a Ly -

Los vectores L¡ y 1<L forman entre si un ángulo de 1S0°-19. 

Para encontrar la cantidad de movimiento angular total L del sistema d e -

dos panículas, basta sumar vectorlalmente la cantidad de movimiento angular de 

cada partícula; esto es, L = L ? + L, . En la figura 3-3b, se representa este -

La razón de que el vector resultante L sea constante para este sistema de-

dos panículas, significa que ^ = 0; por lo tanto, 0 para este sistema. Es_ 

ta es, devido a que el momento de rotación con respecto a 0 de cada partícula -

tiene la misma magnitud, pero con dirección opuesta. Por lo tanto, el momento -

de rotación que obra sobre el sistema de dos partículas es cero. 

El hecho de que w u L tengan la misma dirección se debe a que las dos par-

tículas tienen igual masa y se encuentran diametralmente opuestas a la misma -

distancia del eje de rotación. 

Si ahora se considera que el sistema es un cuerpo rígido, que es simétrico 

con respecto al eje de rotación, entonces para cada elemento de masa en el cuer 

po corresponderá otra elemento idéntico en posición diametralmente opuesta y a-

la misma distancia del eje de rotación; por lo tanto, se puede considerar que -

» 



el cuerpo está formado por grupos de pares de partículas. Por consiguiente, W u 

i son paralelos para todos estos pares asi. como también para cuerpos rígidos — 

que sean simétricos con respecto a su eje de rotación. Por lo tanto, para cuer-

pos rígidos simétricos se puede escribir en forma vectorial, 

L = T UJ, Ecuación 3-5 

donde L representa la cantidad de movimiento angular total. La ecuación 3-5 se 

aplico, solamente a cuerpos simétricos con respecto al eje de rotación. 

Ejemplo 3 - 2 . 

Resolver el problema del ej.2-7, cap.2, aplicando directamente la ecuación 

' It 

El sistema de la figura 2-13, formado por la rueda M y la masa m, recibe -

la acción de dos fuerzas externas, la atracción gravitado nal mg que obra sobre 

la masa m y la fuerza ascendente ejercida por los apoyos del eje del cilindro,-

que se tomará como el origen. La tensión en la cuerda es una fuerza interna y -

no obra exteriormente sobre el sistema [rueda + peso). Solamente la primera de-

esas fuerzas externas ejerce un momento de rotación con respecto al origen y su 

magnitud es (mg)R. 

La cantidad de movimiento angular del sistema con respecto al origen en un 

instante cualquiera es: 

L = I vo + [m ) R, 

siendo 1 u) la cantidad de movimiento angular del disco (dimétrico) y (mtf)R la — 

cantidad de movimiento angular (=cantidad de movimiento lineal x brazo de pla-

ca) de la masa que cae, con respecto al origen. Ambos factores que contribuyen-

a L apuntan en la misma dirección y sentido, a saber, perpendicularmente al pía 

no de la figura 2-13 y saliendo de ella. 

AplicandoO* = gjr (en forma escalar) resulta. 

[mg)R « -jí (/w + mrt) ,dw » + mR 

= JoC + mPa. 

Puesto que a yl= £ MR2, lo anterior se reduce a 

donde, 

mgP. = MR2 ( | ) + mPa 

2mg 
a = M + Z m 

sustltiuyendo valores se obtiene: 
„ 2 x 4.5/JT . z 3 JÜL, 
a s 3kg + 2 x0.46kg~ ' ^èg1 



*r 
, a 2 . 3 sea¿ 

R 0.20 
- 11.5 seg¿ 

3 . - Conservación de cantidad de movimiento angular. 

El principio de la conservación de la clantidad de movimiento angular dice 

que, "cuando el momento de rotación externo resultante que obra ¿obre un siste-

ma es cero, el vector de cantidad de movimiento angular total del sistema se --

conserva constante". Esto es, si se considera que a partir de la expresión 

f z x t . - la suma de los momentos de rotación externos que obran sobre un sis-

tema de partícula* es cero ( ext.= o); por lo tanto, ^ = o , de manera que L =-

una constante. 
La cantidad de movimiento angular total Lpara un sistema con n partícula -

es: 

i s i 1 + i 2 + + Ln 

Si el momento de rotación externo resultante que obra sobre el sistema es-

cero, se tiene i 

L = una constante - Lo, Ecuación 3-6. 

donde Lo es el vector de cantidad de movimiento angular total constante. Como -

la ecuación 3-6 es una cantidad vectorial, entonces será equivalente a tres e— 

cuaciónes escalares, una para cada eje de coordenadas que pase por el punto de-

referencia. 

Para un cuerpo rígido que gira en torno del eje z que se encuentra f i j o en 

un marco de referencia inercial, se tiene que: 

donde Lz es la componente de la cantidad de movimiento angular según el eje de-

rotación e l el momento de Inercia con respecto a ese eje. Cuando no obra nin-

gún momento de rotación externo, debe permanecer constante, y si se presenta 

rd un cambio de I , deberla haber también un cambio de para poder compensar es_ 

te cambio de . Para este caso, el principio de la conservación de ta cantidad-

de movimiento angular se expresa asi: 

lu) =1 oWo = una constante. Ecuación 3-7. 

La ecuación 3-7 es aplicable a la rotación alrededor de un eje f i j o , asi -

como también alrededor de un eje que pase por el centro de masa del sistema y -

que se mueva conservándose siempre paralelo a si mismo. 

En la figura 3-4 se muestra un clavadlsta, que en el momento de dejar el -

trampolín tiene una velocidad angular w0 con respecto a un eje horizontal que -

pasa por el centro de masa, tal que lo haría girar la mitad de una vuelta antes 

de Uegar al agua. Si en ese instante deseará dar vuelta y media, deberla t r i -

plicar su velocidad angular. 



Como en este caso no ox¿ó£e.n fuerzas externas obrando sobre él, excepto — 

la gravedad que no provoca ningún momento de rotación con respecto a su centro-

de masa. Por lo tanto, su cantidad de movimiento angular permanece constante, e 

]oW0 - luì. Como w = 3 u)o, et clavadista debe cambiar su momento de inercia con-

respecto al eje horizontal que pasa por su centro de masa del valor Inicial ¡o-

a un valorX que es igual a j 0. Esto lo podra lograr encogiendo sus brazoa y-

piernas hacia el centro de su cuerpo. 

Entre mas grande sea la velocidad angular inicial que lleve el clavadista-

y cuatro más pueda reducir su momento de inercia, mayor será el número de revo-

luciones que pueda dar en un tiempo dado. 

La energia cinética de rotación dell clavadista no es constante. 

Ya que hay un aumento de ésta proporcionado por el clavadista, quien hace-

trabajo al encoger las diversas partes de su cuerpo. Esto se debe a que, 

JU) = loWo 

o 

J J r ~ oZ 

Ejemplo 3-3. 
Un pequeño objeto de masa m = 80 grs. está f i j o a un cordón ligero que pa-

ta por un tubo hueco. El tubo se sostiene con una mano y el cordón con la otra. 



U objeto ¿e pone a girar <¿n un circulo de radío y^ = 30 crn con una velocidad -

^ _ ¿30 . El cordón se jala entonces, acortando el radio de la trayecto— 

lia. a y2 = 15cm U^í?"^ 3-5) • Encontrar la nueva velocidad lineal y la nueva 

velocidad angular del objeto. 

La tensión hacia abajo en la cuerda es transmitida como fuerza radial al -

objeto. Esta fuerza ejerce un momento de rotación nulo sobre el objeto con res-

pecto al centro de rotación. Puesto que no obra ningún momento de rotación so-

bre el r^jotn con respecto a su eje de rotación, su cantidad de movimiento angu 

lar en esa dirección es constante. 

, - - ' ^ Por lo tanto, 

\ cantidad de movimiento angular inicial = 

cantidad de movimiento angular final. 

• " f i f i s 

« - A*n m í 3 0 

o 2 -Vi[ii] " 
1260 cm 

seg, 

FIGURA 3-5. 

myjMj = m ^ ^ 

puesto que i f j es igual a w¡r¡ y -¡f^ ^ 

igual a u^y^, se tiene, 

2 

donde, 

por ¿o tanto, 

ta. 

u). -_f}_= 630 cm 
21 

IA), 
rad , 30cm,2 

rad 
seg ' 

rad - 21 ( ) - 84 
seg 1r-~ 15cm' seg 

Ejemplo 3-4. 

Un estudiante está sentado en un banquillo que puede girar libremente aire 

dedor de un eje vertical. Sostiene sus brazos extendidos horizontalmente con — 

una pesa de 35.6///en cada mano. El instructor lo pone a girar con una veloci-

dad angular de 0.50 Supóngase que el rozamiento es insignificante y que no seg 
ejerce ningún momento de rotación con respecto al eje vertical. Supóngase tam— 

bién que el momento de inercia del estudiante permanece constante con un valor-

de 5 .43kg-mt^ al acercar sus manos a sus costados y que el cambio del momento -

de inercia se deba solamente a que las pesas aproximan al centro, tómese como -

distancia original de las pesas al eje de rotación 0.915/4Ty como su distancia-

final 0.152mt. Encontrar la velocidad angular final del estudiante. 
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La unica fuerza externa es la gravedad que obra pasando por el centro de -

m¿a y qae no ejerce ningún momento de rotación con respecto al eje, de rota— 

ojtfn. Por lo tanto, la cantidad de movimiento angular con respecta a ese eje se 

conseAva y cantidad de movimiento angular inicial = cantidad de movimiento angu 

lar 
1 oMo = ¿iti 

se tiene que, 
I=J estudiante +1 pesas, 

Jo - 5 .43 + 2 ( l | ^ - ) ( 0 . 9 f 5 ) 2 = 11.51 kg 

1 = 5.43 * 2 10.152) 

« « . - 0 . 5 4 | X l f t -

5.6 kg -UT. 

rad 
seg. 

Por lo tanto, 
rio, ft rad ,11.51 y _ n/jr rad , rev_ iti = i t i o ( f ) ='tt (-57^-) - 2 // — - 1 — 

4.- Algunos otros aspectos de la conservación de la cantidad de movimiento 

angular. 

La ley de la conservación de la cantidad de movimiento angular es más fun-

damental que las leyes de Newton, ya que mientras la primera se aplica en f í s i -

ca atómica y nuclear asi como en las regiones celestes y macroscópicas; las de-

Umton no se aplican a estas regiones atómicas y nucleares. 

Para establecer el principio de la conservación se utilizó la tercera ley-

de Neititon para demostrar que la suma de los momentos de rotación internos era -

cero. Se tubo que afirmar que las fuerzas de acción y reacción eran iguales y -

opuestas y que estaban dirigidas sobre la linea que une las dos partículas. 

Para un sistema de caeApos que se pueden considerar como partículas, la — 

ley de la conservación es aplicable siempre y cuando los efectos debidos a la -

rotación de los cuerpos individuales se puedan despreciar. Cuando los cuerpos -

individuales estpan en rotación, el principio de la conservación es validó si -

se incluye la cantidad de movimiento angular debida a esa rotación. 

Cuando aplicamos la ley de la conservación de la cantidad de movimiento an 

guiar total a la física atómica y nuclear, se encuentra que los electrones, pro-

tones, mesones y neutrones, tienen cantidad de movimiento angular debida a a l -

gún movimiento de rotación intrínseco y a un movimiento orbital alrededor de al 

gún punto externo, que debe ser incluida al calcular la cantidad de movimiento-

angular total. 
Las cantidades de movimiento angulares para los sistemas atómicos, molecu-



y nucleares tienen valore* definidos. 

Si se considera que el sol, los planetas y satélites sean particular que -

no tienen movimiento de rotación intrínseco, la cantidad de movimiento angular-

del sistema solar no serla constante. Pero esto no sucede asi ya que estos cuer 

pos si tienen rotaciones intrínsecas probocadas por las fuerzas de marea que — 

convierten una parte de esa cantidad de movimiento angular de rotación intrlnse 

ca en cantidad de movimiento angular orbital de los planetas y satélites. 

La conservación de la cantidad de movimiento angular total es importante -

para valorizar las teorías del origen del sistema solar, de la contracción de -

estrellas gigantes y de otros problemas en astronomía. 

Esta forma simple de analizar la cantidad de movimiento angular total de -

¿os sistemas atómicos o astronomicos, es un teorema de que la cantidad de movi-

miento angular total L de un sistema cualquiera con respecto al origen de un — 

marco de referencia inercial se puede calcular sumando la cantidad de movimien-

to angular con respecto a su centro de masa con la cantidad de movimiento angu-

lar que proviene del movimiento del centro de masa con respecto al origen. 

Las leyes de la conservación de la energía total y de la cantida de movi-

miento lineal y la cantidad de movimiento angular son fundamentales en física,-

y son válidas para todas las teorías de físicas modernas. 

5.- Resumen. 

En la tabla 3-1 se han reunido todas las ecuaciones que tratan de la diná-

mica de los movimientos de rotación y se ha hecho un comentario acerca de las -

condiciones bajo las cuales se pueden usar. 

TABLA 3-1 

RESUMEN VE LAS ECUACIONES VEL MOVIMIENTO VE ROTACION 

ECUACION N0TAS 

J . - Ecuaciones de definición 

Momento de rotación de una partícula con -

respecto a un punto O, debido a una fuerza 

resultante V 

Momento de rotación externo resultante so-

bre un sistema de partículas con respecto-

a un punto O 

Cantidad de movimiento angular de una par-

tícula con respecto a un punto O 

Cantidad de movimiento angular resultante-

de un sistema de partículas con respecto a 

F 

7ext. - I ' Í V I (r¿xF.) 

L 'Y Xp 

L - I L . . I l ^ x p . l 



i 

i. X) 

,S V. 

I Zt 

- § 

un punto 0 

I I . - Re lac iones g e n e r a l e s 

Ley de movimiento de ana ¿ola partícula so_ 

bre la que está aplicado un momento de ro-

tación,. Es válida solamente si*?^ L se mi 

den con respecto a un punto cualquiera 0 -

f i j o en un marco de referencia inercial. V 

es el análogo rotacional de F s ^ 

Ley del movimiento de un sistema de partí-

culas sobre el que obra un momento de rota A/ 
clón externo resultante / ext. Es válida so_ 

lamente slText. y L se miden con respecto 

a [a) un punto cualquiera 0 f i j o en un mar 

co de referencia Inercial, o bien, (b) con 

respecto al centro de masa del sistema. Es 
dP 

la ley rotacional análoga de F = 

Uí.- Caso especial de un cuerpo rígido girando alrededor de un eje 
' en un marco de referencia InexcCal ~ 

cC está obligada, a conservarse a lo largo-

del eje; / debe referirse también a este -

f z j o c ^ eje y*? debe ser la componente escalar de-

Text. dirigida sobre ese mismo eje. Es la-

ley rotacional análoga de F = Ma del movi-

miento rectilíneo. 

w está obligada a conservarse a lo largo -

del eje; y debe referirse también a este -

eje y L debe ser la componente escalar, de-

la cantidad de movimiento total sobre ese-

L * J ui mismo eje. SI el eje de rotación tiene al-

guna simetría especial (esto es, si es un-

eje principal), entonces L y w estarán am-

bos dirigidos sobre el eje. Está ley es la 

análoga rotacional de V = M tfpara el movi-

miento rectilíneo. 



PROBLEMAS 

1 - Un trompo está girando a 30 rev/seg alrededor de un eje que forma un -
ójxoLLÍo'de 30°con la vertical. Su masa es de 0.50 kg y su momento de Inercia es-
de 5x10'4 kg-mt". El centro de masa se encuentra a 4em de la punta del pivote.-
Si la rotación es en el sentido de las manecillas del reloj vista desde arriba, 
•Cu¿¿ será la magnitud y dirección de la velocidad angular de precesión? 
R.- 2 rad/seg; en el sentido de las manecillas del reloj, visto de*de arriba. 

2.- aj Suponiendo que el electrón se mueve en una órbita circular alrede-
dor del protón en un átomo de hidrógeno, si la fuerza centrípeta sobre el elec-
trón es producida por una fuerza eléctrica e¿ , siendo e la magnitud de la 

4'^ío r 2 

carga de un electrón y de un protón, r el radio de la órbita, y So una constan-
te demostrar que el radio de la órbita es 

' ' J 
V - e ¿ i - 4<íftomtf 

siendo m la majsa del electrón y ir su velocidad. 
b) Supóngase ahora que la cantidad de movimiento angular del electrón Rededor 
del núcleo puede tener solamente valores que sean múltiplos enteros n de h/24r-
siendo h una constante que se llama constante de Planck. Demostrar que las úni-
cas órbitas electrónicas posibles son aquellas de radio 

t - - _rJl 

c) Combinar estos resultados para eliminar a i f y demostrar que las unccas órbi-
tas para las cuales se cumplen ambos requisitos son las que tienen rodeos 

v> - n 2 £ oh2 

por consiguiente los radios permitidos son proporcionales a los cuadrados de — 
los números enteros n = 1,1,3, etc. Cuando n=1, r tiene el valor más pequeño po_ 
sible que es de 0.528 x JO-'Om. 

3.- determinar a) la cantidad de movimiento angular de rotación de la Tie-
rna alrededor de Su propio eje, 6] la cantidad de movimiento angular de movi-
miento orbital de la Tierra alrededor del Sol. 

R' a) 6.94 x 103Skg-mt2/seg 

b) 2.61 x 1040kg-mt2/seg. 

4.- En un parque de juegos hay un pequeño carrousel de 1.22m de radio y — 
1T5kg de masa. El radio de giro es de 0.915m. Un muchacho de masa 43.8kg corre-
tón una velocidad de 3.05 m/seg en dirección tangente a la periferia del carrou 
sel cuando éste se encuentra en reposo y salta al carrousel. No tomando en cuen 
ta el rozamiento, encontrar la velocidad angular del carrousel y del muchacho. 

R; 
0 .77 rad/seg; 2.5 rad/seg. 

5 . - Una regla tiene una masa de 4.3&kg y una longitud de 1.22m. Se encuen-
tra inlclalmente en reposo en una superficie plana horizontal sin rozamiento y-
reelbe un qolpe perpendicularmente de una fuerza impulsiva cuyo mpulso es de -
13.3nt-seg a una distancia 1=0.46m del centro. Veterminar el movimiento que to-

a partir de ese momento. 
R: 11.2 rad/seg. 



Una rueda está girando con una velocidad angular de 500 revjmin en un-
o\e cayo momento de inercia es insignificante. Una segunda rueda idéntica a la-
quimera, y qae inicialmente está en reposo, repentinamente se acopla al mismo -

¿Cuál es la velocidad angular de la combinación que resulta al acoplar el-
pjo'u las dos ruedas1 3 R: 2 6 . 2 5 rad/seg. 

7 . - Un hombre está de pie en una plataforma giratoria sin rozamiento, que-
zstá girando con una velocidad de 1 rev/seg; sus brazos están estirados y sos^~ 
tiene una pesa en cada mano. Con sus manos en esta posición, el momento de iner 
da total del hombre y de la plataforma es de 6kg-mt2. Si al acercar las pesas-
ai cuerpo, el hombre disminuye el momento de inercia a 2kg-mt2, a) ¿Cuál e¿ la-
velocidad angular resultante de la plataforma? b) ¿Cuánto aumenta la energía el 
nética? , n 

R: 18.9 rad/seg; 236.6 joules. 

8.- Una cucaracha, de masa m, corre en sentido contrario a las manecillas-
del reloj por el borde de un platillo giratorio montado sobre un eje vertical -
de radio R y momento de inercial 1 sobre apoyos sin rozamiento. La velocidad de 
la cucaracha con relación a la tierra e s l f , mientras que el platillo gira en el 
sentido de las manecillas del reloj con una velocidad angular W0. La cucaracha-
encuentra una migaja de pan en el borde y, por supuesto, se detiene. ¿Cuál es -
la velocidad angular del platillo después de que se detiene la cucaracha? 

R: .. _ ROlo - 21f. 
w 3S 

9." Una partícula se dispara horizontalmente a lo largo del interior de un 
cazo semlesférico de radio r que está en reposo figura 3-6. Queremos encontrar-
la velocidad iniclallfo que se requiere para que la partícula llegue apenas al-
borde del cazo. Encontrar aif 0 como función de 9o, la posición angular inicial-
de la partícula 

FIGURA 3-6 

10.- Un disco plano uniforme de masa M y radia R gira alrededor de un eje -
horizontal que pasa por su centro con una velocidad angular W0. a) ¿Cuál es su-
energla cinética? ¿Cuál ei su cantidad de movimiento angular? b) Una astilla de 
masa m se desprende del borde del disco en un instante tal que la astilla se e-
leva verticalmente sobre el punto en donde se rompió figura 3-7. ¿A qué altura-
sobre el punto sube antes de comenzar a caer? ci ¿Cuál es la energía y la cantc 
dad de movimiento angular finales? ^ 

a) K = j M R 2 W ? ; 

1 

L = Mi 

B ) h = Y R Y 

c) V 
RVO M ) ; L ¿ * R 2 Wo (J - M) 

FIGURA 3-7 



CAPÍTULO IV 

O S C I L A C I O N E S 

].- introducción. Oscilaciones. 

En el. presente capitulo se estudiará el movimiento de un cuerpo cuando la-

fuerza resultante que actúa sobre él no es constante, sino que varia durante el 

movimiento. Como esta fuerza puede variar de infinitas maneras, no se pueden — 

dar expresiones generales para el movimiento de un cuerpo sometido a una fuerza 

variable, excepto que la aceleración en un instante cualquiera es igual a la — 

fuerza en dicho instante, dividida por la masa del cuerpo. Un caso particular -

de variación que se presenta en la práctica con mucha frecuencia, es la fuerza-

clástica recuperadora que se origina al deformarse un cuerpo, abandonado en es-

tado de deformación. 

Algunos ejemplos de esta clase de movimiento son la vibración hacia arriba 

y hacia abajo que se presenta cuando se estira hacia abajo un cuerpo suspendido 

de un resorte y se abandona a si mismo; las vibraciones de las cuerdas de los -

instrumentos musicales; las oscilaciones del balancín de un reloj; los átomos -
en ¿as moléculas, etc. 

Debido a que las ecuaciones de movimiento contienen senos o cosenos, y que 

¿as expresiones donde figuran estas funciones se llaman armónicas, este tipo de 

movimiento vibratorio se llama movimiento armónico. 

Asi como existen oscilaciones mecánicas también las hay electromagnéticas, 

tales como, las ondas de radio, las micro ondas y la luz visible. 

En la figura 4-1 se representa una laminilla de acero sujeta vertlcalmente 

en un tomillo de banco, en su extremo superior lleva soldada una pequeña masa. 

Supóngase que la lámina es lo suficientemente larga y el desplazamiento lo bas-

tante pequeño para poder considerar el movimiento rectilíneo. Su póngase además 
despreciable la masa de la laminilla. 

Si se separa el extremo superior de la lámina hacia la derecha una distan-

cia A, y se abandona en esa posición, la masa soldada queda sometida a una fuer 

za recuperadora ejercida por la lámina de acero y dirigida hacia la posición de 

equilibrio 0. En consecuencia, adquiere una aceleración en la dirección de esta 

fuerza, y se mueve hacia el centro con velocidad creciente. Como la fuerza ace-

leradora disminuye cuando el cuerpo se aproxima al centro, la aceleración no se 

*á constante. 

En este ejemplo, des pues de iniciada la oscilación y al transcurrir el 

tiempo la elongación A, la velocidad y la aceleración del cuerpo cambian perió-

dicamente tanto en magnitud como en sentido, y debido a la relación F = ma, en-

igual forma cambia la fuerza F que obra sobre el cuerpo. 



^ —i Cuando el cuerpo alcanza la posición da zquÁli 

brío, se anula la fuerza recuperador; pero, a-

causa de la velocidad adquirida, el cuerpo so-

brepasa la posición de equilibrio y continúa -

su movimiento hacia la Izquierda. 

En cuanto ha pasado la posición de equlli 

brío, entra en juego de nuevo la fuerza recupe 

FIGURA 4-1 radora, dirigida ahora hacia la derecha, y, — 

por lo tanto, el cuerpo va perdiendo velocidad con una aceleración negativa cu-

yo valor absoluto aumenta al aumentar la distancia del cuerpo a O. Debido a es-

to el cuerpo se detendrá en algún punto situado a la Izquierda de O, y repetirá 

¿ti movimiento en sentido opuesto. 

Cada movimiento de vaivén tiene lugar en el mismo tiempo, y el movimiento-

tiene un alcance + A a cada lado de la posición de equilibrio. Si no existiera-

pOidida de energía por rozamiento el mov/jniento continuarla indefinidamente una 

vez iniciado. Al movimiento bajo la acción de una fuerza recuperadora y en au--

sencia de todo rozamiento, se le llama movimiento armónico simple. 

El tipo de movimiento que se repite en intervalos de tiempos iguales se le 

líam periódico, y si el movimiento es hacia adelante y hacia atrás sobre la --

misma trayectoria, se le llamo oscilatorio. 

Una oscilación o vibración completa es el movimiento efectuado hasta vol--

ver al punto de pa/itida, esto es, de a a b_ y volver a a. El periodo T del movi-

miento, es el tiempo empleado en realizar una vibración completa. La frecuencia 

f . es el numero de vibraciones completas realizadas en la unidad de tiempo y es 

et valor reciproco del periodo, o sea: 

jC = Y Ecuación 4-1 

La elongación x en un instante dado es la distancia a la posición de equi-

librio, en dicho instante. La amplitud A es la elongación máxima. 

Si la masa de la figura 4-1 oscila entre los limites fijos Xj y x2 con un-

movimlento armónico, experimenta un vaivén con respecto a su punto de equlli— 

brio en el cuál su energía potencial es mínima. La fuerza recuperadora que ac— 

túa sobre la masa en un instante cualquiera se obtiene a partir de la función -

de energía potencial, 
F - -h dx 

hiendo nula en la posición de equilibrio O. Cuando la masa se encuentra a la iz_ 

Quierda de O la fuerza apunta hacia la derecha y vlcebersa. Esto se muestra en-

te figura 4-2. 



Para una masa que oscula la energia mecdnlca total E sera Igual a la suma-

de su energia cinètica y su energia potenclal, esto es, 

E = K + U, Ecuaclón 4-2 

donde E se mantiene constante, si no obra nlnguna fuerza conservativa, corno la-

fuerza de rozamlento. 

I 
ni 

(X 

FIGURA 4-2 Fs m a -

2 . - El oscilador armónico simple. 

Cuando una partícula de masa m oscila entre límites Iguales, a ambos lados 

de SUL posición de equilibrio, tales como -x y x, se le llama oscilador armónico 

simple y su movimiento se le conoce con el nombre de movimiento armónico simple 

figura 4-3a. 

En la figura 4-3b se representa gráficamente la energía potencial de la — 

partícula, la cuál varia de acuerdo con la ecuación, 

U (x) - j Kx2, Ecuación 4 -3 

donde k es una constante, adzmás se muestra la energía mecánica total. La fuer-

za que obra sobre la partícula está dada por la ecuación, 
1 „ 

rlll Wl 
F (x) - - 3x " 

y se representa gráficamente en la figura 4-3c. 

dU _ cHFfex ) . _ kXf Ecuaclón 4-4 

OC) - oc 

k>) 

C) 

FIGURA 4-3. 



En el movimiento armónico simple, la energía potencial varia proporcional— 

mente al cuadrado de la elongación, y la fuerza que obra sobre la partícula es-

pío porcio nal a la elongación pero con sentido opuesto. 

La ecuación 4-3 es la expresión de la energía potencial para un resorte i -

deal, que se estira o comprime una distancia x. El resorte ideal es aquél en el 

cuál la fuerza ejercida por el resorte estirado o comprimido está dada por 

F 9 x ) = - kx, siendo k la constante de fuerza. 

Un ejemplo de un oscilador armónico simple es el que se muestra en la figu 

fw. 4-4, el cuál consiste de un resorte ideal de constante de fuerza k en cuyo -

extremo se encuentra unido un cuerpo de masa m Ubre de moverse sobre una super 

ficie horizontal sin rozamiento. Cuando el resorte se deja libre toma la posi-

ción que se muestra en la figura 4-4a, donde la fuerza ejercida por el resorte-

es nula. 

0 Si se aplica una fuerza Fo, el resor-

te se estira una distancia x, hacia la de-

recha, la fuerza que ejerce el resorte so-

bre el cuerpo apunta hacia la izquierda y-

está dada por F = - kx, [difura 4-4b]. Ba-

jo la acción de una fuerza -Fo, el resorte 

se comprime hacia la izquierda una distan-

cia -x, la fuerza que ejerce el resorte so_ 

bre el cuerpo apunta hacia la derecha y se 

dá por F = - kx, figura 4-4c. 

El movimiento de la masa que oscila -

zs u.n movimiento armónico simple y la fuerza que ejerce el resorte sobre el — 

cuerpo es una fuerza restauradora„ 

Como ya dijo antes k es una constante de proporcionalidad llamada constan-

te del resorte. Sus unidades son newtons por metro y es una medida de la fuerza 

Querida para producir estiramiento unitario si el resorte fuera completamente 

cxtenslble. 
Si se aplica la segunda ley de Newton, F-ma, al movimiento de la figura — 

J'4, y sustituyendo -kx en lugar de F y escribiendo la aceleración a como d^x 
d7r. 

i r i * 

te . 
Hl 

r ^ M 

fi* 

af j / / /> J tS'S/ ff 

FIGURA 4-4 

' * H i í o b t i e n e : 

-kx = m 
dt 

dt1 m 
Ecuación 4-5 



Al desarrollar. está ecuación diferencial se ¿abrá como está relacionada la 

elongación x con el tiempo t y de esta manera ¿e conocerá el movimiento del cue 

xpo o pantlcala. Por esto a la ecuación 4-5 ¿e le conoce como la ecuación del -

movimiento de un o¿diador armónico ¿imple. 

El o¿cilador armónico ¿imple e¿ importante, ya que en la mayoría de lo¿ --

problemas donde existen vibraciones mecánicas, el problema ¿e reduce al de un -

oscilador armónico ¿imple, ¿iempre y cuando las vibradones ¿ean pequeñas. Tam-

bién es importante ya que la ecuación 4-5 ¿e aplica en problemas físicos en me-

cánica, ó ptlca, acústica, circuitos eléctricos y en física atómica. 

La ecuación 4-4 fué descubierta por Robert Hooke (1635-1703) y ¿e Re-

conoce como la Ley de Hooke. Esta ley se aplica a todos los cuerpos elásticos -

siempre que las deformadones sean pequeñas, cuando la deformación sobrepasa el 

limite elástico esta ley no se cumple. 

A la zona de fuerzas aplicadas donde la Ley de Hooke es válida, se le lla-

ma región de proporcionalidad. 

Si se suelta un sólido deformado dentro de la región de propordonalidad,-

vihrará, de igual forma que un oscilador armónico simple. Por lo tanto, si las-

librado nes mecánicas se conservan dentro de la región de proporxUovialidad, se-

pueden considerar como osciladores armónicos simples. 

3.- Movimiento armónico simple. 

Escribiendo la ecuadón del movimiento del oscilador armónico simple, en -

la forma: 2 
d * = . Í x Ecuadón 4-6 
d? m ' 

se podrá encontrar la posidón de la partícula en fundón del tiempo, para ello 

se deberá determinar una fundón x[t) que satisfaga esta relación. Esto es, se requiere que x sea una fundón de t , tal que su segunda deriva 
da respecto a t , sea igual al valor negativo de la función misma l - x ) , multlpli 

£ 
cada por una constante ( - ) . 

Esta circunstancia sugiere que x es una fundón trigonométrica de t . Ve do_ 

nde se encuentra que por cálculo, la función seno o la función coseno poseen es 

ta propiedad. Por ejemplo, ÍJ cost =- sent y —* cost s - &ent = - cost. 
az dt 

Si esta función se multiplica por una constante A, la propiedad no se al— 
tera y de igual forma sucede con la función seno. 

Como la ecuación 4-6 contiene un factor constante, se puede suponer como -

solución de la ecuadón 4-6, la siguiente: 
x * A eos [uit +cf) Ecuación 4-7. 



Al desarrollar. está ecuación diferencial se ¿abrá como está relacionada la 

elongación x con el tiempo t y de esta manera ¿e conocerá el movimiento del cue 

xpo o partícula. Por esto a la ecuación 4-5 ¿e le conoce como la ecuación del -

movimiento de un o¿diador armónico ¿imple. 

El o¿cilador armónico ¿imple e¿ importante, ya que en la mayoría de lo¿ --

problemas donde existen vibraciones mecánicas, el problema ¿e reduce al de un -

oscilador armónico ¿imple, ¿iempre y cuando las vibradones ¿ean pequeñas. Tam-

bién es importante ya que la ecuadón 4-5 ¿e aplica en problemas físicos en me-

cánica, ó ptlca, acústica, circuitos eléctricos y en física atómica. 

La ecuación 4-4 fué descubierta por Robert Hooke (1635-1703) y ¿e Re-

conoce como la Ley de Hooke. Esta ley se aplica a todos los cuerpos elásticos -

siempre que las deformadones sean pequeñas, cuando la deformación sobrepasa el 

limite elástico esta ley no se cumple. 

A la zona de fuerzas aplicadas donde la Ley de Hooke es válida, ¿e le lla-

ma región de proporcionalidad. 

Si ¿e ¿uelta un ¿ólido deformado dentro de la región de propordonalidad,-

vihrará, de igual forma que un o¿cilador armónico ¿imple. Por lo tanto, ¿i las-

librado nes mecánicas se conservan dentro de la región de pro porxilo vialidad, se-

pueden considerar como osciladores armónicos simples. 

3.- Movimiento armónico simple. 

Escribiendo la ecuadón del movimiento del oscilador armónico simple, en -

la forma: 2 
d * _ _ K x Ecuadón 4-6 
d? m ' 

se podrá encontrar la posidón de la partícula en fundón del tiempo, para ello 

se deberá determinar una fundón x[t) que satisfaga esta relación. Esto es, se requiere que x sea una fundón de t , tal que su segunda deriva 
da respecto a t , sea igual al valor negativo de la función misma l - x ) , multlpli 

£ 
cada por una constante ( - ) . 

Esta circunstancia sugiere que x es una fundón trigonométrica de t . Ve do_ 

nde se encuentra que por cálculo, la función seno o la función coseno poseen es 

ta propiedad. Por ejemplo, ÍJ cost =- sent y —* cost s - &ent = - cost. 
az dt 

Si esta función se multiplica por una constante A, la propiedad no se a l -
tera y de igual forma sucede con la función seno. 

Como la ecuación 4-6 contiene un factor constante, se puede suponer como -
solución de la ecuadón 4-6, la siguiente: 

x * A eos [uit +cf) Ecuación 4-7. 



Para determinar las constantes A, ( H i f / , y ¿abesi si la e,cuac¿6n 4-7 es la-

polución de la ecuación 4-6, es necesario encontrar la segunda derivada respec-

to al tiempo de la ecuación 4-7. Esto e¿, dx _ w A ¿en M +<fU 

= - U)2A eos [U)t +</). 
dt 

Sustituyendo estas expresiones en la ecuación 4-6, se tiene'-
n L L. V 

- « T A eos [uot V ) - - — A eos [vot +</), m 
m si se supone que la constante u) es, 

2 fe W ~ - c Ecuación 4-S m 

¿e encuentra que, V 

x = Aco-ó (tot +<f ) , 

que es la solución adecuada para la ecuación de un oscilador armónico simple. 

Como las constantes A y </ siguen siendo arbitrarias, para cualquier valor-

de ¿as mismas quedará satis fecha la ecuación 4-6 y se podrá determinar una gran 

variedad de movimientos para el oscilador, o sea, que ésta ecuación describe un 

grupo de movimientos posibles con algunas características comunes. 

Si en la ecuación 4-7, el tiempo t se aumenta en ,la función resulta, N T 
x - A c o s [ y ) ( t = ~ ) * d j = AC04 [vot = 2 ^ + Q T ) 

x * A eos [u)t +<f). 

Significando esto, que la función simplemente se repite exactamente igual-

despues de un tiempo . Como es el periodo T del movimiento y sabiendo -
2 fe w w 

qtieu) - - se tiene: 
o / T (— 

j s U L , í ftj™. . Ecuación 4-9. 

El período de oscilación es el mismo para todos los movimientos dados por-

h ecuación 4-6 y se determina por la masa m del cuerpo o partícula que vibra y 

por la constante de fuerza fe. La frecuendia f del oscilador es el número de vi-

saciones completas por unidad de tiempo, y se obtiene por: 

^ T - ' h - ' W ( J BcuacMn 4-10. 
La frecuencia angular u) se encuentra a partir de: 

u) = l 9 f - h f L , Ecuación 4-11. 

Al utilizar las ecuaciones 4-9 o 4-10, m debe estar en slugs, kilogramos -
0 Olamos y k en & , o . La frecuencia^, se expreza en t y <¿l -

Periodo T, en ¿ f f ^ . Las unidades de la frecuencia angular w son 

La elongación x con respecto al punto de equilibrio, tiene un valor máximo 

que es l a amplitud del movimiento. Puesto que A no ha sido determinada por -
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la emoción diferencial, son posibles movimientos con diferentes amplitudes, pe 

no todos tienen la misma frecuencia y periodo. La frecuencia de un movimiento -

amónico simple es independiente de la amplitud del movimiento. 

El término [u)t se le llama fase del movimiento, y a la constante^,— 

constante de fase. Si dos movimientos tienen la misma amplitud y frecuencia pe-

na diferente fase. Por ejemplo, sitf=- . La ecuación 4-7 resulta: 

x = A eos (uot -or\ - A eos (w£ - 90? = A sen iat . 

Esto es, la elongación es cero para el tiempo t =o. Siti=o, la elongación-

x * A c o s i o t tiene un valor máximo para el tiempo t-o. 

La amplitud A y la constante de fase </de la oscilación se determinan por-

la posición y la velocidad iniciales de la partícula. S i n embargo, una vez que-

se inicia el movimiento, la partícula sigue oscilando con una amplitud constan-

te y una constante de fase para una cierta frecuencia f i j a , a menos que otras -

tuerzas alteren el sistema. 

En la figura 4-5, se representa gráficamente la elongación x en función --

del tiempo t para diferentes movimientos armónicos simples. La figura 4-5a, re-

presenta los movimientos 7 y 2 que tienen igual amplitud y frecuencia, pero de-

fase diferente cuyo valor escf = j- = 451 La figura 4 - 5 6 , muestra los movimien-

tos 1 y 3 con igual frecuencia y constante de fase, pero con amplitud diferente 

que difiere en un factor de 2. La figura 4-5c, representa los movimientos 7 y 4 

con igual amplitud y constante de fase, pero con diferente frecuencia, que di— 

FIGURA 4-5 

Para comprender mejor lo que es el movimeinto armónico simple, es conve— 

viente representar la elongación, velocidad y aceleración de la partícula que -

oscila por medio de gráficas en función del tiempo, como se hace en la figura -

4-6; donde se han representado estas cantidades para la curva 1 de la figura — 

4-5. 

Estas cantidades pueden considerarse como representaciones gráficas de las 



i ' 

xr 

<18 

I 
u 

v 

( C ) ACELERACION. 

¿cuaciones 

(a) ELONGACION. 

V' 

a = 

A eos (iot ) 

* - wA sen [wt + J ) Ecuación 4-12. 

* ¿A eos (cae . / ) . 

(8) VELOCIDAD. 

EXGURA 4-6. 

Para este caso se ha considerado quecfs 0. Obsérvese que la máxima elonga-

ción es A, IR máxima velocidad es UÁ, y la máxima aceleración es LÜ2A. Además la 

velocidad es máxima cuando la elongación es nula, esto es, en el centro; en don 

la aceleración y la fuerza restauradora tienen un valor de cero. Cuando la-

elongación es máxima en cualquier sentido la velocidad es nula, ya que en este-

atante cambia de sentido, esto sucede en los extremos de la trayectoria, en -

donde la aceleración y la fuerza restauradora tienen un valor máximo con direc-

^ opuesta a la elongación. 

Cuando la partícula se mueve hacia el punto de equilibrio la velocidad au-
mznta y disminuye al acercarse a la máxima elongación. 

En la figura 4-7, se muestra el movimiento de una partícula que oscila en-
& extremo de un resorte, y se representan los valores instantáneos de x, v y -
a' P^ cuatro instantes. 
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Ejemplo 4-1. 

Un resorte que obeAe.cz la Ley de. Hooke se tetina 20 em cuando se cuelgan -

de (l 40grs. SI se cuelga una masa de 60grs. en su extremo, y se tira 20 cm. a-

partüi de su posición de equilibrio y se suelta, encontrar: (a) la frecuencia -

de oscilación; (6) la ecuación de movimiento de la masa; le) la velocidad y la-

aceleraclón de la masa cuando se encuentra a 10cm de la posición de equilibrio. 

A partir de la relación k - £> se encuentra la constante k del resorte; en 

virtud de que 40grs. lo alarga 20cm: 

K V 0.040kg x 9.Zmtfseg¿
 t 0 , NT 

K ' x ' OTIdmt. U 9 é JXt. 

Utilizando las ecuaciones 4-9 y 4-10 se encuentra el periodo T, y la fre--

cuenelay. Ve esta manera, 

J ' T ' T . r - ^ l ^ g i C o ^ ) . 

La amplitud del movimiento es 0.20mt, y tiene su desplazamiento máximo — 

Por lo tanto, x es una función coseno y es, 

> x = Acos M)t = A eos 2 fift = 0.20 costft xO.91t, 

W da, x - 0.20 eos 5.7t mts. 

Para encontrar las ecuaciones de velocidad y aceleración, se obtienen la -

primera y segunda derivada de x con respecto a t . Esto es, 

c ) l f s d* « 0.20 [-5.7sen5.7t) 1.14sen 5.71. 

a = ^ = 1.14 [5.7 eos 5.7t) - 6.5 eos 5.71. ^L2 
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Para evaluarlas cuando x « 0. lOmt, ¿e sustituye este valor en la ecuación-

x, t/ ¿ e obtiene, 

OJO r 0.20 C04 5.7t ó eos 5.7t - 0.50, 0 

donde se ve que el ángulo 5.7t es 60°. Utilizando este ángulo para 5.7t en las -

luxaciones para y y a, se producirán estas cantidades cuando x = 0.1 Omt. Obte-

niendo: 
nT-- - 1.14 sen 60°=- 1.0 mt 

a = - 6.5 eos 60°=- 3 .25 

seg, 
mt , 

y ~ - - " s e g . 

4.- Consideraciones energéticas en el movimiento armónico simple. 

Para una masa que oscila la energía mecánica total E = K + U se conserva -

constante, siempre y cuando no obren fuerzas disipadoras. Como la elongación y-

velocidad de la masa que oscila cambian constantemente, las energías cinética y 

potencial también varían, pero la suma conserva su valor para cada instante. 

La energía potencial U en un instante cualquiera, para el movimiento armó-

nico simple, está dada por: 
1 
Y U = 4r kx\ 

si la elongación se da' por x » A eos (w£ +J ),resulta: 

U = 1 KA2 eos2 (MIt +¿), 
Y 

la energía potencial varia desde un valor minimo de cero. hasta un valor máximo 

dejKA2. 
La energía cinética K en un instante cualquiera es: K 

aplicando las relaciones, 
dx - ' 

1 2 

V - = - uo A sen (wit +</) y u> - - , se obtiene: m 

K = jm u)2A2sen2 [vit +J) 

K - L K A2 sen (wí ), 

y 

Ecuación 4-14. 

La energía cinética varia desde un valor minimo de cero hasta un valor máximo ~ 

de ¡ k A2. 

Para obtener la energía mecánica total E, basta sumar las ecuaciones 4-13-

y 4-14. 

E = K + U = jKA2 sen2 [vot+J) * \ K A2c os2 [itít *<f ) 

r 1 Y A2 E = j KA. Ecuación 4-15. 

En el punto de equilibrio, la energía potencial es cero, mientras que la -

Sergia cinética es máxima. Cuando la elongación es máxima la energía potencial 

alcanza su máximo valor, mientras que la energía cinética se reduce a cero. 

En otras posiciones, en la cuales la energía cinética aumenta [o dlsmlnu— 



gZ)i la energía potencial debe disminuir (o aumentar), ya que la suma de estas-

dos energías debe dar siempre un valor constante de j K A2 . 

La energía total de una partícula que tiene un movimiento armónico simple-

e¿ proporcional al cuadrado de la amplitud del movimiento. 

Ve la ecuación 4-15, se puede escribir: 

K + U = £ m2T + j Kx2 = j K A2 

y obtener fi = (£] (A2 - x 2 ) , o ¿ e a , 

v= = - \l Ecuac^Ki 4-16 

ecuación indica claramente que la velocidad es máxima en el punto de-

equilibrio x»o, y que es nula en la posición de máxima elongación x- A. 

Ejemplo 4-2. 

a) Calcular las energías cinética y potencial de la masa del ejemplo 4-1,-

para la posición que indica la pregunta c; asi como la energía total del sis te-

na oscilante, b) Calcular la energía potencial máxima y la energía cinética máx_ 

ÁM. 

Vara esta posición x - O.IOmt, tf=- y a 3 . 2 5 
seg seg 

por lo tanto: 

& K = c [0.060] ( - I ) 2 = 0.030 NT-MT. 

y u = j k x 2 = L (1 .96) [0.10)2= 0.0098 NT-MT. 

Puesto que se conserva la energía total, se puede calcular en cualquier e-

tapa del movimiento. Haciendo uso de los resultados anteriores, se tiene: 

^ E = K+Ü = 0.030 + 0.0098 = 0.0398 nt-mt. [masa en x=o.10m). 

Umx - j K X2max = \ ( l - 9 6 ) (0-2a) = 0.0392 nt-mt. [masa en x=A). 

íímax = WA = 5.7 x 0.20 = 1.14 mt/seg. 

toux s jm i/max. = j [0.060] [1.14]2 = 0.039 nt-mt. [masa en x^o). 

5.- Aplicaciones del movimiento armónico simple. 

Péndulo simple, péndulo de torsión, y pédulo físico. 

El péndulo común es un sistema físico que sufre movimiento oscilatorio. — 

Que el movimiento sea armónico simple, o no lo sea, es decir, de forma sendldal 

depende de si el sistema obedece la ecuación diferencial 4-5 o no lo hace. 

A continuación se hará un estudio de anglunos sistemas físicos que se rrue-
uen ton movimiento armónico simple. 

£1 péndulo simple: 
El péndulo simple consiste en una masa de pequeñas dimensiones suspendida-



y¿¡; la energía potencial debe disminuí*, (o aumentar}, ya que, la suma de estas-

dos energías debe dar siempre un valor constante de j K A2 . 

La energía total de una partícula que tiene un movimiento armónico simple-

e¿ proporcional al cuadrado de la amplitud del movimiento. 

Ve la ecuación 4-15, se puede escribir: 

K + U = £ m2T + j Kx2 = jK A2 

y obtener fi = (£) (A2 - x2), o sea, 

E¿&t ecuación indica claramente que la velocidad es máxima en el punto de-

equilibrio x»o, y que es nula en la posición de máxima elongación x- A. 

Ejemplo 4-2. 

a) Calcular las energías cinética y potencial de la masa del ejemplo 4-1,-

para la posición que indica la pregunta c; asi como la energía total del sis te-

mí oscilante, b) Calcular la energía potencial máxima y la energía cinética máx_ 

ÁM. 

Para esta posición x - O.IOmt, tf=- y a 3 . 2 5 
seg seg 

por lo tanto: 
& K = c [0.060] [-1]2 = 0.030 NT-MT. 

y u = jkx2 = L (1.96) (0.10)2= 0.0098 NT-MT. 

Puesto que se conserva la energía total, se puede calcular en cualquier e-

tapa del movimiento. Haciendo uso de los resultados anteriores, se tiene: 

^ E = K+Ü = 0.030 + 0.0098 = 0.0398 nt-mt. [masa en x=o.10m). 

Umx - j K X2max = \ (1.96) (0.20) = 0.0392 nt-mt. (masa en x=A). 

íímax = WA = 5 .7 x 0.20 = 1.14 mtjseg. 

Kmax = jm f/max. = j (0.060) (1.14)2 = 0.039 nt-mt. (masa en x^o). 

5.- Aplicaciones del movimiento armónico simple. 

Péndulo simple, péndulo de torsión, y pédulo físico. 

El péndulo común es un sistema físico que sufre movimiento oscilatorio. — 

Que el movimiento sea armónico simple, o no lo sea, es decir, de forma sendidal 

depende de si el sistema obedece la ecuación diferencial 4-5 o no lo hace. 

A continuación se hará un estudio de anglunos sistemas físicos que se mue-
uen eon movimiento armónico simple. 

El péndulo simple: 

El péndulo simple consiste en una masa de pequeñas dimensiones suspendida-
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d¿ un hilo inextensible y sin peso. Cuando se separa hacia un lado de. su posi--

úón de equilibrio y se abandona a ¿I misma, el péndulo oscila en un plano ver-

tical bajo la acción de la gravedad, con un movimiento periódico y oscilatorio. 

La condición para que un cuerpo realice un movimiento armónico es que se -

encuentre sometido a una fuerza recuperadora F, directamente proporcional a la-

elongación x, y con dirección opuesta. La trayectoria de la masa del péndulo no 

e¿ una recta, sino un arco de circunferencia de radio L, donde L es la longitud 

de la cuerda soporte. La elongación se refiere a distancias medidas a lo largo-

de este arco [figura 4-8). Por lo tanto, si F--kx el movimiento será, armónico -

simple, o bien, como x- LQ, la condición se escribe F=-k L 9. 

En la figura 4-8 se representa un péndulo de longitud L, una partícula de-

masa m, formando un ángulo Q con la verti-

cal en el instante en que su elongación es 

x. Las fuerzas que se ejercen sobre la ma-

sa del péndulo son mg, la fuerza gravna-

cional, y la tensión en la cuerda T. 

Ellnjase dos ejes, uno en la dirección de-

la tangente y otro en la dirección del ra-

/ ^ dio y descompóngase el peso en sus compo--

F1GURA 4-8 nentes según estos ejes. La componente ra-

dial de la fuerza mg es la magnitud mg eos Q y la componente tangencial es la -

magnitud mgsenQ. Las fuerzas que provocan la aceleración centrípeta necesaria -

para conservar la partícula moviéndose en el arco del circulo son las componen-

tes radiales. La componente tangencial es la fuerza recuperadora que obra sobre 

w y que tiende a regresarla a su posición de equilibrio y es, 

F * - mgsenQ. Ecuación 4-17 

Por lo tanto, la fuerza recuperadora no es proporcional de desplazamiento-

angular 9, sino a sen Q, y, en consecuencia, el movimiento no es armónico sim--

ple. Sin embargo, si el ángulo 9 es pequeño, sen 9 es aproximadamente igual a 9 

en radianes y la ecuación 4-17 se convierte en, 

F = - mgO, 

sabiendo que el desplazamiento a lo largo del arco es x - LO, se obtiene: 

F - - m £ - - x . 

Por lo tanto, la fuerza recuperadora es entonces, para elongaciones peque-

ws, proporcional a la elongación y de dirección contraria a ella; que es exac-

tamente el criterio que determina el movimiento armónico simple. La fracción 

^presenta la constante k en F--kx. El periodo de un péndulo simple cuando su -
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amplitud eó pequeña e&td dado por, 

r - V ^ 7 T S 2 7 ? BcuacXón 4-18 m9/L v 5 

Se puede dmostrar que la- ecuación general del periodo de una oscilación,-
para la elongación angular máxima, es: 

/T 1 1 + Tí ZL L 2 4Z 
sen4?f+. 

El periodo se puede calcular con toda la aproximación que se desee tomando 
óu(lciente número de términos en la serie infinita. CuandooC - 15° (a cada lado-
de la posición central), el periodo exacto difiere en menos de 0.5% del periodo 
calculado por la ecuación 4-18. 

La utilidad del péndulo para la medición del tiempo, está basada en el he-

cho de que el periodo es prácticamente independiente de la amplitud. Asi, cuan-

do ¿e acaba la cuerda de un reloj, y por tanto, la amplitud de la oscilación se 

hace ligeramente menor, el reloj indicará todavía un tiempo aproximadamente ex-

acto. Es decir, cuando las fuerzas amortiguadoras reducen la amplitud de la o— 

hcitación, el periodo permanece casi inalterado. En un reloj de péndulo, la — 

energía es aplicada automáticamente mediante un mecanismo de escape para campen 

tar las pérdidas por fricción. 

El péndulo simple es, también, un dispositivo preciso y adecuado para me-
dir la aceleración de la gravedad g, sin acudir a la calda Ubre en un cuerpo,-
puesto que L y T pueden medirse fácilmente. 

Ejemplo^J.. 

Un péndulo simple de 2 mts. de longitud oscila con amplitud de 40cm. a) — 

Calcúlese su velocidadj¿n el punto más bajo, b) Calcúlese su aceleración en los 

bremos de la trayectoria. Primeramente se calcula el periodo de oscilación a-

W***- de la ecuación 4-18, resultando: 

T = TÍU J T = 2 . 8 5 - 3 ^ ^ 
' g * 9.8 seg. 

velocidad en el punto más bajo, es cuando x - O, y corresponde a la po-
i><jUj5n d<í equilibrio donde la velocidad es máxima. Aplicando la ecuación 4-12,-

obtiene: 

ifmax - Í i / A - ^ A - ( ^ ) 0.40 = 0.831 

T 3 seg. 
La aceleración en los extremos de la trayectoria, es cuando x=A, y son los 

m t o ¿ donde la aceleración es máxima. Ve la ecuación 4-12, se obtiene: 
amax = (tf2A = A = [2-£-) 0.40 = 1.75 

' o seg 



El péndulo d<¿ lo fisión: 

El péndulo de torsión s<¿ representa en la figura 

4-9 y consiste en un disco supendido de un alambre fi_ 

jo al centro de masa del disco. La línea Op es la po-

sición de equilibrio del disco. Al hacer girar el dls_ 

co hasta ol punto ol alambre se tuerce y ejerce un 

momento de rotación sobre el disco, tendiendo a regre 

¿arlo al punto P. 

El péndulo de torsión obedece a la ley de Hooke, 

ya que para pequeñas torsiones el momento restaurador 

es proporcional a la torsión, o sea, al desplazamien-

to angular. Por lo tanto, para el momento restaurador 

se escribe, - kO, Ecuación 4-19 

donde k es la llamada constante de torsión del sistema, y depende de las propie 

dades del alambre. El signo menos se debe a que el momento de rotación tiene di 

lección opuesta al desplazamiento angular 9. La ecuación 4-19 es la condición -

del movimiento armónico angular simple. 

La ecuación del movimiento para este sistema es: 

<r-ioc 
dtL ' 

sustituyendo la ecuación 4-19 se tiene: 

- - * 

/ Q p 

FIGURA 4-9 

o sea, 

d 2 Q - - Í Q 
¡ 7 " I 

Ecuación 4-20 

La solución de la ecuación 4-20 es una oscilación armónica simple. En vir-

tud de que la ecuación 4-20 para el movimiento armónico angular simple es siml-

Zm- en forma a la ecuación 4-6 del movimiento armónico lineal, de inmediato se-

Puede escribir la solución para la vibración de torsión, teniendo como co ordena 

fa el ángulo 9, se tiene: 

9 - Qocos (itít +<f), Ecuación 4-21 
siendo 90 el máximo desplazamiento angular, o sea, la amplitud de la oscilación 
ungular. 

Vor analogía con la ecuación 4-9, el periodo de oscilación es: 

T = \ P [ Ecuación 4-22 

Obiamente, puede usarse el periodo de un péndulo de torsión para medir mo-
rnznlos de inercia, o para determinar la constante de torsión k de cualquier — 
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Algunos instrumentos de laboratorio que funcionan por oscilaciones de tor-

sión son, £a balanza de Cavendlsh que es un péndulo de torsión 

U balancín de un reloj es otro ejemplo de movimiento armónico angular, en este 

cas? el momento de rotación restaurador lo proporciona un resorte en espiral. 

Ejem^l^J^— 

Una varilla delgada, de masa O.JOkg y longitud O.IOmt, está suspendida me-

diante un alambre que pasa por su centro y es perpendicular a la varilla. El — 

alambre se tuerce y la varilla se pone a oscilar. Se encuentra que el periodo -

es de Iseg. Cuando se suspende en la misma forma por su centro de masa un cuer-

po plano de figura de triángulo equilátero, se encuentra que el periodo es de -

6seg. Ecnontrar el momento de inercia del triángulo con respecto a ese eje. 

El momento de inercia de la varilla es —JJ • ?or consiguiente, 

/ v v a u * = - « . 3 x roS kg-rnt*. 

Ve la ecuación 4-22, se tiene, 

Tv orilla ,2 varilla ,?/2 

Ttriángulo " / triangulo 
2 

o sea, Jtriángulo = / varilla ( ^ ) , 

1 triángulo = [8.3 x 10S kg-mt2) ( | | | | ) 2 = 7 .5 x l~04kg-mt2. 

El péndulo físico. 

El péndulo físico es cualquier péndulo real -

qu.e no tiene toda la masa concentrada en un punto, 

puede ser cualquier cuerpo rígido que oscile en un 

ptano vertical en torno de un eje que pasa por el-

cuerpo. La figura 4-10, representa un cuerpo de — 

{orma irregular que puede girar alrededor de un --

eje horizontal sin rozamiento que pasa por P y que 

se ha 

separado un ángulo Q de su posición de equi-

Ubrio. La posición de equilibrio es, cuando el — 

centro de masa del cuerpo C, se encuentra abajo de 
p> o sea, en la vertical que pasa por ese punto. 

La distancia del eje al centro de masa es L, el momento de inercia del pén 

¿"lo respecto al eje de rotación es X, y la masa del péndulo m. 

El momento restaurador en la posición representada en la figura es: / V / = - mgLsenO, 
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y se debe a Ra componente tangencial de la fuerza de gravedad. 

ER movimiento del péndulo no es amónico angular ¿imple, puesto que T es-
proporcional a senQ, y no a 0. 

Si O e6 pequeño se puede reemplazar ¿en O por Q, y 

- mgLQ. 
Por lo tanto, el péndulo e¿ta ¿ometido a un par recuperador elástico, con-

UM constante k=mgL. 

El periodo de o¿cilación de un péndulo físico que o¿cila con pequeña ampll 
tud es: n 

T" ti? J f • Ecuación 4-23. 

Cuando el péndulo físico, oscila con amplitudes mayores, sigue teniendo un 
movimiento armónico, pero no simple. 

Esta forma de resolver el problema se aplica a un cuerpo de espesor unifor 
me de fonma cualquiera y que el eje de rotación puede estar colocado en un pun-
to cualquiera. 

El péndulo físico se utiliza para determinaciones exactas de g. 

^emplo 

Supóngase que el cuerpo de la figura 4-10 sea una varilla de Imt de largo-

que puede girar alrededor de uno de sus extremos. Si la masa de la varilla es s 

de Ikg, determinar; a) el periodo T, y b) el momento de inercia J de la varilla 

El momento de inercia J , esta dado por, 

l - l mi2, 
de la ecuación 4-23 se obtiene: 

T = 2?,I 2 
ímgT 

= 1*7 

•oic 

/ 1/3 m l¿ 

m g 1/2 ti J 2 l 
* * 9 

Vespejando el valor de 1 en la ecuación 4-23, se obtiene: 

seg, 

2 2 2 
J s

 T
 r (J-65-aeg) x 1kg x 9.Smt/seg x O.Smt 

fí 2 4*ìì 2 

2= 0.338 kg-mt2. 
Ejemplo 4-fu-

En Ra figura 4-11, se muestra un péndulo físico formado por un disco arti-

culado en la periferia [P], junto a él se encuentra un péndulo simple equivalen 

^ Que tiene el mismo periodo. 
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Encontrar sa pentodo para oscilaciones pequeñas y hallar la longitud del -
péndulo simple equivalente. 

El momento de inercia de un disco con — 

respecto a un eje que pasa por su centro 
1 2 

es j Mr , siendo v el radio y M la masa 

del disco. El momento de inercia con res 

pecto al eje que esta en la periferia es 

l - Y*<»•* + M f 2 * \ M r ? 

sustituyendo f en lugar de L en la ecua-

ción 4-23, se obtiene: FIGURA 4-11 

T = 2 # ( M g 21/ \¡3 M r
2 

- 2ir 

El péndulo simple que posee el mismo perlado tiene una longitud, 

, - I -
L • m t " r ^ ' 

o m , « t e ó cuartas partes del diámetro del disco. El centro de oscilación-
tíe£ d¿6co articulado en P está, por consiguiente, en O, a una distancia 2 V -
abajo del punto de apoyo. 

Ejemplo 4-7. 

El pentodo de un disco de radio 0.102mt que ejecuta oscilaciones pequeñas -

alrededor de un eje que pcua por su periferia se ha medido y es de 0.784seg. — 

Encontrar el valor de g, la aceleración de la gravedad en ese sitio. 

Ve T - ií! / | T r , obtiene: g = ^ Ó ^ -

6 x 0.102 mt Q Q mt 
g = y —2 s 9,8 —? 

[0.784]¿ seg¿ seg. 
6.- Relación entre el movimiento armónico simple y el movimiento circular-

uniforme. 

El movimiento circular uniforme es una combinación de movimientos armòni— 
c°s simples, fenómeno que ocurre con frecuencia en el movimiento ondulatorio. 

La relación entre el movimiento armónico simple en una linea recta y el mo 
v<miento circular uniforme, es de importancia ya que describe algunas caracte— 

eticas del movimiento armónico simple. Ademas da un significado geométrico --
6Icilio de la frecuencia angular u) y de la constante de faserf. 

Haciendo uso de un método geométrico sencillo, considérese el tipo de movi 

^ento determinando en la figura 4-12; en donde Q, es un punto que se mueve en-
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una cÁAcunfeAzncua de radío A, -

con una velocidad angular com— 

tante u) , y P la proyección 

de Q, sobre el diámetro horizón--

tal. Cuando el punto 0 gira en -

torno del circulo, el punto P se 

mueve hacia adelante y hacia a--

trás sobre una recta horizontal, 

encontrándose siempre en la mis-

ma vertical que Q.. 

Por consiguiente, la elongación-

de P es siempre Igual a la abó el 

sa de Q. [figura 4-12b); la velo-

cidad de P es Igual en todo Ins-

tante a la proyección sobre el -

diámetro horizontal de la velocidad de Q. [figura 4- 12c); y la aceleración de P-

e¿ Igual a la componente sobre el mismo diámetro de la aceleración de Q. [figura 

4-1Zd). 

Si los puntos P y d coinciden en el instante t - o, el ángulo formado por-

el radio 0(1 y el diámetro horizontal es igual ad~. kl transcurrir un tiempo — 

cualquiera t , el ángulo que forma ahora OQ con el diámetro horizontal es [uit+J) 

si el punto (l se mueve con velocidad angular constante. 

Por lo tanto,la elongación de P en cualquier instante t [véase figura 4-12 
6) es, 

x = A eos [u)t +<f). Ecuación 4-24 
El punto P se mueve con movimiento armónico simple a lo largo del eje las-

por esto que, el movimiento armónico simple se puede describir como la --

Proyección del movimiento circular uniforme sobre un diámetro. 

La frecuencia angular w del movimiento armónico simple del punto P es la -

^ma que la velocidad angular del punto La frecuencia del movimiento armóni 

w simple es la misma que el número de revoluciones por unidad de tiempo del --

punto 

Esto es j o bien, u) = 2<¡í j- . El punto P efectúa una vibración com— 

P¿eta por cada revolución de Q,. Por lo tanto, T = o bien, u) = . 

El ángulo (u)t = ¿) se denomina ángulo de fase o, sencillamente, fase del -

Cimiento armónico simple, y es el ángulo que forma OQ con el diámetro horizon 

^ en un tiempo cualqiiiera t . La amplitud del movimiento armónico simple es --
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/ia(í¿o de la circunferencia. 

La velocidad instantánea de P puede hallarse con ayuda de la figura 4- 12c. 

La velocidad tangencial del punto Q. es W A; po* £0 ¿ a n ¿ o , componente de esta 

velocidad sobre el eje de las x es la velocidad de P. Esto es: 

i f x = - W A sen [u)t 

Esta velocidad es negativa cuando Q, y P se mueven hacia la izquierda y po-

sitiva cuando £ y P se mueven hacia la derecha. Cuando £ se halla por debajo — 

del diámetro horizontal, la velocidad de P está dirigida hacia la derecha, pero 

por ser el seno negativo en tales puntos, se precisa anteponer también el signo 

menos. La velocidad i f x es nula en los puntos extremos del movimiento armónico -

simple, en donde cot cf es cero y ^ . 

La aceleración de Q. es su aceleración normal M>2A [véase figura 4-12d). Pa-

na encontrar la aceleración del punto P se utiliza de w.evo el hecho de que P -

<¿stá siempre debajo o encima de Q, por lo que su aceleración es igual a la com-

ponente sobre el eje de las x de la aceleración del punto Q. [figura 4-12d). Por 

lo tanto, 
2 

ax = - iv A eos [u)t 

La aceleración ax es nula en losjuntos medios del movimiento armónico sim_ 

pie, en donde wt t<f = -f , o bien, . 

En conclusión se obtiene que la proyección del movimiento circular unifor-

me sobre un diámetro cualquiera da un movimiento armónico simple. Ademas, el mo_ 

vimiento circular uniforme se puede describir como la combinación de dos movi-

mientos armónicos simples que se efectúan sobre rectas perpendiculares, que tie 

«en la misma amplitud y frecuencia pero difieren en fase 90°. Esto significa que 

punto () se puede proyectar también sobre e^ eje y, obteniendo los mismos re-

sultados con la diferencia de q u e j seráj- —- y entonces eos [uit se tran 

¿¿o/una en sen[u)t + o r ) , quedando la elongación como: 

y = A sen [u)t +J ) Ecuación 4-25 

Cuando una componente se encuentra en el punto de máxima elongación, la o-

to* componente se encuentra en el punto de equilibrio. Combinando las componen-

tu de las ecuaciones 4-24 y 4-25, se obtiene: 

/
2 2 x + y = A. 

Pe igual forma se puede hacer una relación entre las componentes de la ve-

t°cldad y lea, componentes de la aceleiación, obteniendo las siguientes relacio-
nes: 

l / / x T ¡ f y = W A. 
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\Jclk + a*y = W A. so 

CoAA.e¿poncUendo estas Aeraciones a las magnitudes del desplazamiento, la -
velocidad y la aceleración del movimiento circular uniforme. 

Ejemplo 

En el ejemplo 4-1 se considero un cuerpo que ejecutaba un movimiento armó-
nico ¿imple. La ecuación de ese movimiento era: 

x = 0.20 co¿ 5.7t 

Este movimiento ¿e puede representar también como la proyección del movi-

miento circular uniforme ¿obre un diámetro horizontal. 

[a] dar las propiedades del movimiento circular uniforme correspondiente. 

La componente ¿obre el eje de las x del movimiento circular está dada por, 

x = A eos (Kvt +(/) 

Por lo tanto, el circulo de referencia debe tener un radio A = 0.20mts, la 
¿a¿e inicial o constante de fase debe ¿er<f =o, y la velocidad angular debe ¿er-

r i rad 
w s 5.7 — , para obtener la ecuación x = 0 .20 co¿ 5 . 7 1 para la proyección ho-
rizontal. 

ib) Mediante el movimiento del punto () determínese el tiempo requerido pa-

ta que el cuerpo llegue al punto situado a la mitad de la distancia al centro -

del movimiento a partir de su posición inicial. 
Al moverse el cuerpo la mitad de la distancia hacia adentro, el punto Q ¿e 

nueve un ángulo wt = 60° [véase figura 4-13). La velocidad angular es con¿tante-
y de un valor de 5.7 , de manera que el tiempo que ¿e requiere para que ¿e-
rneva 60°e¿: 

radianes 'Tí 
' 5.7 rad/¿eg.~ 777? 

Í = 0.183 ¿eg. 

El tiempo ¿e puede calcular también di 

rectamente a partir de la ecuación del 

movimiento. A¿1, 

0.20 

t = IA) 

x - 0.20 co¿ 5.7t 

de donde, 
T =0.10 

0.10 = 0 .20 co¿ 5 . 7 1 , o ¿ea, 

5 . 7 t = co¿ -1 
«i . 

_ V 

FIGURA 4-13 t= r f t j = 0.183 ¿eg. 

7.- Combinaciones de movimiento¿ armónico¿. 



El movimiento que resulta al combinar dos movimientos armónicos simples — 

po^pendiculares es una suma de dos oscilaciones independientes. Si se considera 

<¿l caso en el cuál las frecuencias de las vibraciones son iguales, tales como, 

x = Axcos [u)t + / ) 

y = Aycos [u)t +¿c). Ecuación 4-26 

Los movimientos sobre cada eje tienen diferentes amplitudes y constantes -

de fase. 

Cuando las constantes de fase son iguales, esto es que J =oC, el movimien-

to resultante es una línea recta. esto se comprueba analíticamente, haciendo — 

uso de las ecuaciones 4 -26 . 

x = Axcos (wit +cT) y = Aycos [wt +</), 

despejando el valor del coseno en la ecuación de x, y sustituyéndolo en la ecua 

ción de y, se obtiene: 

* = & x ' 

que es la ecuación para una línea recta, de pendiente . 

En la figura 4-14 a y b se muestran los movimientos resultantes para los -

casos en que, ^ - 1 y ^ = 2. En estos casos, las amplitudes de x y de y alean 

zan un máximo al mismo tiempo, asi como también alcanzan un mínimo al mismo — 

tiempo y sus constantes de fase son iguales, es decir, están en fase. 

Cuando las constantes de fase no son iguales, el movimiento que resulta no 

zs una línea recta, por ejemplo, si difieren en fi/2, la máxima elongación de x 

ocurrirá cuando la elongación de y sea cero y viceversa. Si Zas amplitudes son-

duales, el movimiento que resulta es circular y si las amplitudes son diferen-

tes, el movimiento que resulta es elíptico. En la flgura^4-14c y d, se muestran 

los casos en los cuales & = 1 y & = 2, para / = + En la figura 4-14 e y AX A A I- . b> ¿e muestran los casos en los cuales = 1 y =2, para J - f - . 

Todas las combinaciones que se puedan hacer de dos movimientos armónicos -
simples perpendiculares de igual frecuencia, corresponden a trayectorias elipti 

siendo la linea recta y el ^ yt 

circulo casos especiales de una 
zUp¿e. A y ' / 
La dirección del movimiento re- ' " i f 
¿vitante puede ser en el sentí- / 
^ de las manecillas del reloj- / J =•«< t í - 1 
0 en sentido contrario, todo de AX. 
Wtáz de la componente que lle-
ve & fase adelantada. la) Ib) 

/ f c l í 
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En el osciloscopio se puede fo>_i 

rttvl oslas (¿guras. En este apa 

MÍO, ios electrones son desvia 

dos mediante dos campos eléctri 

eos perpendiculares entre si. -

los intensidades de campo tle--

nen alternaciones. senoidales de 

¿goal frecuencia, pero se puede 

variar sos fases y amplitudes.-

Pe esta manera los electrones -

trazan sobre una pantalla flúor 

ucente las diversas figuras in 

dicadas.Otra manera de formar -

¿¿tas figuras es a partir de un 

phdulo que oscile con una am--

plitud pequeña pero que no este 

confinado a un plano vertical. -

Estas combinaciones de dos moví 

mientos armónicos simples perpendiculares con igual frecuencia son muy importan 

tes en el estudio de la luz polarizada y de los circuitos de corriente alterna. 

Las combinaciones de movimientos armónicos simples con! igual frecuencia en 

¿a misma dirección, pero con diferentes amplitudes y fases, son importantes en-

eí estudio de la difracción e interferencia de la luz, sonidó y radiaciones 

electromagnéticas. 

8.- 0 scilaciones de un cuerpo doble. 

El oscilador armónico simple de la figura 4-4, consiste en una masa m que-

esta unida a una pared firme mediante un resorte de constante de fuerza fe. La -

pared se encuentra rígidamente ligada a la. Tierra, por lo tanto, es un sistema-

de cuerpo doble, unido por medio de un resorte, teniendo uno de los cuerpos una 

"usa que se puede considerar infinita. La pared se encuentra firme en un marco -

de referencia inercial, por lo tanto, el cambio de longitud que sufra el resor-

te será igual al desplazamiento de la masa m. Para este caso, la energía poten--

tial U(x) del sistema oscilante de la figura 4-4, se define como una función de 

& elongación x de la masa m (véase figura 4-3). Esto es equivalente a conside-

*** que un extremo del resorte está unido a una masa infinita, por lo tanto, el 
a^rgamiento del resorte se determina por el movimiento de la masa m. 

Para el sistema oscilante de un cuerpo doble, en el cuál no se puede consi 

[O 

o ¡Ax, 

id) 

FIGURA 4-14 
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derar que la masa de uno de los cuerpos sea Infinita, se llenen que analizar — 
. ¿os movimientos de ambos cuerpos en un marco de referencia Inerclal adecuado. -

Por ejemplo, las moléculas diatómicas de CO, HO, etc; que pueden oscilar -
a lo largo de su eje de simetría. El acoplamiento de los átomos para formar es-
tas moléculas es electromagnético, pero, para nuestros fines, se pueden imagi-
nar unidos por un resorte muy pequeño, sin masa. 

En la figura 4-15a, se muestran dos cuerpos y m^ que están unidos por -
medio de un resorte [sin masa) de constante de fuerza k; el sistema es Ubre de 
oscilar en una superficie horizontal sin rozamiento. Las coordenadas Xj[t) y — 
x^t) indican los extremos del resorte. 

La longitud del resorte cuando no es-
.JC.»—J{ deformado es f ; si en un instante cual-

quiera el resorte se deforma y su nueva — 
longitud es x? - x^. Por consiguiente, el-
cambio de longitud del resorte, x[t), en -
este instante es, 

Mil 
> T 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 T 7 7 7 ^ 7 7 7 7 

• ^ w a a J I 

3 / 
/ 

- 1 

- w v w w j 1 
' 7 7 7 7 7 7 7 7 

X = [Xj - ,) -J Ecuación 4-27 

O " / / / / / / / } / / / / / 

FIGURA 4-15 

Cuando el resorte se estira x es po-

sitiva cuando tiene su longitud normal x=o 

y x es negativa cuando el resorte se com--
prime. 

En la figura 4-15a se supone que el resorte esta estirado, y se muestra la 

iuerza F que ejerce el resorte sobre m^ y la fuerza -V que obra sobre mj. Estas 

dos fuerzas son iguales y opuestas y tienen la misma magnitud F =kx. 

Aplicando la segunda ley de Newton, F -ma, a las masas m. y m0, se tiene: 
2 2 

mj —jL = - kx y m2 = • fex 
dt dt 

Htplicando la primera ecuación por m^, la segunda por y restando, se ob-
tiene: 

mjm2 4 1 -¿ dt¿ 

dx2 m^kx - mjkx, 

<iue también se puede escribir cusí: 

m^m^ 

mj + m2 ~2 l*1 -dt¿ 1 
xJ = - kx. 

m.m, Si la llama masa reducida del sistema a la cantidad "'1"'2 

Sesenta por/{; esto es; 
mj + m^ 

Ecuación 4-28 

y si se re--



/ { - mî m2 
m1 + m£ 

Ecuación 4-29 

en: 

Como ( es constante, d2 . . d2 y la ecuación 4-28 sc transforma 

2 
^ - ï - * J - X = o Ecaaoá5n 4-30 

< ¿ r 

E4-ta ecuación es igual a la ecuación 4 -5 que 4e obtuvo para la oscilación-

del cuerpo solo de la figura 4-4. Las diferencias son que a) x en la ecuación -

4-30 e& e£ desplazamiento relativo de los dos bloques con respecto a sus posi-

ciones de equilibrio y no la elongación de un bloque solo con respecto a su po-

Uclön de equilibrio, y b) M es la masa reducida del par de bloques y no la ma-

ta de un solo bloque. 

Ve la ecuación 4-29 se puede escribir, 

i = — + — , 
/ i m, m2 ' 

lo cuál nos dice que para masas finitas,/c es siempre menor que m? o m^ de ahl-

viene el nombre de masa reducida. 

La ecuación 4-30 conduce, por el mismo proceso de derivación que se siguió 

en la ecuación 4-5, a las siguientes fórmulas: 

f = ^ o bien, T = J , Ecuación 4-31 

que determinan la frecuencia y el periodo de oscilación del sistema de la figu-

ra 4-15a. Este sistema tiene la misma frecuencia y periodo que un solo bloque -

de masa/U, unido por medio de un resorte similar a una pared rígida, como se — 

mutra en la figura 4-15b. Por lo tanto, la oscilación del cuerpo doble de la-

Ugura 4-15a es equivalente a la oscilación del cuerpo solo de la figura 4-15b. 

El concepto de masa reducida tiene bastante aplicación en la física cuántica y-

^ la fisica del estado sólido. 

Resolviendo la ecuación 4-30, como en el articulo 3, se obtienen las si— 

Pentes relaciones: 

x = A cos [u}t +J ) 

2 f = = - m; A sen [vxt + / ) 

¿ 2 = ^ = - W2A co4 (wt ) 

Estas ecuaciones son iguales a las ecuaciones 4-12 solo que para este caso 

*» IT y a son valores relativos de la elongación, la velocidad y la aceleración, 
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iz los dos bloques. Asi, 
x = ( X1 " * 2 ) -l > 

r -

a = 

ì - l i - T T . Z, Ecuación 4-32 
dV- n 
X t ' al - 2, 

en los cuales loó subíndices se refieren a loó dos bloques. 

La energía potencial del oscilador amónico ¿imple de cuerpo doble está da 
1 2 ~~ da por U(x) = j kx y es una característica del sistema en conjunto, puesto que 

x depende de las posiciones de ambos bloques. 

9 . - Movimiento armónico amortiguado. 

En las secciones precedentes se estudió la oscilación de varios sis temas, -

considerando que las fuerzas de rozamiento se encontraban ausentes, en la prác-

tica esto no es cierto, porque si asi fuera, un péndulo suspendido de un resor-

te oscilarla indefinidamente. Se sabe que si el sistema oscilatorio se deja li-

bre, oscilará con amplitud descreciente y finalmente se detendrá, debido al ro-

zamiento. Se dice que el movimiento está amortiguado por el rozamiento y recibe 

el nombre de movimiento armónico amortiguado. En la mayoría de los casos prácti 

eos, la fuerza de rozamiento se debe a la resistencia del aire y al rozamiento-

interno del resorte. La fuerza de rozamiento por lo general depende de la velo-

cidad. Por lo tanto, la fuerza de rozamiento no es constante, sino proporcional 

a la velocidad del cuerpo y de sentido opuesto a ésta. 

En la figura 4-16 se muestra un ejemplo de un oscilador armónico amortigua 

do, en el cuál un disco se encuentra f i j o a la masa y ahogado en un fluido que-

ejerce una fuerza amortiguadora - fa ~ La fuerza elástica restauradora es -kx. 

A partir de la segunda ley de New-

ton, F - ma, se determina la ecuación -

del movimiento del oscilador armónico -

simple amortiguado, siendo F la suma de 

la fuerza restauradora -kx y la fuerza-

amortiguadora -b Esto es, 

FIGURA 4-16 

o sea, 

o bien, 

F = ma, 

dx 
di 

dZx 

dLx + m —ir + 
dt¿ 

6 è * ** * 0 Ecuación 4-33 
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La ¿oÚLcXón d<¿ <¿&ta ecuación diferencial se dará, sin demostrar [ya que el-

¿¿Xudiante hasta este nivel no tiene experiencia con ecuaciones diferenciales)-

tí os válida cuando b es pequeña. 

x = eos [w't ] Ecuación 4-34 

¿iendo O/' * 2 frj.' = ^ | Ecuación 4-35 

En la figura 4-17 se representa gráficamente la ecuación 4-34, en ella se-
to trazado la elongación x en función del tiempo t para el movimiento oscilato-
üo de poca amortiguación. 

Cuando existe rozamiento, la frecuencia es más pequeña y el periodo es ma-
ento el 

* m 
miento no amortiguado. Cuando hay rozamiento, es menor que vo. 

^ En el movimiento armónico amortiguado,-

i »vi ^ jfa amplitud del movimiento va disminu— 

J LKT ^ 0 3 ' ^ yendo continuamente hasta llegar a un -

- ~ _ _ _ , valor cero. t A* 
Al intervalo de tiempo f , en el cuál la 

amplitud se reduce a la fracción ~ del-
1 ^ valor inicial, se le llama vida media -

de la oscilación. Como el factor de am-
F1GURA 4-17 plitud A e , por consiguiente,'? = ^ 

Si no existiera rozamiento b serla igual a cero y la amplitud tendría un-
valor constante A al transcurrir el tiempo y la vida de la oscilación serla in 
finita. 

Cuando la fuerza de rozamiento es muy grande, b también es muy grande y •-

fa Ecuación 4-34 ya no es solución válida de la ecuación del movimiento. Por -

io tanto, el movimiento ya no es periódico y el cuerpo simplemente vuelve a su 

Posición de equilibrio después de soltarlo de su posición inicial A. 
En el movimiento armónico amortiguado la energía del oscilador se disipa-

9*adualmente debido al rozamiento y se reduce a cero al cabo de un tiempo. 

t/or. Debido al rozamiento el movimiento se hace mas despacio. Cuando no existe-

fiozamiento, b - o y w' = y ^ que viene siendo u), la frecuencia angular del moví 
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PROBLEMAS 

1.- La posición de una masa de 200 g al extremo de un resorte está dada — 
pOA 

x = 30 sen[ 0.63t * t í ¡2) cm 
Encontrar: a) la amplitud, b) el periodo, e) la frecuencia, d) el ángulo de fa-
se de-la vibración, asi como, e) la constante del resorte. 

R; 30cm; 10 seg; 0.10 clclos/seg; %2; 0.079 nl/mt. 

21- Para la vibración descrita en el problema 1, encontrar las expresiones 
de velocidad y de aceleración de la masa. Utilizando las expresiones de acelera 
ción, encontrar la constante del resorte. 

R: 18.9 eos \0.63t + >77/2); -11.9 sen [0.63t * / í f / 2 ) 

3.- La ecuación de movimiento de un objeto es 
y = 2.0 cosiO.St + <77/4) mt. 

Encontrar: a) su aceleración máxima, b) su velocidad máxima. ¿Vónde se encuen— 
ira el objeto en el momento de estos máximos? c)¿Cuál es la velocidad del obje-
to cuando se encuentra a 1.20m de su posición de equilibrio? 

2 
R: 0.50 mtfseg ; I.Omt/seg [la aceleración es máxima en los extremos de la tra-
yectoria; la velocidad es máxima cuando el objeto pasa por la posición de equi-
librio, es decir, cuando el desplazamiento es mínimo); 0.8 mt/seg. 

4.- Un cuerpo oscila con movimiento armónico simple de acuerdo con la ecua 
clón 

x = 6.0 eos [ 3 t f t + )mt. 
Calcular A) la elogaclón, b) la velocidad y c) la aceleración para el tiempo --
t - 2 seg. Encontrar también d) la fase, e) la frecuencia f , y f ) el periodo de 
movimiento. 

R: a) 3 mt; 
b) -49mt/seg;2 
e) -267mt/seg ; 
d) TT/3 rad; 
e) 1.5 clclos/seg; 
f ) 2 / 3 seg. 

5.- Un bloque de 4.0kg estira un resorte 16cm a partir de su posición no -
deformada. Se quita el bloque y se suspende un cuerpo de 0.50kg del mismo resor 
te. Si entonces se suelta el resorte, ¿Cuál es su periodo de movimiento? 

R: 0.28seg. 
6.- Una masa de 2.9kg se suspende de un resorte. Un cuerpo de 3OOg, suspen 

dido abajo de la masa, estira el resorte 3.0cm más de lo que estaba. Si se qui-
ta el cuerpo de 3OOg y se pone a oscilar la masa, encontrar el periodo del moví 
miento. 

R: 0.728seg. 

7.- Una bola de 2.0Kg sostenida en el extremo Ubre de una barra metálica-
flexible ligera sujeta en un extremo, sufre movimiento armónico simple de fre— 
cencía 3.0cps. ¿Qué magnitud de fuerza se requiere para desplazar la bola 1.0-
^ a partir de su posición de reposo? ¿Cuál serla la velocidad máxima de la bo-
h'ti se librara a partir de esta posición? ¿Cuál serla su velocidad si se en— 
éntrase a 0.50cm a partir de su posición de equilibrio? [ignore los efectos de 

9ravedad J. 

0.079 Yit/mt, 



PROBLEMAS 
1.- La posición de una masa de 200 g ai extremo de un resorte, está dada — 

pon ^ 
x = 30 sen{ 0.63t + /2) cm 

Encontrar: a) la amplitud, 6) el periodo, c) la frecuencia, d) el ángulo de fa-
bi de la vibración, asi como, e) la constante del resorte. / 

R: 30cm; 10 seg; OJO cielos/seg; 1Y/Z; 0.079 nt/mt. 
2.- Para la vibración descrita en el problema 1, encontrar las expresiones 

de velocidad y de aceleración de la masa. Utilizando las expresiones de acelera 
Uón, encontrar la constante del resorte. 

R: 18.9 eos (0.63t + /77/2); -11.9 sen (0.63t + /?í/2); 0.079 nt/mt. 

3.- La ecuación de movimiento de un objeto es 
y = 2.0 cos[0.5t + <n/4) mt. 

Encontrar: a) su aceleración máxima, b) su velocidad máxima. ¿Dónde se encuen— 
Via el objeto en el momento de estos máximos? c)¿Cuál es la velocidad del obje-
to cuando se encuentra a 1.20m de su posición de equilibrio? 

2 
R: 0.50 mt/seg ; 1.0mt/seg [la aceleración es máxima en los extremos de la tra-
yectoria; la velocidad es máxima cuando el objeto pasa por la posición de equi-
librio, es decir, cuando el desplazamiento es mínimo); 0.8 mt/seg. 

4.- Un cuerpo oscila con movimiento armónico simple de acuerdo con la ecua 
ción 

x - 6.0 eos (3 tft + tf/3)mt. 
Calcular A) la elogación, b) la velocidad y c) la aceleración para el tiempo — 
t * 2 seg. Encontrar también d) la fase, e) la frecuencia f , y f ) el periodo de 
movimiento. . . 

R: a) 3 mt; 
b) -49mt/seg;2 
c) -267mt/seg ; 
d) TT/3 rad; 
e) 1.5 ciclos/seg; 

2/3 seg. 
(§))- Un bloque Je 4.0kg estira un resorte 16cm a partir de su posición no -

deformada. Se quila el bloque y se suspende un cuerpo de 0.50kg del mismo resor 
le. Si entonces se suelta el resorte, ¿Cuál es su periodo de movimiento? 

R: 0.28seg. 
6.- Una masa de 2.9kg se suspende de un resorte. Un cuerpo de 300g, suspen 

dido abajo de la masa, estira el resorte 3.0cm más de lo que estaba. Si se qui-
to el cuerpo de 300g y se pone a oscilar la masa, encontrar el periodo del moví 
miento. 

R: 0.728seg. 

^ (h - Una bola de 2 .OKg sostenida en el extremo libre de una barra metálica-
ilexible ligera sujeta en un extremo, sufre movimiento armónico simple de f r e -
cuencia 3.0cps. ¿Qué magnitud de fuerza se requiere para desplazar la bola 1.0-
0,1 a partir de su posición de reposo? ¿Cuál serla la velocidad máxima de la bo-
h'Si se librara a partir de esta posición? ¿Cuál serla su velocidad si se en— 
éntrase a Q.50cm a partir de su posición de equilibrio? [ignore los efectos de 
** 9*avedad). 



(¡)~ Entre dos pastos largos so. tiendo, una cuerda. Cuando so cuelga un ob-
jeto do UOkg del punto central de la cuerda, ésta se comba lO.Ocm; y 2O.Ocm ba 
jo una carga de 2.Okg. SI únicamente está colgado la carga de 1 .Okg y se tira -
dd objeto hacia abajo,5.0cm más y a continuación se suelta, encuentre la f r e -
cuencia de la vibración y la velocidad del objeto y medida que pasa por la posi 
ú6n de equilibrio. 

R: 1.59hz; 50 cm/seg. 
9.- Determinar resorte se estirará 20cm bajo la acción de una fuerza de -

í.Ont. Supóngase que ahora el resorte cuelga verticalmente con una masa de 3OOg 
en su extremo, ¿de qué magnitud será la fuerza requerida para estirarlo 20cm — 
mis? 

R: 5 nt. 
10¿- Un bloque se encuentra en una superficie horizontal que se está mo--

viendo horlzontalmente con un movimiento armónico simple de frecuencia dos oscl 
lociones por segundo. El coeficiente de rozamiento estático entre el bloque y -
d plano es de 0.50. ¿Hasta de qué'valor puedo ser la amplitud para que el blo-
que no deslice sobre la superficie? 

R: 3.1cm. 
11.- Un bloque se encuentra sobre un émbolo que se está moviendo vertical-

mente con un movimiento armónico simple de periodo I.Oseg. a) ¿Para qué ampli-
tud del movimiento se separarán el bloque y el émbolo? b) Si el émbolo tiene — 
una amplitud de 5.0em, ¿cuál será la frecuencia máxima para la cuál el bloque -
y el émbolo estarán en contacto continuamente? 

R: 
a) 0.25mt 

b) 2.24 ciclos/sttig. 
12.- Las frecuencias de vibración de los átomos en los sólidos, a tempera-

turas normales , son del orden de 10'3 ciclos/seg. imagínese que los átomos es-
tuvieran conectados entre si mediante resortes. Supóngale que un solo átomo de-
plata vibra con esta frecuencia y que todos los otros átomos se encuentran en -
reposo. Calcular entonces la constante de fuerza de un solo resorte. Una mol de 
ilota tiene una masa de 108g y contiene 6.02 x 10átomos. 

R: fe = 710 nt/mt. 

El extremo de una de las ramas de un diapasón que ejecuta movimiento-
Amónico simple de frecuencia 1000 ciclos /seg tiene una amplitud de 0.40rrm. No-
tomando en cuenta el amortiguamiento, encontrar a) la máxima aceleración y la -
"úxima velocidad de la punta de la rama, y b) la velocidad y la aceleración do-
ta punta de la rama cuando tiene una elongación de 0.20 rrm. 

R: 4 o 
a) 1.6 x 10 mt/seg ; 2.5 mt/seg. 

b) 2.2 mt/seg; 7.9 x 1C3 mtlswg1 

14.- Un resorte de constante de fuerza 19.6nt/mt se encuentra suspendido -
verticalmente. Ve su extremo libre se suspende un cuerpo de 0.20kg de masa y se 
^elta. Supóngase que el resorte estaba sin estirar antes de que el cuerpo se -
Altara, y encuéntrese qué cantidad bajará el cuerpo a partir de la posición i -
túUal. Hallar también la frecuencia y amplitud del movimiento armónico simple-
multante. 

R:0.1 mt; 1.57 ciclos/seg; 0.1 mt. 
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15.- Un automóvil ¿<¿ pue.de. considerar como montado sobre un resorte por lo 
que toca a oscilaciones verticales. Los muelles de cierto vehículo se ajustan -
de manera que las vibraciones tengan una frecuencia de 3.0 ciclos/seg. ¿Cuál es 
!A constante se fuerza del muelle si el automóvil pesa 14,200nt? ¿Cuál será la-
frecuencia de vibración si en el auto van cinco pasajeros, que en promedio pe-
tan cada uno 712nt? 

R: 
515,000 nt/mt; 2.7 clclos/seg. 

16.- La escala de una balanza de resorte que lee de 0 a 142nt es de 0.102-
mt de longitud. Se encuentra que un paquete suspendido de la balanza oscila ver 
acálmente con una frecuencia de 2.0 oscilaciones por segundo. ¿Cuánto pesa el~ 
paquete? 

R: S4.6nt. 
17.- Un péndulo simple de 1.0mt de longitud hace 100 oscilaciones comple— 

en 204seg en cierto lugar. ¿Cuál es el valor de la aceleración de la grave-
dad en ese punto? . 

R: 9.5mt/seg . 
18.- ¿Cuál es la longitud de un péndulo 6imple cuyo periodo es exactamente 

de 1 seg. en un lugar en donde g- 9.81 mt/seg2? 

R: 0.248 mt. 
19.- Se tiene un péndulo formado por una regla de un metro articulada en -

¿a extremo de manera que puede girar libremente alrededor de un eje horizontal. 
¿Cuál es el periodo del péndulo asi formado? Si el eje de rotación pasa por la-
mrca de 75cm, ¿Cuál será su periodo? ¿Cuál será si el eje está, en la marca — 
60cm? 

v. 
'1.64seg; 1.82seg; 2.1seg. 

20.- Un aro circular de 0.61mt de radio y 35.6nt de peso está suspendido -
de un clavo horizontal, a) ¿Cuál es su frecuencia de oscilación para pequeños -
desplazamientos a partir del equilibrio? b) ¿Cuál es la longitud del péndulo — 
¿imple equivalente? 

a) 0.45 clclos/seg 

b) 1.22 mt. 



CAPITULO V 

ESTATICA VE LOS ELUIVOS 

1.- Fluidos. Presión y densidad. 

En este capitulo se tratará del estudio de los fluidos en reposo. Defini-

do un fluido como una sustancia que puede fluir. Por lo tanto, está denomina— 

dSn de fluido incluye tanto a los líquidos como a los gases, pero mientras que 

un liquido tiene un volumen definido, al adoptar la forma de la vasija que lo -

contiene, un gas llena completamente el volumen del recipiente que lo contenga. 

Algunos fluidos, tales como el vidrio o la brea se comportan como sólidos-

ya que fluyen lentamente, otros como el plasma que es un gas muy ionizado, no -

SÍ sabe fácilmente si es liquido o gas; a menudo se le llama "cuarto estado de-

la materia" para poderlo distinguir. 

Los líquidos y los gases se pueden diferenciar por sus coeficientes de com 

pnesibilidad; ya que mientras un liquido es prácticamente incompresible, un gas 

puede ser fácilmente comprimido. 

Para el estudio que se haga, se despreciará la pequeña variación de volu-

men que experimenta un liquido por la acción de una presión. 

Los fluidos difieren también unos de otros por su viscosidad, que es la -

iacilidad con que pueden fluir. La viscosidad de un gas es pequeña en compara--

clón con la de los líquidos, tales como el agua, el petróleo y la glicerina ya-

que poseen viscosidades mayores. La densidad de un material homogéneo se define 

como su masa por unidad de volumen, y se expresa en gramos por centímetro cubi-

co, kilogramos por metro cubico, o slugs por pie cúbico. 

La expresión que define la densidad es: 
r» - ^ y - v 

La densidad relativa de una sustancia es la relación de la densidad de es-

ta sustancia, con la del agua y es, por tanto, un número abstracto. 
Presión y densidad: 
La presión atmosférica disminuye al aumentar la altura, asi como también -

al aumentar la distancia al fondo de un lago o un océano. Generalizando el con-

cepto de presión para un fluido que se encuentra en reposo, una fuerza en la su 

perficie siempre debe estar dirigida perpendlcularmente a la superficie, asi co 

w las fuerzas ejercidas por el fluido contra la pared y las ejercidas por la -

Pared sobre el fluido son normales a la pared. 

Esto resulta evidente cuando se comprueba que un f laido no puede s o portar-

Pertinentemente esfuerzos cortantes, ya que cualquier fuerza tangencial ejerci-

to sobre el fluido provocarla que las capas del fluido resbaláran unas sobre — 

^s otras y por lo tanto se presentarla el deslizamiento del fluido. Por otra -



parte, es preclsamonte la incapacidad de los fluidos de resistir tales fuerzas-

tangenciales íes fuer zoos cortantes) lo que les dd su propiedad característica -

de cambiar su forma, o sea, de fluir. 

La presión en un fluido se define como la magnitud de la fuerza normal que 

obra sobre el fluido por unidad de área y se transmite a todos los límites sóli 

dos en todos sus puntos. 

La presión es una cantidad escalar y sus unidades comunes son: 

Lbs NT Vina. 
7* O * 7 * 9 * 

Jn MT orí MT 

atmósferas [1 atm.- 14.7 j ^ ) y milímetros de mercurio [760 m m - HG - 1 atm). 

Al considerar una superficie cerrada que contiene un fluido, el valor de -

la presión en un punto se define como la razón de la fuerza dF ejercida sobre -

ana pequeña superficie dA que comprenda este punto, por lo tanto: 

P = ^ Ecuación 5-1 

La densidad p de un fluido homogéneo puede depender de varios factores, ta 

les como la temperatura y presión a que esté sometido. Para los líquidos, la — 

densidad varia muy poco dentro de grandes limites de presión y temperatura, por 

lo tanto se le puede tratar como constante para nuestros fines. En cambio la — 

densidad de un gas es sensible a los cambios de temperatura y presión. 

En seguida se muestran las variaciones de densidad para el agua y el aire-

cuando están sometidos a las condiciones de presión y temperatura indicadas •• 

AIRE VENSTVAV ( j ^ j ) . 

a O'C y 1 atm. 1.3 

a 100°C y 1 atm. 5 .95 

a 0°C y 50 atm. 6.5 

AGUA 

a 0°C y 1 atm. — 1 x 103 

, ^ 0.958 x 103 

a 100 C y 1 atm. — 

a 0°C y 50 atm. 1.002 x 103 

2.- Variaciones de presión en un fluido en reposo. 

Un fluido se encuentra en equilibrio, cuando todas las partes del mismo es_ 

tdn en equilibrio. A continuación se deducirá la relación existente entre la — 

Presión y la altura de un fluido. Considérese un pequeño cubo del volumen de — 

Huido, sumergido dentro de la masa del fluido que se encuentra en equilibrio -

fe/o la acción de las fuerzas dirigidas hacia su interior, ejercidas sobre sus-
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FIGURA 5 .1 

LOÓ fuerzas horizontales ejercidas sobre las caras opuestas, son iguales— 

ij opuestas, pero la fuerza hacia arriba que actúa sobre la cara inferior del eu 

bo debe ser mayor a la fuerza ejercida sobre su cara superior, para equilibrar-

d peso del fluido contenido en el cubo. 

Representese por p y p + dp las presiones sobre las caras superiores e in-

terior, y sea dx, dy y dz las dimensiones del cubo. La densidad del fluido se -

representara por p. Puesto que el cubo está en equilibrio. 

X s o, por lo tanto: 

(p s dp)dxdz - pdxdz - pgdxdydz = 0 

pdxdz + dpdxdz - pdxdz - pgdxdydz - 0 

dpdxdz - pgdxdydz 

dp - pgdy Ecuación 5-2 

Que es la ecuación general que relaciona la variación de presión con la al 

tura. [La coordenada "y" se considera positiva cuando se mide hacia abajo). Ob-

sérvese que el producto pg es^el peso por unidad de volumen del fluidoJ o sea,-

peso especifico. Conforme aumenta la altura en el recipiente, disminuye la -

msi£yi. Por consiguiente, la ecuación 5-2 se convierte en: 
= ~JPQ Ecuación 5-la. 

Si se analiza un punto sumergido en un liquido que se encuentra en un red 

Píente abierto a la atmósfera como el de la figura 5-2. 

V- *>• 
FIGURA 5-2 
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i r -



Vonde pj y p2 son las presiones a ¿as altaras yj e y2 contadas por encima-

i¿ un cierto piano horizontal,al integrar la ecuación 5-Za y sabiendo que para-

tos líquidos j> es constante por ser casi incompresibles; y como las diferencias 

de nivel raras veces son tan grandes para que deba tomarse en consideración al-

gún cambio en g, está también es constante, y por lo tanto la ecuación quedará: 

y Jpdty Ecuación 5-3 í : ; d p ° - í 

P2-Pj = - pg iyZ ~ y1) Ecuación 5-3a 

Al aplicar está ecuación a el liquido contenido en el recipiente de la f i -

gura 5 -2 . Tomando el punto 1 a un nivel cualquiera y representado por p la pre-

¿íón en este punto; el punto 2 se encuentra en la superficie donde la presión -

ib la atmosférica, p0. Entonces, 

Po- P = - J)g [yz ' 
Como [y^ - y-¡) os la profundidad h bajo la superficie. la ecuación quedará 

Po ~ P = - jpgh 
p * p0 + pgh Ecuación 5-4 

Obsérvese que la presión es la misma en todos los puntos situados a la mls_ 

m profundidad, y que la forma del recipiente no afecta a la presión. 

Vara los gases p es muy pequeña y de ordinario la diferencia de presión en 

Vie dos puntos es insignificante. Asi se puede admitir, que un depósito que con 

tenga un gas, la presión es la misma en todos los puntos. S i n embargo cuando — 

~ y-j) es muy grande esto no sucede asi, ya que la presión del aire varia — 

continuamente cuando nos elevamos a grandes alturas en la atmósfera. En tales -

casos la densidad p varia con la altitud y para poder integrar la ecuación 5-3-

debe conocerse a p en función de "y". 

Ejemplo 5-1. 

Un tanque abierto contiene 2 metros de agua cubiertos con 1 metro de acei-

ü de densidad relativa 0.83. Calcular la presión en la superficie de separa-

ción agua-aceite y en el fondo del tanque. 

En la superficie de separación, h - 1 mt y Prelativa aceite -

w M ^ M 

faceite - 0.83 x 1000 - 830 
mt , 

p = ph = 830 x 1 = 830 
mt 

En el fondo del tanque la presión es la de la superficie de separación mas 

ft para el agua, o sea: 
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¡D = S30 + 2 X T000 * 2S30 i 
La £caaa£<5n 5 -3a relaciona las presiones entre dos puntos cualesqulera en-

an fluido, no importando la forma del depòsito que lo contenga. Cualqulera que-

m la forma del depòsito dos puntos en el fluido se pueden unir mediante una -

tmyectorld formada por escalones horlzontales y verticale4. 

Considerese los puntos A y 8 en el liquido homògineo contenido en el tubo-

¿n U de la figura 5 - 3 . 

FIGURA 5-3 FIGURA 5-4 

Siguiendo la trayectoria desde A hasta B, se encuentra que hay una diferen 

ala de presión pgy1 para cada segmento vertical y , en tanto que para los seg— 

mtos horizontales no hay cambio de presión. Por lo tanto, la diferencia d e -

presión pg - p^ es pg veces la suma algebraica de los segmentos verticales de A 

hasta B, o sea pg [y¿ - y 

Si el tubo U contiene líquidos diferentes, supóngase un liquido denso en -

d tubo de la derecha y uno menos denso en el tubo de la izquierda, como se — 

mestra en la figura 5-4, la presión puede ser diferente al mismo nivel en d i f e 

lentes lados. En el tubo de la izquierda la superficie del liquido está, mas al-

to que en el de la derecha, por lo tanto la presión en A será mayor que en B. -

to presión en C es la misma en ambos lados, pero la presión se reduce menos de-

C a A, que de C a B, ya que una columna de liquido de sección transversal de á-

isa unidad, que una al punto A con C pesará menos, que una columna que una al -

Punto B con C. 

Ejemplo 5 - 2 . 

En la figura 5 - 5 . se muestra un tubo en U, inicialmente lleno de agua. 

Otro liquido, que no se mezcla con el agua, se vierte por uno de los lados 

hasta quedar a una altura d sobre el nivel del agua en el otro lado, el cual, -

"ientras tanto, se ha elevado una altural 0 
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Encontrar la densidad del liquido con relación a la del agua. [Densidad re 

lativa del liquido). 

Como los punios C están a Igual presión, la calda de presión desde C hasta 

tuda superficie será, la misma, debido a que cada superficie se encuentra a la -

pwslón atmosférica. 

La calda de presión en el lado del agua es, / ^ ^ S 2 ; el 2X proviene de -

que la columna de agua se elevó una altura l de un lado y bajo una altura l del 

otro lado, a partir de su posición inicial. La calda de presión en el otro lado 

u pg[d f 2 l ) , donde p es la densidad del liquido desconocido, por lo tanto: 

fagua^ l - { d + 2 1 ' 

3.- Principio de Pascal y principio de Arqulmedes. 

Ve la ecuación 5-4 se deduce que si la presión p* se aumenta de algún modo 

por ejemplo, a justando un pistón sobre la parte superior como se muestra en la-

(¿gura 5-6, y ejerciendo una presión hacia abajo, la presión p a determinado — 

profundidad aumenta exactamente en la misma cantidad. Este hecho fué enunciado -

por el científico francés Blas Pascal (1623-1662) en 1653, y se conoce con el -

nombre de Principio de Pascal, que se enuncia asi: "La presión aplicada a un — 

{¡àlido encerrado se transmite sin diminución a cada punto del fluido y de las -

paredes del recipiente". 

Este resultado es consecuencia necesaria de las leyes de la mecánica de — 

tos fluidos, y por lo tanto no se trata de un principio independiente. 

En realidad los líquidos son ligeramente compresibles, ya que al aplicar -

wt cambio de presión a una porción de un liquido, se propaga por este como una-
onda, a la velocidad del sonido en ese liquido. Una vez terminada la perturba— 

^ n y establecido el equilibrio, se encuentra que el principio de Pascal es vá 

Lido para los gases, con pequeñas complicaciones de interpretación debidas a — 
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^Aoncíeó cambios de volumen que pueden OCUAAÁA cuando se hace vasUasi ¿a pxe-

i¿6n de un gas encewiado. 

FIGURA 5-6 

B¿ principio de Pascal se aplica en el funcionamiento de la prensa hidráu-

lica, que se representa esquemáticamente en la figura 5 - 7 . 

FIGURA 5 -7 

Un pisto ó n dz sección transversal pequeña a, se utiliza para ejercer direc 

tómente una pequeña fuera sobre un liquido, tal como aceite. La presión p • ¿ 

e¿ transmitida a lo largo de un tubo, hacia el cilindro mas ancho que tiene tam 

bi£n un pisto ó n mas ancho, de área A. Como la presión es la misma en los dos ci 

lindros, 

p - í - í 

Como se verá la prensa hidráulica es un dispositivo para multiplicar la — 

faerza con una ventaja mecánica ideal igual a la razón de las áreas de los pis-

tones. 

Principio de Arqulmedes. 

Es un hecho experimental conocido que un cuerpo sumergido en un fluido es-

ftpujado hacia arriba por í l . La figura 5-8 muestra un cuerpo que tiene forma -
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de cilindro recta, de altura h y sección A, sumergido en un fluido de densidad-

p. Las fuerzas horizontales que ejerce el fluido sobre el cilindro dan una re-

sultante nula, y no se Indican. El liquido ejerce una fuerza hacia abajo sóbre-

la cara superior del cilindro, y se dá por: 

Fj = PjA = { p0 + pgx)A, 
donde x es la profundidad de la cara superior del cilindro. 

Para la cara inferior; 

F2 s p 2 A s L P ° + / ^ f * * *Ü A 
E£ empuje, o fuerza resultante hacia arriba es: 

F2- Fj - pghA 

I 
J L 

V\ 
J í 

l f z 

FIGURA 5.8 

Como hA es el volumen del cuerpo, y pg es el peso por unidad de volumen de 

(àlido, por lo tanto, pghA será, el peso de un volumen de fluido igual al vola— 

wn del cuerpo o, como suele decirse, el "peso del fluido desplazado". Por lo -

cual se puede decir que: "un cuerpo sumergido en un fluido es empujado hacia a-

triba con una fuerza igual al peso del fluido desplazado". 

Este es el principio de Arqulmedes. 

Cuando el cuerpo no está totalmente sumergido en el fluido, el empuje es -

igual al peso de un volumen de fluido igual al volumen de la porción sumergida-

del cuerpo. Si un cuerpo puede desplazar un peso de fluido igual al suyo antes -

de estar sumergido, flotará, y en caso contrario se undirá en el fluido. 

Ejemplo 5-3. 

Un depósito lleno de agua es colocado sobre una balanza de resorte, que se 

ñ°la un peso total W. 

Una piedra de peso W está suspendida de una cuerda y se introduce en el a-

9ua ¿i}i tocar las paredes ni el fondo del depósito [figura. 5-9 [a)~] . 

¿Cuál será ahora la indicación en la escala de la balanza? 

Primeramente se ha considerado la piedra aislada, y se han representado — 

^s fuerzas en la figura 5 -96 , donde B es el empuje, y T la tensión de la cu" -

Como I t y * 0. 
T + B = W 
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FIGURA 5-9 

Considerando ahora el deposito aisladamente, con el agua y la piedra den-

tro de él; las fuerza que actúan se representan en la figura 5-9c, donde S es-

ta fuerza ejercidc. por la balanza, de 'resorte sobre el sistema aislado. La cornil 

ción de equilibrio conduce a la ecuación: 

T + S = v) + W 

Restando la primera de la seguida ecuación, se obtiene: 

S = W + B-

Que representa, que la indicación de la balanza de resorte ha aumentado en 

una cantidad igual al empuje. 

4.- Medida de la presión. 

En 1643 Torrlcelli ideó un método pera medir la presión atmosférica, inven 

tando el barómet': de mercurio. El b arómetro de mercurio es un tubo largo de vi 

drio / llena de mercurio y se invierte des pues en una cuba que contiene — 

también mercurio. Coro se indica en la figura 5-10. El espacio situado en la — 

parte superior de la columna de mercurio solo contiene vapor de mercurio, cuya-

presión, a la tmpzratura arñbiente, es tan pequeña que puede despreciarse. Ve— 

"mostrándose fc.cilir.ente a partir de la ecuación 5-3a que la presión atmosférica-

Po = pgh 
La mayor parte de los aparatos empleados para medir presiones utilizan la-

presión atmosférica como nivel de referencia, y m-íden la diferencia entre la — 

presión real y la presión atmosférica, llamándose a este valor presión manomé— 

trica. 

En un fluido la presión real en un punto se liorna presión absoluta. La pre 

*ión manométrlca se dá sobre la presión atmosférica o debajo de ella. 



FIGURA 5-10 

Un manométro que lee presiones debajo de la atmosférica se le llama manomé 

tro de vacio. La presión almos fínica en un lugar disminuye con la altitud y va• 

ila de un día a otro debido a que la atmósfera no se encuentra en reposo. 

La columna de mercurio del barómetro tiene una altura de 76cm al nivel del 

ruar, pero varia con la presión atmosférica. 

La presión equivalente a la que ejercen los 76cm de mercurio, a 0oC y bajo 

condiciones normales de la aceleración de la gravedad, g^32.174 ^ - í = 980.665-
cm ¿2-9 

4 e llama una atmósfera. A la temperatura de 0°C, la densidad del mercurio 

ÍP13.5950 , por lo tanto una atmósfera equivale a: 
cm 

cm 1 atm. = ( 7 3 . 5 9 5 0 ^ ) (980.665 T 

- seg 
[76em] 

cm 

- 1.013 x 10' 

• 2116 1b 

- 14.7 

Nt 

mt 

A 
Ib 

¡ 7 
El tipo mas sencillo de manómetro es el tubo abierto representado en la f i 

Qura 5-11, que sirve para medir la presión manométrlca. 

Se trata de un tubo en forma de U que contiene un liquido; un extremo del-

tobo se conecta al sistema [tanque cuya presión p se desea medir., mientras que-

^ otro extremo esta en comunicación con la atmósfera. 
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VIGURA 5-11 
La presión debida a la columna de la Izquierda es: 

P + P9(/j 
mientras que la debida a la columna de la derecha es: 

Po + P9 l f / j * h) 
(p es la densidad del liquido del manómetro). Como las dos presiones están re fe 
Idas al mismo punto, son iguales; por lo tanto: 

P + P9y¡ s Po * pg itf1 * h) 

P ' Po = pgh 
La diferencia de alturas h entre las dos columnas liquidas es proporcional 

ala diferencia de presiones p - p0. 
A la diferencia de presiones p - p0f se le denomina presión manomítrica, -

mientras que a la presión p se le llama presión absoluta. 

Si el recipiente contiene un gas con una presión grande, en el tubo se usa 
m líquido denso como el mercurio; cuando se miden pequeñas presiones de gas se 
Puede emplear agua. 

Ejemplo 5-4. 

El manómetro abierto de mercarlo de la figura 5-11, se conecta a un tanque 
9&s. La diferencia de alturas entre las dos columnas que contienen mercurio -

u te 39cm, cuando un barómetro cercano marca 75em de mercurio. ¿Cuál es la pre-
sión absoluta del gas? en em-Hg, atm, . 

in 
La presión del gas es la que se encuentra en la parte superior de la colum 

te mercurio de la izquierda, y a la vez es igual a la presión que obra al — 
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ntimo nivel en la columna de la den.ze.ka. La pA.es ión en este punto es iguai a la 

pnesión atmosfèrica mas la pA.es ión que e/ere e la columna extra, bajo condicio— 

nes normales de la densidad del mercurio y de la gravedad. 

Por lo tanto, la presión absoluta del gas es: 

p = 75cm - Hg + 39em - Hg = 114em - Hg. 

114cm - Hg = atm. = 1.5 aòn. 

1.5 x 14.7 * 22.1 
in . 

¿CuM es la pA.esion manomètrica del gas? 
p - p0 = 22.1 - 14.7 = 7.4 

in 
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PROBLEMAS 
1.- El pistón de un elevador hidráulico de automóviles tiene 30cm de diáme 

tro. ¿Quí presión en kg/em? se requiere para levantar un eoehe que pesa 1200kgT 

R: 1.7 kg/cm2 

2.- A) encontrar la presión, en nt/mt2, a 152.5mt bajo la superficie del -
océano. La densidad relativa del agua del mar es de 1.03 ka/mt?. 6) Obte-
ner la presión en la atmósfera a 16.1 km sobre el nivel deCmar. 

i 

a) 1.65 x 106 nt/mt2 

b) 15.8 x 103 nt/mt2 

3.- Un tubo en U sencillo contiene mercurio. Cuando se echan 13.6em de a— 
gua en la rama derecha, ¿Hasta quí altura sube el mercurio en la rama izquierda 
a partir, de su nivel inicial? 

R: 0.5cm. 
4.- En 1654 Otto von Guerickz;t burgomaestre de Magdeburgo e inventor de la 

"¿quina neumática, presentó una demostración ante la Dieta Imperial, en la que, 
dos tiros de ocho caballos no pudieron separar dos hemisferios de latón en los -
cuales se habla hecho el vacio, a) Demostrar que la fuerza F que se requiere pa 
ra separar los hemisferios es F = # R Z P , siendo R el radio exterior de los hemis 
ferias y P la diferencia de presiones exterior e interior de la esfera [figura~ 
5- /2) . b) Tomando a R igual a 30.5cm y la presión interior igual a O.lcubn, ¿Quí 
tuerza hubiera tenido que ejercer el tiro de caballos para separar los hemis fe-

R : 6) 2 6 , 7 0 0 n t . 

FIGURA 5-72 
5.- Detrás de la cara vertical de una presa, el agua se encuentra a una --

Profundidad D en el lado de aguas arriba, como se ve en la figura 5-13. LLómese 
w Id anchura de la presa, a) Encontrar la fuerza resultante ejercida por el a— 
9ua sobre la presa y el momento de rotación ejercido por esa fuerza con res pee-
to^al punto 0. b) ¿Cuál es la linea de acción de la fuerza resultante equivalen 

R: a) 1/2pgD2U; 1/6pgd5W. 

b) D/3 hacia arriba, o 2/3 D hacia abajo. 

FIGURA 5-13 
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6.- Un estanque, de natación tiene de dimensiones 24.4m por 9.15m por 2.44m 
Cuando se encuentra lleno de agua, ¿Cuál es la fuerza total en el fondo? ¿En --
¿os extremos? ¿En los lados? 

R: 2 .76 x 107nt; 2 .67 x 105nt; 6.51 x I05w¿. 

7.- Un tubo en ü está lleno de un solo liquido homogéneo. Temporalmente se 
comprime el liquido en una de sus ramas mediante un émbolo. Se quita el émbolo-
y el nivel deljlquido en ambas ramas oscila, demostrar que el periodo de osci-
lación es 17 { 2L/g, siendo L la longitud total del liquido en el tubo. 

$.- En la prensa hidráulica se usa un émbolo de pequeña sección transver-
sal a para ejercer una pequeña fuejiza f en el liquido encerrado. Un tubo de co-
nexión conduce a un émbolo más grande de sección transversal A (figura 5-14). -
a) ¿Qué fuerza F podra sostener el émbolo mayor? b)Si el émbolo menor tiene un-
diámetro de 3.8cm y el émbolo grande un diámetro de 53 .3an , ¿Qué peso colocado-
en el émbolo pequeño podrá sostener un peso de 2.0 toneladas cortas en el émbo-
lo grande? 

R: 
a) (A/a; 

i/i b) 59nt. 

FIGURA 5-14 

9.- ¿Cuál es la mínima área de un bloque de hielo de 0.305m de espesor que 
flotando en el agua podrá sostener un autorr.óv.il que pese 11,100nt? ¿Tiene algu-
na importancia el sitio del bloque de hielo en donde se coloque el automóvil? 

R: 47.3 mí* 
10.- Un trozo de fundición de fierjtro pesa 167nt en el aire y 178nt en el a 

gua. ¿Cuál es el volumen de las cavidades en el trozo de fierro? 

R: 5 .66 x JO ' 3 mt3. 
11.- Un cascarón esférico hueco de fierro flota casi completamente sumergi-

do en el agua. Si el diámetro exterior es de 0.61m y la densidad relativa del -
hierro es de 7.8, encontrar el diánetxo interior. 

R: 0.58;nt. 
12.- Un bloque de madera flota en el agua con las dos terceras partes de su 

volumen sumergidas. En aceite tiene 0.90 de su volumen sumergido. Encontrar la-
densidad de la madera y del aceite. 

R: 0.67 gr/cm ; 0.74 gr/cm3. 
13.- Un bloque de madera pesa 35.6nt y tiene una densidad relativa de 0.60. 

^ va a cargar con plomo de manera que flote en agua con el 0.90 de su volumen-
Sumergido. ¿Qué peso de plomo se necesita a) si el plomo se pone sobre la made-
W b) ¿Si el plomo se coloca debajo de la madera? 

R: 
a) 17. 8nt 

b) 19.51nt. 



14.- a) Considerar un depósito de fluido sometido a una aceleración venti— 
cai ascendente a. Vemos tran que la variación de presión con relación a la pro-
fundidad está dada por 

p - pk [ g + a ), 
tiendo h la profundidad y p la densidad, b) Vemostrar también que si el fluido-
en conjunto experimenta una aceleración vertical descendente a, la presión a — 
una profundidad h está dada por 

p = ph [g - a). 
c) ¿Cómo ocurren las cosas en la calda libre? 

15.- ai Una masa fluida está girando on una velocidad angular constante u) 
alrededor del eje vertical central de un depósito cilindrico. Demostrar que la-
variación de presión en la dirección radial está dada por 

FIGURA 5 - / 5 y = « y \ W 

6) Tomar p = pe en el eje. de rotación (v = o) y demostrar que la presión p en un 
punto cualquiera y es: 1 9 9 

p - pe + jjM r . 
c) Demostrar que la superficie del liquido tiene forma de paraboloide [figura -
5-15); esto es, una sección vertical de la superficie es la curva 

y = 
vrt J. 
TS 

d) Demostrar que la variación de presión con la profundidad es dp * pgdh, 



CAPITULO VI 

DINAMICA VE LOS FLU1V0S 

1.- Conceptos generales del flujo de ¿os fluidos. 

La dinámica de los fluidos trata del estudio de los fluidos en movimiento; 

constituyendo una de las fiamas mas complicadas de la mecánica. Una forma de ana 

tizar el movimiento de un fluido podría ser dividiendo el fluido en elementos -

de volumen Infinitesimales, llamadas partículas de fluido y estudiar el movi-

miento de cada una de éstas partículas. Como se verá resulta un trabajo muy gra 

nde, por ejemplo; si se analiza la corriente de agua de un rio desbordado, o — 

¿os remolinos de humo de un cigarrillo. Aunque se cumple la ecuación F=ma en to_ 

do instante, para cada partícula de humo, o cada gota de agua, resultarla com-

plicado tener que escribir las ecuationes de movimiento de cada partícula, ya -

que se tendría que asignar coordenadas x, y, z a cada partícula y expresarlas -

en función del tiempo. 

Si una partícula de fluido en el instante to tiene como coordenadas xo,yo-

10, en un tiempo t las coordenadas x,y, z quedarían determinadas por las f u n c i o -

nes x ( x o , y o , z o , t o , t ) , y ( x o , y o , z o , t o , t ) y z (xo,yo,zo,to,t), que describirían -

d movimiento del fluido. Este procedimiento fué desarrollado por Lagrange 

11736-1813) y es una generaizaclón directa de los conceptos de la mecánica de -

tas partículas. 

Otra forma de analizar el movimiento de un fluido es la desarrollada por -

hxler [1101-1183], la cual especifica la densidad y la velocidad de un ¿luido -

en cada punto en el espacio, en cada instante, Este método es el que se seguirá 

La densidad y la velocidad en un punto [x,y,z) en el instante t para el mo_ 

vimiento de un fluido, quedarán determinadas por las funciones p[x,y,z,t) y — 

Que determinarán lo que ocurre en cierto punto en el espacio en un determi 

nado momento, más bien que lo que ocurre a una partícula de fluido determinada. 

Toda cantidad empleada para describir el estado del fluido tendrá un valor defi 

nido en cada punto en el espacio y en cada instante de tiempo. 

Como esta forma de analizar el movimiento de un fluido enfoca la atención-

^ un punto en el espacio y no en una partícula del fluido, no se puede evltar-
¿£guir a las partículas mismas, aunque sea durante cortos interválos de tiempo-

ti- Ya que es a las partículas y no a los puntos del espacio a las que se apli-

to* las leyes de la mecánica. 

A continuación se analizarán algunas características generales del flujo -

klos fluidos. 

El flujo de un fluido puede ser estable (estacionarlo) o inestable [turbu-
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Itnto). El movimiento de un fluido es de tipo estable siempre que la velocidad-

no sera demaciado grande, y las obstrucciones, estrechamientos o curvas del tu-

bo que conduce el fluido no sean tales que obliquen a las lineas de corriente a 

modificar su dirección bruscamente. También es estable cuando la velocidad v en 

un punto cualquiera, es constante al transcurrir el tiempo. 

Esto es, que cada partícula que pasa por este punto, tiene la misma velo el 

dad y sigue exactamente la misma trayectoria que las partículas precedentes que 

pasaron por dicho punto. Una partícula puede tener una velocidad diferente en -

algún otro punto, pero todas las demás partículas que pasen por este segundo --

punto se conportan de igual manera que la primera partícula que paso por este -

punto. Estas condiciones se logran cuando la velocidad del fluido es pequeña. 

El flujo inestable se presenta cuando la velocidad es grande y hay obstru-

cciones, estrechamientos o curvas en el tubo que conduce el fluido; asi como — 

también cuando las velocidades varían irregularmente de un punto a otro, ya que 

las lineas de corriente modifican su dirección bruscamente. En el flujo inesta-

ble las velocidades v son funciones del tiempo. El flujo de los fluidos puede -

ter rotacional o irrotacional. 

El flujo de fluido rotacional se presenta cuando el elemento de fluido en-

cada punto tiene una velocidad angular neta con respecto a ese punto y cuando -

no es a s i e l flujo de fluido es irrotacional. Un ejemplo de esto puede ser, si-

te coloca una pequeña rueda con aspas en el fluido que se esta moviendo. Si la-

tueda gira el movimiento es rotacional y si solamente se mueve sin girar el mo-

vimiento es irrotacional. 

El flujo irrotacional es importante ya que conduce a problemas matemáticos 

relativamente simples. En este caso, la velocidad v es relativamente simple ya-

que la cantidad de movimiento angular no interviene. 

En el flujo rotacional esta incluido el movimiento en que el vector veloci 

dad varia en dirección transversal; asi como también incluye el movimiento de -

vórtice, como cuando se forman remolinos. 

El flujo de los fluidos puede ser compresible o incompresible. En los 11--

quldos se puede considerar que tienen un flujo incompresible, ya que los cam— 

Uos de densidad son mínimos y por lo tanto no se consideran. Un gas altamente-

compresible puede experimentar algunas veces cambios de densidad de poco valor, 

cuando esta sucede el flujo es prácticamente incompresible. 

En los vuelos a velocidades muy inferiores a la velocidad del sonido en el 

<Ure, el movimiento del aire con relación a las alas es de fluido casi incompre 

tibie. En estos casos, la densidad p es constante, e independientemente de x,y, 
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i y t , el estadio del flujo de este fluido se simplifica considerablemente. 

El flujo de los fluidos puede sea viscoso o no viscoso. La viscosidad, en-

d movimiento de los fluidos, puedeimaginarse como el rozamiento interno de un-

(lnido. En muchos casos, tales como en problemas de lubricación es miy importan 

te, mientras que en otros casos es insignificante. 

Tanto los líquidos como los gases presentan viscosidad, aunque los líqui-

dos son mucho mas» viscosos que los gases. La viscosidad introduce fuerzas tan-

genciales entre las capas de fluido en movimiento relativo y dá lugar a pérdida 

de energía mecánica. 

2.- Líneas de Corriente. 

Como se dijo anteriormente para el flujo estable la velocidad v, en un pun 
to dado, es constante. 

En la figura 6-1, conciderese este punto P dentro de una porción de un tu-

bo en el cuál un fluido se nueve de izquierda a derecha. Si el movimiento es de 

tipo estacionarlo, cada partícula que pasa por el punto P, pasa por este punto-

con la misma velocidad y sigue la misma trayectoria que las partículas preceden 

tu que pasaron por dicho punto. Vebido a que v en el punto V no cambia al tran 

icurrir el tiempo. Lo mismo sucede en los puntos Q, y R, ya que la partícula que 

se encontraba inlcialmente en P, estará un momento mas tarde en moviéndose -

en dirección distinta con velocidad diferente, y un momento todavía posterior -

ZAtará en R, habiéndose catnbiado de nuevo su velocidad. Por consiguiente, al --

trazar la trayectoria de la partícula, como se ha hecho en la figura, está cur-

va será la trayectoria de toda partícula que llegue a P. A está curva se le lia 

MU línea de cor/iiente y debe ser siempre perpendicular a la velocidad de las — 

partículas de fluido en todo punto. Si se cruzaran dos lineas de corriente, una 

partícula de fluido que llegará ahí, seguirla ya fuera por una línea o por la o_ 

tra y entonces el fluido no serla de tipo estable. En el fluido de tipo estable 

d mapa de las lineas de corriente, en una corriente, permanece inalterado al -

transcurrir el tiempo. 

FIGURA 6-1 

En la figura 6-2 se ha considerado un fluido de tipo estable, en la cuál -

selecciona un numero finito de lineas de corriente formando un haz. A la re-



gion tabular se le Mama tubo de flujo. El limite de uno de estos tubos esta --

lowado por lineas de corriente y siempre es paralelo a la velocidad de las par 

ticalas del fluido. Por consiguiente, nada de fluido puede cruzar los limites -

de un tubo de flujo y entonces el tubo se comporta como si fuera una tubería de 

la misma forma. El fluido que entra por un extremo debe salir por el otro. 

FIGURA 6-2 

3.- La ecuación de continuidad. 
La figura 6-3, representa un tubo por el cuál circula un fluido de izquier 

da a derecha. La velocidad del fluido en su interior, aun cuando es paralela al 
tubo en un punto cualquiera, puede tener diferentes magnitudes en distintos pun 
tos. 

FIGURA 6-3 

Sea Aj el área de la sección transversal en el punto 1 y la velocidad.-

Durante el tiempo t las partículas de fluido que se encuentran inicialmente en-

1 abanzán una distancia Vjt y atravezará la sección A? un volumen de fluido i— 

9ual a AjVjt. Por lo tanto, el volumen de fluido que atravieza por unidad de — 

tiempo es igual a Ajl/j. Ve igual forma el volumen de fluido que atravezará por-

unídad de tiempo la sección A2 es A ^ . Si el fluido es incompresible las canti 

tades que fluyen por unidad de tiempo atravez de ambas secciones serán iguales, 

f por consiguiente: 

Ajl/j = A ^ = AV = constante Ecuación 6-1 

Vonde A y V son el área de la sección y la velocidad en cualquier punto. 

Está es la ecuación de continuidad para el movimiento estacionario de un -

ttuido incompresible. Nótese que en esta ecuación, la velocidad del flujo varia 

^ razón inversa al área de la sección transversal, y una consecuencia de está 
>lifación es que la velocidad aumenta cuando la sección transversal disminuye, y 
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El hecho de que el producto A V peAmane.cc cte. a lo largo del tubo de flu-

jo, permite dar. una Interpretación al mapa de lineas de corriente. En la parte-

angosta del tubo las lineas de corriente están mas próximas entre si, mientras -

que en la parte ancha están mas espaciadas. Por lo tanto, conforme disminuye la 

distancia entre las lineas de corriente, aumenta la velocidad del fluido. A par-

tir de esto se llega a la conclusión de que lineas de corriente muy próximas in 

dican regiones de alta velocidad, y lineas de corriente muy espaciadas represen 

tan regiones de baja velocidad. 

Asi pues, aplicando la segunda ley del movimiento al flujo de un fluido en 

tre 1 y 2 de la figura 6-3. Se encuentra que una partícula de fluido que tiene-

una velocidad Vj en el punto 1 debe de aumentar su velocidad conforme avanza al 

adquirir la velocidad de avance VPor consiguiente, el fluido aumenta su velo_ 

údad al ir de 1 a 2. El aumento de la velocidad puede ser debido a una diferen 

cia de presión que obra sobre la partícula de fluido que va de 1 a 2. 

En un tubo de flujo horizontal, la fuerza gravitado nal no cambia. Por lo-

tanto, podemos concluir que en el flujo horizontal, de tipo estable, la presión 

u máxima donde la velocidad es mínima. 

4.- Ecuación de Bernoulli. 

La Ecuación fundamental de la hidrodinámica es la correspondiente a la ecu 

ación de Bernoulli, en ella relaciona la presión, velocidad y altura en los pun 

tos situados a lo largo de una linea de corriente, y se deducirá a partir del -

teorema del tabajo y la energía. La figura 6-4 representa una porción de tubo -

en el cuál se mueve, con movimiento estable, un flujo incompresible y no visco-

so. La parte del tubo representada en la figura tiene una sección transversal -

Aj en la izquierda. En este lugar el flujo es horizontal y se encuentra a una -

altura Yj sobre un nivel de referencia; a la sección Aj le sigue una región cu-

yo. sección transversal va aumentando y levantándose y finalmente tiene una sec 

Ü6n transversal A^ donde el flujo es horizontal y se encuentra a una altura V^ 

Vi. 
tzA: 

( a ) 
Tí 

U 

p, 
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FIGURA 6-4 
Fljándo la atención en la porción del (luido representada por las dos par-

tes rayadas oblicua y korizo vitalmente y llamando a este (luido el "sistema". -

consider-ese el movimiento del sistema desde la porción representada en [a] has-

ta la indicada en (6). En todos los puntos que se encuentran en la parte angos-

ta del tubo, la presión es p^ y la velocidad l/? mientras que los que se encuen-

tran en la parte ancha, la presión es p2 y la velocidad \Jv 

El teorema del trabajo y la energía establece que: "El trabajo efectuado * 
por la (uerza resultante que actúa sobre un sistema es igual al cambio de la -
energía cinética del sistema 

En la figura 6-4 las .fuerzas que producen trabajo sobre el sistema, son — 
tas fuerza* de presión PjA y p2A£ que están obrando sobre los extremos izquier 
do y derecho del sistema asi como la fuerza de la gravedad. 

Cuando el fluido se mueve por el tubo el efecto requerido es llevar la can 
tiÁad á<¿ fluido, representada por la zona rayada diagonalemente en la figura — 
Ma, a la posición mostrada en la figura 6-4b. 

Cuando la parte izquierda del sistema avanza una distancia l j paralela a -
ta fuerza exterior p ; A ? , se encuentra que el trabajo realizado sobre el sistema 
por está fuerza es igual a PjA^lj. 

La parte de la derecha avanza una distancia l^ mientras que actúa una fuer 
exterior p2Az en sentido opuesto. Por consiguiente, el trabajo realizado por 

^ sistema debido a esta fuerza es igual a p^A^. 

El trabajo exterior realizado sobre el sistema para mover la poción la) a-
se debe realizar por un agente exterior [una bomba) y es igual a; 
trabajo exterior realizado 

sobre el sistema = " 

Vonde A y A ^ son los volúmenes de las porciones rayadas dlagonalmente 
^ cuales son Iguales puesto que el fluido es incompresible. 
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Si m es la masa de cada una de estas porciones y p la densidad del fluido, 
se obtiene: 

v» - v 2 - = 
y finalmente, J 

trabajo exterior = [p1 - p^) -

Como la energía cinética de la porción rayada horizontalmente no tiene nin 

gtn cambio en el paso del sistema de [a] a Ib), se encuentra que la variación -

total de energía cinética del sistema es solamente la variación de la energía -

cinética de las partes rayadas oblicuamente, o sea: 

variación de energía cinética = j mV 2 - i m V 2 

El trabajo realizado por la gravedad sobre el sistema, esta relacionado — 
con elevar el fluido rayado diagonalmente, de la altura y] a la altura y2 y es-
igual a: 

variación de energía 

potencial gravitatorla = m 9 V2 ~ m 9 

A partir de la definición del teorema del trabajo y la energía, se tiene— 
que, 

. w = ¿K 
igualando entonces el trabajo neto realizado sobre el sistema a la suma de Ios-

incrementos de esas energías, cinéticas y potencial gravitatorla, se obtiene: 

{pi ' pz] j s 1 jmVi ' fw1/72) + m 9 y2 ' m 9 í / / ) 
1 2 1 2 P1 + Y p * p 9 y1

 s P2 * Tjp * p 9 y2 Ecuación 6-2 

puesto que los subíndices 1 y 2 se refieren a dos puntos cualesquiera situados-

a lo largo del tubo,se puede escribir: 
1 2 

p + Y p V + p g y = constante. Ecuación 6-2a 

a está ecuación se le conoce con el nombre de ecuación de Bemoulli, y es apli-

uble a un flujo de tipo estable, no viscoso, incompresible. 

En la ecuación 6-2a, p es la presión absoluta y se expresa en ^ j , — 
mt mt 

, o J K . La densidad C debe de estar en k9/mt3, ^ ¡om , o 
cmL j t J T 

Hecho esto, cada término de la ecuación de Bemovlli tiene dimensiones de-

presión. La presión p + pgh, que habría aún cuando no hubiera flujo (U = o), se 
1 2 

llama presión estática; al término j p V se le llama presión dinámica. 

Asi como la estática de una partícula es un caso especial de la dinámica -

la misma, de igual forma, la estática de los fluidos es un caso especial de-

b dinámica de los mismos. Por lo tanto, la ley de los cambios de presión con -
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respecto a la altura de un fluido en ^iepo¿o, puede quedar Incluida en la ecua--
clón de Bemoulll como un caso especial. 

Considerando que el fluido se encuentra en reposo, entonces V = V^ = o y-
la ecuación 6-2 se transforma en: 

Py + / 9 Vj • P2 * ^ 9 y2 

p2s pi s " f 9 ( f f 2 - y^ 
5.- Aplicaciones de la ecuación de Bemoulll y de la ecuación de Continui-

dad. 

La ecuación de Bemoulll se puede aplicar para encontrar las velocidades -

de un fluido mediante mediciones de presión. Generalmente en tales dispositivos 

medidores establece que la velocidad del fluido aumenta en la parte mas angosta 

de un tubo; mientras que la ecuación de Bemoulll indica que en este sitio debe 

disminuir la presión. Por ejemplo, para un tubo horizontal j j ? V2 + p es igual-

a una constante. Esto es, que si 1/ aumenta y el fluido es incompresible, la pre 

¿ión p disminuye. 

La variación de presión con la profundidad de un fluido incompresible pue-
de encontrarse aplicando la ecuación de Bemoulll a los puntos 1 y 2 de la flgu 
fia 6-5. 

\ 
-y, 

t> 

FIGURA 6-5 
teniendo que: 

P2 = po [atmosférica) y V^ = = o 

íntonces : 

P j + Y f +p9-y, • Pt + j f v2
2 +pgy2 

Pj - Po * J> g [yl - yj] 

Pj s Pe * f g h 

El medidor de Venturl. 

Este aparato sirve para medir la velocidad de flujo de un liquido. Está — 

^presentado en la fugara 6-6 y conclste en un estrechamiento producido en un -

fabo y proyectado de tal forma que mediante una disminución gradual de la secc-

en la entrada y un aumento también gradual en la salida, se evite la produc 
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ción de remolinos y quede asegurado un movimiento estacionario. A travíz de la-

mberla cuya sección transversal tiene una anea A, fluye un líquido de densidad 

p. En el angostamlento de la sección es a y se conecta un tubo manomítrico, co-

F1GURA 6-6 

Ejemplo 6-1 

Si el liquido del manómetro, es mercurio cuya densidad es f> ; aplicando — 

la ecuación de Bemoulli y la ecuación de continuidad a los puntos 1 y 2, demos 

trar cuál es la velocidad de flujo en A. 
A partir de la ecuación de Bemoulli que dice: 

¿e encuentra que como no hay variación de energía potencial ya que se esta ana-

lizando una linea de corriente que pasa por el centro del tubo, en la cuál el -

punto 1 esta a igual nivel que el punto 2. Por lo tanto, y^ - y^ = o. V sabien-

do que la ecuación de continuidad establece que: 

A =<£l/2 donde l>; 

obtiene, 

" i - • ¡ f vi - i f " r 2 

r , - ? 2 ° T p - "rÜ - T f < £ - ' » " T f 
analizando el manómetro para la misma linea de corriente se encuentra que: 

+ F 9 </1
 S P2 +J>'9H + P9Y2 

P1 P9H - P2 + J)'gii 

Pj - P2
 s 9klp' -/>) 

Sustituyendo esta expresión en la anterior se tiene, 

gh [p'-p] -
P°>l lo tanto, 
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Para encontrar el fia jo de volumen o gasto que pasa por A, simplemente se-

calcula, 

ft » VyA Ecuac¿tfn 6 -3 

que e¿ volumen del líquido que pasa por A ecuia segundo. 
Tubo de. Pltot. 

Este dlsposltlbo sirve para medir la velocidad de flujo de un gas. En la -

(¿gura 6 -7 se representa un tubo de Pltot, que conclste en un tubo manomítrlco-

abierto que esta conectado al tubo dentro del cuál circula el gas. La presión -

en la columna de la Izquierda del manómetro, cuya abertura es paralela a la di-

lección del movimiento del gas, es igual a la presión de la corriente gaseosa.-

La abertura en la rama de la derecha es perpendicular a la corriente y la pre— 

¿íón en esta rama se puede calcular aplicando la ecuación de Bemoulli a los ~ 

puntos a y b. 

HGURA 6-7 

Si V es la velocidad de la corriente, J> la densidad del gas y pa la pre-— 

Uórt en el punto a, y como la velocidad en el punto b es nula, se obtiene: 

"b - " a + I S 

Como p^ es mayor que pa, el liquido del manómetro se desplaza como se Indi 

tica en la figura. Analizando el manómetro y sabiendo que p0 es la densidad del 

liquido contenido en el, y h, la diferencia de alturas del liquido en sus ramas 

tiene: 

pb - pa + f 0 g h 

combinando estas dos ecuaciones, resulta: 
L 1 - U2 

f o 9 fe e j P v 

a partir de la cuál se puede calcular la velocidad V del gas. 
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PROBLEMAS 
/ . - S e practica un orificio circular de 7.5em d e diámetro en la pared late 

MI de un gran depósito, y a una altura de 6mt por debajo del nivel del agua e ñ 
e£ m¿¿mo. Calcular: a) La ve£oe¿dad de salida; 6) e£ volumen que sale por uni-
dad de tiempo. Vespréciese la contracción de las lineas de corriente después -
de salir del orificio. 

R: 
a) 10.84mt/seg 

6) 5.32 Its/seg. 
2 . - Una manguera de jardín tiene un diámetro interior de 0.019mt y está — 

conectada con un rociador de césped que consiste simplemente en una caja con 24 
agujeros, cada uno de 0.0013mt de diámetro. Si el agua de la manguera tiene una 
velocidad de 0.915mt/seg, ¿a qué velocidad saldrá por los agujeros del rociador 

R: 8.84 mt/seg. 
3Algunas veces se prueban modelos de torpedos en un tubo por el que flu 

ye agua, en forma semejante a como se usa un túnel de viento para probar mode-
los de aviones. Considere un tubo circular de diámetro interior de 0. 2S4mt y -
un modelo de torpedo, alineado a lo largo del eje del tubo, con un diámetro de-
Q.OSmt. Se va a probar el torpedo con agua fluyendo junto a él con una veloci-
dad de 2.44 m/seg. a) ¿A qué velocidad deberá fluir el agua en la parte del tu-
bo no estrecha 6) ¿Cuál será la diferencia de presiones entre la parte estrecha 
y la no estrecha del tubo? 

R : a ) 2 .54 mt/seg 

b) 0.0025 x 105 nt/mt2. 
4.- ¿Qué cantidad de trabajo hace la presión al forzar 1.42mt3 de agua por 

un tubo de 0.013mt si la diferencia de presiones entre los dos extremos del tu 
bo es de 1.11 atm? -

R: 1.49 x 10 joules. 
5.- Está cayendo agua desde una altura de 18.3mt a razón de 0.238mt*/seg e 

impulsa una turbina. ¿Cuál es la máxima potencia que se puede obtener con esta-
turbiña? 

R: 41.7 kwatts. 
6 . - Aplicando la ecuación de Bernoulli y la ecuación de continuidad a los-

puntos 1 y 2 de la figura 16-6), demostrar que la velocidad de flujo a la entra 
da es: ~ 

y - a \l2 [P' V ' g f c 
V p [AZ - a ) 

7 . - U n medidor de Vewturi tiene un diámetro de tubo de 0.254mt y un dláme-
f*o en eLcuello de 0.127mt. Si la presión del agua en el tubo es de 27.2x 103 

y en el cuello de 20.4 x 103 kg/mt2, calcular el gasto del agua en mt3/-

R: 0.074 mt/seg. 

8.- Considérese el tubo de Venturi de la figura (6-6) sin el manómetro. — 
Sea a igual a 5a . Supóngase que la presión en A es de 2.Oatm. Calcular los valo_ 

de v en A y de v' en a para los cuales la presión p' en a es Igual a cero.* 
titular el gasto correspondiente si el diámetro en A es de 5.0em. El fenómeno-
íue ocurre en a cuando p' se reduce casi a cero se llama cavitación. El agua se 
vaporiza en pequeñas burbujas. , 3 

R: v-4.1 mt/seg; v'*21mt/seg; £=8.1 x 10' mt /s 
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9 . - L a ^ a ^ a (6-5) muestra, el liquido que está, saliendo por un orlgtelo -
en un gran tanque a una profundidad k bajo el nivel del agua, a) Aplique la e— 
euaelón de Bernoulli a la linea de corriente ^gue une los puntos 1, 2 y 3, y de-
muestre que la velocidad de salida es v - fílgh. 
Esta ecuación se conoce como ley de Torricelli, fa) Si el orificio estuviera en-
corvado directamente hacia arriba, ¿hdsta qui altura se elevarla la corriente -
del liquido? c) ¿Cómo afectarla la viscosidad o la turbulencia los resultados -
del problema? 

FIGURA [6-S] 

10.- Un tanque esta lleno de agua hasta una altura H. Tiene un orificio en-
ana de sus paredes a una profundidad h bajo la superficie del agua figura (6-9) 
a) Encontrar la distancia x a partir del pie de la pared de la cual el charro -
llega al piso, b) ¿Podría hacerse un orificio a otra profundidad de manera que-
este segundo chorsio tuviera el mismo alcancd? Si es asi, ¿a quí profundidad? 

R: 
a) x s 2 fhlH-h) 

b) Si, a una distancia h arriba del fondo. 

FIGURA (6-9) 

1 m J 

H 
I \r ^ 

! 1 
X 

11.- La superficie Ubre del agua en un tanque se encuentra a una altura H-
s o b r e el piso horizontal. ¿A qué profundidad h habría que hacer un pequeño ori-
ficio para que el chorro horizontal de agua que saliera llegar al suelo a la -
máxima distancia de la base del tanque? ¿Cuál serla esta distancia máxima? 

R: h » H/2; x = H. 
12.- Un tubo de Pitot está instalado en el ala de un avión para determinar-

la. velocidad de éste con relación al oMie. El tubo contiene alcohol e ^¿Ua -
una diferencia de nivel de 0.124mt. ¿Cuál es la velocidad del avión en km/hr 
con respecto al aire? , ## 

r: 139 km/hr. 
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CAPITULO i/IX 

EL CALOR Y LA PRIMERA LEY VE LA TERMODINAMICA 

U- El calor, una forma de la energía. 

Cuando dos cuerpos que tienen diferentes temperaturas se ponen en contacto 

la temperatura final que alcanzan tiene un valor comprendido entre las dos tem-

peraturas iniciales. Hasta principios del siglo XIX admitían que en todos los -

cuerpos existía una sustancia material, llamada dórico. 

SE creía que el calórico era el calor que se presentaba en forma de fluido 

invisible e imponderable, que se producía cuando una sustancia se quemaba, y — 

que podía transmitirse por conducción de un cuerpo a otro. Creían que cuando un 

cuerpo tenia una temperatura elevada contenía mas calórico que otro que tablera 

una temperatura mas baja. V que si estos dos cuerpos se ponían en contacto, el-

de mayor calórico cedía algo de esta sustancia al otro, hasta que ambos cuerpos 

tubleran la misma temperatura. La teoría del calórico podía describir muchos — 

procesos, como la mezcla de sustancias en un calorímetro o la conducción del ca 

lar, de una manera satisfactoria. Sin embargo, el concepto de calor como sustan 

cía, cuya cantidad total permanecía constante, a la larga no resistió la prueba 

de los experimentos. 
Aun asi, todavía se describen algunos cambios de temperatura como el paso-

de "algo" de un cuerpo que se encuentra a mayor temperatura al que se encuentra 

a menor temperatura, y a este "algo" se le llama calor. 

Una definición de calor que es útil pero no operacional, es la siguiente: 

"Calor es aquello que se comunica entre un cuerpo y su medio ambiente como re-

sultado únicamente de la diferencia de temperaturas". 

Con el tiempo se llegó a comprender que el calor es una forma de energía y 

no una sustancia. La primera prueba de que el calor no podía ser sustancia fuí-

dada por Benjamín Thompson [1753-1814], un norteamericano que mas tarde llegó a 

ser el Conde de Rumford de Baviera.Rumford hizo su descubrimiento cuando fui co_ 

misionado por el gobierno de Baviera para dirigir el taladrado de los cañones.-

Para evitar un exceso de calentamiento, el taladro del cañón se mantenía lleno-

de agua, pero como durante el proceso del taladro el agua hervía, el alma del -

cañón tenia que llenarse continuamente. SE admitía que para hervir el agua habí 

a que suministrarle calórico, y la producción continua de calórico se explicaba 

admitiendo que cuando la materia se dividía finamente [como sucede en el proce-

so del taladrado) disminuía su capacidad para retener el calórico, el cuál, des_ 

prendido de esa forma motivaba que el agua hirviera. 

En experimentos específicos Rumford observó, que el agua de refrigeración-

contlnuava hirviendo aún cuando la herramienta quedaba tan roma que no cortaba. 
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Esto es, que. la. herramienta roma constituía todavía aparentemente un depósito -

Inextinguible de calórico mientras se realizará trabajo para hacer girar la he-

rramienta. 

Ve ísta manera se vló que se creaba calor debido al trabajo mecánico gasta 

do en el proceso de taladrado. 

En el caso citado se estaba en presencia de un proceso que no obedecía al-

prlnclplo de conservación ya que no habla la continua desaparición de energía -

mecánica, y la continua creación de calor, entonces todo el procedo se vló como 

una transformación de energía de una forma o en otra, Conservándose la energía-

total. 

La Idea de conservación condujo a los hombres a nuevos descubrimientos. V-

fuí Joule, en el Intervalo de 1S43 a 1S7S, quién demostró que siempre que una -

cantidad de energía mecánica se transforme en calor, se obtiene la misma canti-

dad de ÓJSte, y asi fui como quedó definitivamente establecida la equivalencia -

del calor y el trabajo como dos forma* de energía. 

Helmholtz fui el primero que exprezó la Idea de que no solo el calor y la-

energla mecánica son equivalentes sino que todas las formas de energía lo son,-

y que no puede desaparecer una cantidad dada de una forma de energía sin que a-

parezca una cantidad Igual en alguna de las otras formas. 

2.- Cantidad de calor y calor especifico. 

La unidad de cantidad de calor Q, que Interviene en un proceso, se define -

en función de un cierto cambio producido en un cuerpo durante el proceso, y es -

el calor necesario para producir alguna transformación de tipo convenida. 

Las unidades mas usuales de calor son; la caloría kilogramo, la caloría gr 
amo, y la unidad térmica brltanlca (6TU). 

La caloría kilogramo o klíocaloría es la cantidad de calor que debe sumi-

nistrarse a un kilogramo en agua para elevar su temperatura en un grado centí-

grado. 

La caloría gramo es la cantidad de calor que debe suministrarse a un gramo 

de agua para elevar su temperatura en un grado centígrado. 

El BTU es la cantidad de calor que debe suministrarse a una libra de agua-

para elevar su temperatura en un grado Fahrenheit. ^ 
La caloría se usa tainbiín como unidad de calor y es Igual a LO kilocalo-

/ -y 

rías. ic 

Generalmente, la cantidad de calor y la temperatura suelen confundirse; un 

ejemplo de que estas dos expresiones son diferentes es el siguiente. SI dos re-

cipientes, uno de ellos contiene una pequeña y el otro una gran cantidad de — 
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agua, se colocan sobre mecheros de gas Iguales y se callentan durante el mismo -

tiempo es evidente que, transcurrido este tiempo, la temperatura de la cantidad 

mas pequeña de agua se habrá elevado más que la de la grande. Asi pues, se ve -

que se ha suministrado la misma cantidad de calor a cada recipiente de agua, pe 

ro el incremento de temperatura no es el mismo en los dos casos. 

La relación que hay entre las unidades de cantidad de calor es la siguien-

te: 

1 keal - 1000 cal * 3 .96* BTU = 41 Xf joules 

Las sustancias difiere entre si en la cantidad de calor que se necesita pa 

ra producir una elevación determinada de temperatura sobre una masa dada. 

Al aplicar una cantidad de calor & a un cuerpo, produce una elevación Al -

en su temperatura. La razón de la cantidad de calor aplicada al incremento de -

temperatura se le llama capacidad calorífica del cuerpo: 

C - capacidad calorífica ~ % 

A -v 

Esta expresión lo que trata de dar a entender, es solamente la cantidad de 

calor agregado por unidad de elevación de temperatura y no la cantidad de calor que puede contener un cuerpo. 

Para encontrcui uva cifra que sea característica de la sustancia de que es-

tá hecho el cuerpo; se define el__calor especifica de una sustancia, como la ca-

pacidad calorXfica^runidad de masa de un cuerpo ^ormdo^JiQJLdicha sustancia. 

Si se representa por la letra c, el calor especifico, se obtiene: 
capacidad calorífica _ QJ & t_ _ JL. Ecuación 7-1 

c ~ Masa ' m m&t 

tanto la capacidad calorífica de un cuerpo como el calor especifico de la sus-

tancia de que esta hecho, dependen solo de la situación del intervalo de tempe-

raturas y por lo tanto no son constantes. 

La ecuación 7-1, define el calor especifico medio correspondiente al Inter 

valo de temperaturas ¿ t . 

El calor especifico verdadero de una sustancia a cualquier temperatura se-

define apartlr de la ecuación 7-1, considerando una elevación de temperatura in 

finitesimal dt, y llamado dQ, a la cantidad de calor necesaria para producir a— 

quilla. Esto es: 
c = ; dQ. = dd = medt Ecuación 7-2 

mdt 

Por lo tanto, la cantidad de calor que se debe suministrar a un cuerpo.de-

masa m, cayo material tiene una capacidad calorífica especifica c, para elevar-

su temperatura de t j a t^, es: . 
£ = m í 2 c d t Ecuación 7-3 
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Donde, c es función de. la. temperatura y pre.viame.ntz a de, conocerse esta, fun 

ción para poder realizar la integración. A temperaturas ordinarias, y en inter-

valos no nuy grandes, los calores específicos se pueden considerar constantes. 

Las ecuaciones 7-1 y 7-2 no definen el calor especifico en forma única. Si 

no que hay que especificar las condiciones bajo las cuales se agrega calor al -

cuerpo; se a dejado entendido que la condición es que el cuerpo se conserve a -

la presión atmosférica normal, que es una condición común, pero hay algunas o— 

tras posibilidades y cada una de ellas conduce a un valor diferente de c. Vara-

encontrar el valor único para c se deben especificar las condiciones, tales co-

mo el calor especifico a presión constante cp, el calor especifico a volumen — 

constante cv, etc. 
En la tabla 7-1 se dan los calores específicos de algunas sustancias a pre 

slón constante. Observando que a partir de la definición de la caloría y el BTU 
i CMI- I kc.al _ j " " " 

se tcene, que l ——n— = / » ' 
BTU 
TTT7 gr. -ft ' gr. c 

El calor especifico del agua, bajo condiciones normales de temperatura y -
cal 

presión es igual a 1 ^ _ 

ría de las sustancias. 

~ cuyo valor es grande comparado con el de la mayo_ 

TABLA 7-1. 

SUSTANCIA 

aluminio— 
carbono 
cobre 
hierro 
mercurio 
plata 
plomo 
wolframio 

CALOR 
ESPECIFICO 
cal/gr.°c 

PESO 
MOLECULAR 

^mol 

CAPACIDAD 
CALORIFICA 

MOLAR 
ca¿/mol °c 

0.215 27.0 5.82 
0.121 12.0 1.46 
0.0923 63.5 5.85 
0.113 55.85 6.3 
0.033 200.61 6.62 
0.0564 108.0 6.09 

^0.0305 207.0 6.32 
0.0321 184.0 5.92 

Ejemplo 7-1. 
Un bloque de cobre de SO grs, se saca de un homo y se echa en un depósito 

de vidrio de 35Ogrs. que contiene 250gramos de agua. La temperatura del agua se 

eleva de 15 a 30°C. ¿Cuál era la temperatura del homo?. 

Este es un ejemplo de dos sistemas que se encontraban inlcialmente a dife-

rentes temperaturas y que alcanzaron el equilibrio térmico después de ponerse -

en contacto. No interviene energía mecánica, solo hay un intercambio de energía 

calorifica. Por consiguiente, calor perdido por el cobre = calor ganado por el-

depósito + calor ganado por el agua. 
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Y^cu Cea (Tea-Te) =W¡vCv ( T e - T ^ o ) + ^ t í 2
o C H 2 0 ( T e " T h 2 o ) < 

jy^cu Cea (Tea-Te) = (Te-T^^o) ( ^ / v CV ^ h 2
0 C H 2

0 J • 

La t e m p e s t a r í a ¿ n ¿ e ¿ a £ de£ c o b t e e¿ Tea , ¿ a t empe^CuAa inicial del agua -

del depósito es T^o, y ¿a temperatura final de equilibrio es Te. SI Ccu=0.093 

gr^T ' - * - 1 I F ^ C - > 

SO x 0 .093 ^ (Tea - 30*C) = (30°C - Í5°C) ( 3 5 0 g / t 4 . x 0 . + 

x i ) 

Tea = 620°C. 

3 . - Capacidad calorífica molar, de los sólidos. 

En la tabla 1-1 se mí que en la segunda columna los calores específicos de 

los sólidos varían bastante de un material a otro. Sin embargo, si se comparan-

muestras de materiales que contengan el mismo número de moléculas y no maestras 

que tengan la misma masa se obtienen resultados muy diferentes. ^ 

Esto se puede ver si se expresan los calores específicos en m0¿ _ ^ y no~ 
en . En 1819, Vulong y Vetit encontraron que las capacidades calorlfi-

gr - C e.al 
cas morales de todas las sustancias, tienen valores cercanos a 6 mo¿ _ con~ 

algunas excepciones [ver el carbono en la tabla 7-1). La capacidad calorífica -

molar que se encuentra en la cuarta columna de la tabla 7-1 se obtiene multipli 

cando el calor especifico [segunda columna) por el peso molecular [tercera cola 

mna). Vonde se observa que la cantidad de calor requerida por molécula para ele 

var la temperatura de un sólido es aproximadamente la misma para casi todos los 

materiales. 

Esta es una prueba sorprendente de la teoría molecular de la materia. 

En realidad, las capacidades caloríficas molares varían con la temperatura 

aproximándose a cero cuando T-*0°K y acercándose al valor de Vulong y Vetlt cu 

ando o*. Debido a que es el número de moléculas mas bien que la clase de — 

ellas lo que parece ser importante para determinar el calor que se requiere pa-

ra aumentar la temperatura de un cuerpo en una cierta cantidad, es de esperarse 

que las capacidades calorlgicas molares para diferentes sustancias varían con -

la temperatura de una manera muy parecida. 
En la figura 7-1 se muestra que las capacidades caloríficas molares para -

diversas sustancias se pueden hacer caer en la misma curva mediante un ajuste -

empírico simple de la escala de temperaturas. La escala horizontal en la figura 

es la relación L- sin dimensiones, donde T es la temperatura Kelvin y Tp una — 
'•n 
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temperatura caractoilstlca, ttomada temperatura Vebye, la eudl tiene un valor -

constante para cada material. 

7 
(o 

• © 5 
\J 

U 

b 
i 

\ J / 
0 

U ' 1 
1 i t 1 1 1 1 ! 1 1 

- i-Ai 
- W Z oCo.fz -

¿ C o •w v i c a 
J 

X P b 
rM 
¿h i , Tí» ! 1 » i 1 S t 1 I 1 1 1 1 

o.7, OA{ c.lo 0,2 i>0 >.z i4 >-<? % Zl ZA 

FIGURA 7-1 TAb 

Por ejemplo paJia eí plomo T p tiene el valor empírico de 88°K y para el car 

bono, T p = 1860°K. A partüi de estos datos se puede comprobar que un valor de -

la escala T/ T - 0.600 corresponde a T = 53°K para el plomo, y T = 1120°K para 

el carbono. En cambio, la.. teinperatura ambiente 300°K) corresponde a ^ « 3.4 

para el plomo y a j- = 0.16 para el carbono. Ve esta manera, a partir de la {i 

gura 7-1 se ve que en los primeros tiempos, cuando solo se disponía de calores-

específicos a la temperatura ambiente, el plomo se ajustaba a la regla de Vulo-

ng y Petit, pero el carbono parecía ser tma excepción. 

En la figura 7-1, la linea recta I e& el valor de Vulong y Petit de 1819;-

concuerda con el expe/umento a elevadas temperaturas pero falla a bajas tempera 

turas. Está dentro de la suposición de que cada átomo de un sólido vibra inde-

pendientemente, como un oscilador clásico. La aviva I I ¿ e debe a Vebye (1912).-

Ve la teoría de Vebye se puede obtener una temperatura característica T^, que -

está directamente relacionada con una frecuencia de vibración característica — 

del material, independiente de los experimentos de calor específicos. 

Para analizar las vibraciones acopladas de los átomos en un sólido se usan 

principios cuánticos y se obtiene una formula para el calor especifico que, en-

función de la relación sin dimeuiones ^ , es la misma para toda* la* sustan-

cias. La excelente concordancia de esta formula (curva I I ) con el experimento -

es un triunfo de la física cuántica. Los materiales mostrados en la figura 7-1-

son normales desde el punto de vista de que no se funden, ni hierven, ni cambi-

an su estructura cristalina, entre los limites de temperatura indicados. Las me 

diclones de calores específicos, que dicen la forma como absorve energía un só-

lido cuando se eleva su temperatura, constituyen un método de exploración sentí 

ble para percibir tales rearreglos moleculares, atómicos o electrónicos. Por — 
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ejemplo en la figura 7-2 ¿ e nuestra el calor especifico del tantalio cerca de -

4.30° K. A bajo de esta temperatura de transición, el tantalio pierde su resisten 

cía electrlca y se hace superconductor. Arriba de esta temperatura tiene la re-

sistencia de un metal normal. 
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FIGURA 7-2 

5.0 5.5 4.0 

4.- Conduccx.<fri de£ calor. 
SI el extremo de una barra metálica se coloca en una llama, fluye energla-

en forma de calor de la reglón de mayor temperatura a la reglón de menor tempe-

ratura. Este proceso de transferencia de calor se lleva acabo por medio de coll 

slones moleculares, que aumentan cuando crece la temperatura de dicho extremo.-

Cuando las moléculas que se encuentran en la reglón de mayor temperatura chocan 

con sus vecinas que se mueven mas lentamente, parte de su energía cinética es - < 

compartida con ellas, las cuales, a su vez, la transmiten a las que se encuen-

tran mas alejadas de la Urna. Por consiguiente, la energía de la agitación tér 

mica se transmite a lo largo de la barra de una molécula a otra, si bien cada -

una de ellas permanece en su posición Inicial. 
En la figura 7-3, se muestra una lámina de sección transversal A, y espe— 

sorkx, cuyas caras se conservan a diferentes temperaturas. SI la cara IzquleA 

da de la lámina se mantiene a la temperatura T2, y ta cara derecha a una tempe 

rotura Inferior Tj; el calor fluirá a través de la lámina de Izquierda a dere-

cha. Cuando las caras de la lámina se mantienen durante un tiempo o, las tempera 

turas Tj y T se comprueba que la temperatura en los puntos Interiores de la -

lámina disminuye uniformemente con la distancia, desde la cara caliente a la ~> 

fría, permaneciendo constante la temperatura en todo momento en cada punto. Se-

considera que la lámina se encuentra en un estado estacionarlo. 
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ejemplo en la figura 7-2 ¿ e nuestra el calor especifico del tantalio cerca de -

4.30° K. A bajo de esta temperatura de transición, el tantalio pierde su resisten 

cía electrlca y se hace superconductor. Arriba de esta temperatura tiene la re-

sistencia de un metal normal. 
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4.- Conducción del calor. 
SI el extremo de una barra metálica se coloca en una llama, fluye energla-

en forma de calor de la reglón de mayor temperatura a la reglón de menor tempe-

ratura. Este proceso de transferencia de calor se lleva acabo por medio de coll 

slones moleculares, que aumentan cuando crece la temperatura de dicho extremo.-

Cuando las moléculas que se encuentran en la reglón de mayor temperatura chocan 

con sus vecinas que se mueven mas lentamente, parte de su energía cinética es - < 

compartida con ellas, las cuales, a su vez, la transmiten a las que se encuen-

tran mas alejadas de la Urna. Por consiguiente, la energía de la agitación tér 

mica se transmite a lo largo de la barra de una molécula a otra, si bien cada -

una de ellas permanece en su posición Inicial. 
En la figura 7 -3 , ¿ e muestra una lámina de sección transversal A, y espe— 

sorkx, cuyas caras se conservan a diferentes temperaturas. SI la cara IzquleA 

da de la lámina se mantiene a la temperatura T2, y ta cara derecha a una tempe 

rotura Inferior Tj; el calor fluirá a través de la lámina de Izquierda a dere-

cha. Cuando las caras de la lámina se mantienen durante un tiempo q las tempera 

turas Tj y T se comprueba que la temperatura en los puntos Interiores de la -

lámina disminuye uniformemente con la distancia, desde la cara caliente a la ~> 

fría, permaneciendo constante la temperatura en todo momento en cada punto. Se-

considera que la lámina se encuentra en un estado estacionarlo. 
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Lo¿ experimentos demuestran que la cantidad de calor que, atravieza la l á -

mina por unidad de tiempo e& proporcional a el área de la sección transversal A 

para una diferencia de temperaturas ¿T, e Inversamente proporcional al espesor-

A x* 

SI se representa por la cantidad de calor que fluye através de la lámi-

na por unidad de tiempo, se tiene: 

ÜoCAétL 

Esta proporción se puede convertir en igualdad, multiplicando por una cons 

tante K llamada conductividad térmica, cuyo valor depende de la sustancia que -

forma la lámina. En el limite de una lámina de espesor infinitesimal dx, cuyas-

caras están sometidas a una diferencia de temperatura dT, se puede obtener la -

ley fundamental de la conducción de calor. 

d£ 

- KA dT 
Hx Ecuación 7-4 

Donde ^ es la rapidez de transmisión de calor por unidad de tiempo a tra-

véz del área A, ^ se llama gradiente de temperatura. El signo menos se introdu 

ce debido a que si la temperatura aumenta de izquierda a derecha, la dirección-

de la corriente calorífica es de derecha a izquierda. 

La unidad del flujo calorífico por unidad de tiempo, es una caloría por se 

gundo, donde la temperatura debe estar en °C. 

Si una sustancia tiene gran conductividad térmica será buen conductor del-

calor, mientras que otra que tiene una pequeña conductividad térmica será mal -
conductor del calor, o un buen aislador térmico. 

En la tabla 7-1, se muestran los valores de K para diversas sustancias; se 

vé que los metales son mejores conductores del calor que los no metales, y que-

los gases son malos conductores del calor. 
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Sustancias 
T " 
ca£ 

¿eg, - cm - C 

' a c e t o 
a&wvút¿o 

^ o . , cobre metálese l a t o n 

piala 
\ 

plomo 

0.12 
0.49 
0 .92 
0.26 
0.97 
0.083 

( amianto 0.0001 
coJLcho 0.0001 
fieltro 0.0001 
hielo 0.004 
hormigón 0.002 
ladrillo aislante 0.00035 
ladrillo refrac. 0.0025 
ladrillo rojo 0.0015 
madera 0.0002 
vidrio 0.002 

varios^ 
sólidos 

( aire 
argon 

gases <¿ helio 
hidrógeno 
oxigeno 

0.0QD057 
0.000039 
0.00034 
0.00033 
0.00056 

Al aplicar la ecuación 7-4 a una varilla de longitud L y sección transva-

sai constante A, la cudl se encuentra en estado de régimen estable como lo mues 

tra la figura 7-4. En un estado de régimen estable, la temperatura es constante 

al transcurrír el tiempo en cada punto. Por lo tanto, ^ es el mismo para todas 

las secciones. Ve manera que, para valores constantes de K y de A, el gradiente 

de £ es el mismo en todas las secciones Par lo tanto T disminuye linealmente 
dx , dT _ ('2 - 'IL 

a lo largo de la varilla, de modo que - ^ I 

Asi pues, el calor A Q. transmitido en el tiempo Lt, es : 

= KA 
Át 

t 2 - T 1 Ecuación 7-5. 

La conducción de calor rmestra que los conceptos de calor y temperatura -

son diferentes. Por ejemplo, do6 varillas que tengan la misma diferencia de tem 

peratura entre sus extremos, pueden transmXir cantidades totalmente diferentes 

de calor en el mismo tiempo. 
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Ejemplo 7 - 2 . 
Una ¿o*a c o m p a ñ í a , e 6 ¿ i ¿ o W a po* dos materiales, ano de eob*e y el — 

o¿*o de tadrlUo aislante como se Indica en la figura. Su* espesores 4on Lr2.5 

cm u Lo = Sem, las conductividades térmicas de estos materiales son, 
ea£ , 0 0 cal 

k j - c m - t T g ^ C ^ 2 = cm-*eg-üC 

S ¿ £a6 ¿empe*a¿u*a6 de ¿a¿ ¿ a p ^ X ^ ¿on: T , = 40'C y T2 - 250<C, eneon-

*** ¿a rapidez de propagación del calor através de la losa compuesta en condi-

ciones de régimen estable. Si el área de la k>sa compuesta es 1mt . 
Si Tx es la temperatura intermedia entre los dos materiales. Entonces, 

A.Z2 K2 A(Tx ** T 2) 
T T 

í h . 
L t 

K 
'2 

- T. 1 A( '7 " ' 2 ) 

•1 

¿LJL = ̂ - j L , de manera que despejando 
En las condiciones de régimen estable ^ -

las diferencias de temperatura de esta* dos ecuaciones y sumando miembro a m^em 

bro, obtenemos: 

T - T. 
U 

R 

¿z 

(ZOé&é 

f¿U/¿> . 

•L* 

T< -

Ki 
¿to-
fo-

T, 

¡A L i 
¡rm r j 

r< - r 0 » -
a a 

LtA m 
^ t 

A ( ' í - ' 2 

r L j • L2 ' 

w 
¿ 2 10x10 cm (40°C - 250°C) 

" 



vr. 

2 .5 cm 
Tal 

5 cni 
cai 

0 00035 ? u/, 0.92 ^ 

- 290 — ¿ T ' 2 9 0 ¿eg 

5.- Equivalente mecánico del calor. 
Las unidades de energía mecánica son kilográmetros, ergios, julios o li-

bras - pie; las unidades de energía calorífica son calorías o BTU. Se puede en-

contrar la relación de magnitud entre las unidades caloríficas y las unidades -

mecánicas a partir de una experiencia en la cuál una cantidad medida de energía 

mecánica se transforma en una cantidad determinada de calor. 

Las primeras experiencias precisas fuerón realizadas por Joule, quién mi-

dió cuidadosmantz el equivalente en energía mecánica de la energía calorífica, -

esto es, el número de joules equivalente a una caloría, o el número de pies-li-

bras equivalente a un BTU. 
Joule, utilizó un aparato que conciste en unas pesas que al caer hacen gi-

rar un conjunto de aspas dentro de un recipiente que contiene agua (figura 7-5) 
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FIGURA 7-5 

La píndtaa zn znzAgta mecánica ie enrulaba, conociendo el pe¿o de tai — 
campai y ta aMwui de tai cualzi catan y ta ganancta da zxi^gta catatXgtaa, co 

nociendo ta ma&a de. agua y ¿u elevatUffn de tempeAatuAa. 
Jouli deseaba demoitAaA que al comumVi una UeAta cantidad di trnbajo ¿n-

dzpwdientemente del mítodo paAa pAoduciMo, ¿e obtznta ta mi¿ma cantidad de e-
nvigta catalXftaa. PAoducXa calo* agitando mvtM; conviAtizndo zneAgta elSc-

VUca en caloA mediante un atambAe ¿meAgido en agua; y de otAai ¡ornu. Co-incu. 

dizndo ¿itnpAZ ta contante de pAopoAcionalidad zntAe ta cantidad de caloA pAodu 
ctao y ta cantidad de tAabajo ejecutado dentAo de un VÜICA expeMmzntal de !». 
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Su* experimentos son notable* pon. la Influencia que tubieron para conven— 

¿ e * a lo* hombre* de ciencia, de lo correcto del concepto de que el calor es u-

na forma de energía. Lo* mejores resultados obtenidos son: 

1 K cal - 1000 cal = 4186 joules * 427.1 kgm. 

1 BTU - 252 cal = 7781b - pie. 
Esto es, cuando se convierten en calor 4186 joules de energía mecánica, e-

levan la temperatura de 1 kg de agua en 1°C. 

6.- Calor y trabajo. 
Se ha visto que eLcalor es unaMrm^ energía que fluye de un cuerpo a-

otro debido a la diferencia de temperatura que hay entre ellos. SI el calor fue 

ra cierta clase definida de energía o una sustancia que al estar contenida en -

un sistema conservará su Identidad, no serla posible extraer calor indefinida-

mente de un sistema que no cambia. Sin embargo, Rumford demostró que era posi-

ble. Ve hecho, si en el aparato de Joule se sigue realizando trabajo mecánico - ' 

¿e puede detener una cantidad indefinida de calor del agua, conectándola con un 

sistema más frío, sin cambiar las condiciones del agua. 
Ve igual forma, el trabajo no es algo del cuál un sistema contenga una can 

tidad definida. Se puede comunicar a un sistema una cantidad indefinida de tra-

bajo sin cambiar su* condiciones, como lo ilustra el aparato de Joule. Tanto el 

trabajo como el calor, requisen una transmisión de energía. En la mecánica, se 

trata de trabajo desarrollado cuando hay transmisiones de energía, sin interve 

nir la temperatura. La energía calorlgica se transmite por diferencia* de tempe 

rotura, a partir de lo cuál se puede distinguir el calor y el trabajo. 

El término trabajo incluye a partir de la expresión dW - Fdx todos los pro_ 

cesos de transmisión de energía, en donde F puede provenir de fuente* eléctri-

cas, magnética*, gravitado nales y otras; pero excluye toda transmisión de ener 

gla que provenga de diferencias de temperatura. 
En la figura 7-6 *e representan cuatro casos donde se realiza trabajo o -

transmisión de calor. En (a) el sistema esta compuesto de agua y una rueda de -

aspas, que está obligado a girar y agitar el agua por la acción de un peso que-

cae. En (b) el sistema esta formado por agua y una resistencia eléctrica intro-

ducida en ella. La corriente eléctrica que pasa por la resistencia es producida 

por un generador accionado por un peso que cae. En ambos casos se modifica el -

estado del sistema y debido a que el agente que provoca este cambio es un peso-

que desdende, ambos procesos implican la realización de trabajo. 

En los casos (c) y (d) e£ sistema es agua contenida en un redpiente con-

ductor del calor. En (c) ^ sisterra esta en contacto con los gases en combas— 
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En Id) el *Utmi Mtd P^xlmo con a n a tempana e £ £ c í * t e a cuya í e m p e A a ^ u t e¿ j . 

efeo ^ elevada que te de£ a g u a . En ab*o¿ ca¿o¿ ¿ e modifica el estado del i ^ t e 

ma, sta tateAventa ningún agente mecinlco que pwoque este cambio; iotamente -

hay una tnanimlildn de colon. 
n contante cbseMOA que si hay alguna tnansfonmaclSn ptwUcuXm. en un -

¿titma implica ta nealtaactan de tnabajo o te tnansntatan de catan. Pon. ejemp-

lo i l en ta figuna 7 - i b ¿ e coniidem ahona ta resistencia como eterna y e l — 

agua como medio extentan hay una t n a n s M de catan de.de ta nestaten^, en-

vtatud de ta diferencio de tempenatun*. Sin embango, no obnan fu ;e**u a tnavíz-

de tai Omites del statema que pnovoquen desplazamiento, y pon ta tanto, pana -

este proceso W = o. n . . 
Si ahona el statema uta fonmdo pon el conjunto del agua y de ta 

ata el medio exterion no contiene ningún objeto cuya temperatura difiera de ta 

del ¿tatem, y Por ta tanto no hay tnonsmistan de colon entne este ¿tatema y el 

medio extenlon, y pon consiguiente, í - o p e m e * í e P^ceso. 

C a t e ó t e ^ ahona a 1 y a W pana un pncceso tenmodin&n.co « p e ^ c o . S , * e 

coniidena un gas en un deptsito ciltadntao que tiene un Mota ntvta Vonde el-

3a¿ es el ¿tatema que tatalamente se encuentna en equilibnio con el metüc am-

biente extemo a it e . d e p i l o d e c ^ , ^ b o t e , u e . e ^ n -

en te ^ 7 - 7 , , ^ e n e una p ^ n P ¿ , un . o t e n e n S . te. p a ^ e d e , del ne_ 

cipiente ion tai UmUei del ¿tatemo, pod^ ^ ca^o, ^ ^ o ^ -
a pon ta bai& del ciltadno y ¿e puede hacen taabajo ¿obre el Sta&mo o el m -

I 
É l 
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tema puede, efectúa*, trabajo comprimiendo el gas con el émbolo o dilatándolo. 

En la figura 7-7 se representa a el gas dilatándose contra el émbolo alean 

zando un estado final con una presión P< y un volumen El trabajo realizado-

por el gas al desplazar el pistón una distancia Infinitesimal dx es: 

dd) - F.ds = pAds - pdV Ecuación 7 -6 

Vonde dV es el cambio diferencial de volumen del gas. En general, la pre-

sión no será constante durante un desplazamiento. Para determinar el trabajo to_ 

tal realizado sobre el émbolo por el gas en un desplazamiento grande, se debe -

conocer la variación de p con respecto al desplazamiento; y se calcula la inte-

gral; v 

W j pdV. Ecuación 7-7 

El valor de esta integral se puede encontrar gráficamente como el ¿rea ba-

yo la curva en un diagrama p - V como se muestra para un caso especial en la f i 

gura 7-8. 

FIGURA 7-7 . F I G U R A 7 ' 8 

Tanto e£ tnabajo e f e c t u a d o pox un tUtem, como e£ colon pzndXdo o ganado-

pon uU depende« nc ioHmaOe. d e lo¿ do¿ ¿Modo* ÚUCÁXU y íínal iúw tamban-

te Im utndu MemedlM, e ¿ ío u , dU IZCOMMO <?ue ¿¿ga e£ pnocuo. E¿to 6z 

puede M M Í a fauna. 7 - 9 , al co nivwan contante Za pnettfn de ¿ a a y du— 

pue¿ contwan coutarvtz. e£ ,o£umen de a a U tnabajo que nmUza e£ ga¿ al-

dilatansc eá ¿GOAL al SAÍO. bajo ta Unza ¿ a , Si afeóla e£ * e c o v ü d o &t> M , U " 

fiaba jo Sexuado pon e£ ga6 ¿eA* e ¿ dnw bajo la Urna La a v i v a contorna -
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de i & f es o í s recovado, en el cuál, el trabajo efectuado por el gas es el -

¿enejante. A eó¿odo4 i y f los caracterizan las temperaturas TI y T f . Si se 

realiza el proceso a presión constante pi hasta alcanzar la temperatura Tp y de 

¿pues se cambia la presión a temperatura constante hasta llegar al valor final-

pf se obtiene cierto resultado. 0 bien, si primero se reduce la presión a pf y-

despues se calienta a esa presión hasta la temperatura final Tf se obtendrá o— 

tro resultado diferente. Esto es, que cada recorrido dd un resultado diferente-

para el valor del calor que fluye al sistema 
7 . - La primera Ley de la termodinámica. Algunas aplicaciones. 

Si en un proceso un sistema se hace pasar del estado inicial i al estado -

final f a travíz de una trayectoria determinada, y siendo «¿ cato, absorbido-

por el sistema y W el trabajo desarrollado por el mismo; se puede calcular Q.-W. 

Sise hace de nuevo lo mismo para muchas trayectorias diferentes, entre los mis 

mos estados inicial y final, se obtiene el importante resultado de que Q.-W es -

la misma para todas las trayectorias que unen los puntos inicial y final. Esto-

es, aun cuando Q, y (tí dependen independientemente de la trayectoria seguida, ft-W 

no'depende de como se lleve el sistema del estado i al estado f es decir su tra 

yectoria, sino solamente de los estados inicial y final de equilibrio. 

Ahora bien, Q. es la energía que se ha suministrado al sistema por transmi-

sión de calor, y W es la energía que se ha extraído de a al efectuar trabajo.-

Vor lo tanto, la diferencia Q-W tiene que representar la variación de la ener-

gía interna del sistema. A partir de lo cuál se deduce que la variación de la -

energía interna de un sistema es independiente de la trayectoria, y por lo tan-

to, es igual a la energía interna del sistema en el estado f , U f , menos la ener 

gla interna en el estado i , Ui: 
Uf - Ui =Ail = Q. - W Ecuación 7-8 

Si se asigna un valor arbitrarlo a la energía interna en un cierto estado-

de referencia, su valor en cualquier otro estado queda definido igualmente, — 
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pacóto que QrW e¿ ¿ a tómo. pa/ia cualquler proceso que lleve de un estado a otro 

La ecuación 7-S se conoce como la primera ley de la Termodinámica, y se de 

be recordar que al aplicar esta ecuación: 1- Que todas las magnitudes deben ex-

presarse en las mismas unidades; 2o- Que £ es positivo cuando entra calor al sis 

toma; 3 - Que W es positivo cuando el sistema realiza trabajo. 

Si el sistema sufre solamente cambios infinitesimales en su estado, es de-

cir, si absorbe una cantidad de cantidad de calor d<¿ y solo se realiza una can-

tidad de trabajo dW; el cambio de energía interna será dU. En tal caso, la prim 

era ley se escribe en forma diferencial asi: 
dU = dQ - dW Ecuación 7-9 

Algunas aplicaciones. 

Se ha visto que al dilatarse un gas el trabajo que realiza sobre su medio 

ambiente es: 

W - J pd\J 

Donde p es la presión que se ejerce sobre el gas o por el gas y dU el cam 

blo diferencial de volumen que experimenta el mismo. Si se concidera un caso en 

que la presión es constante y el volumen cambia una cantidad finita, de Vi a Vf 
v, v. 

Entonces, í 6 r 6 
W pdl/ * p dV - p [V. - V¿) Ecuación 7-10 

J v . ' v . ® A, i 
Al proceso que ocurre a presión cosntante se le llama proceso insóbarlco.-

Un ejemplo de este proceso se nuestra en la figura 7-10, donde el sistema es a-

gua en un depósito cilindrico. Un émbolo impermeable sin rozamiento se carga — 

con arena para mantener constante la presión sobre el agua, y se transmite 

lor del medio ambiente al sistema por medio de un quemador de Bunsen, hasta que 

el agua hierve y algo de ella se convierte en vapor, el sistema se puede dila-

tar muy lentamente [casi estáticamente), pero la presión que ejerce sobre el -

émbolo es siempre la misma, debido a que esta presión debe ser igual a la pre-

sión constante que efectúa el émbolo sobre el sistema. Si se agregara o se qui-

tara algo de arena durante el proceso variarla la presión, y por lo tanto el -

proceso no serla isóbarico. 
Las sustancias cambian su fase de liquido a vapor cuando hay una combina-

ción definida de los valores de la presión y la temperatura. Por ejemplo, el -

punto de ebullición del agua es a 100°C y a la presión atmosférica. 

Un s i s t e m a experimenta un cambio de fase agregándole o quitándole calor, -

independientemente del calor que se necesita para llevar su temperatura al va-

lor requerido. 



FIGURA 7-10 

Si se considera el cambio de fase de una masa m de líquido a vapor que oca 

una a presión y temperatura constante. Siendo VI el volumen del líquido y Vv el 

volumen del vapor. El trabajo efectuado por esta sustancia al dilatarse de VI a 

Vv es: 
w - p tVv - v¿) 

Si se representa por L el calor necesario por unidad de masa para cambiar-

una sustancia de liquido a vapor a temperatura y presión constante. Entonces la 

cantidad de calor absorbida por la masa m durante el cambio de estado es: 
£ r mi Ecuación 7-11 

Ve la primera ley de la termodinámica, tenemos: 
&il = d - W 

de manera que Á U = m L ~ p (V^ - V¿) 

para este proceso. 
Ejemplo 7-3. ^ 

A la presión atmosférica, 1 gr. de agua, que tiene un vaolumen de 1 cm , -

se transforma en 1617 cm3 de vapor después de hervir. El calor de vaporización-

del agua es de 539 a 1 atm. Por lo tanto, si m = 1 gr, 
Q. = m L = 539 cal. 

Esta cantidad es positiva, ya que representa el calor agregado por el me-

dio ambiente al sistema. 
Sabiendo que 1 atm = 1.013 x 10 

5 nt 
T ' m 

se encuentra: 



JJ • - , - . v o w . ; } J -

: 

w B p (V - V ) . 1.013 x 105 4 [{J671 ~ n X ^ " V ] 
v z m 

0/ = 169.5 joules. 

Que es la cantidad de trabajo efectuada por el sistemi ¿obre el medio am-

biente, y es positiva. 
Puesto que 1 cal - 4.186 joules, W * 41 cal. Entonces, 

&U = Uv - U¿ * mi - p (l/v - V¿) * (539 - 41) cal. 

ÁU ^ 498 cal. 

Varante este proceso la energia interna del sistema aumenta. Por lo tanto, 

de las 539 cal que se necesitan para hacer hervir un gramo de agua a 100°C y — 

1 atm; 41 cal producen el trabajo externo de dilatación y 498 cal se transfor-

man en energía interna agregada al sistema. Esta energía representa el trabajo-

Memo efectuado para vencer la fuerte atracción de las moléculas de agua en-

tre si en el estado líquido. 

Cuando en un proceso no entra ni ¿ale calor del sistema se le llama proce-

so adiabático. Este proceso se logra conservando el sistema sellado, separado -

de su medio ambiente por un material aislador del calor, o efectuando el proce-

so rápidamente, 
Para un proceso adiabático QrO, de manera que de la primera ley obtenemos: 

L u - u r u . - - o/ 

Por lo tanto, para un proceso adiabático la energía interna del sistema se 

incrementa en una cantidad igual a la cantidad de trabajo efectuado sobre el -

¿istema. Si el ¿istema hace trabajo en un proceso adiabático, su energía Inter- < 

na disminuye en una cantidad igual al trabajo externo que efectúa. Al aumentar-

la energía interna se eleva la temperatura del sistema y al disminuir esta se -

reduce la temperatura» 
En la figura 7-11 se nuestra un proceso adiabático simple, donde el siste-

ma es un gas encerrado dentro de un cilindro hecho de material aislador del ca-

lor. Como al sistema no entra ni sale calor de su medio ambiente, y solo se tle 

ne un émbolo sin rozamiento cargado con arena; solo se realizará trabajo entre-

el sistema y su medio ambiente. Este proceso ocurre al agregar o quitar arena -

al émbolo, de manera que el gas se puede comprimir o dilatar contra el Molo. 

Algunos ejemplos de procesos adiabáticos en ingeniería son, la dilatación-

del vapor en el cilindro de una máquina de vapor, la dilatación de gases callen 

tes en un motor de comxstión interna y la compresión del aire en un compresor -

de aire. Estos procesos se llevan a cabo con una gran rápidez para que solo pue 

da entrar o salir del sistema una pequeña cantidad de calor a travéz de sus pa-



FIGURA 7-1 ) 

Un p w t M o d e 3 ;wn ¿ » t o t « e* e£ de dUatactSn Ubne. Se i l i a -

de un prt.oc.eAo adiabdtcco en e£ cuoi no futee ttaba/o e£ e t e r n a nZ ¿ e e ^ e c ^ i a -

tmbajo iobm i l . E* ie p*oce*o ¿ e legna comando un depSiW, que c o n t e n g a g<u 

con o t t o en e£ c u « ¿ e £ e ha ftecfco v a ^ m e d t ó n t t una upita. d e cone>a5n, M t t n 

do teda U interna a^lado corno ¿ e n e i t t a en te ¿£gu/m 7-1Z. SX te ^ " 

ab** z iepeni tnamenie , e£ ga* . e tettoduce en e£ vacXo y . e d i t e t t d e m e n t e . 

Peb-tdo a que w e t ò a t ó ¿ a t e c o t e * de£ U i t ì m , y corno ¿a* P a*ede* de tei 

d e p i l i ion nXgidat no ¿ e fcace tnabajo e x i e ^ t o ¿ob*e e£ ¿ t e t t m a . Po* £o tan-

to en te p^meAa ¿ e ? ienemo* que £=o «, W-o, de manerta que IU = Uf pana e * i e -

p ^ o . E»te m , ^ e te* eneAgte* ¿n*e*na* teteteZ y «tal ion ¿guaito en te -

dilatacÀjSn tùbne.. 

Atsiaùo/Z ùe f ALÒ/I ^ 
¿sp/r/J 

ESP'74 
ClArffiàÓ 

oc 

FIGURA 7-12 



P R O B L E M A S 
J - s¿ SOg de aluminio a 20°C ¿ e dejan caer en 5OOg de elanol a -40°C, ¿cu 

SI seú la temperatura final cuando se logra el equA¿ü»ux>? 

^ t ^ & w i S ' » ^ « / « S2 S ! 
temperatura resultante. ^ ^ ^ 

^ B ^ í B Á i a ? * 

joo i « « » ? . R : m w a t £ i > 

m . Un d e p i l o kechodel de M°C 
Un trozo del M de 17.««*, J ^ f ^ X ^ ^ M e n t e ana temperatura de 

R : 0.13 kcal/kg°C. 

g ^ ' X A a d X l ^ Z ^ d o ¿e puede « 

e¿ ca£o i ¿ a t e / t í m e l o a * a z í n de «.Ocm3/¿eg 
Un ¿&¡uxdo de d e n i t e a d O - » * « / « * ¿unctena con 250«*¿t¿ y-
Se agiega calor medente ana tMA^Mtí&XKua d r é n e t e de temperaturas -
2 L V S r r e ^ K 3 ? S & u * c a t e * . p e c X ^ o -

del ¿CqiUdo. g 59 ^ / g ' c . j . „ 
„ , „ , , , f c - A(, »a ta de un homo de reco<udo y -

t.- Un trozo de hierro que p e í a » . í ^ ^ ^ a d e w a c e ¿ t e a una - -
¿ e íempte Introduciéndolo en ^ J ^ ^ f j ^ ^ T a e g a i 46.6'C. c a t e * espe-
ten p e M a de_22.2 C ^ ^ ^ ^ ^ ^ ¿ T ^ p a c c d a d calórica del de-

hocino de recocido. ^ 37J°C 

^ m r r ^ t a t t i í " ™ " " f 
Rs 40g. 

i -

a -

¿ e 



c o t e * a lo tetgo de* t u b o . R ; ^ ß M ^ 

11 -A¿ petóla* un agujen en an bloque d e teten de 4.4M te P ^ P ^ n a -
p o t e ^ f S de 29S Ä ^ ^ T w Ä H ^ Ä t Ä ne*a? (b) ¿Cuie e i te e t e v a c t e n de t e m p e r a t u r a d el latí n e i /b„ ae*. c o t y _ 
nZdocaUenta al latín? Ic) ¿Qué OCUMC con el oUo 251? 

R : a ) 34 BTU = 36000 joule* 

b) no°c. 

1 2 . - C o n i t e á m e te vaxilla que ¿ e « w t o « 

S, te Ä f de ^ ^ ¿ í n d e c a t e * y (c) te ¿ e m p e ^ t ó m en un punto d e te 
¿oitíte i^íuado a JOcm del exorno d e í e m p e A a í u ^ elevada. 

R : a ) S00°C/m; 

b) 4.6 cal/ieg 

c) 75°C. 
, 3 - Una Ä t e a d e un c u i t e d o * t £ w o « e n e lOOcm^de i e c c t e n ^nivvual-

paáo/ián a de ¿árnóta en un cUa? 
R: g6 ,400 cal/día. 

* Ä S 

R: J . 1 3 COI/SCQ; 41 a de£ a e e * o , 

t/ 961 a ¿>uu/£ó de£ eob/ie. 

, 5 . - Sup t fngwe , u e te c o « ^ 
a t e m t e t o y 4 vece* mayo* que te dellatSnl W U M M U U , ^ ^ 
b*e, a t e n ú o l e Ä ^ f a C k u a ^ n de te o ¿ r 

ä ä V Ä * 
g ó 0 c j ^ ^ ) ^ 57°c ( M-latSvi ). 

" « ¿ 5 Ä S Í V c . i - » « « 

ducXividad tírntea d<¿ la ceJiómica. 
R: 0 .42 ea£/m ¿eg C. 



17 - La figura (7-13] a nuestra un cilindro que contiene gas y està, cerrado 
mediante un émbolo móvil. El cilindro va dentro de una mezcla de hielo y agua.-
El émbolo ¿e mueve rápidamente bajándolo de la posición lU.a la posición m . -
Se detiene el émbolo en la posición (2) hasta que el gas q u e d e n a e v ^ e ^ e a O C 
a después se levanta lentamente a la posición [1). La faura 7-13b) ^ un dta 
{rmTp-\l del proceso. Si durante el ciclo se funden 100g de hielo. ¿Cuánto tra 
r . . i_ f L ~ . L. „ nD nntO VJ' w w * " f -- — f 

bajo se ha hecho sobre el gas? 
R: 8,000 cal. 
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flu/V/r 
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\J, i/oio&à/v 
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FIGURA 7-13 



CAPITULO VIII 

T E M P E R A T U R A 

Vescnipclonts macroscópica y microscópica. 

Al estudian lea situaciones físleas, genenalmente te enfoca la atención en 

una porción d e mótenla que Imaginariamente Uta ¿epatada del medio ambiente que 

¿a ladea. A uta porción te le lima el tistema y a todo lo extemo a ( l , que -

tiene alguna relación dinecta con tu comportamiento te £e llama el medio amblen 

te. Un ejemplo pana determinar eJL comportamiento del interna al actúan con ¿u -

metó> ambiente puede i en; cuando una pelota es el sIstema y el medio ambiente -

seaelalneyla tierna. En la calda Ubne ¿e tnata de aveniguan como el avie y 

ia tienna a n e c i a n el movimiento de la pelota. En E ¿ í e COAO como en algunos o t -

ro* se deben escogen cantidades adecuadas pana descnlbin el funcionamiento del-

sistema. Clasificado uta* cantidades, que ton propiedades del conjunto del sls_ 

tema medidas pon medio de operaciones de la bonatonio, como macnoicGpicai. En -

los procesos en que interviene el calor, las leyes que relacionan las cantlda-

dei macAosópicas tales como, presión, volumen, tempenatuna, enengia intenna,-*-

etc, forman la bate de la Termodinámica. 
Pana el cato en que te contldenen cantldadet que deseniban los átomos y -

m o l í c u l a t que forman un sistema, tales como tut velocidades, energías, masas, -

cantidades de movimiento angular, etc, te clasificante como mitrotcópicas y fon 

marán la base de la mecánica estadística. 
En un sistema cualquiena, las cantidades macroscópicas y microtcópicat te-

deben nelacionan ya que ton, timplemente difenentes formas de descnlbin la mis-

ma tituaclón. 

Hacnotcópicamente la pnesión de un gas se mide a pentin d e un manómetro y-

considenada micnotcópicamente, se relaciona con la rápldez media por unidad de-

área con que las molículas del gas cominldad de ánw con que las moliculat del-

gas comunican cantidad de movimiento al fluido manomStnlzo al chocan contra tu-
supenficie. , 

Análogamente £a tempenatura de un gas se relaciona con la energía c¿ntteca 

media de translación de las moUculas. 
1,- Equilibrio tOmic.0. 
Cuando se tocan varios cuenpos, el sentido del tacto permite hacen una <Us 

tinción aproximada entre lot cuenpos calientes y lot cuerpos fríos. Asi con el-

tacto se pueden ordenan los cuenpos A, B, y C en o r d e n de AU grado de calenta-

miento, diciendo que A está más callente que B, B más caliente que C, etc, con-

estí queda definido nuestro tentldo de temperatura. Pana fines cienUf^ot este 

procedimiento no es átU por se muy subjetivo para determinan la tempenatura. 



Para c o m p r e * e£ s í g n i ^ o de t e m p ^ a í u * * ; considérese un objeto A y -

uno idéntico B, , u e , e sienten ¿rio el primer, y c a U e n t e U segundo al estar -

en c o n í a c t e con te mano, te, c u a t e , a ¿ p o n e * , e en contacto uno con el otro du-

unte un tiempo grande, producirán te misma sensación de temperatura. 

Cuando esto sucede se dice que A y B , e e n c u e n d a n en equilibra tírmcco. 

Una prueba lógica del equilibré tSmico e , emplear un tercer cuerpo tal -

como un termómetro. "Si A y B están en equilibrio térmico con un tercer grupo C 

[termómetro), e n t o n c e , A y S se encuentran en equilibrio térmico entre si . A -

M í a d e ^ t e t e c í n , e te conoce como te ley de te T e * m o d ¿ n « c a anterior a te p*¿-

^ ' u concepto anterior di te idea de que te temperatura de un sistema es una 

propiedad que a te larga atacanza e ¿ *u,mo . a t e * , u e te d e o¿*o , p i e r n a , c u a n -

do todos se ponen en contacto. , . , . 
la idea d e *empe*afct*a como medida del grado de catar o de ¿rio de un sis-

tema concuerdan con e , ¿ e c o n c e d o , po*«ue hasta el punto en que nuestro sentido 

de^temperatura es digno de c o n i z a , el grado de calor de tedo, " 

igual despues de «ue i o d o , e £ t e , kan estado en contacto un tiempo su6icieMemen 

te grande. 

cA.- Medición de la temperatura. 
A launas de las propiedades físicas que .arlan con te íempe*a*u*a , o n : te -

longitud de una v a ^ X t e . , e t ootemen d e un liquido, te resistencia electa^ e -

un a t e r r e , e¿ c o t o * de£ «lamento de una lámpara, te presión de un g a , que se 

mantiene a volumen constante y el volumen de un gas que se mantiene a prestan -

estos cambios son utilizados en ta construcción de diferentes Upos-

^ T a T l ' d e íempeAaíu*a , , e e s t e c e . c o g i e n d o una , u , t e n c t e 

c a e p e c t e * ? u n a p*optedad í e*mom«*xca e , p e c t e £ de e , a sustancia Po r ejem-

¿o ta sustancia ter^métrica ^ e d e , e * un « , u t e o , u e , e — 

c a p l t e * de ^ , te p w p c e d a d , e * m o m « * t e a ^ e d e , e * te 

nadel liquido. Para cada elección de una sustancia y de , u propiedad termomé-

t Z ^juntamente con ta retactan su^esta entre ta propiedad y ta tempera^ 

T 7 o 2 c e n cada una de ellas a una escata especial de temperatura, cuya, 

2 n Z t e Z con c u a t e a t e * o ^ e , c a t e d e i e m p e * a í u * a , tadepeMle^ementade¿i 

Pero si es recomendable, que una escate de í e m p e * a * u * a , ^ - -

compare con ta escata universal que se describir* mas adelante. 
^ a r a graduar un termómetro para el cuil se ka escogido una , u , t e n c ^ ¿e*mo 



métrica se hace lo siguiente: Reptes entese pon X la propiedad termométrica que-

se desea utilizar para determinar la escala de temperaturas, en seguida se esco_ 

ge una función lineal de la propiedad X tal como la temperatura T que tiene el-

termómetro, y un sistema cualquiera en equilibrio térmico con él: 
T (x) = a X Ecuación 8-1 

Al escoger esta forma lineal para T(X) se establece que diferencias igua-

les de temperatura, corresponden a cambios iguales de X. Ve la ecuación 8-1, ta 

mblén se deduce que dos temperaturas, medidas con el mismo termómetro, están re 

laclo nadas con sus respectivas X, es decir, 
T(Xj) X1 

mqr= x j 

Vara encontrar la constante a, y por consiguiente, graduar el termómetro -

se debe determinar un punto f i j o normal, en el cual todos los termómetros deben la-

marcar el mismo valor de temperatura T. Este punto f i j o es aguél en el cual el-

hielo, el agua liquida y el vapor de agua, están en equilibrio y se le llama — 

punto triple del agua. > f ~ " 
El punto triple del agua es un estado único que se logra fínicamente a una- <nás 

presión definida {figura-8-1). la presión de vapor de agua en el punto triple - er-

es de 4.58mn-Hg. y su temperatura a sido designada arbitrariamente llamándola - ra-

273.16 grados Kelvin o 2 7 3 . 1 6 % 
Si t r , son los valores en el punto triple, por lo tanto, para cualquier ter 

mómetro, m ) ^ 

TIxtri ' xtr 

Si T(Xyr) = 2 7 3 . 1 6 ° K , para todos los termómetros, entonces, 

T(X) = 273.16°K y j f c Ecuación 8-2 

Por lo tanto, cuando la propiedad termómetrica tiene el valor X, la tempe-

ratura T, es la escala particular escogida, estará dada en °K por T[X), cuando-

en el segundo miembro de esta ecuación se penen los valores de X y Xtr. 

Aplicando la ecuación 8-2 a varios termómetros se obtiene: 

a) Para un termómetro de liquido en un tubo capilar en vidrio, X es L, la longi 

tud de la columna de liquido, y T [L] = 273. 16°K 

b) Para un gas a presión constante, XesV, el volumen del gas, y 

T W = 273.16°K — 
Vtr 

c) Para un gas a volumen constante, XesP, presión de gas, y 

T(P) - 273 .16°K — 
Vtr 
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dì Vana, un termómetro de resistencia de platino, XesR, la resistencia eléctrica 

y TIR) » 2 7 3 . W K f a 

FIGURA g-7 
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Ejemplo 8-1. 
Un termómetro cuya resistencia eó de platino, tiene un valor de 90.S5ohms. 

Cuando su bulbo se coloca en una celda de punto triple, como la de la figura 8-

1. ¿Qué temperatura queda definida por la ecuación 8-2 si el bulbo se coloca en 

un medio ambiente tal que su resistencia sea 98ohms? 

T(X) = 273 J6°K j f r 
98 = 273.16 K 

T(X) = 2 9 4 % 

Ahora resulta la pregunta de que si el valor que se encuentra para la tem-

peratura de un sistema depende del termómetro utilizado para medirlo. Como las-

diferentes clases de termómetros coinciden en el punto f i j o patrón, es de espe-

rarse, i qué ocurre en otros puntos? Sise mide la temperatura de un sistema — 

con diversos termómetros, cada termómetro dará una lectura diferente, aún cuan-

do sean termómetros de una misma especie, tales como termómetros de gas de volu 

men constante con diferentes clases de gases, obtenido di¿erentes mediciones de 

temperatura para el sistema dado. 
Vor lo tanto, para encontrar una escala de temperaturas definida, se debe-

escoger cierta clase de termómetro como patrón. Esta elección se hace determina 

ndo si la escala de temperatura definida mediante un termómetro especial resul-

ta ser una cantidad átil en la formulación de las leyes de la física. La varia-
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ción mas pequeña en las lecturas esta entre diferentes termómetros de gas a vo-

lumen constante, lo que sugiere que se escoja un gas como sustancia termometri- • 

Ca P°tnun termómetro de este Upo, se encuentra que al reducir la cantidad de-

gas usado, y por lo Unto, reducirse su presión, la variación de lecturas entre 

termómetros de gas fabricados con diferentes clases de gases se reduce también. 

- J 4 . - TeAmtfmeteo de gas a votemen c o t ó t e n í e . 

E£ termómetro de g a i , de volumen constante, emplea como p i e d a d termomè-

trica la prestan a votemen constante, dependiendo esta prestan de ta temperata 
.ta y aumentando continuamente a¿ elevarse esta. 

' U termómetro se representa en ta itaura 8 - 2 , c o n c h e en un tebo de vta-

porcelana, cuarzo o platino [dependiendo de tas Omites de temperatura en-

tré tas cuales se vaya a usar).conectado mediante un tubo capilar con un manóme 

tro de mercure. En e£ b a t e o esta contenido el 9as, que generalmente es htawge 

no o hello; al introducirlo en el medio ambiente cuya temperatura se trata de -

medir el gas se ditata al ta aumentando ta temperatura, obligando al mercurio a 

descender en ta rama de ta izquierda y a elevarse en ta rama de ta derecha 

Vara evitar esto o sea mantener el volumen constante, basta elevar el depó 

sita .para que el mercuri* de ta rama taqutarda del tubo en« ^ ^ 

eon te marca de p é n e t e ( « * e i e t ce*o d e te 

t a a t t u * a de* « * c u * t e en ta rama de ta derecha. Ponde ta prestan del gas enee 

^ o en e t bulbo es ta diferencia de tas alturas entre tas columnas de mercu-

rio [Aplicada por pg1 ^ te p W n M i e U c a , «ue ¿ e ^ e con an baróme 

En te práctica e t aparato es algo complicado y se le deben hacer rvckas co 

rrejcclones, tale, como, ( ! ) « en c u e n t e eZ pequeño ca l f a t e de volumen debido 

T t e a g e « ! c o l e c t e n o dilatación del bulbo y (2, ¿ e n e * en c u e n t e «ue no te-

doel gas c o r t e a d o e i t e « t e o en e t ba*o. Si se supone que tas correcw--

1 están J L y si se llama V al valor corregido de ta prestan con re,pecto-

a te temperatura del bato. La temperatura estar* dada preveniente por 

r ,p , 2 7 3 . 1 6 W constante) Remetan í - 3 
ta 

147 

u -

ja-

s ca-

ro xi-

e la- , 

in— 

I más 

luer-

)era-

>ante 

3 y I y 



F1GURA 8-2 

I 5 . - E s c a l a de t e m p e r a t u r a s del gas Ideal. 

El bulbo de la figura 8-2 que contiene una cierta cantidad de gas, al es-

tar rodeado por agua en el punto triple, la presión P^, tiene un valor defini-

do, por ejemplo 80cm-Hg. Si ahora el bulbo se rodea con vapor que se condensa a 

la'presión de una atmósfera y manteniendo constante el volumen en su valor ante 

rlor, se procede a medir la presión del gas Ps, que es la presión en el panto -

de ebullición, para este caso, Ps80. 
Enseguida se calcula la temperatura provicional a partir de la expresión -

PAKO 
TIPS80) - 273. 16°K ( 

Si ahora se extrae algo de gas al bulbo, hasta que la presión Ptr tenga un 

valor de 40em-Hg, de igual forma se mide el nuevo valor de Ps y se calcula otra 

temperatura provicional a partir de la expresión T(Ps40) - 273 . 16°K l4ócm~Hg] 

Ve igual manera se va reduciendo poco a poco la cantidad de gas encenrado-

en el bulbo, y para cada nuevo valor de Ptr, se calcula la temperatura para el-

punto de ebullición (T(P¿) . 
En la figura 8-3 se han trazado algunas curvas obtenidas mediante este pro 

cedimlento para termómetros de volumen constante que contienen gases diferentes 

A partir de estas curvas se encuentra que las lecturas de la temperatura de un-

termómetro de gas a volumen constante dependen del gas utilizado para valores -

ordinarios de la presión de referencia. 
Sin embargo, conforme se reduce la presión, las lecturas se van acercando-

ai mismo valor. Por lo tanto, el valor extrapolado de la temperatura depende á-

nicamente de las propiedades generales de los gases y no de un gas en especial. 
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Po* c o u J f l u J u f e , «e demone e ¿ e a M de ¿ e m p e A o * ^ de ga* ¿dea* a p a ^ A de -

la expresión 

T - 273. 16°K IZo 1 m' lv stante) j a c t e n t-4 
EAta eAcate d e t e m p e r a i , depende« de teA propiedades de ÌOA gaAeA en -

g e n e r a i (p rop iedades de un gas i d e a i ) y no de teA p rop iedades de un gas en pa*-

toto, Por lo tanto, p a r a medir una t e m p e r a t u r a s e debe u s a r un gas a esa tem 

p e r a t u r a . La t e m p e r a t u r a mai 6 a / a que s e puede med i r , con un termometro c u a i q u , 
era de gas es aproximadamente, de 1°K. 

Para obtener esta temperatura se debe usar keUo a baja presan ya que el-

kelio se licua a una temperatura inferior a U de cualquier otro gas. Por £o -

torto, no se puede asignar un significado experimental a temperaturas 

*e¿ a 1°K aproximadamente, pò* medio de un termómetro de gas. 
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FIGURA 8-3 
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\ 6 . - LOA eAcaiaA CetecuA y fahrenheit. La eAcate de temperaturas pitela -

— T ^ de t e m p e r a t u r a que Ae UAO„ c o c e n t e Aon te CeiAiuA o C e n t i -

^ T r ^ e i t . EAtaA u,calai eAtan de^te idaA a p ^ d e te eAcate de -

temperaturas fandamental en la c i e n c i a , que eA la Kelw. 

T T c a L CeteiuA usa cor. unidad de t e m p e r a t u r a un i n t e r o de un g r a d o -

n e eA de i g u a i magni tud que e i grado de te eAcate ^ 
e n t e e te tempera Celsius Te <°C) y te temperatura Ketexn TI K) eA te W 

^ 1 7 3 . 1 5 ' Ecuación 8 - 5 

Como punto t r i p t e d e i agua que por d e ¿ t e i c t e n eA . g u a i a 273.16°K c o r r e 
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VOJL c o n s i g u i ó , *e demone e¿eo£a de A p e s t a s , de ga* ¿dea* a p a ^ A de -

la expresión 

T - 273. 16°K I Z o 1 m ' lV instante) Ecuación 8-4 

Esta escala de temperaturas, dependen de las propiedades de los gases en -

general (propiedades de un gas ideal) y no de las propiedades de un gas en pa*-

Po* £o tente, para medir una temperatura se debe usar un gas a esa tem 

peratura. La temperatura mas baja que se puede medir, con un termómetro cualqui 
era de gas es aproximadamente de 1oK. 

Vara obtener esta temperatura se debe u , a * heUo a b a j a p W n que e£ -

keüo se licúa a una temperatura inferior a ta de cualquier otro gas. ?or £o -

to*,, .o se puede un » f r i c a d o experimental a temperatura* 

re¿ a 1°K aproximadamente, por medio de un termómetro de gas. 
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FIGURA 8-3 
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\ 6.- Las escalas Celsius y fahrenheit. La escala de temperaturas practica -

— T ^ de í empe*a te*a «ae « - a n c o m e n t e , o n te C e t e t e , o Centi-

g f J 7 f a h r e n h e i t , estas escalas están definidas a partir de la escala de -

temperaturas fundamental en la ciencia, que es la Kelvin. 

T T c a L Celsius usa corno unidad de an tettate de « grado-

ne el de ^ magnt ted , u e e t g ^ o de te . c a t e ^ 
entre te temperatura Celsius Te CC) y te te,pe^ Ketexn T( K) e i te s ^ 

^ te = T - 273.15° Ecuación 8 - 5 
Como e t pan to teepte d e t a g o . que por definición es igual a 273.16°K c o ^ e 
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¿pondo. 0.01°C. 

La temperatura a la cuál el hielo y el agua saturada de. aire están en equl 

Ubrlo a la presión atmosférica es de 0oC [punto de funslón del hielo) y la tem 

peratura a la cual el vapor y el agua liquida están en equilibrio a la presión-

atmosférica es de 100°C (punto de ebullición del agua). 
La escala Fahrenhelt no se usa en trabajos clnetlflcos. La relaxilón que — 

hay entre las escalas Fahrenhelt y Celslus es la siguiente: 
T f . = 32° F + j Te Ecuación 8-6 

A partir de esta relación se obtiene por conclusión que el punto de fusión 

del hielo es Igual a 0°C = 32°F; que el punto de ebullición del agua es Igual a 

100°C - 212°F, y que un grado Fahrenhelt es exactamente j de un grado Celslus. 

En la figura 8-4 se hace una comparación de las escalas Kelvln, Celslus y-

Fahrenhelt. n 
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FIGURA 8-4 

El punto f i j o patrón para los termómetros es el punto triple del agua el -

cuál tiene un valor arbitrarlo de 273.16°K. El termómetro de gas de volumen con 

stante es el termómetro patrón. La escala de gas extrapolada es la que se usa -

para definir la temperatura del gas Ideal a partir de la expresión T * 273.16°K 

llm i P \ 
Ptr-»o Ptr'' 

Esta escala es Igual a la Kelvln para los limites entre los cuales se pue-

da usar un termómetro de gas. 

Empleando de esta forma el termómetro patrón, ¿e pueden encontrar experl— 

mentalmente algunos otros puntos de referencia para medir la temperatura, llama 

dos puntos f i j o s . En la tabla 8-1 se Indican las temperaturas de fusión y Ebu-



\ 

_\> "1 j 

tticíón {punios fijos) pana algunas sustancias; estas temperaturas se pueden u-

tilizar para graduar cualquier clase de temómetro. 

~ 7 ~ Temperatura 
Sustancia designación <>K 

Oxigeno Punto de embulllclón normal -182.97 90.18 
Agua punto triple 0.01 273.16 
Agua punto de embulllclón normal 100.00 373. 15 
Azufre panto de embulllclón normal 444.60 717.75 
Plata punto de fusión normal 960.80 7233.95 
Oro punto de fusión normal 1063.00 1336.15 

TABLA 8-1 

En 7927 se adoptó una escala internacional de Temperaturas Prácticas 

(IPTS) para formular una escala que puede usarse fácilmente para fines prácti-

cos, como la calibración de instrumentos industriales o científicos. Esta esca-

la co neis te en una serie de recetas para prácticamente obtener la mejor aproxi-

mación posible a la escala Kelvin. Se escoge el conjunto de puntos fijos de la-. 

Tabla 8-1 y se especifica una serle de instrumentos que se deben usar para i n -

terpolar entre estos puntos fijos y para extrapolar mas allá del punto f i j o más 

alto. Además se tienen fórmulas que corrigen las temperaturas básicas de acuer-

do con la lectura baromítrica. La IPTS se aleja de la escala Kelvin en tempera-

turas comprendidas entre los puntos f i j o s , pero la diferencia es insignificante 

La IPTS es el patrón legal en casi todos los países. 
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PROBLEMAS 
1.- Si la temperatura del gas ideal en el panto de ebullición del agua es-

de373. 15 K, iCuál es el valor limite de la relación de las presiones de un gas 
a la temperatura de ebullición del agua y en el punto triple del agua cuando se 
conserva el gas a volumen constante? 

R: 373.15/273.16 
2.- Es una observación cotidiana que los cuerpos calientes y los cuerpos -

freos se enfrian o se callentan hasta alcanzar la temperatura del medio ambien-
te. S¿ la diferencia de temperatura AT entre un objeto y su medio ambiente no -
es demasiado grande, la rdpidez de enfriamiento o calentamiento es aproximada-
mente proporcional a la diferencia de temperatura entre el obieto u su medio — 
ambiente; esto es, 

siendo K una constante. El signo menos es debido a que ¿T disminuye con el tlem 
po ¿¿LT es positiva y viceversa. La ecuación anterior se conoce como ley del -
enfrMmcento de Newton, la) ¿Ve qué factores depende K? ¿Cuáles son sus dimen-
siones? {6J S± en algún instante la diferencia de temperatura es LT0, demostrar 
que en un tiempo t después, su valor sera: 

¿T - LT0 e~U 

R: Materiales, forma, temperatura absoluta, 
corrientes de aire. Las dimensiones son-

3.- ¿A qué temperatura coinciden las escalas Fahrenheit y Celsius? ¿A oué-
temperatura las escalas Fahrenheit y Kelvin? ¿ q 

R: -40°F = - 40°C; 575°F * 575°K. 

4.- La temperatura a oue se funde cierto metal es de 330°C y la temperatu-
terve es de 1170 C. Expresar esta* temperaturas en la escala Fahren— 

R: 626°F; 213(°F. 

ra e^lvdte Í T C ^ c T J f W " ¿A 

R: 37°C. 

en l a t e c ^ Z ^ ? ^ * " ' ^ P ^ ^ - ' 
R: -40°F. 

- n 1 * ^ 0 {cu6ud0 de carbono sólido) vaporiza a la temperatura de 
-112 F. ¿Qué temperatura corresponde en la escala Celsius? 

R: -80°C. 

8.- El punto de fusión de la plata ocurre a la temperatura de 960.5°C El-
e M r 5 U de ^ ^Miclón del Izufre es -

444.6 C. Expresar estas temperaturas en grados Fahrenheit. 

R: 1760. 9°F; 1945.4°F; 832.28°F. 

ra a que hierve 
heit. 
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