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IV.- CONCEPTOS BASICOS DE PROGRAMACION LINEAL

Expondremos aqui los conceptos bdsicos de Programacidén Lineal cue utiliza-
remos en el presente curso. Representaremos un problema elemental de programa-

~idr. lineal en su forma candnica como:

Max.Z = C X (funcidn objetivo)
sujeto a: AX £ b (conjunto de restricciones)
X2 0 (condicidn de no negatividad)

donde: C = Vector fila de las contribuciones de las variables a la funcién ob

jetivo (de orden "n").

X = Vector columna de las variables del problema (de orden "n").

L = Matriz de coeficientes de las variables en las restricciones (de -

orden "mxn").

b = Vector columna de t&mminos independientes (limitaciones en los re-

cursos O reguerimientos; de orden "m").

0 = Vector nulo de n elementos (de orden "n").

l.- REGIAS DE EQUIVALENCIA.

Regla No. 1:

a) Maximizar "Z" es equivalente a minimizar "-Z".

b) Minimizar "Z" es equivalente a maximizar "-Z".




56

REGIA No. 4:
Ejemlos:
a) Max.Z = SXl + 16X2 a) Toda desigualdad de la forma AX & b puede convertirse en igualdad mediante -

equivale a: la adicién de un vector "Y" llamado de holgura que tendrd "m" componentes no

Min.(-2)= -8X, - l6X2 negativas:

Min.Z = lOXl + 12}(2 - 5X3

equivale a:

Max.(-2)= - 10X, = 12X, + 5><3

REGIA No. 2:

a) La desigualdad AX { b equivale a -AX % -b

b) La desiqualdad AX » b ecuivale a -AX & -b o . : . .
Toda desiqualdad de la forma AX » b puede convertirse en iqualdad mediante -

la sustraccidn de un vector "K" llamado superfluo cque tendrd "m" componentes

Ejenplos: no negativas.

a) 2X +5X2$ 15 equivale a -2X, - 5%, 2 = 15

1 1 2

= ' ; - &
b) ].SXl 3X2P/ 50 equivale a 15X1 + 3X2 N 50

REGLA No. 3:

Una igualdad de la forma AX = b puede descomponerse Camo la cambinacién de
dos desigualdades: AX & b y AX 2 b.

Ejemplo:

40)(l + 20}{2 = 90

equivale a:
40Xl + 2OX2 < 90

40Xl + 2OX2 2 90




donde "X." vy "X4" son las variables de holqura acregadas.

3

b) Xl + 6X2 2z 10

7%, + 10%, 2 15

se convierte en:

i

Xl + 6}(2 - X3

1 S
7Xl + ¢OX2 X

10

4 15

dorde ”XBH 3% "X4" son las variables superfluas acregadas.

REGLA No. 5:

Una variable no restringida es acuella que puede tomar toda clase de valo

2.~ CONVEXIDAD

Teorema 1: Cualquier punto en el segmento de una linea recta que une .C:

puntos puede ser expresado como una combinacidn de esos dos puntos.

Teorema 2: Cualquier punto que pueda ser expresado como una combinacidn - -

convexa de otros dos, pertenece necesariamente a la recta que une estos Gltimos

pantos.

o

Definiciones: Un "Conjunto Convexo" es aquel que para todo par de puntos ——

dentro del conjunto, todas las combinaciones convexas de éstos puntos estén con

tenidas en dicho conjunto.

Un "Punto Extremo" de un conjunto convexo es adquel cue, encontrindose en la .
frontera del conjunto, no puede ser expresado como una combinacidn de otros dos r

ountos del mismo conjunto. *

res nositivos, negativos o cero y puede ser representada como la diferencia d&
CONJUNTOS

otras dos variables no negativas. 2
CONVEXOS

CONJUNTOS
NO CONVEXOS

Ejemplo:

Considerando que "X." sea una variable no restringida, entonces ruede ser

L
representada por:

1 2 3

donde XZ y X, son variables no negativas.
-

Notaremos que sit

ATOY




TEOREMAS DE PROGRAMACION LINEAL

3.1. Definiciones.
A continuacidén damos algunas definiciones fundamentales para la comprensio.

de los teoremas basicos de la Programacidn Lineal.

3.1.1. Solucidn factible.- Una solucidén factible es el conjunto de los valo
res de las variables que satisfacen todas las restricciones del problema inclu-

yendo las de no-negatividad.

[ x,

X9

3.1.2. Solucién factible basica.- Es aquella solucién factible con no mis -

de "m" componentes positivas.

3.1.3. Solucidn factible b3sica no degenerada.- Es la solucidn factible bi-

sica donde exactamente "m" componentes del vector columna "X" son positivas.

3.1.4. Solucidn factible bdsica degenerada.- Es una solucidn factible basi-

ca donde hay menos de "m" componentes positivas del vector "X".

3.1.5. Solucidn optima.- Es la solucién factible bisica que optimiza la fun

cidn objetivo.

3.2. Teoremas.

Teorema A: El conjunto de todas las soluciones factibles de un programa de -

Programacidén Lineal es un conjunto convexo.
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Teorema B: La funcidn objetivo de un programa lineal cbtiene su valor méxi-

mo (o mfinimo) en un punto extremo del conjunto convexo de soluciones factibles.

Teorema C: Si existe un conjunto "K" (K € m) de vectores columa linealmen-
te independiente (al, Bnr eses ak) tal que:

entonces el punto

* * * *

X = (Xl " X2 § EEE xk i U5 B sesw @
es un punto extremo del conjunto convexo de soluciones factibles.

Teorema D: Si "X = (Xy, X5y ++, X )" es un punto extremo de un conjunto con

21’
vexo de soluciones factibles, los vectores columna asociados con las Xj positi~

vas son linealmente independientes, con un miximo de "m" componentes positivas.
3.3. Conclusiones

1) Cada solucidn factible bisica de un programa lineal corresponde a un punto -

extremo del conjunto convexo "K" de soluciones factibles.

Cada punto extremo del conjunto "K" tiene asociados "m" vectores columa 1li-
nealmente independientes de la matriz "A" de coeficientes tecnolbaicos del -

programa lineal.

Existe un punto extremo de "K", no siempre unico, donde la funcidn objetivo

"Z" = cX de un programa lineal obtiene su valor &Sptimo (mdximo o minimo).
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V.- PLANTEAMIENTO DE PROBLEMAS

Antes de ver un algoritmo cldsico de resolucidén de problemas lineales(Sim

plex), creemos conveniente que el lector se familiarice con las fases que an-

teceden a la utilizacidn de dicho algoritmo, a saber, identificacidn y plan--

teamiento del problema en su forma matemdtica. A continuacidn proponemos una

serie de problemas para su formalizacidn matemitica.

Problema 1:

Una persona desea balancear su dieta, la cual es a base de leche, carne, -
huevos y fruta.

Necesita que las protefnas consumidas no sean menos de 100 gr./dia, que --
las grasas estén entre 50 y 80gr./dia y que los azlicares estén entre 80 y 120
gramos diarios.

El costo de los alimentos de la dieta son:

Leche $ 13.50 por Kilogramo
Carne 230.00_ ™ "
Huevos 33000 M "
Fruta 482005 M "

De acuerdo con un estudio se ha determinado que los alimentos mencionados

poseen las siguientes caracteristicas:

Alimento Proteinas AzQcares

Leche 1
Carne 10
Huevo 2

Fruta 100

* En gramos por Kilogramos
i Qué cantidad de cada alimento deberid contener la dieta mis barata que -

cumpla con los requisitos de balanceo?




FORMALIZACION MATEMATICA

Identificaremos primeramente las variables de decisidn del

problema como sigue:

X1: Kilogramos de leche incluidos en la dieta diaria,

X 2 s " " C a rne " | 1] n L1 "
X3 : n " hu e VD s w " [1] n "
X4 . L1} n f ru t a " L1} U n " %

®mo nuestro inter&s es encontrar la dieta de costo minimo

que cumpla con los requisitos, el objetivo seria:
Minimizar 2= 13.5Xl+230X2+33X3+4OX4 -

Ias restricciones del problema son en base a los requerimis
tos de proteinas, grasas y de azficares:
1] La cantidad de protefnas contenidas en los alimentos de l:
dieta diaria debe ser mayor o igual a 100 gramos:
3X1+700X5+20X3+2X4 2> 100
2) La cantidad de grasas no debe ser menos de 50 gramos ni mé
de 80 gramos:
10X31+200%2+5X3+X4>» 50
10X1+200X2+5X3+X4 £ 80

3) La cantidad de azficares no debe ser menos de 80 gramos ni

mids de 120 gramos:

X1+10X2+2X3+100X 2 80
12

A
X1+10X2+2X5+100X4 € 120

4) Las variables de decisién (kilogramos de alimento)}no podré

ser negativas, es decir gque a lo menos deben ser nulas:
X120 X3% 0
X222 0 Xq7% 0

Po&mos ahora expresar el problema en su forma matemdtica,

Yy, como dicen algunos,

Min. Z= 13.5X1+230X2+33X

sujeto a: 3X4
10xq
10X4

X

1
X1

Los ejemplos a continuacidn se proponen como ejercicio.

+700X,
+200X%,
+200%5
+ 10X,

+
+
+
+
+

3+4OX4

20%X5 + 2X, 2 100
5X5 + X4 2 50
54 + X4 $ 80

4 7 80

2X3 + 100X, £120

X, 20 , ¥ i.

2X3 + 100X

67

ya tenemos resuelta la mitad del problema:

Bl

lector podrd ejercitarse en la serie de problemas propuestos en

el anexo al final del presente trabajo.




Problam 2.

Se fabrican dos productos, R e I. Cada producto se procesa en los depan
mentos de colado, maguinado v ensamble.

El colado del producto "I" puede camprarse a $6.00 la pieza y después p
Cesarse en las mAquinas y ensamblarse. Si el colado no se campra, el produy
"I" se hace a partir de 2 Kg. de material "K" y se cuela en la planta. El j
ducto "R" puede hacerse ya sea de 4 Kg. de material "L" o de 5 Kg. de mate
rial "K". Se dispone de 2,000 Kg. de material "L" y de 10,000 Kg. de mater;
"K" para el siguiente perfodo de produccién. El material "L" cuesta 10& el
v el material "K" cuesta 20¢ el Kg.

El departamento de colado puede colar 3,000 unidades del producto "R" o
del producto "I" en el siguiente periodo de produccidn. Se dispone de 200 b
ras de tiempo de miquina durante el siquiente periodo de produccidn. El mag
nado del producto "R", hecho del material "L® requiere 8 minutos. El maquin
do del producto "R", hecho con el material "K" requiere 10 minutos. El maq
nado del producto "I" requiere 6 minutos.

S1 se fabrica un solo producto, el departamento de ensamble puede armar
2,000 unidades del producto "R" o 4,000 unidades del producto "I".

Los costos variables de colado suman $1.00 por unidad. Los costos varia-
bles de maquinado son de $0.10 por minuto, y los costos variables de ensamb

son nulos.

El producto "R" se vende a $10.00 y el producto "I" se vende a $12.00,

Problema 3.

Una empresa trituradora de piedra que obtiene de cualquiera de tres cantt
ras acdyacentes. la piedra vendida por esa empresa debe regirse por las sigul

tes especificaciones:

L

Material X iqual al 30%
Material Y igual o menor al 40%
Material Z entre 30% y 40%

La piedra de la cantera A cuesta $1,000.00 la tonelada y tiene las siguien
tes propiedades:

Material X = igual al 20%
Material Y = igual al 60%
Material Z = igqual al 20%

La piedra de la cantera B cuesta $1,200 la tonelada y tiene las siguientes
propiedades:

Material X = 40%
Material Y = 30%
Material Z

Il
W
(am)
oo

La piedra de la cantera C cuesta $1,500 la tonelada y tiene las siquientes
rropiedades:

Material X = 10%
Material Y = 40%
Material Z

1
w
=}
o\@

¢De qué canteras debe obtener la empresa la roca Y en dque proporciones?

Problana 4.

Pueden fabricarse tres tipos de botes: X, Y, Z. Cada tipo puede fabricarse
empleando cualquiera de los dos diferentes procesos. El primero requiere una

etara: El moldeado del casco. El sequndo requiere dos etapas: Construccidn y
acabado.




|

|

|

|

Las contribuciones al costo fijo y a la utilidad son las siguientes: ] i

Departamento | Miquina | Pieza "X"| Pieza "Y"| Costo/min.! i

i D1 4 min. =gk $ 0.10 |

Bote ler. Proceso 2do. Proceso D : i

X $200 $100 E: e D2 1 " 3 min. 0.30 ]

¥ 300 50 El 6 min. 2 min. 0.268 |

z 100 50 (Pérdida) : E2 2 win, 3 » 0.15 !

{

Los tiempos de construccidn, dias, son los siguientes para cada proceso: F Fl -7 6 min. 0.50 E

F2 4 min. Gl 0.25 l

X Y z |

ler. proceso Moldeado 4.0 5.0 3.0 Costo/materia prima $ 1.00 $ 2.00

Construccidén 3.0 4,5 B0
2do. proceso Acabado 1.5 2.0 1.5

En el departamento de ensamble, para obtener la unidad "K'", se unen pri-

mero las dos partes "Y" y a continuacidon la parte "X". Las partes "Y" se - -
Se dispone de 300 dias p-ra el moldeado, de 200 dias para la contruccidn

I de 100 dfas para el acabado. El mercado absorverd 50 botes "X", 40 botes "Y' ) ) .
i arman a una velocidad de 10 uniones por minuto. Estas operaciones comparten

y 60 botes "Z". Determine el programa Sptimo de produccidn.

= s . - ] .
unen a una velocidad de una unidn por minuto, mientras que las partes "X" se

las mismas instalaciones de ensamble. Se dispone de 8,800 minutos en cada ma

quina y de 40 horas de ensamble.

Problema 5. N i inglin i
No se considera ningun costo variable de ensamble.

Una campania tiene un contrato importante que debe cumplir la préxima sef

na. Este contrato requiere la fabricacidén de 100( .idades de ensamble "K".
Cada unidad "K" consiste en el ensamble de unc parte de "X" y dos de "Y".

Esta compania tiene un departamento de ensamble y 3 de manufactura, con -
dos mdquinas principales en cada departamento de manufactura.

Por conveniencia, los departamentos de manufactura se designan como "D",
IFEII y "F", y laS Iﬂé.qu:l'_'{'las CQTD 'IDlll' IID2"’ "El“; llEziI’ "Fl" y IIF2I|.

Cada parte se procesa a través de los tres departamentos de manufactura, 1
algunas veces (nicamente en una miguina, otras veces en las dos. La parte "y
se procesa en las miquinas "D1" y "D2", ya sea en la "E1" o en la "E2", y va

sea en la "F1" o la "F2".

Los recuerimientos de tiemmo para las partes "X", v "Y", y los costos va-

riables por minuto son:



