-2/7

5 X, 6/7 0 1 =2/7 3/14 0
0 Wa 1/7 0 0 -5/7 27 1
10 0 0 0 1/2 0

Estas dos soluciones estdn localizadas en la grafica correspondiente
con los puntos A y B, que son puntos extremos del conjunto convexo de so-
luciones y estdn unidos por una recta. Asi, puesto que la F.0. es parale-

la a dicha recta (con igual pendiente), toda combinacion sobre la recta -

A,B dard la misma utilidad.

capiTuLo V11

METopo SiMPLEX-DuaL



El método presentado mds arriba es llamado Simplex-Primal (tarbién 1rims
rio o primordial); en &l se trabaja directamente con la funcidn objetive + -
las restricciones encontradas al analizar el problema en cuestidn. Veremos -
ahora cfmo puede resolverse el mismo problema "Primal® por otro método, que
utiliza el mismo algoritmo Simplex aplicado al invertir los renglones y - -—
columnas (transpuesta) del problema original. Esta forma de tratar el proble
ma lleva el nombre de "Dual", y encuentra un gran inter&s de aplicacidn cuan
do en el primal el nlmero de renglones (restricciones) es mayor que el de -

columnas (variables o incSgnitas). A todo problema primal corresponde un pro
blema dual.

Distinguiremos dos tipos de programas: Dual simétrico y Dual asimétrico.

1.- Dual simétrico.

Cuando el programa primal tiene todas sus restricciones en el mismo sen—

tido (& , 2 6 =), se dice que es simétrico.

Ilustraremos el m&todo con el ejemplo de los rims de magnesio, Cuyo pro-

grama primal era:

Max.Z = 3OX1 32 10.5}(2

2
2 & 600
X, 400

, 2% +X {1,500
, X, + X
!

E%
=
il
;
3
P




Presentaremos la dinfmica del método dual de dos maneras: primeramente —-
VAEMOS Una manera que podriamos llamar "empirica"; luego una manera genera-

lizada cue llamaremos "matricial”.

1.1.- Modelo "empirico"

Este modelo pasa de una tabla de maximizacién del primal a otra de maxi-

mizacién en dual.

1% Paso: Sin deshacer desigualdades, ordenar la matriz de las restricciones,
el vector de té&rminos independientes y el de contribuciones camo si se trata
se de establecer la tabla inicial del primal:

30 10.5
X X,
150 B @ 1
600 3 1 1
13 9 R N, | 0
700 3 O 1

22 Paso: Asociar una nueva variable a cada restriccidn. Estas variables se—-—

ran llamadas "wvariables duales":

30 10.5
Xy X
vy 1,500 > 2
V2 600 2 1 15
V3 400 > ik 0
V4 700 Z 0 i

3% Paso: La columa de términos independientes de la tabla primal, con suc
signos invertidos, pasa a ser el rengldn cbjetivo de la tabla dual. =1 cux:

hacemos corresponder el rengldén de variables duales asociadas:

=1..500 -600 -400 =700
Vl V2 V3 V4
42 Paso: El renglén objetivo de la tabla primal pasa a ser la columa de —

términos indeperdientes en la tabla dual, y se invierte el sentido de desi—
qualdades: ‘

=1,;5060 =600 -400 =700

Y X
]l .72 V3 \%

30
10.5

52 Paso: Las columnas de la matriz de coeficientes tecnolégicos del primal
pasan a ser renglones del dual, por consiguiente los renglones en acuédl - -
pasan a ser coiumnas en &ste. Esto significa que la matriz de coeficientes
de uno, es la transpuesta de la del otro. Esto nos da lo siquiente:

-1,500 -600 =400 =700
Y1 Yy V3 Va
30 S 2 1 il 0
10.5 ¢ 1 1 0 0
-,

62.- Paso: Agregar las variables de holqura y ficticias cue se reouieran ——-
seglin el tipo de restricciones obtenidas, al igual que sus contribuciones —-
Correspordientes, tomando en cuenta que si en el primal se estd maximizando
'© minimizando), en el dual tarbién. Como en nuestro caso tenemos ghora res-
s del tipo " 2 ", tendremos que restar, en cada renglén, una varia
ble de holgura de contribucién nula y sumar una ficticia de contribucién - -

"=M", pues estamos maximizando. Se obtiene:




30
10.5

72.- Paso: Campletar la tabla de igual forma que para un problema primal y -
resolver conforme al cbjetivo. La tabla inicial de nuestro problema dual cue

da entonces en la forma:

~1,500 -600  -400 =700
%G Vo V3 Va

Ul 30 2 X 1

U2 10.5 1 ¢ 0 i

-40.5M -3M+1,500 -2M+600 -M+400 -M4+700 M

Después de cuatro iteraciones la tabla Sptima para el problema dual es -

la siguiente:

-1,500 -600  -400
v, v, v,
-400 V5 39/2 1 0 1

-600 \_72 21/2 1 0

-14,100 500 0 0 400 200 M-400 M-200

-Z W 1 W 2 W 3

Interpretacitn de la solucidn.

12.- El valor de la funcidn objetivo se encuentra en el mismo lugar, pero ——

con sicno contrario. Aqui:

-14,100
= 14,100

28,- El valor de cada variable real (del primal) se encuentra e¢n @i rerosi<:
indice de la tabla dual, bajo la columna de la variable de holgura corse-~
pondiente. De este modo encontraremos el valor de "Xl" bajo la columa de -
“WA", pues &sta fue la variable que se agregd al renglén formado por los -
coeficientes de las “Xl“ en la matriz de las restricciones. De iqual mode -
encontraremos el valor de "XZ" bajo la columna de "My", y el de las varia—
bles de holgura del primal, bajo las columas respectivas de las variables
duales.

Tendremos entonces la solucidn de nuestro prablema original en la for

Girding.c 14,100

Xl 400 Wl

5 = 200 W2

que es exactamente la misma solucidn encontrada al resolver el problema pri
mal original.

1.2.- Modelo general

Si expresamos el ejemplo anterior en su forma candnica, tendremos el
modelo lineal (Primal):

Max.Z = cX

AX
X

b
)]

Al pasarlo nosotros a la forma dual, hicimos algunas transformaciones
que, al final de cuentas, pueden resumirse en el modelo (Dual):




Apoyindonos en las reglas de equivalencia, podremos escribir:

Min.G = be ¥
ATV}cT
V>0

dorde:

G = Funcién objetivo dual,

bT= Transpuesta del vector de t&rminos independientes,

V = Vector columna de variables duales, de orden "m",

al= Transpuesta de la matriz de coeficientes tecnolégices,
c:T: Transpuesta del vector de contribuciones, y .

© = Vector columa de orden "m", cuyos elementos son cero.

Asi, en el ejeamplo anterior, hemos visto que al programa primal:

Max.Z = 30X, + 10X

1 2

X, +X, £ 1,500
X, + X, § 600
X, < 400
X, € 700
XX 2 0, ¥i

Pregunta:

que es eguivalente a:

correspondia un programa "Dual":

Max, (=G) = —l,SOOVl —600V2 —400\/3 -—’iOE}V4
2V, +V, +V, y 30
Vl +V2 +v4?, 10.5
Vi y 0, Wi
Min.G = 1,50OV1 + 600V2 + 400\73 + 700V4
Ny +V, + Y, 3 30
Vl + V2 + V4 - 10.5
Vi 2 0, ¥i

de esta Gltima manera, la tabla &ptima estd dada por:

=1;500

¥y
400 v, 39/2 1

600 V2 2172 1

14,100 =500

\—-_—v__l
L St

para determinar la solucifn del problema original? ¢Por qué?.

Generalizando, podemos establecer las siguientes relaciones entre el
programa primal y el dual:

600 400
% 3
0
0
0

dL
=500

0 0 M
WA W U
-1 1

0 =1 0

-400 -200 -M+400

1

-M+200

¢Debenos tamar en cuenta los signos negativos del renglén indice




Si en el Primal
tenemos:

Max.Z = cX

Min.Z = cX

AX¢ b

AX 2 b

2.- Dual asimétrico.

Llamaremos Dual asimétrico al método seguido para resolver por el - -
Dual un programa lineal cuyas restricciones, en el programa Primal, incly——
van relaciones de varios tipos (g ,» 6 =/).

Ejggglo:

Max.Z2 = 3X1 + 6X2

X, + X, € 8

1 7

X+ X,y 4

X1+ X2 =6

¥2> 0, ¥

Se trata aqul de tener todas las restricciones de un solo tipo; Trata-

remos de hacerlo con ayuda de las reglas de equivalencia vistas anteriormente.

La primera restriccidn quedard : X + 2%, 8
La segunda.restriccidn : -2X; - X,<-4

La tercera se descompone en dos :

£ 6
€ -6

111

Obtenemos asi la simetria quedando el programa lineal equivalezte:
Max.Z2 = 3Xl + 6X2
2X2:g 8

-4

Xi» 0, ¥i

Procedemos ahora a aplicar nuestro criterio para pasar este programa

a su forma Dual.

Teniendo el Primal en la forma Max.Z = cX sujeto a AX £b, el Dual - -
estard en la forma Min.G = bT V, sujeto a al v > CT, obteniendo asi el pro-

grama :

Min.G = 8Vl = 4V2 + 6V3 = GV4

Yy = B, V=

20y = Yy ¥, =Wy s

Vi > 0, ¥i

-

Y resolviendo al aplicar el algoritmo Simplex se obtiene un resultado de:

Se recomienda al lector comprobar este resultado aplicando el algo-
ritmo Simplex. :




~ 2

orema de dualidad.

Dado un programa lineal, y su correspondiente dual, de los siguien-
tes casos uno, y s6lo uno puede ocurrir:

1) Ambos tienen solucion Optima, y sus funciones-objetivo respecti-
vas son iguales, es decir que si X" es el optimo del Primal y Ty optimo
del Dual, entonces 7% = ox* = bTV* = GF,

2) Uno de ellos no tiene solucion factible mientras que el otro --
tiene solucidn Optima no acotada.

3) En ninguna de sus formas ( Primal o Dual ) el programa lineal
tiene solucion.

capiTuLo VIII

ANALISIS DE SENSIBILIDAD



