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naturas posteriores-, por lo que no se trata agqul de un tratado exhaustivo
de la materia, sino de un curso meramente introductorio. EI1 alumno intere-
sado en profundizar sus conocimientos en alg@n punto en especial, podra re-

mitirse a las cbras que se mencionan en la bibliografia anexa.
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llega por primera vez a cursar esta materia, y que el nivel matematico adop
tadc en la exposicidn estarda a su alcance. Sin embargo, para una compren--
sidn y un mejor aprovechamiento, recomiendo que el alumo repase sus Cursos

de Algebra, de Vectores y de Matemdticas-I.

Me permito aqui felicitar a los ingenieros que participaron en la pre-
paracidn de este trabajo, cuya callada labor contribuye grandemente al nivel .
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INTRODUCCION GENERAL

Antes de comenzar nuestro estudio, descartemos la idea que la Progra-
macién Lineal se refiere a la programacion en computadora. La Programacion
Lineal ( P.L. ) trata el problema de asignar recursos limitados, como mano
de obra, capital, materia prima, etc., entre diversas actividades competido
ras en la mejor forma posible (dptima). E1 adjetivo "Lineal" significa que
se requiere que todas las funciones matematicas del modelo sean funciones -
lineales (de primer grado); La palabra "Programacion" es aqui esencialmente

sinénimo de planificacion.

Dicho en otras palabras, 1a P.L. es un medio matemdtico que permite -
asignar una cantidad de recursos limitados a la satisfaccion de varias de--
mandas en tal forma que, mientras se optimiza alglin objetivo, se satisfacen

otras condiciones definidas.

Es posible expresar matemdticamente el objetivo y las restricciones;-
como 1o sugiere el nombre de la técnica, todas las relaciones existentes de
ben ser lineales. La P.L. utiliza el dlgebra matricial para la solucion de
este modelo mediante el uso de algunas reglas ez iales para asegurar que
la solucidn propuesta satisfaga todas las condiciones impuestas, permitien-
do obtener los mejores resultados con respecto al objetivo seleccionado. Mu
chas situaciones del campo empresarial pueden tratarse mediante la P.L., in
cluso algunos problemas cuyas funciones no son estrictamente lineales dan -
resultados valiosos cuando la aproximacion se efectla cuidadosamente.

Para formular el problema se requiere que éste existe; identificar --
las variables controlables y las no controlables, asi como las relaciones -
existentes entre ellasy definir los diferentes cursos de accidn y definir -
el objetivo que se desea alcanzar. Alcunas condiciones necesarias para que
un problems exista son: Por To menos debe haber un individuo en el marco de
referencia; Por lo menos dos alternativas; Por 1o menos un objetivo y aso--

ciar una eficiencia a cada solucion.



Posiblemente, 1a labor més dificil sea la de reconocer y formular el -
problema de manera que se pueda desarrollar y producir asT un objetivo desea
ble para optimizar. Esto requiere de imaginacién y comprensidn tanto del --

problema como de la técnica de solucion. Es conveniente e importante compren

der como funciona la P.L., y también la razdn por la cual funciona, ya que =
casi siempre se requieren algunas suposiciones, y sin esta comprension, el -
modele no podra formalizarse adecuadamente. E1 primer paso deberd ser la --
busqueda y formalizacidn del objetivo; después, muchas condiciones se vuelven
mas aparentes, al menos respecto a la forma. ES por esta razdn que recomenda
mos tanto a maestros como -especialmente- a los alumnos dedicar el tiempo ne
cesario a esta parte del curso (capitulo V).

E1 contenido del presente trabajo no es exhaustivo, Queremos simplemen
te presentar unz introduccion de las bases mas importantes de la P.L., que -
es, ella misma, una introduccién a la Inyestigacion de Operaciones, cuya fun
¢ion es la formalizacion matemdtica de 1as diversas situaciones que se pre--
senten en la empresa. Dichos modelos podran ser tratados en computadoras.

Agradeceremos todas las criticas y comentarios tarto de maestros como
de alumnos, que lleven al mejoramiento de este trabajo.

capiTuLo 1
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IT.~- SOLUCION GRAFICA DE PROGRAMACION LINEAL.

Introduccidn:

- . .
El método grafico nos presenta de una manera clara y sencilla

los concePtos introductorios de la Programacidon Lineal.

En la préactica, encontrarnos con problemas que puedan resol--
verse por el método grafico serid muv poce frecuente, debido a -

que con este método nos encontrames con que sdlo podemos traba--

jar confiablemente con dos variables.

Los masos a seguir para resolver cualquier ®roblema de progra

macidon lineal son los siguientes:

1.- Identificar y representar con simbolos algebraicos las varia
hles con las cuales vamos a trabajar.

2.- Identificar las restricciones propias del problema y exore--
sarlas en forma de ecuaciones lineales.

3.- Establecer la funcidn objetivo, la cual nos servird para max
imizar o minimizar segln sean nuestras necesidades.

Escoger un método adecuado de resolucidn.

Para ilustrar lo anterior resolveremos algunos ejemplos:

# 1

Una Planta Cervecera wroduce dos

Ejemplo

tipos de cerveza, (Clara y -

obscura) el Departamento de Produccidn requiere conocer la canti
dad dptima a producir de litros de cerveza ce¢lara' y de cerveza -
obscura, para obtener una utilidad maxima.

Lo anterior quedard@ sujeto a las restricciones propias~de la-

planta, que son: Personal y capital con el que se cuenta.

La utilidad de la wventa de 1,000 litros de cerveza clara es -
de $ 5,000.00 mientras que la utilidad de la cerveza obscura es-

de S 3,000.00 por 1,000 litros.

Llamémosle Xy a los miles de litros de cerveza clara y X, a -

los miles de litros de cerveza obscura.



La utilidad semanal de la produccidn y venta de ambos pro

ductos se representa de la siguiente manera:

24000 X1 1351000 —~X2= L2 (Xi en miles de litros )

con esta ecuacidn, que llamaremos funcidn objetivo, buscare-
mos ebtener la mdxima utilidad para la empresa.

Las restricciones con las que se 'enfrenta la nlanta son -
las siguientes:

Un estudio de tiempos y movimientes mnos proporciona los -

siguientes datos*

S5e requieren 3 obreros para producir 1,000 litros de cer-

veza clara y 5 para la obtencidon de 1,000 de cerveza obscura.

El personal con el que se cuenta en la planta es de 15 obre-
ros; con los datos anteriores podemos establecer la primera-
restricecidon del problema, la cual sera:

(1) 3%1 + 5%27X 15

E1l costo de produecir 1,000 litros de cerveza clara es de-

$500,00, mientras que 1,000 litros de cerveza obscura le cues

tan solamente $200.00. Debido a que el capital con el que -~
se cuenta es de solamente $1,000.00 semanales para la produc
cidn de ambas cervezas, podemos establecer una nueva res tric
cion:
(2) 500.X1/+ 200x2</1,000

La pregunta que se hace el departamento productivo es: -
:Cudl es la cantidad de cerveza clara v obscura que es posi-
ble producir para obtener la mixima utilidad ?

A continuacidn se muestra la formulacidn matemAtica del -
problema.

1ER. PASO. (Formulacidon matemitica)

Maximizar Z= 5,000 X, + 3,000 Xy (contribucidn por 1,000

1
litros producidos).

sujeto a las restricciones:

(Obreros requeridosf{obreros
disponibles).

1000 (Costos de produccidn{presu-
puesto).
0

>
(Valores positivos o nulos).
Xy = 0
2D0. PASO: (Graficar restricciones)

Podemos graficar estas desigualdades suponiendo que -
s6lo se produce un tipo de producto. Asi encontramos la -
cantidad limite de este producto. Luego hacemos lo mismo
para el 2do. producto. Obteniendo asl los puntos sobre 1los
ejes, uniremos éstos con una recta.

Consideremos la restriccidn 1:

El signe " 2> " de las restriceiones significa mayor

o igual". Nosotros tomaremos el caso limite, es decir, la
igualdad:

3Xl -+ 5X2 = 15

si s6lo se produce el producto Xl , entences:

3X1 + 0 = 15

despejando v resolviendo tenemnocs:

F{ g 5

Si s6lo se produjera X

2

0 + 5X,

de donde:
X2 = ’

Podemos ahora graficar esta relacidn, escogiendo arbi-

trariamente los ejes:




De la misma manera, parad la restriccidn

Una desigualdad de la forma "< '"| nos Indica wn limite
la

500%,) Gt 200X, 1,000

1000 mo a /partir del eual una solucidon no es factihle. Asl,
000 :

,00( )
triceidn (1) indica que, teniendo 15 obreros disponibles, 10

s posible producir m3s de 5,000 litros de Xl ¢ mas de 3,000

e

litros de X,, ya que se requiere toda la capacidad para ambos

casos. De este modo, las/combinaciones de produccion permi

restricciones (1) y (2), estan representadas por

gue graficando nos da: sombreadas de las figuras I y II.




T A -~ L 3 3% Ao (o ~ g ]
lba combinaci0on de éstas dos rectas e

1 R 5. . T T . . . i .3
area de soluciones (ComolndCloucs de produccion) posibles -

-4 nuestro problema. Esta drea estd sombreada en la figura II11I.

-

Puesto que una solucion factible debe
dél problema;, toda combhinac¢ion de

ra del aYea/sombréadid| da 1a\BFG. III, no serad fa
la administracion dec¢idiera producir 3,000 litros
litros de X, (punto "S" FIG. III), ésta no seria una solucidn fac
tible, porque aunque se satisface la restriccidn de la mano de =
obra, la del presupuesto no-gqueda satisfecha y se estaria traba--
jando con/ pérdidas.
3JER. PASO:

Tcdos los puntos comprendidos dentro del drea sombreada de la
FIG. III, son soluciones factibles. Lo que interesa es encon
trar una combinacidn que maximice 1las, gananecias Para{esto, /gra-
ficaremos nuestra funcidn objetivo igualando a cero alternativa--
mente las S ariables (como con las restricciones) para encon--

trar las intersecciones con los ejes:

5,000%;, + 3,000X,

para nuestros fines, se le da un valor arbitrario a wz", de
preferencia un mltiplo de ambos coeficientes. Se acostum-

. - - . - -
bra igualmente multiplicar los coeficientes entre si.

Tenemos:

S,OOOXl + 3,000X 15,000

2

"X. ", obtenemos

Igualando a cero alternativamente 9

los valores:

La grdafica resultante sera:




luciones, en la FIG.

timo seri3 el filtimo punto que
(en direccidn perpendicular) desde la zona sombreada hacia arri-

ba; o-el primero que toque desplazdndola desde afuera hacia la -

zona sombreada.

AsT encontramos

IV, son buenas soluciones, pero el punto &p

que el punto buscado es el punto "B"

de 1la

FIG. IV. Haciendo dlas provecciones correspondientes sobre los

ejes, obtenemos los valores:

X | (=) )\ s

4TQ. PASO;

En 2ner

o
m
)
o

Aar-
10

)

s e 24
n 1 E 1.€ 1

[4V)
S
Q.

t

b

corresponden a la

05

aseg

rea

Z= $ 12,450.00

1, a menos de contar con excelentes medios

rar que estos valores son precis

u
Iidad de nuestro problema. Asi,

nos estos valores con la resolucidn simultdanea de las
de las' rectds que se intersectan en el punto "B":
(1) BXl + 5X2 = 15
CZy SOUXZ + ZOOX2 = 1,000
multiplicaado la ecuacidon (1) por 40 v restdandola a 2
380 Xl = 400
entonces: =
. xQ* [ 1l o3
1
substituyende en (1):
3(1.053) + 5%, = 15
wr . ") £
Xy 2.368

[{¥AN
n
ct
Q
U

1,053 litres

2,368 litros

significa que la

de
de

(1ls1)

Los puntos que estd3n en la frontera (A, B, C) del drea de so-

toque la recta "Z" desplazindola -

de medi--

0s y que

verifica--

ecuaciones

obtenem

(g

mejor combinacidn de produccidn es:

cerveza clara y

cerveza obscura,

OS :

1

Z= 5,000 (1.053)
Z=$812,369.00

NOTA: Se
(Llsl)

Ejemplo #

E1l contenido de

mentos asi

"hteniendo una contribucidon de:

vitaminas,

como el requerimiento minimo

nos es dado en la tabla 2.

El alimento X

tras que el costo del alimento X, es de

;Cual

dieta adecuada a

VITAMINAS

MINERALES

PROTEINAS

tiene un costo de $ 1.

combinacidn de X

UNIDAD/KG.
S

TABLA 2

minerales

+ 3,000 (2.368)

y X, P

1 2

un coste minimo?

.

UNIDAD/KG.
( )

X9

ot
o

sugiere al lector que verifique los resultados

(1.2) con las restricciones del problema.

y proteinas de 2 ali

de cada ingrediente

20 por kilogramo, mien

S 1.00 por kilogramo.

>
ara que nos dé una -

MINIMO DE UNIDA-
DES REQUERIDAS.

90
100

120



3ER. PASO: Grafica de la funcidn objetivo:

16 Dando un valor arbitrario a Z(=114) se obtiene:

1ER, PASO: Formulacidon matematica.

Minimizar 2= l.2Xl + 1.9X2

a las restricciones:

Xl ~+
5X1 + ) ( Requerimiento minimo de los comno-

nenetes.,

3Xl +

X
E Valores positives © nulos,

2D0, “RASO: Grafica'de restricciones,

Procediendo de manera similar al nroblema anterior, encon--

tramos las coordenadas siguientes:

90,

45,

Una vez levantada la grafica, sombreamos la zona de so-
luciones. En el caso. presente las restricciones con signo

" 2 " no nos indican un maximo de recursos permitido, como
en el ejemplo 1, sino un requerimiento minimo. La regidn -
de soluciones se encontrarid entonces a la derecha de las -

rectas (1), (2) y (3) (Ver FIG.V), y serd ilimitada hacia -

la derecha.




Como en el

problema anterior, la solucidn Sptima se encuen-
tra en la frontera entre la zona sombreada y la zona blanca de
la gréaficar (A, B, C,~D). Esta solucidn estara representada, co
mo| en el ‘ejemplo 1, por el dltimo punto que toque la recta de

la F.0. desplazdndola de la regidn de soluciones hacia la zona

blanca (o el primer punto en direccidn contraria).

Encontramos que "C" es el punto dptimo, que es la intersec-

cidon de las rectas (1) vy (3), y cuyas coordenadas aparentes -

son:

X g 15,75
Q1 ~ DD

con Z= S 88.90
XS 3V

4T0. PASO: Resolviendo (1) vy A 3) /simultianeamente obtenemos -

los'waloreswexactos:

(=1

N

esta combinacidn da wun costo minimo de:

Z=  $.89.25

JOTA: Se sugiere como ejercicio verificar la solucidn presen-

- 5 . . L . 5
{ Por quéiuna solugion en elsfarea blanca no es factible?

¢ Qua 47 ar¥encias esenciales hay entre los dos ejemplos

cariTuLo 11

Repaso DE MATRICES
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III.- REPASO DE MATRICES.

La teoria de matrices tiene su origen en los trabajos de t-.us
matematicos ingleses: Hamilton, Silvester v Cayley, oubliZcaao
alrededor de 1850. Desde entonces ha sido una de las ramas m- .

miticas de mas fecunda anplicacidn en los mids diversos campos.

" Introduction to Matrix

Richard Bellman destaca en su libro
Analysis", la tremenda extensidn que ha alcanzado esta materia,-
indispensable para quienes trabajan en disciplinas tales como la
ff{sica, la ingenierfa, la estadfstica, la economia, la administra
cidn, la psicologfa, la sociologia, etc. A pesar de todo,v tal-

como lo senala el Dr. Enrique Cansado en un articulo, la adanta-

cidn de los programas de ensefianza a las necesidades de la cien-

cia v la tecnologfa es lenta y asi, alin hov-dice- "existe un gr

po numeroso de profesionales no familiarizados con esta materia'
A ellos va dirigido este repaso, sin mayor pretensidn que darles

una nauta para introducirse en el tema.

1.- DEFINICIONES BASTCAS.

I, = Mat gl z. Una matriz es un arreglo de nimeros dispues--
tos en filas (e columnas). Dicho arreglo no posee un valor numé -

rico equivalente.

1.2.- Elementos de una Matriz. Son los nimeros mismOs
cemponen la matriz,v su nosicion estd bien definida en el
nor la fila v la columna que les correspondes

1.3.- Orden de una matriz. Ilamaremos matriz de orden (m x n)

= "won "o

aladuélla fermada—por—m" filas’'y "“a'Yeelumnas, v la indicaremos-

con las letras mayisculas del alfabeto. Tdentificaremos el ele--

man

"i" v en la“eoslumna “"j .

mento a.. como aquél aue estz-en la fila "i
i

-




m Ejemplos:
| 12 1n
¢ a
a)l dzz o v a .n
KL 1 : 2 : 1°Trinagular Superior 2°Triangular Inferior
a a v e a
. m2 mn
(@ J 2 1 3 4 1 0 0 0
0 1 2 8 2 5 0 0
C = M=
e . . 0 0 3 5 3 6 8 0
Fsta matriz sera.de orden (m x n) Vv puede también ser
) 0 0 0 6 [4 7 9 i
representada en forma compacta:
Al [a..] ] il#( VRS, o o = oM b) Matriz diagonmal: Es aquélla en la cual todos los elemen-
1 ». X » 5
J Al NalEs « s ¢ » B tos,a excepcidon de los de la diagonal principal son ceros. -
A : N . 3 . i N
) Es decir ajg 0" cuando i # j, y a;; # 0
1 J%.- Mabtriz” Cuadrada. Una.matriz cuadrada es aquélla
qué-tienevigual pnlmero de filas como de columnas. E1l or- Ejemplo:
den /de /una matriz cuadrada gera (m xm), pudiendeo abreviar 9 0 0 0
lo atuna/ sala literal \m). (Ejem: A = —~ A_ i = 0 3 0 0
Y™ O O 5 0
0 0 1

Ejemplost

a) Matriz triangular: Se distinguen dos

triangular:

(]

19 Superiorx:

=

tandol 1os elementos a.

27 Inferiors Cuando los elementos a.

tipos

1]

1]

Existen diferentes tipos de matrices cuadradas.

de matriz ij o, i # 3

0 para

0 para

1

i< ] —

c) Matriz unitaria (o identidad): Es la matriz diagonal don

de todos los elementos P cuando i = j son iguales a la -

unidad.

Se acostumbra identificar a la matriz unitaria de ordemn "n"
n T "
como |

>

> ] Ejemplo:

()

1_\
o
o
=



Enn el ejemplo de matriz regular (inciso d) el rango de la

Esta matriz tiene las propiedades siguientes:

7 i i ferente de ce
es 3 puesto que el mayor determinante difere e

) . . . es de orden 3.
Cualquier matriz (o vector) multiplicada por una matriz

unitaria es igual a la misma matriz (o" vector) original "

1"
rango de una matriz regular de orden "m

En general, el

E.I = E siempre serd "n"

> . < ’ . . : . X - S 3 Tl ar (inciso e) tiene
El producto de la matriz unitaria (identidad) tiene la- La matriz B del ejemplo de matriz singular (incl

i i ; i > ine > _ n 3 es cero.
propiedad conmutativa, ejemplo: un rango menor que 3 ya que el determinante de orde c

Tomando entonces los determinantes de orden 2 encontraremos:

A, I= I.A= A I y A del mismo orden.

d) Matriz regular.- Es aquélla cuyo determinante es dife-
rente de cero.

Se recordard que el determinante de una matriz se iden-

tifica por la literal de 1a matriz entre dos lineas verti-
etc.
cales ( 1Al )4 cuyo valor se obtiene siguiendo las reglas-

o

propias a los determinantes: Fl ranczo de B serd 2 puesto que existe cuando menos un deter

minante de orden 2 diterent de cero en B.

| DI (48+ 6+ 15)-(20+ 36+ 6)

g PR o 1 5 G
| DI 69-62 1.6¢— Matriz transpuesta. Transponer una matriz es

ID| = 7

o

ambiar filas por columnas. Sea A la matriz

il

original
c

matriz transpuesta,

e) Matriz singular: Es aquella cuyo determinante es nulo. entonces:
| B (45+ 96+ 84)-(105+ 48+ 72)
|Bl'= 225=225
|Bi 0

1.5.- Rango de una matriz. El1 rango de una matriz es el

orden del mayor,determinante diferente de cero contenido en

la matriz.




1.7.- Matriz simétrica. Es aquella cuyos elemen-

7 o 8

tos aij son ‘iguales~-a los elementos a.. para i # 1
i

Para cuando i = 7, tiene cualquier valor,

1]

Algebra Matricial,

2.1.-“Adicidén de matrices., Para efectuar la adicidn

dos o'mids matrices, éstas deben ser del mismo orden.

Ejemplo 1t

Sean "A" y "B" dos matrices de orden (3 X 3) que

sea sumar.

La matriz resultante "€" serd del mismo orden (3

sus elementos (Cij)serén el resultado de la adiciodm

elementos correspondientes de "A" y "B": Cij = aij

de

En la gdicion de matrices

piedades:

a) Propiedad conmutativa:

A + B = B “+ A

b) Propiedad asociativa:

encontramos

las

sigudentes

PYro-
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2.3.- Producto de matrices. Para que un producto entre dos -

2.2.- Resta de matrices. Las condiciones para la - matrices pueda llevarse a cabo es necesario que el nimero de co-

: fo ) . ; " . . 5 :
resta (o diferencia) de matrices son las mismas que pa lumnas de la primera sea igual al numero de filas de la segunda;

ra la adicion. Los elementos de la matriz resultante - s ; : 2 ; .
. — ; i de no ser asi, la multiplicacion es imposible.
serd la diferencia de los elementos correspondientes ce

las matrices originales: cj. = ags = bi'
J J Je Sea la primera matriz de orden "m x n" y la segunda de orden

"n x r'", la matriz resultante del producto serd@ siempre de or--

den "m x r".

Los elementos de la matriz resultante, Cc.. se encontrarin
1 ’
por la sumatoria de los productos, elemento por elemento, de la

fila "i" de la primera matriz con la columna "j" de la segunda:

Ejemplo




(1) (5)+(5) (8)

C: = _

3 2 8 4 (3) (5)+(2) (8) (3) (0)+(2) (4)
Ejemplo 2:
‘4'=4 5 3 3 1 5 2
i 1 4 2 ;. N= 1 0 6 1

2 4 3 1

R =MN
R=a 5 3 3 1 5 2 3 16

1 4 2 1 6 1 = 11 9

2 3

Las propiedades del producto de matrices son:

a) Propiedad asociativa: A(BC) = A(BC)

b) Propiedad distributiva: A(B+C) = AB + AC

que las reglas para el producto no siempre §e€

trices cuadradas),el resultado no es el mismo.

2.3.1.- Producto de un escalar "k'" por una

puede efectuar pues las reglas correspondientes

mentos de dicha matriz se veran afectados por el

(1) (0)+(5) (4)

En el producto de matrices la ley conmutativa no es valida ya
cumplen al conmutar
las matrices y, en caso.de que se cumplieran (producto de dos ma-
Tomando nuestro
ejemplo 1l: C=A.B# B.A En el ejemplo 2 el producto

no

matriz.

car una matriz cualquiera por un escalar "k" (¥k),

escalar-"k".

cumplen.

Al multipli

w
|
\O

entonces

3.- TRANSFORMACIONES ELEMENTALES EN MATRICES

Las transformaciones elementales en las matrices son aquellas
que al efectuarlas no alteran ni el orden ni el rango de la ma-- !

T2 .

Para las transformaciones con filas (renglones) adoptaremos -
como simbolo la letra may@scula "H" y para las columnas, la le--

tra mayidscula "K".

3.1.- Intercambio de dos filas (o dos columnas). Simbolizarge

mos el intercambio de la fila (columna) "i" con la fila (columna)

mzamn
3% econ Hij (Kij)'

Ejemplo:

Intercambiar la fila "1" con la "3" en la matriz "A".

W
£
0

%
EINGF 2 1 .0

= W
W B
N ©

‘El simbolo " ~~ " denota la equivalencia de las dos matrices.



2.- Producto de una fila (o columna) por una constante "k

ce producto lo simbolizaremos H. (k) (Ki(k) )

Ejemplo:
Aplicando las transformaciones elementales con filas en 1a ma-

E - - . - < a r' n ||: : ) - ! . L.
fuleM 1ient| 1o Eily )| gTpox pl pIQalar 3 en la matriz B triz extendida [A i H] trataremos de llegar a la matriz extendida

[I } H*J , donde "I" es una matriz identidad y "H*" es el valcr-

de las variables (X). La solucidon del sistema serida entonces:

3.3.- Substitucion de una fila (o columna) por la suma de es-

misma con "k"“-wveces otra.

Representamos con Hij (k) la operacion: "Multipliear

i L) 31

o N'k" y Sadicionatrla adal|fdla=t i

Ejemplo:

Sea el sistema de ecuaciones

la fila "1" por "-5" y adicionarla a

3.4.- Solucidon de un sistema de ecuaciones lineales por

formaciones elementales.
Nuestra matriz extendida

Un sistema de ecuaciones lineales puede expresarse en su forma

candnica por:




4 A 2Y ) 12
6/ 2.5 i 6
of A Ju (L 16
531'—5) L B2
{ ~t 0 -7
0 2
1 0
—~ 2 1
0 2
[ 1 0
0 1
~J
0 0
(1 0
- |0 1
0 0

rmaciones:

Hl(l/A)

~

|
W
- -

-1/
3/ 7

R i

-1/7
3/17

o
SR Y e

del sis

=12

£

3/ 7]
12/7

o~

3/ 7]
1247
1/2,

1/2]
3/2

1/2

tema sera

HZ(—1/7)

- — i — -

0

0

entonces:

H l(—6)

=17
3/7
8/7

- -

- . —————

- - -

12/7

I~

-

le(—3/2)

elemento

0]

los

de sistemas

Matriz adjunta.

v a(lj

d. .o
1

OTROS TIPOS DE

di‘erentes

tipos

ecuaciones

el adjunto

142

3/2
1/2

MATRICES CUADRADAS

de matrices
junta y la matriz inversa son de gran utilidad en la resolucidn -

de

lineales.

(menor complementario

cuadradas la matriz ad-

—[aij] una matriz cuadrada de or-

su-signo)
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Obtencidn de los adjuntos de cada elemento (mostraremos el
procedimiento encontrando dos adjuntos, el resto se deberan -

S
l.} (i

encontrar de manea similar, asignando el signo por "(-1)

Se tiene:

a<ll (+1) (20-16)

X | ; -1) (25-14
Identificaremos la matriz de los>adjuntos de A (o matriz ad- ( a |

junta de A) como AT

( ! ! Resultando la matriz:

4
o

NOTA: - = ) NOTA: La matriz adjunta puede obtenerse transponiendo la ma-
q Se observara que para formar la matriz adjunta se transpy » ]
sieron los_ subfindices "i'' y  "j" 7 triz original y encontrando el co-factor de los elementos trans

puestos (incluyendo su signo) en el lugar "ij" correspondiente.
Se sugiere al lector que, como ejercicio, encuentre la adjunta

Ejemplo: del ejemplo anterior de esta marera.

4.2.- Matriz Inversa. _Se dice que la matriz "B" es la inver
sa de la matriz "A" (respectivamente "A" es la inversa de "B'") -

cuando se tiene A: B = I (B-A = I), donde "A" y "B" son matri--

ces cuadradas de orden "n",e "I" es una matriz identidad del -

mismo orden '"n"




Identificaremos la inversa de una matriz cualquiera agregan
el superindice "-1" a 1la literal que identifica la matriz -
oviginal. Asi, la inversa de la matriz "C" serd@ representadz
par: C-l. Recordamos que sdlo las matrices regulares tien-n -
inversa.
4.2.1.- Obtencidn de la inversa por el método de la adjunta.
7 5 - 4 L - ¥ +
Utilizaremos aqul la relaciodon A = A
| A
ler. pasoi Obtener ‘el valor del determinante ( |A|, ver 1.5).
2do. paso: Obtener ‘la adjunta (ver 4.1.).
3er. paso: Efectuar-la relacidn.
Ejemplo: Obtener la matriz inversa de M:

Procedimiento:

10

Encontrar el determinante (Si el valor del determinante de la

matriz original es

ra):

' |

s [[@)-0(8) ] =6 [ ®) w-(2)(8) ] +4 [ 63,(01=(2) ) ]

4(8)-6(8)

-

cero, la inversa de dicha matriz no existi

4(-4)

32-48-16

vz
=
[}

-32

2z
=
I

2° Obtener la adjunta:

4 6 4
nT = 6 2 8
2 0 4
2 8
0 4
6 4
'i+ —
0 4
6 4
2 8
L
8 -8
o= | =24 8
40 -8

6

2

4

2

4

6
~4
1:2

=98

3%

w




Fncontrar la inversa:

4.2.2.- Obtencion de la inversa por el método de Gauss- -

Jordan.

La aplicacidn de este método requiere la elahoracidn de -

una matriz especial qe estard formada por la matriz original

(a invertir) en el Yado izquierdo y una matriz unidad del mig

mo orden en el lado derecho,quedando en la forma [ AE I].

Sobre esta nueva matriz haremos transformaciones elementa-
hasta obtener una matriz unidad en el lado izquierdo. La

triz que aparece entonces en el .lado derecho serda la ipver-

de la matriz original, quedando: [ [ A—l]

Sea "A" la matriz a invertir:

442

3400

1360

3400

714

1156

3400

3400 J
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NOTA: Se recomienda al lector, como pradctica, que verifique

este resultado efectuando las transformaciones elementales -

omitidas en el procedimiento.

4.2,3.— Obtencidbn de la inversa por el método Montante. -

Tste método, desarrollado recientemente nor el Ing. René Mon

tante-y demostrado matemdticamente por el Ing. Marco Antonio-

'ifandez, ambos catedrdticos de esta Facultad, tiene la venta

ia de encontrar no sdlo la inversa de una matriz sino que al

mismo tiempo se encuentra su determinante vy

Como-en el método Gauss- Jordan,se trabaja con una matriz

lalo izquierdo 'se encuentra la matriz ori-

zinal, que queremcs~invertir,.y; una matriz idemtidad del mis
—5 ordenwen el . Tado derechow ~'Sobre esta nueva matriz se ha-
rin las transformdciones propias del método.

Reglas /de ®peracion:

1° Para cada transformacidn utilizaremos la relacidn siguien
t+o (tomando como referencia la diagonal principal de la

triz original):

a.. a, - a. a, .

% 1) kk ik "kJ

a.. =
ij R
(k=1)(k-1)

donde:
a., = Elemento buscado (fila "i" columna "j") para la nueva
—aetriz compuesta.

su matriz adjunta.

i}

[\

(Wb

]

A K

.

a3
= FElemento de la posicidn "ij" de la matriz actual.
= Elemento en la diagonal principal de la matriz orl
ginal,al que llamiremos "pivote actual', Habra tan
tos pivotes como elementos tenga la diagonal prin-
eipal. (=L, 2; sew 3 M)
= Elemento actual correspondiente al elemento a.. en
la columna del nivote actual.
- Elemento actual correspondiente al elemento a,. enm 1
fila del pivote actual. ‘
i
= Pivote anterior. Cuando el pivote ocupa la po- i
1) (k=1) . : . : I
‘ ! sd cion '311” (k=1), el valor del pivote ante-- i
s »
rior serd la unidad. i
i
~ . . . - - \
La fila del pivote actual (k) pasa idéntica a la nueva !
B . i
Todos los elementos de la diagonal prinicpal hasta el pivp ‘
te (a“k) tomardn el valor de a . en la nueva matriz los I
| {8
elementos restantes, hasta la columna k (inclusive) seradn -
nulos.
Si un elemento "a.." as cero, la fila "i" se cafipiara por
11
otra escogida entre las que queden por debajo.de ella =
(transformacion H._.), sin. que esto altere el resultado;
1]
S:i ho es posible, entonces-la matriz original no tiene in-
=rsa.




-

En sintesis, si consideramos que en cada i teracidn el pivote
divide nuestra matriz en cuatro cuadrantes, la férmula indicadsa

en el paso 1 seria aplicada {nicamente a los cuadrantes I y TV:

2 a e e — 21 (k+1)

a(k-1) (k-1) N (it 1)

PR (k+1)

a a

mk m(k+1)

Yuestra matriz compuesta pasa de la forma [A; I] a la forma

v la inversa se encuentra por la relacidn -

Ejemplo:

Tomemeos la matriz del ejemplo anterior: .=~Aplicaciones en 12 solucidn de un sistema de ecuaciones li-

.1.- Un sistema de ecuaciones lineales puede ser resuelto uti-

1a matriz inversa de los coeficientes del sistema.




En efecto, utilizando la notacidn candnica del sistema con-

siuaxzrado,

Multipliquemos ambes lados de esta expresidn por "A

tenemos:

A~ X = _H, donde: A= Matriz de coeficientes
X= Vector de -rariables

H= Vector de términos indepen
dientes.

-1lu (ma-

tHid ingersa de((2AN) :

0

igual a
sabiendo
identidad

Podemos entonces concluir que en un sistema de ecudciones li-

neales,

matriz de coeficientes por el vector de términos

Ejemplo:

+ 1k

AX-=/A Ha

cnmo sabemos que tecda matriz multiplicada por su inversa es -

una matriz identidad (1) del mismo orden, tenemos:

igualmente que toda matriz multiplicada por una matriz
es igual a la misma matriz, nos queda entonces:
=1
A= A Hs

la solucidn se encuentra multiplicando la inversa de la-

sistema:

Jemostrar, utilizando cualquier método de la inversa, que ei

14

e

independientes.

e~

m
($)
=
o

1 2
7 4+ 9 =
N + AKZ - X3 8

5

yr solucidn es:

1/2
X = 3/2
L2
ir aque:
4 = 2
Xy 1/2
= 2
x2 3/2
Xy = 1/2
' 6
2 3 1§ \1
= 3 Y 0 , X= X, = 3
2 X 8
2 4 2 X4

2.4.2 .- Otra manera de encontrar la solucidon de un sistema de

jones lineales es hacer las transformaciones directamente sO-



Aplicando las transformaciones del método de Gauss-Jordan,

2l resultado es de la forma [I ?X] , vy con el método Montante
5.- DEPENDENCIA LINEAL DE VECTORES

r 1 ' > - o
& i’A‘ #" Ly [A[ ‘ h] . En general este ultimo método se r:s

i

vela méds rapido, pues €l nmero de iteraciones en la mavoris

de-los casos es menor que las realizadas por el primero.
La dependiencia (o independencia) lineal de vectores es un
concepto fundamental en la Programacidn Lineal. Se dice que-

Resolviendo lellejemplo anterior, por el método Montante, tg o

los vectores de un conjunto de "m  Vectores del mismo orden,

nemos:

[’(11’ Rigs wees

son linealmente dependientes si existen "m" elementos ki

de manera que:

De lo contrario, los vectores seran linealmente independientes.

Para una mejor comprensidn trataremos el siguiente-ejemplo:

Sea el conjunto de vectores fila siguiente:




sustituyendo:

Si en un arreglo matricial de

los colocaremos en arreglo matricial y efectuaremos transform columna, en
ciones elementales con filas: tratando de encontrar la matriz ros dezunies de
unidad:

se dice que 1o

Demostrar,

! =2 1 HZI(-2) 1| &2 > H33(—2) 1 -2 1 vectores esti
2 il Y o all|| 53 o 0 5 -3 tes:
7 -4 1 H31(-7) 0 10 =6 0 0 0

Loes elementos de la fila del vector V3 se convierten emn cer
lo. que quiere decir que V3 es dependiente de \/'l y V,, ¥ pue
expresarse en fdncidn de ellos como:

73 - 7Vl - 2 ' 2V | = 0 (secin las transformacionel
] efectuadas)

despejando:

el caso de vectores

efectuar todas las

S Vectores son linealmente

como ejercicio, que

formade por vectores

vectores

transformaciones posible

el siguiente

linealmente

ninguna fila (o

columna) se convierte en ce

v
-

independientes,

conjunte de -

independien—--
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IV.- CONCEPTOS BASICOS DE PROGRAMACION LINEAL

Expondremos aqui los conceptos bdsicos de Programacidn Lineal cue utiliza-

remos en el presente curso. Representaremos un problema elemental de programa-

-iér. lineal en su forma candnica como:
Max.Z = C X (funcidn objetivo)
sujeto a: AX £ b (conjunto de restricciones)
X2 0 (condicidn de no negatividad) l
donde: C = Vector fila de las contribuciones de las variables a la funcién ob i

jetivo (de orden "n").

X = Vector columna de las variables del problema (de orden "n").

LA = Matriz de coeficientes de las variables en las restricciones (de -

b = Vector columna de té&rminos independientes (limitaciones en los re-

curses o reguerimientos; de orden "m").

0 = Vector nulo de n elementos (de orden "n").

1.- REGIAS DE BEQUIVALENCTA.

Regla No. 1:

a) Maximizar "Z" es equivalente a minimizar "-Z".

b) Minimizar "Z" es equivalente a maximizar "-Z".
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REGLA No. 4:
Ejemplos:
a) Max.z = 8X, + 16X, a) Toda desigualdad de la forma AX & b puede convertirse en igualdad mediante -
T la adicidén de un vector "Y" llamado de holgura que tendrd "m" componentes no

Min.(=%)= -8X, = 16X, negativas:

b) Min.Z = 10X, + 12X2 - 15X

1 3

equivale a:
May (= =4y 3 .
Max.(-2) 0%, -+ 12%, + 5X

3

REGIA No. 2:

a) La desigualdad &X 4 b equivale a -AX %

b) La desigualdad 2X » b ecuivale a -AX & o . . :
‘ r Toda desiqualdad de la forma 2X > b puede convertirse en iqualdad mediante -

la sustraccidén de un vector "K" llamado superfluo que tendrd "m" componentes

Ejemplos: no negativas.

+ 5 i - - 2
5X2\< 15 equivale a ZXl 5X2 7

= 3X2?/ 50 eguivalea —lSX1 + 3X,

Una igualdad de la forma AX = b puede descomponerse CAmo la cambinacién de

dos desiqualdades: AX & b y AX 7 b.

Ejemplo:

C ( = )
4)Xl + 23X2 90

equivale a:

40X, + 20K, < 90

40}{1 + 20‘(2 2 90




b)

res positivos, negativos o cero y puede ser represe

donde IIX3" :7 I'X4II

SO | o M

se convierte en:

Xl - 6X2 = XB =

7X1 + 102{2 s X4 =

donde |IX3" }’ IIX n

Una variable no restringida es-acuella que puede tomar toda clase de valo

son las variables de holgura aaregadas.

10

15

son las variables.superfluas

otras dos variables no negativas.

representada por:

Considerando que "X

1

=18}
all

regadas.

itada como la diferencia

" sea una variable no restringida, entonces puede ser

2.~ CONVEXIDAD

Teorema 1: Cualquier punto en el segmento de una linea recta que une

muntos puede ser expresado como una combinacidn de esos dos puntos.

'eorema 2: Cualquier punto que pueda ser expresado como una combinacion - =

B

5

convexa de otros dos, pertenece necesariamente a la recta que une estos Ult

puntos.

efiniciones: Un "Conjunto Convexo" es aquel que para todo par de puntos —-

dentro del conjunto, todas las combinaciones convexas de &stos puntos COr
tenidas en dicho conjunto.
Un "Punto Extreme" de un conjunto convexo es aduel cque, encontrdndose en 1

3 2 3 B Asre = N VTP e R
frontera del conjunto, o puede ser expresado como una combinacidn de otx

mismo ‘conjuntos.

CONJUNTOS
NO CONVEXOS

CONJUNTOS
CONVEXOS




TEOREMAS DE PROGRAMACION LINEAL

3.1. Definiciones.
3 - -~ . - . X
A continuacion damos algunas definiciones fundamentales para la couprensic

de los teoremas basicos de la Programacidn Lineal.

3.1.1. Solucidon factible.- Una solucidén factible es el conjunto de los valo

res de las variables que satisfacen todas las restricciones del problema inclu-

yendo las de no-negatividad.

3.1.2. Solucidn factible basica.- Es aquella solucién factible con no mas

de "m'" componentes positivas.

3.1.3. Solucion factible basica no degenerada.- Es la solucidn factible bi-

2 | 5 ) ¥ . .
sica donde exactamente "m' componentes del vector columna "X" son positivas.

3.1.4. Solucidn factible basica degenerada.- Es una solucidn factible basi-

ca donde hay menos de "m" componentes positivas del vector "X".

3.1.5. Solucidn Optima.-

cidn objetivo.

3.2. Teoremas.

= . : - . 1
Teorema A: El conjunto de todas las soluciones factibles de un programa de -

Programacion Lineal es un conjunto convexo.
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Teorema B: La funcién objetivo de un programa lineal cbtiene su valor maxi-

mo (o mfnimo) en un punto extremo del conjunto convexo de soluciones factibles.

Teorema C: Si existe un conjunto "K" (K £ m) de vectores columna linealmen-

te independiente (al, Byr wnes ak) tal que:

k
S a.

j=1

entonces el punto

* * * *

X = (Xl i X2 5 S Xk i Oy 05 senw Q)
es un punto extremo del conjunto convexo de soluciones factibles.

Teorema D: Si "X = (X4, X,, .+, X )" es un punto extremo de un conjunto con

2’
vexo de soluciones factibles, los vectores columna asociados con las Xj positi-

vas son linealmente independientes, con un méximo de "m" camponentes positivas.
3.3. Conclusiones

1) Cada solucidn factible bisica de un programa lineal corresponde a un punto -

extremo del conjunto convexo "K" de soluciones factibles.

Cada punto extremo del conjunto "K" tiene-asociados "m" vectores columna li-
nealmente independientes de la matriz "A" de coeficientes tecnolbaicos del -

programa lineal.

Existe un punto extremo de "K", no siempre unico, donde la funcidn objetivo

"Z" = cX de un programa lineal obtiene su valor Gptimo (mdximo o minimo).
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V.- PLANTEAMIENTO DE PROBLEMAS

Antes de ver un algoritmo cldsico de resolucidn de problemas lineales(Sim
plex), creemos conveniente que el lector se familiarice con las fases que an-
teceden a la utilizacidon de dicho algoritmo, a saber, identificacidén y plan--
teamiento del problema en su forma matemdtica. A continuacidn proponemos una

serie de problemas para su formalizacidn matemitica.

Problema 1:

Una persona desea balancear su dieta, la cual es a base de leche, carne, -
huevos y fruta.

Necesita que las proteinas consumidas no sean menos de 100 gr./dia, que --
las grasas estén entre 50 y 80gr./dia y que los azilicares estén entre 80 y 120
gramos diarios.

El costo de los alimentos de la dieta son:

Leche $ 13.50 por Kilegramo
Carne 230.00 " .
Huevos 33/00 " "
Fruta 40.00 " e

De acuerdo con un estudio se ha determinado que los alimentos mencionados

poseen las siguientes caracteristicas:

Al imento Proteinas Grasas Azlcares

Leche 10 1
Carne 200 10
Huevo 5 2

Fruta 1 100

* En gramos por Kilogramos

i Qué cantidad de cada alimento deberid contener la dieta mas barata que -

cumpla con los requisitos de balanceo?




FORMALIZACION MATEMATICA

Identificaremos primeramente las variables de decisidn del

problema como sigue+:

X1: Kilogramos de leche incluidos en la dieta diaria,

X 2 . " " C arne " " " " "
X3 3 n " huevos " " " " n
X4 : " " fruta " n " n " <

®mo nuestro inter@s es encontrar la dieta de costo minimo

que cumpla con los requisitos, el objetivo sera:
Minimizar 2= 13.5X3+230X,+33X3+40%,

Ias restricciones del problema son en base a los requerimis
tos de proteinas, grasas y de azficares:
1) La cantidad de proteinas contenidas en los alimentos de 1l:
dieta diaria debe ser mayor o igual a 100 gramos :
3X1+700X,+20X3+2X4 2 100
2) La cantidad de grasas no debe ser menos de 50 gramos ni mé
de 80 gramos:
lOXl+2OOX2+5X3+X4z 50
10X71+200X2+5X3+X4 £ 80

3) La cantidad de azficares no debe ser menos de 80 gramos ni
mds de 120 gramos:
X1+10X+2X3+100X, 3 80
X1+10X2+2X3+100Xy

4) Las variables de decisibn (kilogramos de alimentolno podré

ser negativas, es decir gue a lo menos deben ser nulas:
X120 X3% 0
X272 0 Xq7% 0
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Po&mos ahora expresar el problema en su forma matemitica,

Yy, como dicen algunos, ya tenemos resuelta la mitad del problema:

Min. 2= 13.5X1+230X2+33X +40X

3 4
sujeto a: 3X7 +700X, + 20X3 + 2X42.100
10X; +200%, + 5X5 + X4 % 50
10X, +200X2 + 5X3 + X4 £ 80
X1 + 10X, + 2X3 + loox4 7 80
Xy + 10X, + 2x3 + 100X, €120
X, 20 , ¥ i.

: : 3 3 =
Los ejemplos a continuacidn se proponen como ejercicio. El
lector podrd ejercitarse en la serie de problemas propuestos en

el anexo al final del presente trabajo.




Problam 2.

Se fabrican dos productos, R e I. Cada producto se procesa en los depan

mentos de colado, maguinado'y ensamble.

El colado del producto "I" puede comprarse a $6.00 la pieza y después p
Cesarse en las maquinas y ensamblarse. Si el colado no se compra, el produ
"I" se hace a partir de 2 Kg. de material "K" y se cuela en la planta. Elj
ducto. "R" puede hacerse ya sea de 4 Kg. de material "IL" o de 5 Kg. de mate
rial \"K". Se dispone de 2,000 Kg. de material "L" y de 10,000 Kg. de materi
"K" para el siguiente perfodo de produccidn. El material "L" cuesta 10¢ el
7 el material "K" cuesta 20¢ el Kg.

£l departamento de colade puede colar 3,000 unidades del producto "R" o

del producto I" en el siguiente periodo de produccidn. Se dispone de 200 &

~
o1}

as. de tiempo de mdquina durante el siquiente periocdo de produccién. El mag
nado del producto "R", hecho del material "L" requiere 8 minutos. El maquin

do del producto "R"; hecho con el material "K" recuiere 10 minutos. El maqu

nado del producto "I" requiere 6 minutos.

n

b {

-’5

i.se fabrica un-solo producto, el departamento de ensamble puede
1 B

2,000 unidades del producto "R" o0 4,000 unidades del producto "I".

Los costos variables de colado suman $1.00 por unidad. Los costos varia-

C
bles de maquinado son de $0.10 pPor minute, y los costos variables de ensamh

son nulos.

El producto "R" se vende a $10.00 y el producto "I" se vende a $12.00.

Una empresa trituradora de piedra que obtiene de cualquiera de tres cantt

acyacentes. la piedra vendida por esa empresa debe regirse por las sigu

tes especificaciones:

Material X iqual al 30%
Material Y igual o menor al 40%
Material Z entre 30% y 40%

La piedra de la cantera A cuesta $1,000.00 la tonelada y tiene las siguien
tes propiedades:

o\®

Material X = igual al 20
Material Y = igual al 60
Material Z = iqual al 20%

o

La piedra de la cantera B cuesta $1,200 la tonelada y tiene las siguientes
propiedades:

Material X = 40%
Material Y = 30%
Material Z = 30%

La piedra de la cantera C cuesta $1,500 la tonelada y tiene las siquientes
propiedades:

Material X = 10¢%
Material Y = 40%
Material Z = 50%

Pueden fabricarse tres tipos de botes: X, Y, Z. Cada tipo puede fabricarse
empleando cualquiera de los dos diferentes procesos. El primero requiere una

etapa: El moldeado del casco. El sequndo requiere dos etapas: Construccién y




Las contribuciones al costo fijo y a la utilidad son las siguientes:

Bote ler. Proceso 2do. Proceso
X $200 $100
300 50
Z 100 50 (P&rdida)

Los tiempos de construccién, dias, son los siguientes para cada proceso:

X Y Z
ler . proceso Moldeado 4.0 5.0 340
Construccién 3.0 4.5 3.0
2do. proceso Acabado 1.5 2.0 1.5

Se 'dispone de 300 dias p~ra el moldeado, de 200 dias para la contruccifn
de 100 dfas para el acabado. El mercado absorverd 50 botes "X", 40 botes "Y'
v 60 botes "2". Determine el programa Gptimo de produccion.

Problema 5.

Una companfa tiene un contrato importante que debe cumplir la préxima sel
na. Este contrato requiere la fabricacidn de 10! idades de ensamble "K".
Cada unidad "K" consiste en el ensamble de unz parte de "X" y dos de "Y".

Esta compania tiene un departamento de ensamble y 3 de manufactura, con -

dos mdquinas principales en cada departamento de manufactura.

Por conveniencia, los departamentos de manufactura se designan como "D",
"Ell y "FII’ y las mé.quma_g CCXTD I'Dl", IID2", "El", lIEZ.‘l, ”Fl" \_{, "F2"-

Cada parte se procésa a través de los tres departamentos de manufactura, |
algunas veces finicamente en una micuina, otras veces en las dos. La parte "¥
se procesa en las miquinas "D1" y "D2", ya sea en la "E1" o en la "E2", y va

sea en la "F1" o la "F2".

riables por minuto son:

Los recuerimientos de tiempo para las partes "X", v "Y", v los costos va-

Departamento | Miquina | Pieza "X"| Pieza "Y"| Costo/min.!
D1 4 min. - - $ 0.10
D
D2 1 " 3 min. 0.30
El 6 min. 2 min. 0.20
E
E2 2 min. 3, N1 0.15
Fl - - 6 min. 0.50
F
F2 4 min. G 0.25
Costo/materia prima $ 1.00 $ 2.00

En el departamento de ensamble, para obtener la unidad "K", se unen pri-
mero las dos partes "Y" y a continuacion la parte "X". Las partes "Y" se - -
unen a una velocidad de una unidn por minuto, mientras que las partes "X" se
arman a una velocidad de 10 uniones por minuto. Estas operaciones comparten
las mismas instalaciones de ensamble. Se dispone de 8,800 minutos en cada ma
quina y de 40 horas de ensamble.

No se considera ningin costo variable de ensamble.
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VI INTRODUCCION AL METODO SIMPLEX

una manera relativamente ficil de resolver un programa lineal en dos dimen-
siones (dos variables), pero cuando el nimero de variables va en aumento --
(en la realidad es dificil encontrarse con sblo dos variables de decisibn -

en un problema), resulta inaplicable este método.

|
l
Al presentar el método gréafico, al vrincipio de nuestra exposicién, vimos ‘
La necesidad de reducir el nfmero de soluciones consideradas en la resolu ‘
cidén de un problema (un problema con "n" variables, y "m" restricciones tie I
ne C; soluciones) llevd al Dr. George Dantzing a elaborar un método matemd- |
tico que permite resolver el problema lineal sin necesidad de analizar ex-- ‘
plicitamente el valor de la funcidn objetivo en todos y cada uno de los pun l
tos extremos del conjunto convexo de soluciones factibles. 1
Hﬁ’ 1.- E1l Método. ‘
Con este método, que utiliza el dlgebra matricial, se resuelve aran nme- !
ro de programas lineales siguiendo ciertas reglas propias; es un proceso —-— %

iterativo en el cual cada solucidn que se va obteniendo es mejor cue la - -
anterior. Para una mejor comprension del Simplex trataremos a continuacidn ‘

un ejemplo sencillo:

Una campania fabrica dos tipos de rims de magnesio cue llamaremos tipo ==
lelll y tim "X2". El tim (le
del tiempo que el rim "X,". Si se fabricara Gnicamente el tipo "X,", la ma-
no de cbra disponible seria suficiente para fabricar 1,500 rims de este ti-

po diariamente. |

" posee un mejor acabado v recuiere el doble -

El rim del tipo "Xl" requiere un tratamiento especial cue sblo es posible
aplicarlo a 100 rims en la jornada, mientras que para el tipo "X2" la canti

dad maxima que puede ser tratado es de 700 rims por dia.

El acabado final puede darse a 600 rims diariamente, yva sean "Xl", o "X
O una combinacidn lineal de ambos.

"
I

2




la utilidad que reportan los dos productos son: 30 unidades de utilidai:
s ] "X] " v 10.5 unidades para "Z>;2".
Ia companfa quiere saber cudntos rims de cada tipo debe producir diarianc

te para maximizar sus utilidades.

Solucidn:
12,.- Formulacidn matemdtica.
El problema de la compaffa es un problema de maximizacidén de utilida

des bajo ciertas restricciones bien precisas. la funcién objetivo (F.0.) seri

Max.Z = 30}{1 + 10.5X2

Se 'sabe cque el rim "Xl" requiere el doble de tiempo de acabado cue el "X2
v que si se fabricara solamente el " 2", la mano de obra disponible seria sufl
ciente para la fabricacidn de 1,500 rims. Podemos entonces establecer una pri

ra restriccidn como:

(1) 2Xl + X2 $ 1,500

El tratamiento tZrmico que se aplica a los productos nos limita la produc

cién de ambos rims. Estas restricciones pueden formularse como sique:

(2) X, {400
(3) X, & 700

Por Gltimo, la operacién de acabado nos limita la produccidn total a 6007

rims diarios:

600

~
Pt
.{ o
>
AN

Tenemos asf nuestro modelo matemitico va establecido; sblo faltaria, p=-
el hecho de que la produccidn no puede ser negativa, agregar las crndiziscrss
de no negatividad. Tendrfamos:

Max.Z = 30xl + 10.5X2
sujeto a: 2.X1 + X2 < 1,500
x1 < 400
X, £ 700

X, + %, £ 600

X; 2 0, vi

22 .- Rawper las desiqualdades agr egando variables de holgura (Wi).

(1) 2Xl + X, 4 wl = 1,500
(2) Xl ¥ W2 = 400
(3) X, + Wy = 700
(4) X, + X, +W, = 600

La contribucién de las variables de holgura es el costo de un ocio en al-
gGin departamento, de productos no hechos, material no utilizado, etc.. En age-
neral, nosotros tamaremos una contribucidn nula si no especificamos lo contra

rio. La F.0. de nuestro problema queda entonces camo:

Max. 7z = 30X, + 10.5X

1 5 + OWl + OW, + OW, + OW

2 3 4

32,.- Formar la tabla inicial del Simplex.

El abjeto de agregar variables no-reales a las restricciones es de -
cbtener una matriz identidad de orden "m", la cual, a cada iteracidn, se - —-—
transforma en la matriz inversa de las variables de base en esa iteracidn.
Despuds de cada iteracidn, la parte central de la tabla tiene la canfigura- -
cién [B_lAg B'l] .




Los pasos para formar la tabla son:

a) Se forma un arreqlo matricial de los coeficientes de las iqualcaces
(coeficientes tecnolégicos) :

b) Al margen superior se agreqa el renaldn de variables; v sobre éste, el
renglén de contribuciones correspondientes,

1065 || [0 0 0<— Renoldn objetivo.
X . W, W,<+—Renaldn de variables.

52w VA \V 4

cuerno prarte identi
de la dad
tabla

c) Al margen izquierdo se aareman los términos indemendientes de cada res
triccidén, o columna de constantes (bi i 1=1,25 s s s gt)s

30 10.5

X X

1
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d) Primera solucién. Ia primera solucifn estd en funcién de las variablec
que forman la matriz identidad; &stas ser&n llamadas variables "bdsicas™ = &=

base. Se agregari entonces una columa formada por estas variables (Xﬁ{) N rs

otra, a su izquierda con las contribuciones respectivas (CBi):

columa de con

tribuciones de

las variables 30 10.5 0

b&sicas. X X W
0

0

columna de
las varia-
bles basi-
cas.

Esta primera solucién, la cual vamos a tratar de mejorar en cada iteracion

es la siguiente:

v una utilidad de:
0+0+ (0) (1,500) + (0) (400) + (0) (700) + (0) (600)
0




e) Rengldn frdice. En el margen inferior colocaremos el rengldn irdice, -

.5

fc.1ado por los elementes "zj—cj" bajo las columas de las variables "j", B«=

o5 elementos se forman con la relacidn:

m
(=)= g a.. C.. = C. i
Ot .J ij B1 J

i=1

es decir:

La sumatoria del producto de los elementos de la columna j por el corres
pondiente en la columa de las contribuciones de las variables de base, menos

la contribucién correspondiente, en el renglén cbjetivo, a la variable "Xj i

30 10.5 0.0 0 O

Xl X2 Wl W2 W3 W4
0. W, 1,507 2 110 0 0
0. W, 400 1 00 1 0 0
0/ W, 700 0 1 0 0 1 0
0 W, 600 1 1 0 0 0 1

1.} Rengldn indice

o
o
o

=30 -10.5

f) Por iltimo se agrega el valor de la F.O. bajo la columa de constantes
al nivel del renglén indice. Su valor se cbtiene de manera similar a "Zj_cj":

m
a= E BiChy »
i=1
es decir: Ia sumatoria del producto de leos elementos de la columma de cons---
tantes (bi) por el correspondiente en la columna de contribuciones de las - -

variables de base:

Xl X2 Wl W2 W3 W4

0 W 1,500 2 h i 10 0. 0

1

0. W 400 1 0 0 1 0 0

0 W, 700 0 1 0 0 1 0 (TABLA 1)
0 W, 600 1 1 0 0 o0 1

0 =30 <10uh o o o0 O

42 .- Procedimiento para la bfisqueda de la solucidn Sptima (iteraciones).
a) Determinar la columa clave, cuya variable respectiva pasaréd a formar

parte de la base y serd llamada "variable de entrada". La columa clave seré&
agquélla cue tenga el elemento mis negativo en el renglén indice:

m§n {(zj-cj) \ (zj—cj)< 0}

En el presente caso el elemento mis negativo es "-30", cue corresponde a

la columna de "Xl":

mfn Sl—3o , —10.5} = =30

—
30| 10,5 O O O O
Xl X2 Wl WZ W3 W 4
0 wl 1,500 2 Y 1 0 0 ©O
0 W2 400 1 0 O 1 =070
0 w3 700 0 1 o 0 1 o0
0 W4 600 1 1 @ 0 0 1
0 -30|-10.5 0O 0 0
_—
columa

clave "k"




b) Determinar el renglén clave, cuya variable correspondiente saldré de le
r3se y la llamaremos "variable de salida". En el lugar de ésta estard '3 varia
ble de entrada en la tabla siguiente.

El rer;glén clave se encuentra dividiendo la columa de términos indepen— -
dientes (bi) entre los elementos correspondientes de la columa clave (yi_k) '
cuando estos filtimos son positivos. El rengldn clave seré el que contenga el -

menor cociente:

_ . {1,500 400 600
lyik>0} ‘“‘i“[\ T T 1}

min5(750 ; 400 , 600}

400

0 | Renglén clave "r"

230/8-10L5

PSS

El elemento que se encuentra en la interseccidn del renglén y la columna

clave (Yrk) se llamarg nimero clave. En este caso Vg = Yo1 = 1

c) Determinar el fenglén principal de la tabla siguiente.
El renglén principal de la nueva tabla se obtiene dividiendo, a partir del
término independiente, los elementos del renglén clave (renaglén "r") entre el

nfimero clave (yrk) . En el caso presente queda igual pues yrk=l:

400

d) Se substituye la variable del renglén clave (variable de salida)! v 5
contribucién por la variable de la columa clave (variable de enraaal , «u -

contribucidn:

30 Xl 400 1 0 O

e) El resto de los renglones objetivo y de variables, y de las columas

bdsicas pasan igual:

f) Los elamentos restantes de la nueva tabla, incluvendo los términos in-
dependientes, sSe encuentran, ya sea por transformaciones elementales, tamando
camo base el rengldn principal y la columna clave, heciendo ceros los elemen-

tos de ésta, o por la férmula siguiente:

A T
v - .._.r_]—lk ' Vl . ]
1) Yk

Elemento nuevo

Elemento antiguo

Elemento correspondiente al elemento buscado en el rengldén clave.
Elemento correspondiente en la columa clave.

Elemento (o n@mero) clave:




!
\ |
Vi Ne———¥;

i]

los elementos restantes de la columa clave se vuelven ceros:

130f |{10i5\ AN\0o 0 ©

i_%}_; X2 Wl W2 W3 W4

0 e 1| k2 o o
30 X, 400 1 0o/.o0o/1 0 O

(TABIA 2)

0 wod 700 0 1“0 0o 1 o0
0 W, 200 0 ™~/0 =1 0 1
12,000 0 -10.5° 0 30 0 O

Una vez campletada la nueva tabla se examinan los elementos del renglén - -
(zﬁ—cﬁ). Si no hay ninguno hegativo, hemos llegado a una solucidn dotima; en ==
caso contrario buscamos una nueva tabla regresando al paso 4a.

En nuestro ejemplo hubo un elemento negativo y tenemos cue buscar una nueva

solucidn; ésta serd la obtenida por la tabla:
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Examinando los elementos del rengldn indice en la nueva tabla encontrainws

e todos ellos son positivos o nulos, por consiguiente hemos llegaco a ur= -

solucién &ptima, la cual se encuentra en la regién de la base:

W1 = 500
= 4
Xl 100
WB = 500 ; COn 2 . = 14,100
mnax.
X2 = 200

Esto sicnifica que la companiia alcanzard una utilidad mixima produciendo
400 rims del tipo "X1" y 200 del tipo "X,"; Habiendo una holagura en la mano
de obra para fabricar 500 unidades (wl) y una holgura en el proceso de trata

miento térmico para 500 unidades (w3).

Ia solucién encontrada es una solucidn bésica no degenerada pues tenemos
exactamente "m" componentes del vector "X" mayores de cero y "n-m" camponen-—

tes nulas.

En la grédfica de la figura I podemos seguir el camino cue toma el algorit
mo simplex para nuestro problema. Ia solucidn inicial (TABLA 1) se encuentra
en el origen (punto "0"); de aqui partimos hacia la mejor de las soluciones
adyacentes, en este caso el punto "A" (TABLA 2). Como ésta no es solucidn --
Optima, seguimos desplazdndonos hasta encontrarla. En nuestro ejemplo el pun

to "B" (TABRIA 3) fue &l que nos did la selucidn Sptima.
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500
500

100
2.- Degeneracidn.

= 6,000
La degeneracidn en el método Simplex se presenta cuando, al buscar el ren '

" s n . A )
glén.clave existen dos o més cocientes — con valor algebraico minimo:

ik En esta tabla la columna clave corresponde a la de la variable "Xl” que en

trard a la base. Si tratamos de determinar la variable de salida (renalén cla-
Sea el programa lineal:

<

ve), nos encontramos con un "emrate" entre los renglones 2 v 3.

Max.Z.= 10X, +.12X
7 } | ("1 E; 500
sujeto a: 2Xl + 3X2 < 1,500 ylk 2/3
< 00
3}{1 + 2><;2 < 1,5
+ X 600
X, + % §
; 0 , Wi
313 1

empate: min i(750, 300, 300} = 300




Existen varios métodos para deshacer la degeneracién en el simplex, uno de
€1153, posiblemente el mds eficiente, consiste en dividir cada elementn de los
renclones empatados entre el elemento correspondiente en la columa clavep Se

comparan los elementos ‘de los renglones empatados, colurmna por columa,a oartix
de la parte identidad hacia la derecha. Ia degeneracién se rame al encontrar

la primera diferencia, escogiendo como renqglén clave el correspondiente al me-
nor cociente. Si no existe nincuna diferencia en la parte identidad se conti-——

nuari con las colummas del cuerpo de la tabla. Para nuestro ejemplo tenemos:

(2) élg. 0 -2/3 1 0
5/3 5/3 5/3 5/3 5/3
(3) lég 0 =1/3 0 _i_
1/3 1/3 1/3 1/3 1/3
\ L}
—
columas de la -1

narte identidad (B )

2l examinar la primera columna vemos cue el cociente del tercer renglon es

menor cue el del segundo:

} menor
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Por consiquiente la degeneracién se rampe y el renaldn clave seré el t==

Ceros

2 b
10 12 0 0 0
Xl X2 Wl WZ W3
1214 500 |2/3 1. 173 0 0
0 W, 500  |5/3 0 -2/3 1 0
-
I 100 |1/3 0 -1/3 0 14]
6,000 - 0 4 0 0

v el procedimiento seguird normalmente, obteniendo en la {ltima tabla:

[
% 300
= | Wyl = | O : 2. =6,600 ,
max
y )
B 300

resultado aue sugerimos al lector verifique por el método expuesto hasta aqui.

3.- MBtodo de la "M" grande

Hemos visto, en lo expuesto anteriormente, una manera de resolver un progra
ma lineal con restricciones del tipo "menor o iqual" (£). Es evidente cue no
existe este solo tipo de restricciones. En efecto, podemos encontrarnos también

frente a restricciones del timo "mayor o iqual" (3 ) o de icualdad (=).

Como vimos en la seccién 1 del capftulo IV, una desicualdad del tipo " 2 "
muede deshacerse mediante la substraccidn de una variable de holgura. Para po-
Jer utilizar el método simplex con cualquier tipo de restricciones, tenemos —
cue formar una matriz identidad en la parte derecha de la tabla, asi es que - -
agregamos una nueva variable que llamaremos "ficticia", de manera cque no nos -

en nuestros resultados:



- 3 Xl — 2X2 + X3 2P Wl
misma razdn, si tenemos una restriccidén de iqualdad agregaremos

na variable ficticia: _4Xl + X2 4 2X3

-2Xl + X
Xl + X2 + bl = 3 :

3

y la F.0. queda:
Ias contribuciones a la F.O0. de-las variables de holgura negativas siguen

&iendo nulas (0), mientras que las de las variables ficticias tendran un = = Max 2 = 3X1 1 X2 _ X3 n OWl i sz _ MUl " MU2

valor muy grande (M), que serd negativo si el objetivo es maximizar y positi

vo si e jeti inimi ] manera nuestro método se encargard LMy il . |
vo si el objetivo es minimizar. De esta R - pr S

Je sacar tod i icticias de la base. e el ‘
iili tofas g pAmablys restricciones en su nueva forma, nos damos cuenta de cue el orden de las varia-

bles deberd ser:

i nuestra F.O. es de la forma Max.Z = ai_ Cixi , al deshacer las --

1 . ,

T
Xl' XZ' X3, W2, s Ul' 5

es decir: primero las variables reales; inmediatamente después, las variables -
de holgura que se restaron a las restricciones " 3 ",cuardando el orden de las
restricciones, v despuds las de holcura "positivas" y/o las ficticias segln el

mismo orden de aparicidn.

Utilizando el procedimiento ya estudiado tenemos:

~

e "

Veremos un ejemplo cuyo enunciado omitimos para fines de ilustracion.
el programa lineal a optimizar:

) — Y L X b _
Max.Z JKl Xz X3 3 A

sujeto a:} X ) & 1 ] n 2

-4M (6M-3) (=M+1)

=1

X > 0, ¥vi Sabierndo que "M" es un nfmero muy grande (M—= =), la columa clave en es-
te caso es la tercera, puesto que (z; - c5)=-3M+l es el elemento "mds negativo"
2] deshacer desigualdades vemos que tenemos dque multiplicar por (-1) la - del rengldn Ifrdice.
tercera restriccidn, ya que tenemos un ndmero negativo como término indepen-—=

diente. Tenanos:




X
1
3 Al 4 i
-1 X5 1 0
=1 X 0 0
X3 9
2 0

donde la solucidn Optima es:

utilidad maxima

4.~ Modelo de dietas.

Ao diat : o B S
de dietas alimenticias a CcOSto minimo,

elementos nutritivos de los alimentos cue formaban dicha dieta. Tmplican 1limi-

el procedimiento Simplex llegamos a la tabla Sptima:

-1 -1 0 0
\? '>’(3 W 5 W 1
0 0 -2/3 1/3
1 0 -1 0
0 1 -4/3  2/3
0 0 1/3 1/3

= 4 unidades de produccidn
= 1 unidad de produccién

= 9 unidades de produccidn

unidades de utilidad.

!
)

-M

o
2/3
1

4/3

(M=1/3)

-7/3

(M~2/3)

Este . tipo de modelos es llamado "de dietas™ pues se origind con el estudio

donde se tenfa en cuenta el contenido de

tes minimos o maximos del contenido de esos elementos en la dieta buscada.

Ejenplo:

Las caracterfisticas de una tableta son:

Peso: 5 dgr.
_ Contenido de Niacina: Entre 60 mgr. (min.) y 80 mgr. (mdx.)
Contenido de Tiamina: Entre 80 mgr. (min.) y 95 mgr. (méx.)

Para la fabricacién de dichas tabletas se dispone de los inaredientes A y B
cuyo contenido y costo son:

ingredientes

canporientes ™ A B
Niacina 20 15
(mgr /dgr.)
Tiamina 5 25
(mgr./dgr.)
fasto 2.00 |3.00
($/dar.)

El costo del elemento inerte es de $1.00/dgr. y se desea obtener la mezcla

mds econdmica.
El programa lineal correspondiente es:

Min.2 = 2X. + 3X2+X

) 3
sujeto a: 2OXl + 15X2 2 60
20Xl + 15Xl <& 80
5X1 + 25)(2 2 80 .
5X1 - 25X2 $ 296
Xl + x2 + X3 =5
Xi 2 0, ¥i




unue .~3 X. sou las cantidades en decigramos de A, B y C, la materia inerte
i

Ia 12.- tabla simplex es:

80

80 5

95 5

5 1 1

(145M) (26M=2) (41M-3) (M-1)

v la tabla Optima:

X2 SR/37

A 15
W4 15

X, 21/17

-
> |

201/17

[a solucién Optima es entonces:

* .706 Decigramos del ingrediente A

*

.059 Decigramos del ingrediente B

* 1,235 Decigramos Ce materia inerte.

costo minimo:
Nota: Se recomienda al lector verificar este resultado.
5.- Problemas sin solucidn.

Un problema sin solucidn se detecta cuando, habiendo llegado a una tabla ——-
on las condiciones de optimalidad, la solucidn "Optima" estd en fun-

variable ficticia, es decir cue hay cuando menos una variable ficti-

Consideremos el programa lineal:

Mas =533 + 7
Max.Z 3(1 2_.3(2

sujeto a: 2)(1 - X2 £ 10

X1+3X2 2 36
Zie. 0

i S

e obtiene una tabla Gptima:

-4/85

(=M=4/85)




¢ = nos da una solucidn.no factible puesto que la variable ficticia "U," cicne -
un valor pesitivo, y,para que una solucidn sea factible es necesario cue las va-

riables ficticias tengan un valor nulo.

Si aplicamos el método grafico tenemos las coordenadas al origen:

* para la restriccidon 1 : X = b3 X, = 10
* para la restriccién 2 : X, = 36; X, = 12
* para la funcidén objetivo: X, = 10; X, = 15

graficando: /
X

NG. /11

IComo se ve no existe ningln punto que satisfaga simulté@neamente las restric-
ciones del programa planteado. El caso mis evidente es cuando tratamos con desi-

gualdades de sentido contrario con pendiente igual a uno (paralelas a 45°).

En estos casos se dice que el sistema de ecuaciones es inconsistente, y pro-

porciona una solucién pseudo-Optima.

.—-Problemas con solucidn ilimitada.

Cuando en el procedimiento simplex no se puede continuar porque no podemos -

encontrar elrengldn clave (variable de salida), la solucidn del probléma tratado

es ilimitada.

Consideremos el proarama lineal siguiente:

Max.Z2 = 6Xl + 2X

2
sujeto a: Xl + X2 2 10
X, £ 8
X. 2 0, ¥i
1

Al resolverlo por el método simplex encontramos que no podemos pasar de la —-—
sequnda tabla:

'-’—--' r—-‘-l

6 2 0 M 10|

XX X5 Xy 1% )

o e boa = ol
6 X, 10 1 1 -1 1 0
0 %, 8 0 1 0 0 1
60 0 5 | mu6) 0

Acui la columna clave es la correspondiente a la variable de holqura "X3", —
gue en principio debe entrar a la base, pero no podemos encontrar la variable de
salida aplicando nuestra regla de seleccidn,puesto que un elemento de la columna
clave es negativo y el otro es cero. Ia variable mis viable serfa “X5", que tie-
ne el Gnico ocociente "positivo", pero &ste es indeterminado o infinito. Asf, tan
to los valores de las variables de base camo de la funcidn objetivo son del mis:

mo tipo.

Por el método grafico tenemos: > /
“2

FIG.III \




servamos cue para X, = 8 cualquier valor de "Xl" superior a 7.33 mejora .

7.- Problemas con soluciones multiples

2
©olucidn de Z = 60 hasta el infinito.

Cuando en el renglon Indice (Zj- Cj), de la tabla optima del Simples

Ne todos los problemas gue-tienen un conjunto de soluciones infinito (no acw aparecen, ademas de los correspondientes a las variables basicec, uno = -
tado) tienen solucidn ilimitada. El siguiente ejemplo es una prueba de ello: mas elementos nulos, se dice que la solucidn obtenida no es tnica, sinz -
que el problema tiene soluciones miltiples. La solucidn que aparece en la

Max.Z =6X - 2X tabla Optima corresponde sdlo a un punto extremo del conjunto convexo de

i 2
soluciones factibles.
j 2 - X
sujeto a 2Xl
Esto se debe a que la funcidon objetivo tiene la misma pendiente que -

alguna de las restricciones-frontera de dicho conjunto.

Tomemos el siguiente ejemplo:

cuya tabla &ptima es: Max.Z =

cuya tabla Optima es:

y su grafica:

Observamos que bajo la columna correspondiente a la variable "x.", -

1 >
en el renglon Indice, se enmcuentra un cero; no obstante "x;" no esta en

la base. Esto nbs indlca que si introducimos ”xl" a la base, obtendremos

la misma utilidad de 10 unidades, como se muestra en la tabla siguiente:




)

2 X4 20/7 1 0 5/7 -2/7 0
5 X, 6/7 0 1 "2/7 3/14 0
0 W s 0 0 =5/h7 2/7 1

10 0 0 0 1/2 0

Bstas dos soluciones estdn localizadas en la grafica correspondiente
con los puntos A y B, que son puntos extremos del conjunto convexo de so-
luciones y estdn unidos por una recta. Asi, puesto que la F.O. es parale-

la a dicha recta (conm igual pendiente), toda combinacion sobre la recta -

A,B darid la misma utilidad.

capiTuLo V1

METoDo SIMPLEX-DUAL




)

2 X4 20/7 1 0 5/7 -2/7 0
5 X, 6/7 0 1 "2/7 3/14 0
0 W s 0 0 =5/h7 2/7 1

10 0 0 0 1/2 0

Bstas dos soluciones estdn localizadas en la grafica correspondiente
con los puntos A y B, que son puntos extremos del conjunto convexo de so-
luciones y estdn unidos por una recta. Asi, puesto que la F.O. es parale-

la a dicha recta (conm igual pendiente), toda combinacion sobre la recta -

A,B darid la misma utilidad.
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El método presentado mis arriba es llamado Simplex-Primal (taroién 1»rima
rio o primordial); en &l se trabaja directamente con la funcidn objetive v«
las restricciones encontradas al analizar el problema en cuestién. Veremwos -
ahora cfmo puede resolverse el mismo problema "Primal® por otro método, que
utiliza el mismo algoritmo Simplex aplicado al invertir los renglones y - --—
columnas (transpuesta) del problema original. Esta forma de tratar el proble
ma lleva el nombre de "Dual", y encuentra un gran interé@s de aplicacidn cuan
do en el primal el nlimero de renglones (restricciones) es mayor que el de ——
columnas (variables o incSgnitas). A todo problema primal corresponde un pro
blema dual.

Distinguiremos dos tipos de programas: Dual simdtrico y Dual asimétrico.

1.- Dual simétrico.

Cuande el programa primal tiene todas sus restricciones en el mismo sen—

tido (§ , 2 6 =), se dice que es simétrico.

Ilustraremos el método con el ejemplo de los rims de magnesio, Cuyo pro-

grama primal era:

Max.Z = 30)(1 + 10.5}(2

L+ £ 1,500

f 2 600

e

400

YoIxaTIans

%
7
g
ot |
»




Presentaremos la dindmica del método dual de dos maneras:primeramente ==
VA EnOS Una manera que podriamos llamar "empirica"; luego una manera genera-

lizada que llamaremos "matriecial".

1.1.~ Modelo "empirico"
Este modelo pasa de una tabla de maximizacidn del primal a otra de maxi-
mizacidén en dual.

er ] : ) 5 ¥
17 Paso: Sin deshacer desigualdades, ordenar la matriz de las restricciones,

4

el vector de té&rminos independientes y el de contribuciones camo si se trata
se de establecer la tabla inicial del primal:

30 10.5

Xl X2

1,500 2 2 1
600 3 1 1
400 1 0
7007 3 0 1

22 Paso: Asociar una nueva variable a cada restriccion. Estas variables se——

ran llamadas "variables duales":

30 10.5

% %
v, 1,500 > | /2 1
v, 600 » 1 1
v, 400 » 1 0
v, 700 ¥ 0 1

—e-ir - . . -
3~ Paso: La columna de té&minos independientes de la tabla primal, con suc
signos invertidos, pasa a ser el renglén cbjetivo de la tabla dual. =1 cvsi

hacemos corresponder el rengldn de variables duales asociadas:

-1,500 =600 -400 =700

L Vs Vg V4

42 Paso: El rengldn objetivo de la tabla primal pasa a ser la columna de —-
términos independientes en la tabla dual, y se invierte el sentido de desi—
gualdades:

-1,500 =600 -400 =700

2 3 4

30
10.5

5% Paso: Las columnas de la matriz de coeficientes tecnolégicos del primal
pasan a ser renglones del dual, por comnsigquiente los renglones en acquél - -
pasan a ser coiumnas en éste. Esto significa que la matriz de coeficientes

de uno, es la transpuesta de la del otro. Esto nos da lo siquiente:

1,500 ~600 ~400 ~700
Vi Vo V3 Va
30 2 1 1 0
0.5 ¢ 1 1 0 0

62.- Paso: Agregar las variables de holqura y ficticias cue se recuieran ——-
segin el tipo de restricciones obtenidas, al igual que sus contribuciones --
Correspondientes, tomando en cuenta que si en el primal se estid maximizando
C minimizando), en el dual también. Como en nuestro caso tenemos ahora res-
Criccicres del tipo " 2 ", tendremcs que restar, en cada renaldn, una varia
ble de holgura de contribucién nula y sumar una ficticia de contribucién - -

"-M", pues estamos maximizando. Se cbtiene:




30
1.5

72.- Paso: Campletar la tabla de iqual forma que para un problema primal y -
resolver conforme al cbjetivo. La tabla inicial de nuestro problema dual cue

da entonces en la forma:

~1,500" -600 | -400 =700
S 2 g |

=M Ul 30 2 1: 1

-M U2 10.5 1 1 0 il

=40.5M -3M+1,500 -2M+600 -M+400 -M+700 M

Después de-cuatro iteracionées la tabla Sptima rara el problema dual es =

la siguiente:
-1,500 -600 —-400
V3 39/2
\_72 21/2
-14,100 500 0 0 2 M-400 M=-200

-2 W 1 W 2 W3

Interpretacién de la solucidn.

12,.- El valor de la funcidén objetivo se encuentra en el mismo lugar, pero ——

con sitmo contrario. Aqui:

= -14,100
= 14,100

28,- El valor de cada variable real (del primal) se encuentra en oI rera i<
indice de la tabla dual, bajo la columa de la variable de holgura corre-.—
pondiente. De este modo encontraremos el valor de "Xl" bajo la columa de -
“WA", pues &sta fue la variable que se agregd al renglén formado por los -

coeficientes de las "Xl“ en la matriz de las restricciones. De igqual mcde -
encontraremos el valor de "X2" bajo la columna de "WB", y el de las varia—
bles de holgura del primal, bajo las columas respectivas de las variables
duales.

Tendremos entonces la solucidn de nuestro problema original en la for

14,100

400 Wl

200 W2

que es exactamente la misma solucidn encontrada al resolver el problema pri
mal original.

1.2.- Modelo general

Si expresamos el ejemplo anterior en su forma canbnica, tendremos el
modelo lineal (Primal):

Al pasarlo nosotros a la forma dual, hicimos algunas transformaciones
que, al final de cuentas, pueden resumirse en el modelo (Dual):




b

Max. (-G) = =b~ V correspondia un programa "Dual":
alv y of
Max. (=G) = -1,500V, =600V, -400V., =700V
Vy o 1 2 3 4
2\7l + V2 + V3 > 30
Apoyandonos en las reglas de equivalencia, podremos escribir: v, + Vz +V, 7 10.5
Vi 0, ¥i
Min.G = bl v iy i

e I
l A Vyc que es equivalente a:
V>0
Min.G = 1,500\7l + 6OOV2 C 400V3 + 700\74
donde: -

|+ Vy+ Vg y 130 h
5
8 Ve i+ —\],7 + Vv 7/ 10.5 L
i G = Funcién cbjetivo dual, 1.2 4 l‘
i ‘ b= Transpuesta del vector de términos independientes, Vi 2 0, ¥i
V = Vector columna de variables duales, /de orden "m", ;
AT Transpuesta de la matriz de coeficientes tecnoldgices, de esta Gltima manera, la tabla Sptima estd dada por:
CT= Transpuesta del vector de contribuciones, y )’
0 = Vector columa de orden "m", cuyos elementos son cero. -1,500 600 400 700 0 0 M M \ﬁ
Vl V2 V3 v 4 WA Y-‘JB Ul U2 :
Asi, en el ejemplo anterior; hemos visto que al programa primal: 400 VB 39/2 1 0 1 =1 = 1 1 -1 K
!
600 V., 21/2 1 1 0 1 0 -1 0 i "
Max.Z = 30X, + 10X 2 ,
- . | 14,100 =500 0. =500 =400 =200 =M+d00  -M+200 ]
X, + X, § 1,500 N g
X, +% € 600 | 2 Cnin
X, < 400 I
% £ 00 Pregunta: :Debemos tamar en cuenta los signos negativos del renglén indice 9
2 ° rara determinar la solucidn del problema original? ¢Por cqué?. h

Generalizando, podemos establecer las siguientes relaciones entre el

programa primal y el dual:



Si en el Primal en el Dual
tenemos: corresponde a:

Max.Z = X Min.G bT \Y%

JL T

Min.7Z = cX B%.G =B ¥
b A"V 2 ¢

AX ¢

AX > b ATv g b

2.- Dual asimétrico.

Llamaremos Dual asimétrico al método seguido para resolver por el - -
Dual un programa lineal cuyas restricciones, en el programa Primal, inclu—

yan relaciones de varios tipos (£ , 2 & =/).

Ejgglo:

Max.Z = 3Xl + 6)(2
Xl + 2X2
2.Xl + X, > 4

<

Xl + X2 =6

Xi» 0, ¥i

Se trata aqul de tener todas las restricciones de un solo tipo; Trata-

remos de hacerlo con ayuda de las reglas de equivalencia vistas anteriormente.

La primera restriccion quedara : X 2%,
X

La segunda.restriccidn : )< -

La tercera se descompone en dos :

111

Cbtenemos asi la simetrfa quedando el programa lineal equivalente:

Max.Z =
Bx.Z = 3K, + 6X,

Xl+2X2\< 8

Xi» 0, ¥i

Procedemos ahora a aplicar nuestro criterio para pasar este programa

a su forma Dual.

estard en la forma Min.G = bT V, sujeto a AT > CT, obteniendo asi el pro-

:u_ama .

Teniendo el Primal en la forma Max.Z = cX sujeto a AX € b, el Dual - -
A

Min.G = 8V1 = 4V2 + 6V3 = 6V4

v, - 2V, - V, >

ZVl = V2 + V3 = V4 > 6

Vis 0, Wi

-

Y resolviendo al aplicar el algoritmo Simplex se cbtiene un resultado de:

Se recomienda al lector comprobar este resultado aplicando el algo-
ritmo Simplex. '




<. Teorema de dualidad.

Dado un programa lineal, y sSu correspondiente dual, de 1os siguien-

tes casos unos y sélo uno puede ocurrir:

1) Ambos tienen solucidon optima, y sus funciones-objetivo respecti-
* - - . - -
vas son iguales, es decir que si X es el optimo del Primal y VE el optimo
del Dual, entonces VAR G bTV* = 6

2) Uno de ellos no tiene solucion factible mientras que el otro --

tiene solucidon optima no acotada.

! 3)-En'ninguna de sus formas ( Primal.-o Dual ) el programa lineal

tiene solucion.

capiTuLo VIII

ANALISIS DE SENSIBILIDAD
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ANALISIS DE SENSIBILIDAD

Introduccidn.

En ocaciones, después de haber resuelto un programa lineal y aceptade -
resultados durante un cierto tiempo, podemos encontrar que las cendicio
tomadas en cuenta entonces para su solucién, ya no son las mismas ( han
cambiado los costos, el proceso mismo, las disponibilidades, etc.). Volver
a resolver problema, sobre todo si es de gran tamafio, seria muy fastidio
so y en ocasiones muy tardado; afortunadamente existen métodos que se ocu-—-
pan de estos cambios "discretos'" en programas lineales, los llamados métodos
de Analisis de Sensibilidad. Los cambios "continuos'" se estudiaradn en una -
seccidén posterior.
analisis de sensibilidad toma como punto de partida la tabla optima
Simplex) del problema original. Por esta razdn creemos nosotros con-
ne el estudiante se familiarice y estudie a conciencia la division
de la tabla Simplex que presentamos a continuacion.
La primera tabla del Simplex, tal como la hemos estudiado en este curso,

la configuracién siguiente(l).:

Zo

ines de ilustracidon, hemos tratado de adoptar una nomenclatura re-
amente simple con base a las exposiciones de diferentes autores.

B

&
¢
2
i
&
g:
i
g
-
o
g




117

Distinguiremos en la parte central de la tabla inicial del Dimplex la -

3

matriz particionada [A : 1|, que estara compuesta de "n+m'" vectorzs celurnc

Cy= Vector de contribuciones de las variables no basicas(vector £+iaj

0s que llamaremos vectores "a.". Asi, esta primera tabla estar?a rormaia

basicas (vector fila de N J
o da la manera siguiente:
orden "m'"),

[ua—y

Co= n " 1" n " LA

X£= Vector transpuesto de las variables no basicas,
')':g: " " " " " DéSiCaS, C C C : C C
= Ld . . ' + o 40 +
Cé: Vector transpuesto de Cp | 1 2 Rl nl s
|
Xp= Vector de variables de base (vector columna de ordemn "m"), X1 X9 ¢ . % Xn é X471 " * Xn4m
bo= Vector original de términos independientes(de orden "m"), =
7. = Val  nied i . = dLLL ;
o= Valor inicial de la funcidn objetivo, Cht1l | Xn+l b1 !
A = Matriz (de orden "mxn'') de coeficientes tecnoldgicos. Son los coe- l z > b f
; L\ ; e’ 4 : ] + + 2 E—— a| ! 3es | :
g ficientes de las variables que no estan incluidas en la base. | .n 2 i 2 S al £y nf{ an+] nHm g
b I = Matriz identidad de orden "m", 1 i : 4 : 5
i : .oy Ly . _ = o n+mf|“n+m| m . : L 8
I (Lj—gj) =Vector fila de los elementos en el renglon indice, correspon- ’ -+ D
ha T 4
dientes a las variables no basicas, ' C.b (z.=c. ) (z,-¢C,) (z ~c) : (z_.-c ) o
e ; N N , ) o B ‘ B™° IS 2 2" W n_-n’ """ *“ntm n+m z
, 0 =Vector fila de los elementos nulos en el renglon indice, correspon- £
a
. dientes a las variables basicas. r g
! donde los vectores a. son: 5
r' B
Sabiendo que: g?
! aq . .
| ( 1j
C = (Cys..Cp) =(c1, Coy wuns Cn+m) s 0= (05 05 se0:5; 0) Y F a5
i aj = : srdnsalsrdsr s enEsn i
r 1 7 i
[ 4 1 "1 | X
= P P m]
N X, b, Zo= Cybo (1) | I )
A_E ) X = N bo - B '
| B ' . [ y los elementos del renglﬂn indice son el resultado de:
. | i
' (z,-C.) = c.a - &, (2) & _ :
: ) 57 B N | (Z,-C.) = C A = Cy (3)
L“n+m m \ d
Y 4 : que, tomando en consideracién elemento por elemento, tendriamos: ‘
!
= 3 r 1 ! Vi 6, = T <] G (4) ‘
ar] 8yp -e- A 1 0 auw O | b ] B j J
|
a a. == = -
21 922 %2n 0 1 0 Puesto que con cada iteracion se formara una nueva tabla, para las ta-- |

uientes (después de la primera iteracidon) haremos un ligero cambio

g
&

A = : : > I = - > : blas sig




Introduciremos aqui un nuevo vector, aquél formado por los elementos «r.
+a laentificacion de las partes de las mismas: o1 reng]én Tndice, ado T DI T TR — .

o

oo = |
il = CgB™ .

Este vector se puede utilizar para encontrar, en cualquier iteracion:
& 7)
a) Z= Wb, (

b) (z;- c;) = Tfaj - ¢4 (8)

Identificaremos el contenido de 1a matriz, en cualquier iteracidn poste

rior, con los vectores " yj" :

donde el vector XB sera

FTENV ST INe ¥ QOIAg IR

.

; -1 s
la matriz "B " es la matriz inversa de ''B"

, la matriz de base formada por -

los vectores ”aj" correspondientes a las variables bisicas "XB Y ¢

» J€B,

donde los vectores "aj” estan tomados de la tabla inicial.

El vector de té&rminos independientes, diferente para cada nueva iterg--

que varian con cada iteracidn, y cuyos elementos se pueden encontrar con -
e : 2 -1 (9)
la relacidn : Yoq = B a5

Una vez comprendida la configuracion matricial de las tablas del Simplex,
veamos como podemos sacar provecho de sus propiedades.




"20

/

t. Cambios discretos en los términos independientes (b.)
J Sabiendo que el vector original era:

100

100

100

100

Consideremos el programa lineal:
bo =

Max. Z = 15x1 + 14x2 + 16x3

100
100
100
100 [ 3/20 - 1/60 01 [100 40/3

[l

0

1

Xq H 5x2 + 7x
9x1 T 4x2 # 13X

X1 + 2x2 + 5x

1

veamos 1o que obtenemos al hacer Ta operacidn " B bo" :

NN

3
3
3
3

N /n

8x1 + 3x2 + 1%
-1/20 7/60 100 _ | 20/3
X;2 0, ¥i -7/10 - 1/30 100 80/3
| /4 -11/12 100 100/3

cuya tabla optima es: que es exactamente el vector solucidn.

Aceptemos el 'supuesto de que este problema se refiere a la fabricacion -
de tres productos que pasan por cuatro departamentos cuyas disponibilidades
son iguales (100 unidades adecuadas), y que ahora, por un cambio en el pro-
ceso, la disponibilidad del 4° departamento disminuye a 90 (b4). ¢ Cudl es

0

W
2

&
B
5.
i
b)
5
E
3
=
g
3

-1/60
7/60 Ta solucion dptima ahora?

-1/30 Para responder a esta pregunta, consideremos el nuevo vector “original"
-11/12 de términos independientes:

89/60

de donde:
100

[ 3720 - 1/60 90
-1/20 7760
-7/10 - 1/30
1/ -11/12

que, al multiplicarlo por "B'l" dard como resultado el vector solucidn co-
rrespondiente a la iteracion actual (anteriormente Gptima) del problema --

considerando el cambio:




3/20 | - 1/60 100 40/3 |
£1/20 7/60 _ | 2073
A s 3430 100 80/3

1/4 -11/12 90 70/3 |

Vemos que "bZ" canbid de 100/3 a 70/3, 1o que significa que el departa--
mento 4 tendra una holgura menor (w4 = 70/3). ~Notemos que todos los elemen
tos del nuevo vector son no negativos, por consiguiente es una solucidn fac
tible, y sigue siendo dptima (el renglén indice no cambia) con una contribu
cion maxima de:

40/3
20/3
80/3
70/3

( 16, 1540, P |) = 940/3 .

Supongamos ahora que en vez de una disminucidn, tenemos que, por un mejo
ramiento en el proceso, la disponibilidad del departamento 1 aumenta en un
50% su capacidad (bi = 150):

150
100
100
100

y el vector en Ta ultima tabla seria:

125/6
25/6
-25/3 X
165/2

con Z*' = 2,375/6

que no podemos considerar como solucion Optima, pues un elemento de la solu-
*

cion, b3', es negativo, que corresponde a la variable de holgura asignada al

tercer departamento (w3 = -25/3).

La tabla correspondiente es:

0 0

Wl W2

3/20 -1/60
-1/20 7/60

-7/10 -1/30

1/4 -11/12 ¢ 1

2375/6 33/ 89/60 0 0
o

El procedimiento que utilizamos paza Tlegar a esta tabla no fue el del -
algoritmo Simplex, sino una de sus propiedades, por 1o tanto, podremos uti-
lizar otra de sus propiedades (duales) para encontrar la tabla que corres--

ponderia normalmente a esta iteracidn si hubigésemos considerado el cambio a
partir de 1a primera tabla.

Tratando de encontrar una solucidn basica factible, sacaremos de la base
la variable negativa "w3" (rengl6n clave), y buscamos la variable de entra-
da (columna clave) entre Tos cocientes positivos “b3/y3j", seleccionando co
mo columna clave la correspondiente al menor de ellos:

250 250 250

250 128 L R0 = g

La variable de entrada sera entonces " Xo "s y 1a tabla dptima, conside-

rando el cambio en el vector original, resulta ser:

WTUVANSGR BING ¥ GOIAT I




850749 -3/98
150/49 11/98
250/49 1/49
1670/21 -91/98

19350/49 145/98

Cambios discretos en 1las Contribuciones (cj)
L J

Los cambios en las contribuciones se pueden presentar de dos maneras: en
1a contribucidon de una variable basica, en cuyo caso puede variar el renglon
indice y el valor de 1la F.0., y en la contribucidn de una variable no basica,
lo que generaria una variacidn en su_elemento indice. En ambos casos se pue-
de presentar, 0 no, la necesidad de una nueva iteracion.

2.1. Caso de una variable basica.

Tomemos de nuevo el ejemplo anterior Y supongamos que, por una exigencia
de calidad, 1a utilidad del producto "x3" desciende a 15 en vez de 16 actua-
les. Como explicamos mas arriba, este cambio afecta Tos valores del renglon
indice y de 1a F.o0., que pueden encontrarse como sique:

[ 40/3

7'l= CéB'lbo = Céb = (15, 15,0, 0') | 20/3
80/3

 100/3

! | o
(z.- c;) = . . ( 8 bis )
J J ;
Tomando en cuenta que las variables basicas tienen un elemento indice --

igual a cero, podemos expresar-el renglon indice de una manera mas general:

LR s, | 5

conde "N" es Ta matriz de vectores "aj" correspondientes a ias variaoiv. =i

basicas en la dG1tima tabla, extraidos de 1a primera tabla, conservande =4 -
orden de izquierda a derecha, y “CN“ es el vector de sus contribuciones.

En el caso que nos ocupa tenemos:

(C29 C4’ Cs) = ( 14,

entonces:
3/20
(15, 15, 0, 0)f ~1/20
| -7/10
1/4

(3/2, 3/2, 0, 0)

(2772, 3/2, 3/2) - ( 14,

( =1/2, 3725 3/2)

Estos elementos indice de Ta nueva tabla pudieron haberse encontrado por
1a relacidn ( 8 bis), o por la relacidn ( 8 ), encontrando el nuevo vector -

™ .

La nueva tabla queda en Ta forma:

WITREV IS N ¥ G OIATT 1T




y la nueva tabla:

X1 50/3

Xg 115/3

X6 40
150

gue, efectuando las operaciones

NOTA: E] lector podrd ejercitarse en el Andlisis de sensibilidad inven-

tando cambios sobre los problemas propuestos, después de haberlos resuelto
por el método Simplex.

ApENDICE |

EXTRACTO Y CORRIDA DE UN PROGRAMA DEL ALGORITMO SIMPLEX
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)
{

|

TEM ****************************************!****#*}*§*i145“x‘
REM FEKXR " SIMPLEXx *® £
REM *********************************************¢§;****4**tf~
REM : * X XXX Algoritme Simplex de Programacion Lines’ sa®r
REM EEEES ‘€ = ar pars moo - Acomputadora @PPLE-] .- sphee
REM *****************************Q****i*******i*&****#‘Qﬁ&14*’
REM ¥%%% Autor: Leopoldo J. Delgade Garza Enerc 7 1984 #»zs
REM *XXX CENTRO DE EDUCACION CONTINUA FIME %% %
REM **********************************************************
DIM A¢10,205,Y¢10,20)

DIM C(ZO).CB(IO),BO(IO),8(10),ZC(20),REN(10),XB(10)

DIM SIG$(IU),C$(20),A$(10,20>,UTI$(20)

REM EEX¥ Introduccion de datos EXXX

HOME

HTAB 20: VUTAB 12Z: INPUT *El nombre del problema es: "3PRO%: PRINT
HOME : UTAB 8

PRINT TAB( 20" Numero de restricciones™;: INPUT " = "sM2 PRINT
PRINT TABC( 20)"Numeroc de variables reales®"j;: INPUT " = "sN: PRINT

H=0:F = 0:1DEN = @

FOR I =1 TO M: HOME : UTAB 10

POKE 34,33: PRINT "Restriccion ";1: PRINT

FOR J =1 TO N

POKE 36,30: PRINT "Coeficiente de X"3J;: INPUT » = o=
IF SGN (ACI,J)> < 0 THEN ASCI ,J) = " - ": GOTO 240

Pascr, gy = = 4

NEXT J: PRINT
POKE 34,25: PRINT "Tipo de restriccion ¢ (=, = o >
IGHCI): PRINT
IF SIG#$(I) = "= THEN IDEN = IDEN -+ 1: GOTO 310
H=H + i
IF 816%$(1) = "= THEN F=F + 1
POKE 36,246: PRINT "Termino independiente [b("3;I;: INPUT *)) "3BOCI) :
PRINT
HOME : NEXT 1
Ok = N + F + H + IDEN
FOR J = (N + 1> TO COL:UTI$<{J) = "0": NEXT J
VTAB 10: HTAB 3t
PRINT “Funcion Objetivo": PRINT
HTAB 30: INPUT "MAX o MIN ? ":FO$: PRINT
FOR J = 1 TO N: POKE 36,27
PRINT *"Contribucion de X" sd3: INPUT * = *“sUTISCI)
IF vaL (UTI$CJI)) < 0 THEN C$¢J) = * - ": GOTO 420
8¢y = » 4 =
NEXT J: PRINT : PRINT : HOME
HTaB 17: VUTAB 8: PRINT "Li jmpresion de resul tados serz :": PRINT
PRINT : PRINT TABC 8)"1......... impresora la la. y 1a ulti
dll
TABL 8)"2..... impresora todas las tablas®
TAB( 8)"3 -En pantalla la. y ultima tabla”
En pantalla todas las tablas®
HTAB 35: PRINT "___ ";: HTAB 36: INFUT " IMPRESI
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Apénpice 11

EXTRACTO Y CORRIDA DE UN PROGRAMA DEL ALGCRITMO MONTANTE




%%%+¥§%¥§**i§*%ii#i***ﬁ%#i%%%‘%*%*%%f&*%*i*%***%iﬁ***4+4

FEEEFER SLGORITHMO MONTAMTE

#%¥% pPutor: Leopolido Delgado Garzz . 3.4 1XEis S 34
R R N R A R F A R N R N R R P P RS R SRS RN ST F YN T A N

FEEF Version Microcomputadors &FFLE ITs A &
R R R R R R S S N N N R RN RS S A F LRSS Y A PSR
EXEEEEE Centra de Educacion Continua F. 1. M, BE, w<zex

%%**%%i**%#*****%*?**%%%é##i}*%%*%***i*if@if%%%f*&#***%f*#**

HOME

IMPUT "Orden
CAEMBIO = O

FOR 1 i TO
FOR J = (M +

At J) = @

PRINT
EEXE " Introduccion de
UTAR ¢

1 TO ™

TO M

Rl ve (B o i e |

Ye1,an
NEXT
ACTGET + Mid
MEXT I: PRINT
HOME : UTAB 12: HTAB 25: PRINT "Un momen
PAM = REM "' Piugte anterijaor ""
FOR K T M:iR = K
IF afk,K) < » 0 THEM
= M) (R + b <o MO
> 0 THEN 37 wx%
IMNVERSA MO EX

[

Cor Ly L

fa)

Intercambiao ds

e e

T

EFEFEXEXEX | T2 of = EEEFTEZER
1 7O M
¥ THEW 470
(K + 1) TO
(1,4

— e N O~
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a siguiente lista fueron extraidos o
cicios propuestos por los autores de 1=z
que se listan en la bibliograffa, Estos
resueltos utilizando los diferentss mét,
en precente instructivo; El lecteor pcocd i -~

ingeriic para practicar el tema de andlisis de sensiif]

“on dos recu & "Ri" v "R2" .por ejemplo, Cc&ap.
ta » trabajo), se borar dos productos distintos
i oy "PZY) Para pr j una unidad de "Pl" necesitamos 8
ynidades de "RI" » 2 = de "RZ": para producir una un!
dad de "P2" necesitamos & unidades de "R1" y 4 de "RZ"., Se
cuenta con 20 unidades de "R1* y 10 unidades de "R2"; » ce
cabe que "P1" produce una utilidad de $18.00 mientras que
"pZ" nroduce una utilidad de %20.00.

Suponiendo que los valores dados on fijos para cualquier
nivel de produccidn, se pide éncontrar el nivel de produccidn
¢ cada producto (nivel positivo de actividad), sin sobrepa-
ar lae ' ]limitaciones de recursos, de modc que se maximice |
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til i dxd.
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12 disponibili Py
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101 Un granjero cria pavos, gallinas ¥ patos. El costo de la
trianza de una gallina, un pato ¥y un pavo es de %150, $100, ¥
$400 respectivamente hasta el momento de su venta. Las galli
nas se venden a $300, los patos a %200 y los pavos a $550 c/u.
$abiendo que la granja puede alojar sélo S00 aves ¥y que el -
granjero no desea tener mds de 300 patos alavez,&Cuintas aves
de cada especie debe criar a fin de maximizar sus utilidades?
4QU§ pasa si los pavos solamente se pueden vender en $500 72,
¢Debe criar gallinas si los pavos se venden en $400 ?
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111 Con base en sélo dos alimentos, papas y¥ carne, se desea -
Obtener una dieta que debe tener los siguientes requerimien—-

tos minimos diarios:

carbohidratos
vitaminas
proteinas
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lineal que l& permift al Instituto

Los desayunos consisten en huevos, leche, pan, chocolate Formule un programa 1i
alares determinar nomerc de hue--

. Truta fresca (generalmente un platano). La siguiente tabls nacional de desayunos esc
@- wna descripcion de las calorias, proteinas, carbohidratss. vos, panes—-bolillos, vasos de leche, barras de chocolsats
rasas, minerales y vitaminas de cada uno de los alimentos, - el numero de platanos gue deben constituir un desayura
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coma 1os requerimientos promedios minimos diarios para ri - primaric

ios en edad escolar. 5 S
requerimientos minimas promedio | ar i de cal Sy
Alimentos pr m i & ¥ witaminas ‘ = limites toale
I VYasoc de 1 Fan 1 Barra ; 3 grasas ¥y €& minimicen 3 3 3
1 Huevo leche bolilloc  chocolate 1 Plitano presupuesto diaric del institut s dle Baor Ul St
feso igrs.? 106.0 ?84.0 23.0 S6.0 1530.0
ualorias 150.0 480.0 &40.0 85.0
Protefnas 32.0 2.0 1.0 Supongase gue una empr
Earbohidratos 2.0 12.0 z ze¢a obtener informacidn ac
Grasas {grs.’ 40.0 i .q mera columna de ix siguient
Minerales:
ﬁierro {mg> 0.4 0.4 0.é6 0.7
Calcio (mg? 1140.0 16.0 720 8.0
Fésfaro (mg) ?30.0 25.0 1150 44.0 Tipo de unidad
Potasic (mg) 210.0 50,0 192.0 350.0 Fami Liss Cuota Mafian: Tar hiashs
Sodio (mg) 75.0 47.0 1.0 Unipersonal ' Y | o
Vitaminas: Mz trimonios
A (mg) 1560, 100.0 190.0 sin vl ) gy | s gy
Bl <(mg) Matrimonios
B2 i{mg) con hijos
Niacina (mg) s
C (ma) dCéme ce deben di
unidad familixr ¥
ce cumpian las
Requerimientas promedics minimos diarios para nifics cuando les contratos caon 2 T i
una edad escolar ( & a 15 afios ) es: siguientes condiciones:
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La siguiente tabla da la cantidad de unidades - reque——
S I T o af ¥ = £ - viPs .« : , ! =
iCas en |la fabricacidén de una unidad TR
T - -
Insumc Para nroducir
necesar o del Fraodueto 1 Froducto 2 Producto 3
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5 un 204 mie caro, respectivamente. '
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=1 =1 sl 5 i = = g - -
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las == de 2= = A imi b
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4 wupongase que el banco de créditoc al campesino tiene dos
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tierras de riego ¥ el segundo en e programs de tierras de -
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T i - = - - ; L T . i
al +inal del afic, mientras que =] segundo plan reqresa un =59
de ta inversidn, peroc al término de dos =xfios.
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PROBLEMAS RESUELTOS

ggoblema 1

Max.Z = 18x1 + 20x2

Sujeto a: 8x1 + 6x2 £ 20
2x1 + 4x2 < 10
x:>» 0 , Vi

1

Respuesta: Producir una unidad de "P1" y dos de "P2", con una
utilidad mdxima de $ 58.00.

Problema 3.

Soluciones midltiples: Para una utilidad mdxima de 60,000 usp,
producir 500 televisores y 3,000 radios.
También: Producir Gnicamente 4,000 radios.

Problema 4.

Se obtiene un beneficio mdximo sembrando 30has. con maiz y
40has. con trigo. Beneficio: $ 9'800,000.00.

Problema 5.

La madre debera incluir en el desayuno de 1los nifios:

2 onzas y 2/9 de Dorados
4 . " 4/9 de Tronados

para tener un costo minimo de $ 262.22.

Problema 9.

P roducto "A": producir 33unidade
Producto®B": producir 51.5 unidades con proceso normal .
Producto "C": producir 18.5 unidades con proceso normal, y 8.61 con alterno.

Contribucion maxima: $§ 725.50.

s 1/3 con el proceso normal,”y 4 con alterno.




problema 19.

Orden "A": Procesar el 100% en el taller "X".
Orden "B": Procesar el 100% en el taller "Y".
Orden "C": Procesar el 100% en el taller "Z".
Crden "D": Procesar el 4.56% en el taller "X:,
a) Max.Z = 150X1 p 150x2 3 1OOX3 . Procesar el 10.32% en el taller "Y" y

ar el 85.12% en el taller "Z".
Xp X Criar 500 pavos para una utilida proces
1 maxima de $ 75,000.00.

2roblema 10.

sujeto a: ‘
E1 costo minimo alcanzado seria de $ 29,726.74.

Problema 21.

b) Se tendrd que criar 500 gallinas para la utilidad maxima de $ 75,000.0, (a 1a vuelta)

c) No. deberd criar 500 pavos para una utilidad de $ 100,000.00.

Problema 24.

Problema 12_._ a) 3,000 1bs. de quu; 5’000 1bs de "x2" y 2’000 1bs de "X3“.

Grande: producir 516.66 unidades en la planta 1. b) Costo minimo: $ 960,000.00.
Mediano: producir 177.77 unidades en la planta 1 y 666.66 en la 2. ¢c) Si.
Pequefio: producir 166.66 unidades en la planta 2 y 416.66 en la 3,

R
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Utilidad maxima: $§ 232,000.00. Probtema 25.

VA T ]

Para una contribucidn mensual maxima de $ 153,000.00 la empresa debera fa-

Problema 14. bricar:

1,000 unidades del producto 1 por el métgdo :2:
"X i 1 3’000 1" " n 2 . .

Y giggelgf x;" Ta cantidad a vender de cada producto, entonces, el prob lem o0 B cs de1Broducto 3 NeRMnstods 'A; [

MRS 9.3x1 X 69.5x2 ¥ 23OX3 1,000 unidades del prodﬂcto 3 por el método "B

2,000 . R  ©
sujeto a: 0.1x1 + O.3x2 + 0.1x ?
0.4x

TR

3
1 3 Problema 27.
0.5x1 + 2.0x2 + 2.0x3 £ 200 LS
X5 % 0, %

58.33% de carne de res y 41.67% de carne de cerdo para un costo minimo de
$'558.33 por Kilogramo de albondigon.

y se deberén producir:

400 transistores

300 micromodulos Problema 36.

HO0 cireuttes afmades Para un costo minimo de $ 1,252.90, el proveedor deberd utilizar:

ancia maxima d 23,000.00 el oximo. J np i

para una ganancia maxima de $ 23,0 el mes prdximo IBAADR A Y B","

0.06 galones de 1a bebida D" y

Problema_17. ) 499.54 galones de la bebida "E".

Prgducir 200,000 unidades en San Luis; 69,250 unidades en Monterrey, y
44,000 unidades en Monclova.




Problema 39.

Para el costc minimo de $ 2,250.00, la dieta diaria debe contener:
Alimento "Al": 2 Kilogramos.

Alimentoc "A2": 0.5 Kilogramos.
Problema 41.
Se logra un costo minimo de $ 129.06 con 1a siquiente proporcion:
Aleacion 1 : 34.375%

Aleacion 3 : 25%
Aleacitn 4 : 40.625%.

Problema 43.

Una distribucidn de maxima utilidad de $ 92,300.00 puede ser:

Adelante Centro  Atras Total
(tons) (tons) (tonms.) | (toms.)

13 13
5/3 9
| 5
13

40

- —

Problema 48.

La combinacidn dptima con el minimo costo de $ 222.88 es:

Ingrediente 1: 47.06%
Ingrediente J: 52.94%.
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