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t CAPITULO I 

CORRIENTE ALTERNA 

INTRODUCCION 

FUNCION EXCITATRIZ SINUSOIDAL 

La mayor parte de la Industria Eléctrica se basa en la utilización -

de la corriente alterna. Casi toda la energía eléctrica se genera como co-

rriente alterna, se transmite como corriente alterna y también se utiliza 

en la misma forma. Ademas se basan en la utilización de la corriente al-

terna procesos tales como la radio, la telefonía a larga distancia, la — 

televisión, etc., por lo tanto, si bien el estudio de la corriente conti-

nua es importante para entender los fundamentos do la electricidad el es-

tudio do la corriente alterna es necesario para la comprensión de la mo— 

derna practica eléctrica,, 

GENERACION DE CORRIENTE ALTERNA.- Para un buen entendimiento en cuanto a 

la generación do la corriente alterna, os necesario conocer el siguiente 

principios "Cuando un conductor se mueve en un campo magnético de tal — 

forma que corta las líneas de flujo (fuerza) so croa una fuerza electro-

motriz". La dirocción do fuerza oloctromotriz dopende dol sentido del — 

movimiento del conductor, como lo muestra la siguiente figura: 



Si el conductor A B se mueve hacia abajo a través del flujo se creara una 

tensión eléctrica en el conductor de A hacia B, si el conductor se mueve -

hacia arriba la tensión se creará en el sentido opuesto, es decir, de B ha 

cia A® 

No es necesario que esté cerrado el circuito para que la tensión ten-

ga un sentido, de la misma forma que la tensión de una batería tiene sentí 

do o polaridad cuando el circuito esta cerrado o abierto.. 

La magnitud de la fce0mo inducida depende del flujo cortado por segirn 

do; en estos principios básicos se basa el funcionamiento de los generado-

res eléctricos o -íem — o ! 

La foe,m0 de un generador es la tensión inducida en las espiras de conduc-

to que giran de tal forma que cortan las líneas de fuerza de un fuerte cam 



En las figuras 2 y 3 la espira de conductor gira según la dirección -

indicada por la flecha* 

En la figura 2 el lado de la espira B D se mueve hacia abajo a través 

del flujo. Aplicando la regla de la mano derecha (el pulgar indica el sen-

tido del movimiento, el dedo medio indica la dirección de la f0e8mo y el -

dedo índico la dirección del flujo) se determina que el sentido de la f.e0 

m8 es de D a B0 

El lado A C se mueve hacia arriba y la f.e.m. inducida va de A hacia 

Co 

Por lo tanto en la espira circulará una corriente en el sentido A C -

D B „ 

En la figura 3 el conductor B D a girado al lado opuesto y ahora se -

desplaza hacia arriba. El sentido de la f0e.m. ahora es inverso, de B a D. 

Por la misma razón se invierte el sentido do la f,e.n. en A C, ahora va de 

C a A, esto origina una corriente que circula por la espira en la dirección 

B D C A, sentido inverso del que tenía cuando la bobina estaba en la otra 

posición. Por lo tanto, la corriente en una espira cerrada circulará en un 

sentido durante la mitad de la vuelta y en sentido inverso durante la otra 

mitad. Hay entonces una corriente alterna en una espita corrada de un con-

ductor que gira er} un campo magnético,, 

La f.e.n. tendrá su valor máximo cuando la espira este en la posición 

de la figura 2 y tiene el valor mínimo en el sentido opuesto cuando este -

en la posición de la figura 3, esto es debido a que on estas posiciones — 

los lados de las espiras cortan por segundo la mayor cantidad de flujo» — 

Cuando la espira este en posición vertical como lo indica en la figura U» , 

2 ra lados de Xa espira se mueven paralelamente al flujo y no lo cortan, — 



- mxo; 
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por lo tanto no hay f.e.n. inducida en la espira y se dice que está en posi-

ción caro. La forma de onda que se capta en el generador elemental será la -

La posición horizontal de la espira en la figura 2 esta a 90 de la po-

sición cero, cuando la bobina está colocada en posición vertical estará en 

la posición coro, a 180 do la primera posición cero, y así sucesivamente 

a 270 , 360, ote. 

Dado lo anterior se puede definir la corriente alterna como una corri-

ente eléctrica que en un circuito circula on un sentido y lucgfc on otra a -

intervalos regularos. Cuando la corriente aumenta do cero a un máximo vuol-

ve en seguida a cero para aumentar a un náxico en el sentido opuesto para -

volvor a tomar el valor cero, entonces se dico que ha completado un período 

(FRECUENCIA). 

Para entrar al análisis de la corriente alterna es necesario conocer -

la aplicación de la función oxcitatriz sinusoidal, las razones por las cua-

les se emplean estas funciones y nc las de otro tipo para analizar la corri 

ente alterna son: jejue una gran parte de los fenómenos físicos parecen tener 

un marcado car actor sinusoidal, como la vibración de una cuerda, el reboto_ 

de una pelota, la respuesta de la energía de un circuito amortiguado, etc. 

Otra razón importante es la dependencia que del análisis sinusoidal -

tienen otras funciones excitatrices. 



Una tercer razón es que sus derivadas e integrales son también sinusei 

dales. 

Cabe mencionar que es una función fácil de generar y que es la forma do 

onda utilizada predominantemente en toda la industria» \ 

O 
CONCEPTO DE IMPEDANCIA 

Al aplicar un voltaje sinusoidal a un circuito fluirá una corriente por 

éste, la cual estará determinada en su magnitud por los parámetros de dicho 

circuito (R, L, C e inductancia mutua) y si ellos son constantes esta corri 

ente tendrá la forma de onda sinusoidal, si bien en general tendrá una dife 

rencia de fase con el voltajo sinusoidal aplicado«, 

Para relacionar matemáticamente el vcltajo y la corriento en un circuí 

to do corriente alterna so requiere un tipo do función especial. Esta fun— 

cien so lo llama función Irpedancia, la cual debe indicar des característi-

cas importantes: la razón de Ifaaxo Lmax, el ángulo de fase entre las ondas 

de vcltaje y corriente0 Para abreviar las propiedades do la impedancia se -

utiliza la siguiente notación: Z / e n donde Z es la magnitud de la im 

pedancia y se expresa por un determinado número de ohmios. 

El ángulo asociado con Z, si es positivo define el adelanto del volta-

jo con respecto a la corriente. 

De acuerdo con esta convención, un ángulo positivo especifica el núme-

ro de grados que la corriente se retrasa respecto dol voltaje, 

FUNCIONES IMPEDANCIA Y ADMITANCIA EN CIRCUITOS SENCILLOS 

La impedancia do una rama R simple cerno la quo so muestra en la figu-

ra 1 puede expresarse de la siguiente manera: 



V = f Vhj sen wt R 

R ¿ ohmios 

FIGURA 1-6 í MCU*, 

Esto se sigue do la ley do Iíirchhoff. Si un voltaje V = Vn sen wt se -

aplica a una rana de resistencia R cono el mostrado en la figura 1, la ecua 

cien del equilibrio es: 

v V = R i Vn sen wt 

despejando (i) de esta ecuación tenemos 

i = Vn sen wt -Im sen wt 
R 

De la ecuación anterior se sigue que 

ente esta en fase con la onda de voltaje. 

• -

Vm = R y la onda de 
Im i* 

Es posible indicar estos hechos mediante la expresión única: 

o 2R R / 6' 

ya que R está en ohmios, Z^ estará en ohmios. 

Así como la conductancia os el recíproco de la resistencia (G — )» R 
lo cual indica la facilidad de un elonento para ccnc'ucir la corriente, así 

igualmente la admitancia os el recíproco do la inpedancia (A =_1_ ) Z 

Circuito Inductivo.- Si se considera un elenonto de circuito conpuesto 

únicanente de inductancia como se nuestra en la figura 2 , 



V = Vn sen wt 

i 
V = L di 

dt 

FIGURA 1 - 7 5 ' V v w C ^ v ^ 
-Tr-

ia ecuación del equilibrio será* 

V = L di 
dt 

wJL 

= Vn sen wt 

Integrando esta ecuación, tenenos di - Vn sen wt 
L 

i = - Vn eos wt + C 
.71 1 

Considerando la constante C = O, ya que se tona la corriente estacio 
1 

naria sinetrica, se tiene; 

i = ln sen (wt - 90a) = Vn_ sen (wt - 90o") 
WL 

De la ecuación anterior se ve que Vn_ es igual a WL y que (i) se retra 
In 

sa ern respecto de V un cuarto de ciclo. La inpedar-cia de una rana de L pu-

ra es, según la convención que se ha adoptado, ZL ̂ VJL 90°, 

Circuito Capacitivo.- Se supene que un voltaje sinusoidal Vn sen wt se 

aplica a un condensador tal y cono se nuestra en la figura 8. 

f 
V = Vn sen wt 

4 

CO-rejO. 

FIGURA I -8 



La ecuación de equilibrio 

V = = Vn sen wt 
C 

derivando está ecuación con respecto al tiempo se tienes e^oe — T 

¿ Q d&_ = Vm W t eos (wt) ® -
' dt 

i = Vn sen . (sen (wt + 90°) = Im sen (wt * 90° ) 
1/tyC 

La razón de Vn In en la rana capacitiva es 1 , y la corriente se ade 
WC _ c* 

lanta al voltaje aplicado por .'. I_ de ciclíh o sea 90 . 
U 

De acuerdo con la convención que ha sido adaptada, la inpednncia de la ra-

ma capacitiva es: 

la impedancia de un condensador hace que la corriente se acelante al volta-

je en 90° , mientras que la inpedancia de una inductancia hace que la corri 

ente se retrase en 90° respecto al voltaje. Los efectos de esos tipos de e-

lenentos reactivos (reactancia inductiva y reactancia capacitiva), en lo — 

que concierne a la fase de la corriente resultante, son cxactanente opues— 

tos» 

DIAGRAMAS VECTORIALES 

El diagrana vectorial es la forma más simple para representar las reía 

ciones existentes, en un circuito; entre la corriente o tensión y su ángulc 

de desfasaniento. 

Un diagrana vectorial es cono una fotografía instantánea tonada en un 

nonento deterninado e indica tan solo le está pasando en el circuito en 

instante. 



Esto se muestra más fácilmente en las figuras que se describen en se— 

guida. 

Tomando como ejemplo una bobina, y analizando la relación entre la f.e 

b. inducida y el ángulo electrice, cuando la f.e.m, sigue una curva de for-

ma sinusoidal. El v?lor máximo que puede tomar la f.e.m, se representa por 

un vector En, Se suprne que este vector gira al rededor del punto o en el -

sentido contrario al de las agujas del reloj con la misma velocidad que la 

bobina. Dibujando este vector a la misma escala relativa que la f.e.m, (Em') 

y en un ángulo correspondiente a la posición de la bobina, se determina el 

valor instantáneo de esa posición midiendo la conprnente vertical del vec— 

tor Em. 

En las figuras 1 al 10 se ha tomado por conveniencia, para representar 

la posición cero, el eje de abscisas. En la figura 1, que es el diagrama — 

vectcrial para la posición cero y no tiene componente vertical. Es decir — 

que el valor de la f.e.m, en esta posición es cero. 

Ahora, si la bobina se ha desplazado 30 de la pcsicicn de cero, en la 

figura 2 representa el valor de la f.e.m. instantánea. 

El vector Em por lo tanto ^stá formando un ángulo de 30 con respecto 

a la horizontal. La conprnente vertical de Em en este caso es e-̂ , que es — 

igual al valor instantáneo de la f.e.m, inducida cuando la bobina se ha — 

desplazado 30° de la posición cero, la componente vertical e2 en la pcsi 

cicn de 60 se indica en la fogura 3. N 

Em B 
<T "O L 

figura 1 FIGURA la 



Ená \ 
e2 

A 60° 
o 

FIGURA 2 FIGURA, 3 

Cuando el vector alcanza la posición de 90° la componente vertical es 

igual al nisno vector, por lo tanto, es el valor naxinc. La figura 4 repre 

senta el diagrama vectorial de la f.e.n. en este instante. 

En 

FIGURA U 
En las figuras 5, 6 y 7 son los diagronas vectrriale3 de las posicio-

nés de 120* 150° y 180° respectivanente. 

e 

o 
En 150 

0 

FIGURA. 5 FIGURi. 6 

En 180 5 

FIGURA. 7 



Estos diagramas vectoriales que se hicieron para indicar la relación -

entre los valeres instantáneos de la f.e.m. y el valor náxino, sirven tam— 

bien para indicar la relación entre los valores instantáneos de la corriera 

te y su valor máximo. Solamente se pone i-̂ , i2 etc. en lugar do e etc. y -

todos los diagramas indican ahora valores de corriente en lugar de tensión. 

RELACION DE FASE ENTRE CORRIENTE Y TENSION. 

Cuando una f.e.m. alterna hace circular una corriente en un circuito -

es evidente que esta será una corriente alterna. En el caso de ondas sinu— 

soidales puras, la curva y la ecr ación que representan las corrientes serán 

los mismos que las que representan la f.e.m. como anteriormente se explicó, 

el diagrama vectorial será similar también. Por lo tanto, las curvas de la 

tensión y la corriente alterna pueden representarse en el mismo par de e — 

jes como se muestra en las siguientes figuras: 

Existenten 3 relaciones de fase posibles entre la corriente y la f.e.m 

1) Las curvas de tensión y ce corriente pueden estar en fase. 

2) Las curvas de corriente pueden estar en atraso con respecto a las que -

corresponden a la tensión. 

3) La curva de corriente puede achantar a la curva de tensión. 



l) Tensión y corriente en Fase.- La corriente y la tensión pueden es— 

tar en fase, es decir que anbos sean nulos en el nismo instante y ambos — 

coincidan en su valor máximo en el mismo instante0 

Esto sucede en un circuito cuando los efectos de la inductancia están 

equilibrados o cuando el circuito esto constituido solamente por resisten-

cias o 

Las figuras 8 representan las relaciones entre la corriente y la ten— 

sión cuando están en fase«, 

2) Corriente en atraso.- La corriente puede estar atrasada con respecto 

a la tensión^ como en las figuras 9¡> 

Esto sucede cuando el circuito contiene se lamente in.'uctancias o tiene 

inductancia y resistencia* Nótese en las figuras 9 que la corriente está a-
o * * trasada 90 con respecto a la tensión, o sea que la curva de la tensión — 

tiene un valor e^ para 50° mientras que la corriente tiene un valor cero en 
a 

50 . La figura 9 muestra como se representa esta diferencia de fase median-

te un diagrama vectorial0 
3) Corriente en Adelanto-- La curva de corriente en un circuito que — 



contiene capacidad puede estar adelantada con respecto a la curva de tensión 
como en las figuras 10. 

FIGURA 10 

Nótese que la corriente ha alcanzado en las figuras 10 su valor i, - -

mientras que la tensión es cero. La corriente está entonces adelantada con 

respecto a la tensión en su ángulo de 30°, o sea que mientras la corriente 

alcanza su valor máximo para 90°, la tensión no alcanza el valor máximo has 
o 

ta los 120 , nuevamente hay una diferencia de 30° y así sucesivamente en to 
dos los puntos del período« 



CAPITULO II 

CONCEPTOS DE FASOR 

DEFINICIONí 

Los vectores que suministran una representación sinusoidal de cantida-

des variables en función del tiempo son llamados fasores0 

Geometría Fasorial? 

Como se sabe un vector plano puede ser determinado en magnitud, direc-

ción y sentido en función de sus respectivas proyecciones sobre el eje de -

las X y sobre el eje de las Ye Por ejemplo, si la proyección sobre el eje -

de las X del vectrr A de la figura 2' 1Q 

r y f 

i / * * : 
XA 

FIGURA 2-1 

es conocida como X 7 la proyección sobre el eje de las Y será Y , enton— 
A A ees la magnitud del vector A es¡ 

De las propiedades geométricas de la figura 1 s© sigue que el ángulo 

© , entre el vector A y el ©je positivo X$ es A 



.-i- X."> 

-i y 
G = tang A 
A X 

A 

A fin de determinar un fasor en función de sus componentes X e Y, es — 

preciso emplear algún medio que permita distinguir entre la proyección sobre 

el eje de lqs (X) y la proyección sobre el eje de las (Y)« Como la proyec 

ción sobre el eje do las (Y) está 90°adelante do la proyección sobre el eje 

do las (X), un operador conveniente sería uno que, cuando se aplique a un -

fasor ? lo haga girar 90° en sentido contrario al de las manecillas de un -

re loj sin cambiar la magnitud del fasor. 
o 

Sea (J) un operador que hace girar 90 contra el sentido del reloj a -

cualquier vector a que se aplica como fasor, esto es, por el cual se multi© 

plica. 

Entonces, por definición, cuando el fasor (A) de la figura 2-2. 

es multiplicado por (J) se obtiene un nuevo fasor JA a 90° contra el senti-

do del reloj de (A)„ Si el operador (J) es aplicado al fasor jA, hará girar 

a j a 90° contra el sentido del reloje EL resultado es jyj A = j2 A, como -

se muestra en la figura 2, de aquí se sigue también que: 

j2A = -A 

de aquí 



• 2 -J = -1 

ó = 

Se observa que las aplicaciones sucesivas del operador (J) al fasor A 

producen pasos sucesivos correspondientes a 90° de rotación del vecto: en ¿a 

dirección contra el sentido del sentido del reloj, sin afectar la magnitud -

del fasoro 

Forma Cartesiana de Notación» 

Un fasor, en cualquier cuadrante puede ser completamente determinado me 

diante la notación de coordenados cartesianas9 como se muestra a continua-— 

ción: 
j 

A = + a + J a ql(- h 
a z * 

en esta ecuación^es la proyección del fasor sobre el eje de las (X) y (a ) 

cr. la proyección sobre el eje de las Y0 En cualquier caso la magnitud, del xa 

sor (A) es 

A = v / a2 + a'2 

La posición de fas© de un vector en el primer cuadrante serás 

O ^ 
-1 i /r̂ * 

S = tang \ 
1« V +a 

Por ejemplo en el cuarto cuadrantes 

-1 , 
6 = tg ( _ia ) 

4 +a 

El operador (eos © • + j sen 6) 



La inspección de la figura 2-3 mostrará que la proyección do un fasor se 

bre. 

el eje cíe las (X) en cualquier cuadrante es* (A eos EL ángulo 3 puede — 

ser medio' en sentido positivo o negativo a partir del eje de las (X), para 

determinar la proyección sobre este eje, pues el eos 0 = eos (-G) 

La proyección sobre el eje de las (Y) en cualquier cuandrante es (A — 

sen 0), si 0 se mide en el sentido contra el reloj a partir del eje de las 

(X) o 

Por tanto, 

A = A (eos 0 + J sen 0 ) 

Esto es equibalente a la forma mostrada en la ec (l)P Se una el signo -

si 0 se mide contra el sentido del reloj a partir del eje de referencia 

y (-) si 0 se mide en el sentido del reloj0 

La ocuación (2) muestra que (eos 0 ̂  J sen 0), al operar sobre una mag-

nitud real A, es un vector do A unidades de magnitud y tomando sobre el eje 

de las (X) hace girar a este fasor un ángulo + 0 desde su posición inicial* 

De manera semejante, el operador (eos 0 - J sen 0 ) hace girar al vector o-

riginal un ángulo (- 0)o 



Forma exponencial del operador ( eos 0 + J sen G ) 

La siguiente ecuación contiene una relación importante, 

(eos 0 + J sen 6) = + J e 

Esta ecuación, conocida COBO la ecuación de Euler, se obtiene inmediata-

mente del desarrollo en serie y según la fórmula Mac Laurin, de eos 6, sen 6, 

y e ± J 

Forma polar del operador (eos 6 + J sen 0), 

La forma exponencial del operador (eos 6 + J sen 6) es a menudo escrito 
de manera simplificada^ Sabiendo que 

í j 6 - / - (eos 6 ± J sen 6) p o r tant0;> 

A + je 
e-

- A (eos e + J sen 6) y por definición, 

ÁLGEBRA FASORIAL 

Suma de FASORES-

+ J 0 + E 
e~ = 1 / " 

+ J e + e 
A e~ = A / ~ 

La suma vectorial de dos fasores A y B es un torcer fasor; definido en -

nagnitud y posición de fase por la diagonal del paralelo gramo que tiene por 

lados los fasores A y B, La diagonal del paralologramo así formado que- repre-

senta la suma vectorial A + B está indicado en la figura 2-4 



A + B 

Puede considerarse que cada fasor tiene un origen y un extremo final0 -

Si las puntas de flecha de la figura 2-4- indican los finales de los fasores, 

entonces la suma vectorial de los dos fasores es la línea que une el origen 

del primer fasor y el final del segundo«, despues de que este ultimo ha sido 

colocado de manera que su origen coicida con el extremo final del primer -

fasoro De aquí que 

A + B = B + A 

Para sumar los fasores5 estos se escriben en forma rectangular (a +Ja') 

ya que las formas exponencial o polar no se prestan para el procedimiento de 

adiciono Si 

A = a + J a', B = b + . J b ' y C = c + J c» 

A + B + C = (a + W-c) + J (a1 + b' + c') 

Donde la magnitud del fasor resultante es 

D = /(a + b + c)2 + (a' + b» + c')2 
\ 

La posición de fase será 

-1 
e = tg (a'4 b' + cO 
° (¿ + b + c ) 



C ... .JKítü 

- : ¡ 

SUBSTRACCION DE FASORES 

En la álgebra común, la operación o procos«?- cío substracción es llevado 

a efecto- mediante el cambio del signo del substraendo y procediendo a conti-

nuación como on la suma0 En álgebra fasorial, el fasor qjie ha de subtraerse 

se hace girar a través de un ángulo de 180° y sumando a contiguación«, Para -

hacer girar 180° un fasor puede aplicarse el operador J2 = -1 o restar — 

180°al ángulo de fase del fasor. Así un fasor A = A 6 que se gira un ángulo 
o de 180 se convierte en 

A' = J2 A 6 = - A 6 = A 6 ± 180° 

y un fasor B = b + J b' que se gira un ángulo de 180°se convierte en 

B» = J2- ( b + J b' ) = - b - J b» 

Multiplicación de fasores <> 

La multipl5.cación compleja de dos fasores A y B, en cuanto atañe al -

análisis de circuitos de CA^ es un tercer fasor que tiene una magnitud — 

igual a (AB) y una posición de fase con respecto al eje de referencia i 

gual a la suma de los respectivos ángulos de face de A y B a saber (a A+ 

a B) o 

Analíticamente la multiplicación compleja de dos fasores puede sor e-

fectuada más cómodamente cuando los fasores son expresados en forma expo— 
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Resulta claro que es indiferente el orden en que se efectúe la multipli-
cación« Esto es 

AB = BA 

Además se puede extender la definición a cualquier número de fasores« — 

Por ejemplo, 

ABC = ABC Q ^ +C< + 
/ A B C 

DIVISION DE FLORES 

Para los fines de la teoría de circuitos de C-A la división de una canti 

dad compleja entre otra se lleva a cabo algebraicamente», como se muestra a — 

continuación, cuando las cantidades son expresadas en forma exponencial: 

jcx j¿K -
h = A e A = A e ^ b = A E j (crf 
d B B A 

Esto es, el proceso de dividir un fasor A entre un segundo fasor B com^ 

resultado un tercer fe-o cjiya magnitud es el cociente de las magnitudes de 

los fasores A y B, a saber A/B, La posición de fase del vector resultante-, -

con respecto al eje de referencia, óe la diferencia algebráica entro los án-

gulos de fase do los fasores A y B medidos a partir .del ojo do referencia^ a 

sabor c*^ 

Elevación de un fasor a una potencia? 

Un factor puedo sor elevado a una potencia (n), siendo (n) entero? mul-

tiplicando el fasor (n) veces por si mismo. Por ejemplo,, 

Si 
A = A OC A 
,n _ ,n A = A / n 



ESTUDIO DE ONDAS SENOIDALES POR MEDIO DE FASORES. 

La proyección do un vector sobro el eje de las (X) es una función coseno 

del ángulo que aquel forma con el eje de las (X)„ Si el ángulo cambia con el 

tiempo, la proyección sobre el eje también cambia y su longitud representa-

da por el coseno del ángulo«, 

Para representar la función de la ecuación F (t) = F eos (wt +©), el — 

ángulo puede ser igual a 6 en t = 0 y aumentar linealmente de ahí en adelante 

El resultado es un vector que gira alrededor de un origen. Este es llamado un 

fasor rotatorio. El término fasor solo es usado para un vector estacionario -

en t = o. El fasor que representa la sinusoide de la ecuación (l) so muestra 

en la figura 2-5.. 

FIGURA 2-5 

Este es un vector de longitud F midiéndolo según un ángulo 6 desde el eje 

real. Si el fasor se hace girar con frecuencia angular (W), su proyección se-

bre el eje real es una función coseno. 



Cuando la cantidad (wt + e) ©s 90* la proyección es cero0 

Cuando la cantidad (wt + 0) es I80°la proyección es - F 

Cuando la cantidad (wt + 6) es 270°la proyección es cero otra yaz y así 

sucesivamento0 

DIAGRAMAS FASORIALES. 

Diagramas fasorialos es el nombre dado a una representación gráfica en 

el plano complejo de los fasores tensión y corriente de un circuito especí-

ficoc Este diagrama proporciona un método gráfico para resolver ciertos pro 

blemas para los que los cálculos algebráicos complejos resultan molestos«, 

Ya estamos familiarizados con los números complejos, el plano complejo 

sumas, restas complejas, etc0 Puesto que los fasores tensión y corriente — 

son números complejos, os evidento que se podrán identificar como puntos -

en un plano complejo- Por ejemplo el fasor tensión E^ = 6 + J8 = 10 -

¡53.1° se encuentra identificado en el plano complejo de tensiones repre— 

sentado en la figura 2-6ac 

FIGURA 2-6a 

Los ejes son los ejes de tensión real y de tensión imaginaria, la ten— 

sión E_ está indicada por ana flecha de purta abierta trazada desde el ori— 



geno Puesto que en el plano complejo la suma y la resta son particularmente -

fáciles de efectuar y representar, es evidente que en un diagrama fasorial — 

los fasores pueden sumarse y restarse de una manera simple0 

FIGURA 2-6 

La multiplicación y la división se realizan sumando y restando ángulos., 

variando la amplitudo 

La figura 2-7 muestra a la corriente I, la cual es el producto de E 1 = 

6 + JB por la admitancia Y = 1 + J l o 

Este último diagrama fasorial muestra a ambas fasores, corriente y ten 

sión, en el mismo plano complejo,- se comprende que cada uno tendrá su propia 

escala de amplitud, pero la escala para ángulos es común« Por ejemplo un fa-

sor tensión do 3 cm do largo puede representar 100V? mientras que un fasor -

corriente de los mismos 3 cm puede representar 3 mA0 



CAPITULO III 
ANALISIS DE CIRCUITOS SINUSOIDALES MONOFASICOS 

INTRODUCCION 

Cualquiera «¿ue sea la complejidad del circuito resistivo; somos capa 
ees de determinar la respuesta deseada mediante el ejemplo del ánalisis -
de mallas o nudo.5 por el método de la superposición, por la transforma 
ción de fuentes o haciendo uso de los teoremas de Thevenin o Norton. Aho-
ra deseamos, extender estas técnicas al ánalisis de circuitos en régimen -
permanente sinusoidal. Primeramente daremos un pequeño repaso de lo» cir-
cuitos serie paralelo para comenzar después con el ánalisis de mallas. 

Inpedancias en Serie.-

En la figura 1 se muestra un circuito en serie, de tres imyeda.ncias. 
En un circuito de este tipo es evidente que solo ;¿>hede existir una corri-
ente única en un instante dado y que la corriente que pasa 

R.j R^ X2 R^ 

por cada impedancia es la misma. La Ley de KIRCHHOFF implica que: 

v = v1 + v2 + v3 

V = iz1 + iz2 + iz3 

V = I (Z1 + Z2 + Z3) = IZ Ec (1) 

La ecuación (1) muestra que las impedancias en serie se suman en — 
forma compleja para obtener la impedancia equivalente así: 

z = z1 + z.P * z3 = (a1 + JX.) + (R2 + J x2) + (R3 + J o) 



o 

Z = (R1 + R2 + R3) + J (X1 + X2) = R + J X 

En general para un circuito en serie de (n) impedencias 
V = I (z1 + ¿ 2 + + zn) y 

Z = (R1 + R2 + + V + J (X1 + X2 + 

Z = (R1 + R2 + R3 Rn)2 + (Xl + X2 + X3 + 

tg =1 XI +X2 + +xn 
R1 + R2 + .+ Rn 

X ) 

ny 

RAMAS PARALELAS 

Cuando se conenctan impedancias efe paralelo como en la figura 2 

FIGURA 3-2 

se imprime el mismo voltaje V a través de cada imped^ncia. 

La corrienue en c-̂ da impedancia es, por tanto. 

V , 
Z, " - X Z. 

Por la T-y de "'.a corriente de KIRCHHOFF 

« I1 + I 2 + I 3 

V + V + 
Z 2 z 3 

= V (1_ + 1 ) 



FIGURA 3-3 

- v (Y1 + Y2 + Y3) V Yo 

donáe el símbolo Y representa el repíproco de la impedancia y se llama a-d-
mitancia. 

ANALISIS DE MALLAS Y NODOS 

La figura 3 representa un circuito general con tres mallas e inicial_ 
mente consideramos a las fuentes como funciones arbitrarias del tiempo y 
a los elementos pasivos designados por Ẑ  , Z^, etc. como resistencias pu-
ras R^, R2, etc. 

Primero se supone una corriente de malla (en el sentido de las agu— 
jas del reloj) en cada malla, tal y como se muestra en la figura 3. 
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Aplicamos d continuación la ley de tensiones de KIRCHHOFF alrededor 
de cada malla obteniendo para la primera? 

- e + e. + e0 + e.. * 0 
S1 ¿ 3 

e, + e2 + e3 = es1 s2 
teniendo cuidado de seguir la nomenclatura de signos pasivos, podemos — 
substituir por el producto de una corriente y resistencia apropiados» 

+ R2 +R 3 ) i1 - R2 i 2 - R, i » e - e s2 

usando la notación simplificada, tenemoss 

R 1 1 
- R 12.12 ñ13 13 = e . - e 0 s1 s2 

Haciendo lo mismo para cada una de las otras mallas resulta un sis-
tema de 3 ecuaciones algebraicas simultáneas, siendo las tres incógnitas 
las tres corrientes de malla. Estas 3 ecuaciones pueden resolverse por -
cualquiera de los métodos ya conocidos. 

Consideremos ahora el análisis de mallas, en términos de fasores co_ 
rrientes, fasores tensión o impedancias. En el circuito de la figura 4 es 
necesario que todas l^s funciones excitatrices sean sinusoidales y de la 
misma frecuencia. Los elementos generales pasivos pueden ser combinacio-
nes de resistencias, inductancias y capacitancias; cada uno de ellos se 
reduce a una impedancia equivalente para la frecuencia de la fuente« En 
la figura 4 se muestra como v¿ueda el circuito, representado fasorialmen-
te para la malla (1) de la figura 3. 

I. 
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Igualmente por la ley de tensiones de KIRCHHOFF, para la malla (1) 
-tenemos 

+ S2 + = Es1 " *s2 

(Z1 + Z2 + Z ) I, - Z 2 I - Es1 - E s2 

Empleando la notación mis sencilla, tenumon-, 

Z11 I1 " Z12 Z2 ~ ?13 *3 = ¿s1 " ES2 

En donde ¿ ^ es la sumo, de las impedancias de la malla (1), Z^2 es la -
impedancia común de las mallas 1 y 2, Z ^ es la impedancia común de las 
mallas 1 y 3* 

Las ecuaciones de malla de las dos restantes se obtionen por proce-
sos similares: 

~ Z 2 1 + Z 2 2 I2 " Z23 I3 " ES2 - E S3 

" Z31 I1 " Z32 T-3 + Z 3 3 J 3 E34 

Ahora tenemos ya un sistema de 3 ecuaciones simultáneas que se pue-
den resolver por cualquiera .de los métodos ya conocidos (determinantes, 
sustitución, etc.) 

El análisis de nodos se puede también llevar a cabo en el dominio -
de la frecuencia en términos de fasores e impedancis«. .uos argumentos con 
los cuales se justifica el método de nodos son muy parecidos a los repre_ 
sentados para el análisis de mallas. Formemos el dual del circuito de la 
figura. 2 SI J1jt -J2SI 1-fl 

_aaa íVT^ 1 (_ /yVv 

J2?é> 

» ¿ t Q - 1 í ) é ^ h i * 
V -J1 Sl 
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tal como se representa en la figura 6 

E 

FIGURa 3-6 

y determinemos 1 as dos tensiones de nodo desconocidos E^ y S2o Eu el nodo 
de la izquierda, la ley de corrientes de KIRCHHOFF conduce a: 

(2 + J1) E1 + (J2 - J1) (E1 - E2) = 10 

(2 + J2) E1 - J E2 = 1 0 

En el nodo de ¿a derecha, tendremos 

(1 - J2) E2 + (J2 - J1) (E2 - E1) = - (- J5) 

- J E1 + (1 - J1) E2 = J5 por tanto, 

E1 = 1 - J2 E 2 = - 2 + J 4 

SUPERPOSICION 

La corriente que fluye en cualquier punto o el voltaje entre dos — 
puntos cualquiera de una red lineal, resultantes de la acción simultánea 
de diversos f.e„m0s. distribuidas por toda la red. es la suma de las co 
rrientes o voltajes que existirían en estos puntos si cada fuente de f.e. 
m. se considera separadamente, siendo las demás en cada caso reemplaza— 
das por sus impedancias internas. Este teorema afirma que cada f.e.m. de 
una red debe s.r tratada como si actuara independientemente y la corrien 
te en cualquier rama, bajo la acción simultánea de todas las f.o.m.s«,« -
en la suma vectorial de las corrientes de la rama producidas por cada f„ 
e.m. actuando separadamente* 

Todas las f.e.m. se suponen igualas a cero, excepto acuella para la 
cual están siendo calculadas las corrientes. 
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TRANSFORMACION DE FUENTES 

La transformación de fuentes es simplemente una aplicación de los teo 
remas de Thevenin y Norton, Sin embargo, como esta transformación de fuen-
tes es muy simple, su empleo puede justificarse sin recurrir a estos dos -
teoremas. Antes al contrario, utilizaremos las transformaciones de fuentes 
como una útil introducción a estos. 

Supongamos que tenemos un circuito bajo condiciones de régimen perma 
nente sinusoidal. El circuito se dibuja en el dominio de las frecuencias 
e implica una red simple consistenoe en una fuente de tensión, en serie -
con una impedancia Z como se muestra en la figura 3-7 

E 

FIGURA 3-7 

Para las fuentes de tensión y la impedancia en serie, representan los 
fasores corriente y tensión, en los terminales están relacionados por - -
E = E I Z 

reordeando esta ecuación, se tiene 

I = E E 

En donde podemos identificar E /Z como una fuente de corriente I , s ' s s7 
por tanto, 
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Esta ecùacion expresa la relacion tension-corriente en las terminales 
para la fuente de corriente- de la figura 3-8 

hsî las fuentes de las figuras 3-7 y 3-8 son équivalences 

E < P Î 
E 

FIGURH 3-8 

si E 

Es evidenoe que la transformación puede hacerse en ambas direcciones. 

TEOEEMa DE PHEVENIN Y NORTON. 

Si se conecta una impedancia Z entre dos puntos cualesquiera de una -
red energizada, la corriente resultante (i) que fluye a través de esta im-
pedancia, es igual a la diferencia de potencial (V) entre estos dos puntos 
con anterioridad a la conexión, dividida entre la suma de la impedancia co_ 
nectada Ẑ  y la impedancia ZQ, siendo ZQ, la impedancia del resto de la — 
red recorriéndola hacia atrás desde los dos puntos entre los cuales está -
conectada la impedancia (Z). Al determinar el valor de Zo debe suponerse -
que todas las fuentes de f.e.m.s. son iguales a cero. 

TEORENU DE NoRTON. 

Este teorema establece que con respecto de cualquier par de terminales 
de una red activa, ésta puode ser reemplazada por una sola fuente de co— 
rriente en paralelo con una impedancia igual a la que se ve desde el par -
indicado de terminales,.observando hacia adentro de la red. Como tal el — 
teorema de Norton es únicamente una variante del Teorema de Thevenin, pue£ 
to que el equibalente de Thevsnin de una red activa es rápidamente trans-
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formado en la configuración mostrada en la figura 3-10 

z 0 z 0 a 

I = Vab 

FIGURA 3-9 

En esta figura última 

FIGURA 3-10 

1 = 1 fuente ab 
Zo 

donde Vab es el voltaje de circuito abierto que aparece a través de las — 
terminales escogidas y Zo es igual a la impedancia en serie del circuito -
equivalente de Thevenin figura 39. 



CAPITULO IV 
POTENCIA MEDIA Y VALORES R.M.S 

INTRODUCCION 

En el análisis de circuitos eléctricos casi todos los problemas están 
relacionados con la aplicación a uno de ellos de una o más fuentes de ener 
gía eléctricayy la determinación de la consiguiente respuesta del circui— 
to. Ahora ya sabemos que la respuesta puede ser una corriente o una ten 
sión, pero también nos interesa la cantidad de energía suministrada por — 
las fuentes, así como la cantidad de energía almacenada o disipada en el -
circuito. 

Comenzaremos considerando la potencia instantánea, producto de la ten 
sión y la corriente en el dominio del tiempo asociadas con el elemento que 
nos interesa. La potencia instantánea es importante porque nos proporciona 
un medio para calcular el valor de la potencia media. 

Nuestro análisis no se limitará únicamente a la potencia media entre-
gada por una corriente o una tensión sinusoidal; estableceremos también — 
una medida matemática de la eficacia de otras ondas en el suministro do — 
potencia, a la cual llamaremos "Valor Eficaz", 

LA ENERGIA EN LOS ELEMENTOS SUSCEPTIBLES DE ACUMULARLA. 

Potencia Instantánea, 

En un circuito resistivo la determinación de la velocidad a que la -
energía es generada o absorbida es: 

P = V i (i) 
lo cual indica la potencia instantánea generada o consumida, donde: 
P = potencia instantánea en Watts 
v » tensión instantánea en voltios 
i = corriente instantánea en amperios 

en el caso presente el de la rama R, toda la energía suministrada a ella -
es transformada en calor. La potencia instantánea está dada por el producv 
to de las ecuaciones 1 y 2 del capítulo 1, 
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2 
p = vi = Vm Im sen wt 

por trigonometria: 
p = Vi Vm Im - Vm la Cos 2 wt (2) 

2 2 

Esto está representado en la siguiente figura: 

En la ecuación anterior se observa que la onda de potencia instantánea 
tiene una variación de doble frecuencia, con respecto a la frecuencia -
de la corriente o el voltaje, con un valor positivo medio de Vm Im 
El término cos (2wt) hace que la potencia instantánea tomo periódicamen 
te los valores cero y Vm Im en ningún momento toma la potencia valo— 
res instantáneos negativos. 

Potencia Instantánea en un Circuito Inductivo. 

Si se considera un circuito dotado únicamente de inductancia, la -
ecuación del voltaje es: 

V = L di = Vm Sen wt (3) despejando; 
dt 

di = Vm Sen wt dt 
dt L 

Integrando ambos miembros de la ecuación se tiene: 

i = - Vm cos wt + C1 
WL 

Considerando C1 = 0, pues solo se considera la corriente estasiona_ 
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ria, tendeemos: 
i = Ira Sen (wt - 90^ (d) 

La potencia instantánea entregada a la rama de inductancia pura se 
obtiene multiplicando las ecuaciog.es (3) y (4), esto es: 

p = V i = V̂m Sen(wt)j l̂lrn Sen (wt - 90°)\ 

de la cual se obtiene 

P = - Vm Im Sen 2 wt (5) 
2 

analizando la siguiente gráfica vemos que la variación de la potencia -
es nuevamente una variación de doble frecuencia con respecto de la fre-
cuencia del voltaje aplicado. 

Vm Im 
2 

V-I Pot 

Vm Im 
2 

TIEMPO 

FIGURA 4-2 

La potencia media consumida es igual a cero; la causa es que el e-
lemento inductivo recibe energía de la fuente durante 1/4 de ciclo del 
voltaje y lo almacena en forma de un campo magnético y devuelve exacta-
mente la misma cantidad de energía a la fuente de mando, durante el si-
guiente 1/4 de ciclo« 

Potencia Instantánea en un Circuito Capacitivo. 
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Se supone que un voltaje sinusoidal Vm Sen wt se aplica a un conden 
sador ideal como se muestra en la figura 4-3 

Vm Sen wt © 
FIGURn 

La fórmula del voltaje en el condensador es: 

= Vm Sen wt (6) de donde 

dQ 
dt 

Vm WC Cos Wt (7) 

i = Im Sen (wt + 90'») (8) 

de aquí que la potencia instantánea entregada a 1 j rama C ss; 

p = Vi = Vm Sen wt Im Sen (wt + 90*») 
de lo cual obtenemos: 

p = Vi = Vm Im Sen 2 wt (9) 
2 

Las relaciones de fase del voltaje, corriente y po<tencia en una rama 
puramente capacitiva se muestran en la figura 4-4» 

Vm Im P = Vm_ Im Sen 2 wt 
2 

TIEMPO 



En este caso, el condensador recibe energía de la fuente durante -
el primer cuarto de ciclo de la variación del voltaje y devuelve la mis 
ma cantidad durante el segundo cuarto de ciclo. La potencia media absor 
vida durante un número entero de medios ciclos es obviamente igual a C£ 
ro. La comparación de las ecuaciones de potencia instantánea en un cir-
cuito capacitivo que recibe energía de la fuente de suministro durante 
los períodos en que el elemento capacitivo devuelve eüergía y vicever— 
sa. 

Guando un circuito incluye elementos L y C, existe una tendencia -
entre elementos a intercambiar energía. 

Relaciones de energía y Potencia en un Circuito Completo. 

Supongamos que fluye en un circuito una corriente sinusoidal i = 
Im Sen wt; la cual pasa a través de una rama constituida por elementos 
R, L, C, como se muestra en la figura 4-5 

i 

FIGURA 4-5 
es obvio que el voltaje en la resistencia será: 

VR = R i = R Im Sen wt ; (10) 

el voltaje en la ánductancia será: 

VL = L di = W L Im Coa wt; (11) 
dt 

el voltaje en el capacitor será: 

V = = idt = -Im Cos wt (12) 
c c wc 

el voltaje aplicado a la rama es la suma de los tres voltajes componen' 
tes, lo cual en forma de ecuación será: 

V - R Im Sen wt + (WL - 1 Im Sos wt. (13) 
WC 
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Hay vjue tener presente que los elementos inductivos y capacitivos 
cursan desplazamientos de fase exactamente opuestos con respecto al — 
voltaje. 

Puesto que i = Im Sen wt y V = Vm Sen (wt + 9), entonces la expre_ 
sión áe la potencia instantánea a la rama R.L.C. tiene la siguiente — 
forma: 

p = Vm Im Cogj C - Vm Im (Cos 2 wt) (Cos 9)+VM Im 
2 2 2 

(Sen 2 wt)(3en e) (14) 

en este caso © puede tomar cuótl^uier valor entre (+90°) y (-90°) La -
poteñcáa media entregada a la rama R.L.C. es, en cualquier caso - - -
Vm Im Cos 9. 

2 
El términos ( Vm Im Sen 2 wt Sen S) es igual a cero siempre -

2 que © sea igual a cero., esto es, cuando WL es igual a 1 . 
WC 

POTENCIA ACTIVA Y POTENCIA REACTIVA 

Haciendo un análisis de la ecuación (14) para ayudar a la compren 
sión de la razón por la cual la potencia eléctrica es tratada en térmi_ 
nos de componentes activa y reactiva y considerando que la potencia -
activa instantánea está representada por Vni Im Cos 6 - Vm Im Cos -

2 2 (2wt) Cos e, podemos proceder de la siguiente manera: 

La observación de la figura 4-6 mostrapá que estos dos términos -
se combinan para formar una variación de potencia instantánea que no -
tiene valores negativos, de aquí que esta parte de la ecuación se lla-
ma potencia activa instantánea. A menos que se indique expresamente — 
que significa potencia activa instantánea, la expresión potencia acti-
va se refiere únicamente a Vm Im Cos 0 o sea el valor medio de la -

2 potencia instantánea total con respecto al tiempo. 

El tercer término de la ecuación (14) Vm IM (Sen 2 wt) (Sen @), 
2 

es llamado potencia, "reactiva" instantánea o potencia instantánea en -
cuadratura, etc, por la razón de que el área situada bajo la curva; 

Vm Im (Sen 2 wt) Sen 9 
2 
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representa la energía que oscila entre la fuente de mando y los elemen-
tos reactivos (inductivos o capacitivos) del circuito. Se ve en la figa 
ra 6 que la potencia reactiva instantánea que tiene "picos" positivos y 
negativos iguales y que tiene como factor el seno del ángulo de fase — 
entre V e i. 

A menos que se indique expresamente «¿ué significa potencia reacti-
va instantánea la expresión potencia reactiva se refiere simplemente a 
Vm Im Sen 9, 

2 
p = Vm IM Cos © - Vm IM Cos 2 wt Cos G + Vm IM Sen 2 wt 3en © 

2 2 — 

VALORES EFICACES.- Para un mayor entendimiento de este punto se a esco-
gido un ejemplo muy simple, como son las tomas de corriente de una ca-
sa, comunmente llamados "enchufes". Sabemos «jue disponemos de un volta-
je alterno de 60 c.p.s. y 110 volts.; pero, ¿Cuál será el significado -
de esos 110 volts? estamos en condiciones de saber que no es ol valor — 
instantáneo del voltaje pues este no es constante, sabemos también que 
110 volts tampoco es el valor máximo (Em), pues si observamos la onda -
de voltaje procedente de los enchufes en un osciloscopio veremos que el 
valor máximo es 110J 2 . Tampoco es un valor medio pues el valor me-
dio de una onda senoidal es cero, lo que obtendremos al final de cuen— 
tas es que los 110 volts representan el valor "eficaz" de la onda sinu-
soidal, este valor es una medida de la eficacia de una fuente de volta-
je a suministrar potencia a una cArga. 



Precederemos ahora a analizar el valor eficaz de cualquier onda — 
que represente un voltaje o una corriente» 

SI valor eficaz de una corriente periódica cualquiera es igual al 
valor de la corriente continua que al circular por una resistencia R, 
le entrega la misma potencia que la corriente periódica; en otras pala 
bras, se hace que la corriente periódica dada circule por una resisten 

O cia R, se determina la potencia instantánea i R y se halla a continua-
2 

cion el valor medio de i R en un período, es decir, la potencia media. 
Después se hace que una corriente continua circule por la misma resis-
tencia y ajustamos el valor de esta corriente hasta obtener la misma -
potencia media. 

La expresión matemática general del valor efisaz de i (t) se ob— 
tiene por medio de la potencia media entregada a la resistencia por -
dicha corriente i (t), le cual se expresa por: 

P = 1 I i R dt = R 
T T 

fT" p 
i dt (15) 

J O 
en donde T es el período de i (t). La potencia media entregada por la -
corriente es: 

P = I2 R = I 2 ef R (16) 

igualando las 2 ecuaciones anteriores y despejando I efiaaz: 

Ief = 1 ( T i2 dt (17) 
T j 

J o 
de la misma manera se puede encontrar una expresión similar para el va-
lor eficaz del voltaje. 

Concretizando, la operación necesaria para hallar el valor eficaz 
as c&loular.la raíz cuadrada de la media del cuadrado. 

El caso más importantes es el de la onda senoidal. Tomamos la co-r 
rriente senoidal i (t) = Im cos (wt - que tiene un período T = 2 

W"5 
sustituyendo estos valores en la ecuación (17) se obtiene: 



Ief = 1_ Im2 eos2 (wt -G) dt 
T 

esto es igual a: 

Ief = Im 

de aquí que el valor efiaaz de una corrinnte sinusoidal es una cantidad -
real independiente del ángulo de fase y numéricamente igual a 0.707 veces 
el valor máximo. El uso de este valor eficaz simplifica la expresión de -
la potencia media entregada por una corriente o tensión sinusoidal; por -
ejemplo, la potencia media entregada a una resistencia R por una corrien-
te sinusoidal es: 

p = 1 Im2 R 
2 

sustituyendo Im por (>/2 ) (i eficaz) se puede escribir potencia media 
como: 

P = I2 ef R 

otras expresionew de la potencia ya conocida, son: 
P 

P 

= E ef Ief Cos O 

= E2 ef /R 
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CAPITULO V 
CIRCUITOS POLIFASICOS 

Los voltios polifásicos son generados en la misa forma que los mono-
fásicos. 

Un sistema polifásico está formado por varios sistemas monofásicos, 
desplazados en fase de tiempo uno con respecto al otro e interconectados. 

En la figura 1 se muestra una bobina aa' en la armadura de una máqui 
na de dos polos; cuando los polos están en la misma posición mostrada, es 
máxima la f.e.m. del conductor (a) de la bobina (aa1) y su sentido es ale_ 
jándose del lector. 

Ahora si se coloca un conductor en la posición (b), o sea a 120? de 
(a), se daría en el mismo una f.e.m. máxima en un sentido que se aleja -
del lector y el eje del polo norte estaría en (b) o sea 120° después que 
estuviera en (a), de la misma manera se hace para un conductor (c)., el-
cual se encuentra a 120° de (b) y 240° de (c) a; así, los conductores 
aa', bb1, cc' tendrían Fems, que están a 120° fuera de fase de tiempo 
En la figura 5-1 se muestra la colocación de los conductores y en la fi-
gura 5-2 se dibuja su diagrama. 

FIGURA5-1 FIGURA >-2 

Este sistema es llamado trifásico, por que hay ta?es ondas de dife— 
rente fase de tiempo. 

Está claro que podría obtenerse cualquier número de fases, espacian-
do adecuadamente las bobinas en el estator. 

El desplazamiento eléctrico entre fases para un sistema balanceado -
de N fases, es de 360/n grados eléctricos. 



Aunque los sistemas trifásicos son los más comunes, en ciertas apli_ 
caciones especiales se usa un número mayor de fases. 

CIRCUITOS TRIFASICOS EQUILIBRADOS 

Partiendo de la explicación de la generación de tres fases, si so -
conenctan tres alambres para terminales a, b y c y uno para la conexión 
común a'b'c', tendremos un sistema llamado trifásico cuairifilar, el cu-
al se muestra en la figura 5-3 

La figura 5-4 muestra el diagrama vectorial de la misma. 

C 
J 

J k 

* A % v 
a 

-na 

FIGURA 5-3 FIGURA 5-4 

Este sistema se kisa ahora extensamente para redes de C-A. 

En la figura 5-4 están mostrados los voltios llamados de fase o vol_ 
tajes de línea a neutro • Estos son llamados los voltajes en "Y" del si£ 
tema y la conexión es llamada una conexión en "Y". Estos voltajes, en — 
condiciones balanceadas, están definidamente relacionados con los volta-
jes de fase, como se muestra a continuación: 

E ba = Ebn + Ena 

- D , bn 
Esta combinación se muestra en la figura 5-5 donde se supone que E 

E, Ir ba 
^ t 

0 



es la magnitud del voltaje de fase. De aquí que el voltaje de línea, en -
la conexión trifásica en estrella, es igual a^7~3 por el voltaje de fa-
se y forma un ángulo de 30° o de 150° con los voltajes de fase componen-
tes dependiendo de cuáles se consideren. 

Cuando el sistema esta7 balanceado, las corrientes en las tres fases -
son todas de igual magnitud y defieren solamente por 120° en fase de tiem 
po. 

La corriente de alambre neutral se obtiene mediante la aplicación de 
la ley de KIRCHHOFF referente a la corriente, así: 

I nc 

FIGURA 5-6 
si el sistema esta balanceado Ina, Inb e Ino son de igual magnitud y es— 
tan desplazadas una con otra en fase de tiempo por 120°, c^mo se muestra 
en la figura 5-6. 

En estas condiciones, es natural que la corriente del neutro sea ce^ 
ro, puesto que Ina + Inc = 0, 

CONEXION DELTA. 

Si solamente se usan tres hilos, el sistema trifásico puede ser co— 
nectado en malla, similar al sistema tetrafásico estudiado anteriormente. 

Ya que Ena + Enb + Ene = 0, para el sistema trifásico las tres bobi-
nas mostradas en la figura 4 pueden ser conectadas como se indica en la -

n 
figura 5-7 c 



s> 

y no fluirá ninguna corriente de frecuencia fundamental en el circuito en 
serie de las tres bobinas. 

Est*. conexión trifásica es llamada conexión en Delta. 

Un análisis de la figura 5-7 muestra que los voltajes de fase y de -
linea son iguales pero que los corrientes de línea y de fase son diferen-
tes. En la figura 5-8 se muestra el diagrama vectorial de las corrientes 
de fase, para una carga balanceada. Las corrientes de línea se determinan 
mediante la aplicación de la ley de KIRCHHOFF referente a la corriente, -
así pues, 

Iaa' = Iba + lea 

FIGURA 5-8 

Esta operación se efectúa en la figura 5-5 

1 

FIGURA 5-9 

Para un sistema balanceado, la corriente de línea tiene una magni— 
tud, igual a 3 por la corriente de faie y esta fuera de fase con las co-
rrientes componentes de fase por 30° o 1 , lo que depende de cuales se 
tomen en cuenta. 
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POTENCIA EN CIRCUITOS POLIFASICOS BALANCEADOS. 

La determinación de la potencia en sistemas polifásicos "balanceados 
2 

se "basa en cálculos/fase. Si el voltaje por fase es V pl la corriente de 
fase y el ángulo entre los mismos Op, la potencia/fase es 

P_ = V^ I eos 9 p P P P 
La potencia total para un sistema de n fase es, 

P. = N P = N V I Cos C p (2) t p p p * v ' 

La uniformidad de las tres fases garantiza que el desarollo Ae la e-
cuación (2) dará potencia en función de la corriente de línea y del — 
voltaje de línea V^. Si se considera la conexión Y se tendrá: 

Pt = 3 Vp Ip Cos O p - 3 VL_ h 0 0 3 0 P " 3 W P 

Para la conexión en Delta: 

V I 
P~ = 3 V I cos O = 3 L L Cos O = . 3 VT IT cos O p f P P P P ' L L * 

Las ecuaciones de potencia, en función de voltaje de línea y corrien 
te de línea y para cargas trifásieas balanceadas, si están conectadas en 
Y, son idénticas e iguales a 3 VTIT cosOp, donde O es el ángulo entre -L L p 
voltaje de fase y la corriente de fase., no entre el voltaje de línea y -
la corriente de línea. 

FAC?08i DE POTENCIA TRIFASICA. 
El faotor de potencia de un sistema trifásico balanceado, cuando son 

senoidales las formas de las ondas del voltaje y de la corriente, se defi_ 
ne como el coseno del ángulo entre el voltaje de la fase y la corriente -
de fase, independientemente de que la conexién sea en A ó Y, esto es: 

f p = cos B> p = 

^ V l 

VOLTAMPERIOS REACTIVOS 



» 

Los voltamperios reactivos, para un sistema trifásico balanceado, se 
definen como la suma de los voltamperios reactivos para cada fase o tres 
veces los voltamperios reactivos/fase. En función de voltaje de línea y -
corriente de línea. Los voltamperios/fase. En función de voltaje de línea 
y corriente de línea. Los voltamperios reactivos o potencia reactiva son: 

V 
Para Y Px = 3 V I sen Op = 3 L IT sen Op = J 3 VT I_ sen op Ti Ti — I . * 1J Ju P P 

I P P Para Px = 3 VpIpsen Op = 3 L L sen Op =y/2> VLIL senOp 
7T 

Resumiendo: para o Y balanceados, los resultados totales para los siste-
mas son: 

P = = 
V, IT cosOp Jj J-i 

Va " f T V J , 

Px V, I L Lsen Op 

MEDICION DE POTENCIA TRIFASICA. 

La potencia en un sistema trifásico se puede medir mediante dos voltí 
metros. Para determinar el factor de potencia también es necesario tener un 
amperímetro y un voltímetro. 

La figura 5-10 indica como se de'ben conectar los voltímetros, el ampe-
rímetro y el voltímetro para medir la potencia absorbida por un motor m -
(un motor puede representarse en un circuito eléctrico. 

B 

0 
M 

— n m — 

C o- ©-



Obsérvese que el voltímetro W1 tiene la bobina de corriente sobre 
un conductor A y la bobina de tensión entre los conductores A y B. 

La bobina de corriente del voltímetro debe colocarse en línea — 
C y las terminales de la bobina de tensión conectados a la línea C y a -
la linea B. La suma algebráica de las lecturas de los dos voltímetros es 
el valor de la potencia absorbida por el motor. 

La potencia aparente se determina conectando el voltímetro y el am-
perímetro A como en la figura 5-10 y multiplican sus indicadores entre -
sí y también x 1.73. 



CAPITULO V1 
TEOREMA DE FOURIER 

INTRODUCCION 

Una transformación es una operación que convierte una expresión ma-
temática en otra de forma diferente pero equivalente* Por ejemplo, la e-
cuación para curva puede ser transformada de coordinadas rectangulares -
a coordenas pdlares o viceversa. También la localización de la curva 
puede ser referida a un nuevo sistema de ejes coordenados por una trans-
formación de coordenados. Una transformación es normalmente empleada pa-
ra simplificar la solución de un proolema, de igual manera que los tran£ 
formaciones logarítmicos reducen la multiplicación y la división a proce 
sos simples de suma y resta. 

La transformada de Laplace es una transformación para obtener la S<D 
lución de la ecuación diferencial por el uso de métodos algebráicos, es-
ta transformada se puede considerar como una extensión de la Serie de — 
Fourier. 

SERIE DE FOURIER. Una función periódica de período T se muestra a conti_ 
nuación: 

FIGURA 6-1 
Esta función periódica f (t) se puede expresar como una suma de tér 

minos de senos y de cosenos«, 

JSSO 
f (t) = K + ¿ . (An Cos + Bn Sen2mt) 

T T 

donde K, An y Bn son constantes. 



Esta ecuación es la Serie de Feurier para una función periódica. Co 
mo el tiempo T varía desde -T/2 a T/2, el término t/T varía desde -1/2 a 
1/2, como se muestra en la figura 6-2. Qomo el tiempo t se considera a -
través de un período completo, entonces el consumo de 2 ^ varía a tra-
vés de N ciclos completos. Igualmente como t se considerSrá a través de 
un período, entonces el Sen 2 ^ t también completa N ciclos. 

T 
Luego la ecuación (1) puede ser expresada en la forma f (t) = K + 2 

(An eos N «ot + Bn Sen N wot) (2), donde Wo = 2Tr_ es la velocidad an-
guiar. T 

La constante K es calculada por la Integracién de cada término de -
la ecuación 2 sobre un período completo. Cada término coseno y seno en -
la suma infinita desaparece cuando se integró sobre un período, enton 
ees: 

í T/2 / T / 2 
f (t) dt= K d t = K T 

o Dien; 
J -T/2 -_T/2 

K = 1 C T/2 
T .! f (t) dt 
J -T/2 

El término - K (el área de la función dividida por la longitud del 
período) es el valor promedio de f (t). 

Una expresión para el cálculo de An se obtiene multiplicando una — 
vez cada término en la ecuación (2) por eos M W. t, donde m es un inte— 
grador específico. 

Por lo cual integrando cada término sobre un período y teniendo en 
cuenta que: 

T/2 (cos N Wot)(cos M Wot dt) = 
o para n f- m 

¡ T_ para n = m 
i.2 



FI SVRA 6-2 



T/2 

-T/2 

so sigue que: 

(sen N Wot) (eos M Wot dt) = 0 

A n =2 
T 
/ 

T/2 

-T/2 
f (t) oos N Wot dt n = 1,2,3 (4) 

La constante Ao está definida como el valor de la ec. 4 cuando n =0, 

Esto es: 
Ao =2 

V -
{T/2 

f(t) dt 
T/2 

Comparando esta ecuacic'n con la 1*. (ec.3) encontramos que K = Ao 
2 

Una expresión para el cálculo de Bn se obtiene multiplicando cada -
término de la ec. 2 por sen M Wot y se integra cada término sobre un pe-
ríodo. Ya que: 

y f T/2 

J-T/2 

tomemos que: 

( T/2 
(sen N Wot)(sen m Wo t dt) 

1 
-T/2 

(eos N Wot)(sen m Wot t dt) = 0 

o n 4 m 

2 m=m 
2 

Bn = 
f t/ 2 

-T/2 f (t) sen N wo t dt n = 1,2,3...(6) 

Y 



CAPITULO VII 

MATRICES 
El calculo de las matrices nos provee de un poderoso método para el 

análisis de ecuaciones lineales, sistemas de ecuaciones diferenciales, -
ecuaciones simultáneas, etc. Otra gran particularidad de las matrices es 
que es sumamente utilizado en la computación moderna. 

SUMA Y RESTA DE MATRICES. 

La suma A +B está definida como la matriz que sesulta de la suma de 
los elementos correspondientes en A y B. 

Igualmente la resta está definida como la matriz que resulta cuando 
se restan los elementos correspondientes de A y B. 

Ejemplo: 

A = 

a + B = 

A - B = 

2 5 

J 6 

~2 + 1 

J + 3 

* 2 - 1 

7 - 3 

5 + 4 

6 + 

5 - 4 

6 - 8 

y B = 

1 4 

_ 3 

3 F 

_10 14 

1 1 

4 - 2 

MULTIPLICACION DE MüTRICES. 

Supóngase que tenemos el sistema de ecuaciones. 

a„ X, + A12 X2 - Yl 

a 2 1 X 1 + A 2 2 X 2 ~ Y 2 

Un ejemplo de una matriz se obtiene por el arreglo de la coeficien-
te de las ecuaciones de la siguiente manera: 



A 
11 A 

12 

21 22 

La multiplicación de dos matrices se efectúa de la siguiente manera 
como le indica la figura 7-1 

b 1 1 

b 1 2 

a 1 1 S 1 2 

FIGURA 7-1 

A manera de explicación de la multiplicación de dos matrices, hace-
mos el ejemplo siguiente: 

supóngase que tengamos dos sistemas de ecuaciones: 

a11 X1 + * 12 X2 ~ Y1 

a 2 1 X 1 + a 2 3 X 2 " Y 2 

sistema 1 

b11 Y1 +b12 r2 " A Ì sistema 2 

b21 Y + b21 Y2 - B 

El primer sistema lo podemos poner en forma material tal como si— 
gue: 

-4- — _ 
A11 D12 

A22_ _ X2_ J l 
para el segundo sistema igualmente tenemos que: 



Substituyendo (2) en (3) tenemos: 

b11 b12 A 

J*21 b22_ 
B (i) 

t— — - _ — 
b n b12 ai1 *12 xi A 

b21 b22 a21 d22 X 2 B 
—«• — ' — ' — — 

Ahora necesitamos multiplicar las dos matrices de la izquierda. 

Esto se hace de la siguiente manera: 

b n b12 a11 a12~ + b12a21 b11al2 + 

b21 b22 a21 a22 °21al1 + b22a21 b21a12 + 

La multiplicación de dos matrices no es permutable o sea: 

A X B = D 
A X B & B X A 

Ejemplo: Calcule A X 2 de las matrices. 

A = 
2 5 

7 6 
y B = 

1 4 

3 8 

2 5" 1 4 "2+15 

lo 

i 
+ 

co T7 
J 6 3 8 

RA 
7 + 18 28 + 48 25 

INVERSA DE LA MATRIZ. 

Las matrices nos proveen de un camino completo para la solución de 
ecuaciones lineales, antes de entrar a esto es necesario definir algu-
nas propiedades adicionales de las matrices. La unidad o matriz identi-
dad 1, es definida como la matriz en la cual todos los elementos de la 
diagonal principal son 1 y todos los otros elementos son cero (0) es-
to es: 

1 0 0 
1 = 0 1 0 

0 0 1 



Multiplicando una matriz cualquiera por la matriz identidad no cambia 
el valor de la matriz esto es: 

IX = X 
La inversa A" de una matriz A es uno. matriz que: 

A~1 A = I 
Si tenemos un sistema de ̂ ecuaciones: 

A11 X1 + A 1 2 Xn = B1 
A21 X1 + ^22 X 2 " A2N Xn = °2 
AN1 X 1 + A N 2 *2 nn II 

La rotación matricial para estas ecuaciones será: 

A"1 Ax = A~1b 
o bien 

X A~1b 

1 Gonces la solución se reduce al problema de determinar la inversa 
A . La inversa de una matriz cuadrado (n renglones x n columnas) exis-
te solamente si el determinante de A nc es cero (esto es /A//¿ 0). La in-
versa de una matriz está dada por la relación siguiente: 

A~1 = Adj A 
/A/ 

La adjunta de una matriz A es la matriz formada cuando cada elemento 
es reemplazado por su ccfactor y transponiendo el resultado de la matriz, 
Una matriz es transpuesta pv,r intercambio de sus renglones por columnas. 
Como un ejemplo de lo anterior tenemos lo siguiente: 

Supongamos que las siguientes ecuaciones son tres ecuaciones de ma^ 
lia de un circuito electrice. 

2I1 + 5I2 - i3 = 4 
I1 + 3I2 + 4 1 3 = 6 
5I1 - X2 + *3 = 3 

y se desea encontrar las corrientes , l2 e 
Para esto primero determinamos la inversa de los coeficientes de la 

matriz para las ecuaciones anteriores o sea: 



A = 
2 5 - 1 
1 3 4 
5 -1 1 

reemplazando cada elemento^or su cofactor tenemos: 

7 19 - 16" 

(a) 

-4 7 27 
¿3 - 9 1 (b) 

Cada uno de estos elementos es el resultado del determinante (a) -
resuelto por "Menores" por ejemplo para encontrar el primer renglón se 
hace de la siguiente manera: 

A = 

2 5 - 1 

1 3 4 

, 5 - 1 1 
td.Td. encontrar el primer cofactor deT 
renglón tenemos: 

© 5 -1 

primer elemento (2) del primer 

3 4 
- 1 1 

= (1) 

3 4 

- 1 1 

= 3 - (-4) = 7 

para encontrar el segundo ¿ofactor del segundo elemento (5) primer 
glón tenemos: 

ren— 

3 
- 1 

- ( - 1 ) 

1 4 

5 1 
= (-1)(1 -20) = 19 

y así sucesivamente para encontrar los demás cofactores del determinan-
te. 

Transponiendo la matriz (t>) y dividiéndola entre ¡k/ tenemos la in-
versa de la matriz: 

' 7 - 4 23 
19 7 -9 

-16 27 1 - 1 



Poniéndola en la forma de la solución, 1 = A"1b ess 
P —, - - r*"* 

7 4 23 4 

h = 1 19 7 -9 6 12̂ ; 

h 
-16 27 1 3 

— ' — 

Resolviendo para V 

= 19(4) + 7(6) - 9(3) = 91 
125 

y así igualmente para encontrar los valores de e l 




