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CAPITULO I
CORRIENTE ALTERNA

INTRODUCCION

FUNCION EXCITATRIZ SINUSOIDAL

La mayor parte de la Industria Eléctrica se basa en la utilizacidn -
de la corriente alterna. Casi toda la energia eléctrica se genera como co-
rriente alterna, se transmite como corriente alterna y también se utiliza
en la misma forma. Ademds se basan en la utilizacidn de la corriente al--
terna procesos tales como la radio, la telefonfa a larga distancia, la --
television, etc., por lo tanto, si bien el estudio de la corriente conti-
nua es importante para ontender los fundamentos de la electricidad el cs-
tudio de la corriente alterna es necosario para la comprension de la mo--

derna practica eldctrica.

GENERACION DE CORRIENTE ALTERNA,.- Para un buen entendimiento en cuanto a
la generacidn do la corricnte alterna, os necosario conocer ol siguiente
principios "Cuando un conducter se mucve en un campo magnotico de tal —-
forma que corta las lineas de flujo (fucrza) so croa una fuorza oloetro-

motriz", La dircccion do fuerza oloctromotriz dopende dol sentido del --

movimiento del cenductor, como lo muestra la siguiento figura:
3.

v = -

FIGUR: I-I
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ai el conductor A B se mueve hacia atajo a través del flujo se creara una
tonsidn eldctrica on el conductor de A hacia B, si el conductor Se mueve =
hacia arriba la tensidén se creara en el sentido opuesto, es decir, de B ha

cia A,

No @s necesario queé esté cerrado el circuito para que la tension ten-
ga un sentido, de la misma forma que la tensidn de una bateria tiene senti

do o polaridad cuando el circuito esta cerrado o abierto.

La magnitud de la f.e.m., inducida depende del flujo cortado por segun
do; en estos principios basicos se basa el funcionamiento de los generado-

res eléctricos.

La f.esm., de un generador es la tonsidn dinducida en las espiras de conduc-

to que giran de tal forma que cortan las 1ineas de fuerza de un fuerte cam

sy s
po/magnaticoe

N
N\
4 BIGURL I=2 ‘
/
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,{(' 1lineas de flujo

/$ entido del T'i\’)\"il‘t,;."EH'E%GUR‘L =3 FIGURA I_A
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! 3
AT . fin 3 _meadnuhe ' : En las figuras 2 y 3 la espira de conductor gira segiun la direccion -~

indicada por la flecha,

En la figura 2 el lado de la espira B D se mueve hacia abajo a través
del flujo. Aplicando la regla de la mano derecha (el pulgar indica el sen- '
tido del movimiento, @l dedo medio indica la direccion de la foe.m. ¥ 61 =
dedo fndico la direccidn del flujo) se determina que ¢l sentido de la f.eo

3 : ' : 7 : n, es de D a B, I

El lado 4 C se mueve hacia arriba y la f.e.m. inducida va de A hacia

- . 4 . - -
Por lo tanto en la espira circulara una corriente en el sentido 4 C -

DB o .

En la figura 3 el conductor B D a girado al lado opussto ¥ ahora se -
; ; o degplaza hacia arriba, E1 sentido de la f.e.nm, ahora es inverso, de B a D,
4 - ] Por la misma razon se invierte el sentido de la f,c.m. en L C, ahora va de
C a L, ésto origina una corriente que circula por la espira en la dirsccion

- NPRRSR = SOR 4 £ -
| | a B D C L, sentido inverso del que tenia cuando la bobina estaba en la otra

- .« ” - - - - ’
posicion., Por lo tanto, la corriente en una espira cerrada circulara en un

I
sentido durante la mitad de la vuelta y en sentido inverso durante la otra
{ \ mitad. Hay entonces una corriénte alterna en una espita corrada de un con-

ductor que gira ey un campo nagnético. '

’ Y - ’, . « ?
La f.e.n. tendrid su valor maxino cuando la espira este en la posicion

3 . . . TALY .. 3 ’
de la figura 2 y tiene el velor minimo en el sentido opuesto cuando este - l
3 5 = 1} X - o - - 7 . ’ . . .

X - s e S TR S 2N en la posicion de la figura 3, ésto es debido a que en estas posiciones —- l

A los lados de las espiras cortan por segundo la mayor cantidad de flujo. --

3 - ’ - R e . - .
e - Cuando la espira esté en posicion vertical como lo indica en la figura 4.,

w : les lados de Ta espira se mueven paralelamente al flujo y no lo cortan, -—-




fl 4
| por lo tanto no hay fee.n. inducida en 12 espira y se dice que estd en posi-
cidn cero, La forma de onda que se capta en @l genorador elemental gera la -

siguiente:

‘ ’Pe\wor,\:)
v |
: |
5 : )
' 180° 230® 360°
3 o® ocP I pOSICTON
' /1L
Et _"IRJ*.
[
‘ v
5 FIGURL I- 5

' s 22 . - - -
| La posicion horizontal de la espira en la figura 2 gsta a 90 de la po-
e - » . e . ’
sicion cero, cuando la bobina esta colocada en posicion vertical estara en
- 1' S - - 3 -
la posicion cecro, a 180 de la primera posicidn cero, y asi sucesivamentc

a 270 4 3662 ete.,

Dado 1o anterior se puede definir la corriente alterna como una corri-

i I | . : ente eléctrica que cn un circuito eireula on un sentido y lucgd cn otra 2 -
| | ‘ intervalos rcgulares, Cuando la corriente aumenta d@ ccro a un maxino vucl-
ve on scguida a cero para aumentar a un maxico on el sontido opuesto para -

. 4
: volvor a tomar ol valor cero, entonces se dice que ha completado un periodo

(FRECUENCIL).

§ o . Para entrar al andlisis de la corriento alterna es necesario conocer - ‘

la aplicacidn de la funcidn excitatriz sinusoidal, las razones por las cua- ‘

les se emplean estas funciones y no las de otro tipo para analizar la corri

1 ' V ! ente alterna son:Eékatumagran parte de los fendmenos fisicos parecen tener ‘

| un marcado caracter sinusoidal, como la vibracidn de una cuerde, el reboto i
\
.

de una pelota, la respuesta de la enargia de un circuito amortiguado, etce

I = 5 . T ¢ .

! ; s : : Otra razdn inportante es la dependencia que del analisis sinusoidal -
\ : - :

|

, tienen otras funciones excitatricess |




5

: Una tercer razén es que sus derivadas o integrales son teombién sinusod

dales,

Cabe mencionar que es una funcidn facil de generar y que es la forma de

| , onda utilizada predominantemnente en toda la industriaos
:

\ 2y

\ ! * CONCEPTO DE IMPEDANCIA

| Al aplicar un voltaje sinusoidal a un circuito fluird una corriente por
, Ld - - - -

‘ : éste, la cual estard determinada en su magnitud por los paréimetros de dicho
circuito (R, L, C e inductancia nutua) y si ellos son constantes esta corri

’ - . - - . -
ente tendra la forma de cnda sinuscidal, si bien en general tendra una dife

rencia de fase con el volteje sinuscidal aplicado.

Para relacionar matematicomente el weltaje y la corriente en un circui

w to de corriente alterna se requierc un tipo de funeicn especial., Esta fun--

cién/se lo 1llamn funcién Impedaneia, 1la cual debe indicar dos caracteristi-

o cag importantes: la razdn e Wmax o Imax, el dngulo do fase entre las ondas
de vcltaje y corriente, Para abreviar las propiedades do la inpedancia se -
i utiliza la siguiente notacidn: 2 46" en dcnde Z es 1la magnitud de la im

|

|

\

|

| { 3 . 2 -

I 1 pedancia y se expresa por un determinado numerc de chniose
|

|

El angulo ascciado con Z, si es positivo define el adelanto del volta-

Jo con respecto a la corriente.

» - - . - »
De acuerdo con esta convencidn, un angulo positivo especifica el numo-

ro de grados que la corriente se retrasa respecte.del voltaje.
FUNCIONES IMPEDANCIA Y ADMITANCIA EN CIRCUITOS SENCILLOS

La impedancia de una rama R sinple ccmo la que se muestra en la figu-

ra 1 pucde expresarse de la siguiente mancras |




\
|
|

: \/L,'b’
2> Yma*

{ tmasL

- - .
R /8 ohnmios

FIGURA 1-6

Esto se sigue de la ley de Kirchhoff. Si un veltaje V = Vm sen wt se =
aplica a una reme de resistencia R como el mostrado en la figura 1, la ecua

cidn del equilibrio es:

despe janco (1) de esta ecuacidn tenemos

i = _Vm_ senwt =Im sen wt
R

De la ecuacién anterior se sigus que | Vm = R y la onda de corri=-

—

ente estd en fase con la onda de veltaje.

Es posible indicar estos hechos mediante la expresidn unica?

o
X e n e
: /. \ ~ _ / -0 —7 (z '\ =
e —— x

’ - v ’ 5
2 que R esta en ochmios estara cn ohmios,
q s “p

)

- g - . 9 4 - . <
1o cual indica la facilidad de un clemento para ccnducir la corriente, asi

- . s . - =
4si como la conductancia es el reciproco de la resistencia (¢ =

|

s . . r'd . . ==
igualmente la admitancia es el reciproco de Ia inpedancia (& =21_)
2

Circuito Inductivo.- Si se consicdera un elemento de circuito compuesto

0 . 4 - .
Unicamente de inductancia como se ruestra en la figura 2 .




: . s V. = Tn sen

Al .
l ; : 1
4

| gl ; , FIGIRA 1 - 7

la ecuacidon del equilibrio serat WL

vV =1L di = Vm sen wt

| dt
Integrando esta ecuacidn, tenenocs...... di = ¥n sen wt
L
\ i =- Um cog wt + G-
WL 1

Considerandc la censtante € = 0, ya que se tona la corriente estacig
1
03 . e . .
naria sincétrica, se tiene;

I

‘ i =1n sen (wt - 90°) = ¥m_ sen (wt - 90%)

WL
= De la ecuacidn anterior se ve que Vm. es igual a WL y que (i) se retra
| T = I II“
sa ccn respecto de V un cuarte de ciclo, La impedancia ce una rama de L pu~-

& - > . o
. - . ra/es, segun la ‘convencion que se ha adeptacdo, ZL WL 90,

\ : - :
| i i ' : Circuito Capacitivo.- Se supcne que un voltaje sinusoical Vm sen wt se
: ‘ whTeziad " . : ) aplica a un coendensador tal y como se rwestra en la figura 8, \
t ;
V = Vm sen wt = =V
an c

- | -

| s |

/7: (:C‘-\(ao\ |

FIGURA I -8




La ecuacidn de eguilibrio

Vil = Q = Vn sen wt
C
derivando esta ecuacicn con respecto al tiempo se tienet: 4©€ AQ —
e
- 48 @ =V Wt cos (wt) g = >
° ® > dat

i= ¥n sen . (sen (wt + 90°) = Im sen (wt # 90° )
110

La razdn de Vn Im en la rama capacitiva es 1 _, y la coritiente se adg
We
lanta al voltaje aplicado por .. I_ de cicld o sea 90 .
De acuerdo ccn la convencidn que ha sido adaptada, la impedancia de la ra-

ma capacitiva es:

o
Zz = 1 = 90
c =0 L-_—..x

e

la impedancia de un condehsador hace que la corriente se acelante al volta-
je en 90’ y mientras que la impedancia de una inductancia hace que la corri
ente se retrase en 90° respecto 2l vdltaje. Los efectcs ce esos tipos de e-
lenentos reactives (reactancia incuctiva y reactancia capacitiva), en lo —-
que ccncierne a la fase de la corriente resultante, son cxactanente opues—-

tose

DIAGRAMAS VECTORIALES
El diagrama vectcrial es la forma mas simple para representar las rela
ciones existentes, en un circuito. entre la corriente o tensidn y su angulc |

de daesfasamientoc,

. . 4 - »
Un diagrama vectorial es como una fotografia instantanca tonada en un

- - . ’ . =
momento determinado e indica tan solo lc esta pasandc en el circuito en &86

|
|
instante. ]




=

Esto se muestra mas facilmente en las figuras que se describen en se--—

guidae

Tonzndo como ejemplo una bobina, ¥y analizande la relacicn entre la f.e
n, inducida y el angulo eléctrico, cuando la f.e.m, sigue una curva de for-
na sinusoidal, El valor naxime que puede tomar la f.e.n, se representa por
un vector Em, Se supcne que este vector gira 2l recdedor del punto o en el =
sentido contrario al de las agujas cdel reloj con la misna velocidad gue la
bobina, Dibujando este vector a la misma escala relativa que la f.e.n. (Em)
y en un angulo correspondiente a la posicidn de la bobina, se determina el
valor instantdnec de esa pesicicn midiende la compenente vertical del vec—
tor Em,

En das figuras 1 al 10 se ha tomado por ‘conveniencia, para representar
la posieidn cercy €l eje de abscisas. En la figura 1, que es el diagrama —-
vectcrial para la posicidn cero y no tiene componente vertical. Es decir —

que el velor de la f.c.me. en esta posicidn es cerc,

. . 3 - 3 e =
lhora, si la bobina se ha cdesplazado 30 de la pesicicn de/cerc, en la

figura 2 representa el valor de la f.e.m. instantanea.

» &
El vector Em por lc tantc .sta fcrmande un angulc de 30 con respecto
a la herizental. La eenpenente wertical de Enm en este caso es e, que 65 —
igual al valor —instantdneo de la f.e.m, incucide cuando la bebina se ha —-

o =3 N - .
desplazado 30 de Xa posicicn cerc, La ccmponente vertieal e, en la pogi-——

o ° N N
cicn de 60 _se indica en la fogura 3.
el
Em > B o i
0
S
FIGURA 1 FIGURA 1la




‘ 10 il

‘ FIGURA 2 FIGURA 3 |

o o :
Cuandc el vectcr aleanza la pcsicidn de 907 la compenente vertical es
igual al nismo vector, por lc tanto, es el valor néxino, La figura 4 repre

; ] senta el diagrana vectcrial de la f.e.n. en este instante,

[+]
i 0

| -: 9

\

| |
i FIGURE 4
:' 2 | En los figuras 5, 6y 7 scn los diagramas vecteriales de las posicio—-
| P nes.de 120? 150o y 180° regpectivanente,

4 En 150°
| ] ‘ ' ' o5 [ENa(J20° ‘ B |

GL ()

FIGUR4 6 '

>

180 1

g.i

FIGURA 7
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Estos diagramas vectorianles que se hicieron para indicar la relacidn -
entre los valores instantaneos de la f.e.m. y el valor méiximo, sirven tam--
bién para indicar la relacidn entre los valcres instantdneos de la corrien—
te y su valor maximo, Solamente se pone i, i, ete, en lugar de 62 etc. y -

3 - - . . 7
tecdos los diagramas indican ahcra valcres de corriente en lugar de tensicn,

RELACION DE FASE ENTRE CORRIENTE Y TENSION,

Cuando una f,e.ms alterna hace circular una corriente en un circuitoe -
es evidente que esta serad una corriente alterna. En ol caso de ondas simu—-
3 . s 2 . ’
soidaeles puras, la curva y la ectacion que representan las corrientes seran
los mismos que las que representan la f.e.nm. comc anteriormente se explicd,
. . # . . .

el diagrama vectorial gera similar también. Por lo tanto, las curvas de la
. ’ . .

tensicn y la corriente alterna pueden representarse en el mismo par de e——

Jjes como se muestra en las siguientes figuras:

Pave o fec O

Pes\SHNO esloy FIGRA 8
€ Y %ZCCEQ<3

Existenten 3 relacicnes de fase posibles entre la corriente y la f.e.n
1) Las curvas de tensidn y de corriente pueden estar en fase,
2) Las curvas de corriente pueden estar en atraso con respecto a las que -
o2
correspcnden a la tension.

- . o
3) La curva de corriente puede ace'antar a la curva de tension,




g 2.
-« - - -
1) Tensidn y corriente en Fase.- La corriente y la tensidn pueden es—-
tar en fase, es decir que ambos sean nulos en el nismo instante y ambos ==

coincidan en su valor maximo en el nisme instante,

Esto sucede en un circuito cuando los efectos de la inductancia estan
equilibrados o cuando el circuitc esté constituido sclamente por resisten-

cias,

Las figuras 8 representan las relaciones entre la corriente y la ten--

sicn cuando estan en fase,

2) Corriente en atraso.- La corriente puede estar atrasada con respecto

a la tensicn, como en las figuras 9,

CoRRIENIE
o8 1m

W\
&
N

o

FIGURAS ©

Esto suceds cuando el circuito ccntiene sclamente incductanciag i€ tiene
. 3 . . . e - = . 4
inductancia y resistencia, Notesé en las figuras 9 que la corriente esta a-
2 Y )
trasada 907 con respecto a la tensiocn, o sea que la curva de la tension -=-
- = a - . .
tiene un valor e, para 50 nientras que la corriente tiene un valor cero en
o . o2 L =
50 . La figura 9 muestra como se representa esta diferencia de fase median-

te un diagrams vectorial,

3) Corriente en Adelanto.- La curva de corriente en un circuito que ~-—

— =
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contiene capacidad puede estar adelantada con respecto a la curva de tensicn

como en las figuras 10,

(\Fem |
V

| ¢
5 Ay n e\ 210° |
i ; 0" 20" %0 120° a
i 7 x!l
4}‘ e 4 C aRAIENTE |
I\
Il
|

: A , (| ' FIGURA 10

Notese que la corriente ha alcanzado en las figuras 10 su valor i, - -

s « ” 3
nientras que la tensidn es cero. La corriente estd entonces adelantada con

e

- e = e
o respecto a la tensicn en su angulo de 30 s O sSea que nientras la corriente
‘ |
|

. o . .
{ o | alcanza su valor maxino para 90, la tensidn no aleanza el valor mAximo hag
, _ .

o )
| ta dos 120 , nuevamente hay una diferencia de 30 ¥ asi sucesivamente en to

\ \ | — dos los puntos del periode,
l




e

|
I

CAPITULO II

CONCEPTOS DE FASOR

DEFINICION:

Los vectcres que suministran una rgpresentacion sinusoidal de cantidar

des variables en funcidn del tienpo son llamados fasores.
Geometria Fasorial:

Como se sabe un vector plano pucde ser determinado en magnitud, direc-
el - - 1 . - -
cion y sentido en funcidn de sus respectlivas proyecciones sobre el eje de -~

las X y sobre el eje de las Y. Por ejemplo, 8i la proyeceidn sobre el eje -

de las X del vector A de 1a figura 2" 1%

|
=

i f“
/dfém

é_--_ﬁ

FIGURA 2-1

. < C 2 - - »
8s cenocida como X , la proyeccion scobre el eje de las ¥ sera Y
s

ces la magnitud del vector A es:

5 enton--—
A

De las propiedades geométricas da la figura 1 se sigue que el angulo

e
A

» entre el vector 4 y @l eje positivo X, es
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-1 a' ‘
e = tang A |

A fin de determinar un fasor en funcidn de sus componentes X e ¥, es —- it
' f : { preciso emplear algin medio que permita distinguir entre la proyeccidon sobre
1 el eje de 1las (X) y la proyeccidn sobre @l eje de las (Y). Como la proyec——- '
. cidn sobre el ejo de las (Y) estd 90°adelante de la proyeccidn sobre @l eje

de las (X), un operador conveniente seria uno que, cuando se aplique a un -

1 fasor , lo haga girar 90 on sentido contrario al de las manecillas de un - 8
i

i re 1oj gin cambiar la magnitud del fasor.

Bea (J) un operador que hace girar 90° contra el sentido del reloj a -

(Lt =A% cualquier vector a que se aplica como fasor, esto es, por el cual se multiS

plica.
Entoneces, por definicidm, cuando el fasor (4) de la figura 2-2,

JA

A

2 id .
I°E =2 A
ﬁ \\J

f _ FIGURA 2-2
| | 1

[

|

|

-

es multiplicado por (J) se obtiene un nuevo fasor JA a 90° contra el senti- Al
;;L A do del reloj de (A). Si el operador (J) es aplicado al fasor jA, hara girar i
!w \ aja 90o contra el sentido del reloj. El resultado es jxj A = j2 A, como - :
.| se muestra en la figura 2, de aqui se sigue también que: w !

A = A
|

| de agui
|
\
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12
ajis ~1 Y
joo YT

Se observa que las aplicaciones sucesivas del operador (J) al fasor A ==

producen pasos sucesives correspondientes a 90? de rotacidn del vector en ia

-5
ud -

. s # . - 3 - o >
direccion contra el sentido del sentido del reloj, sin afectar la magni

del fasor,
Forma Cartesizna de Notacidn,

Un fasor, en cualquier cuadrante puede ser completamente determinado me
diante la notacidn de coordenados cartesianas, como se rmuestra a continua=—-—

.« 7
cions<

en esta ccuaciénkgves 1a proyeccidn del fasor sobre el eje de las (X) y (a )
- Y ~ - — - . 5 ~
er la proyeccion sobre el eje de las Y, En cualquier caso 1a magnitud del fa

sor (&) es

A =NV 2 + a'?

-1 t. =
[e) e tan { +a _\
i) = \er—72
Por ejemplo en @l cuarte cuadrantes
=51 3
3] = tg ( -a_ )
4 +a

El operador (cos @ - * J sen 8)



17 o
| La inspeccion de la figura 2.-3 mostrard que la proyeccidn de un fasor se

I bra. .

|
|
(
!
It | |
. : fasor ler. cuadrante
|
|
|

2do., cua, b |
b +al
— !
3er. cua, “ L 4o, cua, ¥
"
Hif l I
il FIGURA 2-3

\

t 2 - . ’

| | el eje de las (X) en cualquier cuadrante es}(A cos 8). El angulo 9 puede —
\ ser medic~ en sentido positive o negativo a partir del eje de las (X), para
|

&' ‘ determinar la proyeccién sobre este eje, pues @l cos @ = cos (-G)
H] !

La proyeecion sobre &l eje de las (¥) en cualquier cuandrante es (A —

f4/4 _ sen 8), si O se mide en €l sentido contra el relej a partir del eje de las
(x).

| Por tanto,

| [ A=A (cos ® +J sen © )
b ‘

v A 23 K Estc es equibalente a la forma mostrada en la ec (1). Se una el signo - |

(t) si © se mide contra el sentido del reloj a partir del eje de referencia ‘
|

‘ ¥y (=) si © se mide en el sentido del reloj. 1

1!”
La ocuacion (2) muestra que (cos © ¥ J sen 0), al operar sobre una nag- h

) £ ¥ 25 o B S5 5] : nitud real A, es un vector de A unidades de nagnitud y tomando sobre el eje

| ' ! de las (X) hace girar a este fasor un angulo + 6 desde su posicidn inicial, y”

| De manera semejanta, el operador (cogs © — J sen © ) hace girar al vector o- f

1 riginal un angulo (- ©). it |
\

I

|
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Forma exponencial del operador ( cos 6 + J sen © )

La siguiente ocuacicn contiene una relacidn importante.,

+J6 '
(cos © t+ J sen 6) = -

T

» 7 - - . - -
Esta ecuacicn, conocida como la ecuacidn de Euler, se obtiene inmediata-

: | nente del desarrollo en serie y segun la férrmula Mac Laurin, de cos ©, sen ©,

+
y K J ©

Forna polar del cperador (cos ® + J sen 6).

_ _ : La forma exponencial del operador (cos © t J sen @) es a menudo escrito
Al :

» | de manera sinplificada, Sabiendo que

+ B
il e = (c0s € % J sen 8) por tanto,
JH . ) “ 2
il . . A + 85 o6 =& (cos © + J sen ©) y por definicidn,
il o e=
I‘li |
e : +.J0 + ®
1\ ‘ | a = 1 Z__
| : |
w} ! + J B 2 () !
: A e E A [~ it
i "
i
i

|
|
i
| b2 ol ALGEBRA FASORTAL .
il 2 = ' |
Suna de FASORES.

i ‘ i La suna vectorial de dos fasores A y B as un tercer fasor; definido en - q
| ' Dagnitud y posicion de fase por la diagonal del paralelo graro que tiena por lfA

I l‘ ‘
- !'
lados los fasores 4 y B, La diagonal del paralelograno asi formado que repra-
ﬂ

Senta la sunma vectorial A + B esta& indicado en la figura 2-4
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1 . FIGURA 2 -4

Puede considerarse que cada fasor tiene un origen y un extremo final, =

Si las puntas de flecha de la figura 2-4 indican los firnales de los fasores, |

|
wﬁ w entonces la suma vecterial de los dos fasores es la linea que une el origen
|
1 . 2 ’ - -
I del primer fasor y el final del segundo, después de que este ultimo ha sido
|

: |
Wk colocado de manera que su origen coicida con el extremo finsl del primer -

fasor, De aqui que

——_

Donde la magnitud del fasor resultante es 1)

\ A+ B = B + A

il \)
; '

i i Para sumar los fasares, estos se escriben en forma rectangular (a +Jal)
E\b\z ya que las formas exponencial o polar no se prestan para el procedimiento de
i

! ”
1‘ ‘ i adicion, Si
i
l]w‘! |
V“i | : A=a+J al, B= b+J b y c = ¢+ J ¢ |
i | , |
N !
Al
’ | A+ B+C=S (agbte) ¢ T (at o+ b'i+/ c") }
Ll | =l
i
1

e = J(a + b F 0)2 + (a| + bt + C')2 ll'.-!

1
s o = ’
La posicicn de fase sera ’
1
|




. SUBSTRACCICN DE FASORES

’ , - .
En la algebra cormin, la cperacidn o procosd de substraccicn es 1llevado

a efecto mediante el cambio del signo del substraende y precediendo a conti~

’ ‘
muacion como i la suma, En dlgebra fasorial, el fasor gge ha de subtraerse
. , ® ; §
se hace girar a través de un dngulo de 180 y sumando a contihuacidn, Para -
2 @ : 2 =
hacer girar 180 un fasor puede aplicarse el cperador J° = =1 o restar --
o ’,
180" al angulo de fase del fasor, 4si un fasor 4 = A © que se gira un angulo
o
de 180 se convierte en

, 2
At = gRL g = e BB = AL TerE 180°

y un fasor B= b+ J b! que so gira un angulc de 180”56 convierte en

B! =J2'(b+Jb')=-b—Jb'

Multiplicacion de fasores,

La multiplicacidn compleja de dos fasores A y B, en cuante atafie al -
analisis de circuitos de CA., es un tercer faser que tiene una magnitud —-
igual a (AB) y una pesicion de fase con respecto al eje de referencia i-—-
gual a la suma de los respectivos dngulos de face de A y B a saber (a At

a B).,

Lnaliticamente la multiplicacidn ccmpleja de dos fasores puede ser e-
fectuada nds cdémodanente cuando los fasores son expresades en forma expo-- .

nencial o polarj; por ejemplos

B=3 (100o

o) =
=6 /140 C=AB




zl
Resulta claro que es indiferente el orden en que se efectie la multipli~

1

|
‘ cacidn, Esto es 1
T : Y4, AB = BA '

- ’ ® ® N -
Adenmas se puede extender la definicidn a cualguier numero de fasores, =
i q
W' e 5

| iz \ ' Por ejemplo,

il .~ : ' N i ‘ EBC = ABC o Oty
il A s ' i B G

' DIVISION DE FASORES

. Para los fines de la teoria de circuitos de C-A la divisidn de una canti

dad compleja entre otra se lleva a cabo algebraicamente, cemo se muestra a ——

j continuaeion, cuando las cantidades son expresadas en forma expenencial:

s

i H
i jox jos - jox

il ¥ Lo 2 B-NE, 4 B o= ap i o -og)

U i B B B A

w'

i Esto es, el proceso de dividir un fasor A entre un segundo fasor B com® \
LIl _ M
! > ; COSRLLITNT resultado un tercer fz-eo  cmya magnitud es el cociente de las magnitudes ds !
i L [en o5 S los fasores Ay B, a saber A/B, La posicidn de-fase del vector resultante, - N
Ll T e , ) |
i E 3 5977t B2 obesa oftt § {5:) ’ con respecto al eje de referencia, de la diferencia algebraica entre los an- ,
Il ~ _ [ |
il :. ‘ sorest sl THIE L gulos de fase do los fasores A y B medidos a partir del ejoc de referencia, a ‘

| ‘\ 1 : : '

‘ B Saberex, -
el = -0,

- .« -
: .1 i Elevacion de un fasor a una potencia.
il . . o nh

\
\ 1
i : . Un factor pucde sor elevado a una potencia (n), siendo (n) entero, mul- “f
!

|

"

I

i " tiplicando el fasor (n) veces por si mismo. Por ejemplo, '%
L : | ( 1

Si




ESTUDIO DE ONDAS SENOIDALES POR MEDIO DE FASORES.

La proyeceidn de un vector sobre el eje de las (X) es una funeién coseno
del éngulo que aquel forma con ¢l eje de las (X). Si el angule cambia cen el
tiempo, la proyeccién sobre el ejo también cambia y su longitud representa--

da por el coseno del dngulo,

Para representar la funcidn de la ecuacién F (t) = F cos (wt +8), el —-
angulo puede ser igual a € en t = 0 y aumentar linealmente de ahi en adelante
El resultado es un vector que gira alrededor de un origen, Este es llamado un
fasor rotatorio, El términe fasor solo es usado para un vector estacicnario -~
en t = o, El fasor que representa la sinuscide de la ecuacidn (1) so muostra

en la figura 2-5.,

.P — -
1F1 /
n K Eie Real

£ (t)

—

(‘;/'

o

FIGURA 2-5

Este es un vector de longitud F midiéndclo segin un dngulo 8 desde el eje
real, Si el fasor se hace girar con frecuencia angular (W), su proyeccidn se-

bre el eje real es una funcidn cosenos
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Cuando la cantidad (wt + €) es 90° la prnyeccién es CEeroo '
Cuando la cantidad (wt + @) es 180 la proyeccién es - F
Cuando la centidad (wt + €) es 270" 1a proyececidn es cerc otra Vez y asi 1l

|
|
sucesivamento, ’|

\' : DIAGRAMAS FASORIALES.

|
% . . .’ Lo
i . ' Diagramas fasoriales es el nombre dado a una representacion grafica en

. . . . - ' d
. el plano complejo de los fasores tensidn y corriente de un circuito especi- ‘
i . : : % fico. Este diagrama proporciona un método grafico para reaolver ciertos pro
I

il _ - £ iy ‘ blemas para los que los calculos algebraicos complejos resultan molestos, :

= : Ya estamos fomiliarizados con los numeros cemplejos, €l plano complejo
! . <

sumas, restas complejas, etc, Pucsto que los fascres tension y corriente —-

L; | son mimeros complejos, es evidento que se podran identificar cemo puntos -
!

‘ en un! plane ecmplejo- Por ejemplo el fasor tension E1 = 6 + Jg8= 10 -

53.1° se encuentra identificado en el planc compleje de tonsiones repre-- .

sentado en la figura 2-6a,

J A Bje Imaginario I
(V) 4

t=

t\\53’1o ‘
3 * Eje Real (W) |

FIGURA 2-6a

sidn E_ esta indicada por una flecha de purta abierta trazada desde el ori--
o

F 2 - e 9 5 A |
i Los ejes son los ejes de tension real y de tension imaginarig, la ten—- 1

-
1




R4
gen, Puesto que en el plane complejo la suma y la resta son particularmente -
faciles de efectuar y representar, es evidente que en un diagrama fasorial --

los fasores pusden sumarse y restarse de una manera simple,

FIGURA 2-6

- - -’ - - - - 2
La rultiplicacion y la divisidn se realizan sumando y restando angulosy

variando la amplitud,

La figura 2-7 muestra a la corriente I, la cual es el producto de El =

6 +/J8 por la adnitancia Y =1 + J 1 .

I, = (1 +J1) E

45°

FIGURA 2-7

Este tltimo diagreme fasorial rwestra a ambas faseres, corriente y tan
« ? . - ’ -
sidn, en el mismo plano cempleje; se ceriprende que cada une tendra su preopia
» ’ .
escala de smplitud, pero la escala para angulos €S comun, Por ejemple un fa=-

Sor tensidn de 3 cm de largo puede representar 100V, mientras que un fasor -

corriente de los misnos 3 cn puede representar 3 mA,
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CAPITULD IIT
ANALISIS DE CIRCUITOS SINUSOIDALES MONOFASICOS

INTRODUCCION

Cualquiera yue sea la complejidad del circuito resistive, somos capa
ces de determinar la respuesta deseada mediante el ejemplo del dnalisis -
de mallas o nudak por el método de la superposicidn, por la transforma———
cion de fuentes o haciendn uso de los teoremas de Thevenin o Norton. Aho-
ra deseamos. extender estas técnicas al dnalisis de circuitos en régimen -
permanente sinusoidal. Primeramente daremos un pequehio repaso.de los eir—

cuitos serie paralelo para comenzar después con el dnalisis de mallas,

Inpedancias er Serie-:

En la figura 1 se muestra un circuito en serie, de tres impedanciaB,
En un circuito de este tipo es evidente gue solo phede existir una corri-

ente Unica en un instante dado y gue la corricnte gue pasa

By X, B, XER,
/YWY DHELD " ANV ——| (WA
/’j T s ! e - N
' v v
| z 3
[\‘\.r" 1'1 — = = 3
i (
W ST
FIGURA 3-1

por cada impedancia es la misma, La Ley de KIRCHHOFF implica gue:

({7)

1 2 3
V=12, + Iz, + 12,
= '-'; Z ; 3 - I-' E 1
V =1 (‘.1 + 7y + 23) 17 c (1)

La ecuacién (1) muestra gque las impedancias en serie se suman en ——

forma compleja para obtener la impedancia equivalente asis

Z=2, +2, %%, = (Ry + JK,) + (R2 +J X,) + (R3 +J 0)




z = (R, +R2+R3)+J(X + X

)

En general para un circuito en serie de (n) impedencias

V=1 (z1 + liy H wevennons + zn) v
ZJ = -+
(By + By, + wcenvun A Rn) +3 (X, + Ky # ouecns xn)
Z = (R, +R ; NE. B2 T 2
(R, p +Ry+ R ) + (A1 + Xy + Xy Kn)
tg = Xl X2 Focesisvie v +Xn
BT S R2 et st o + Bn

RAMAS PARALELAS

Cuando se conenctanyimpedanciascei paralelorcomo en la figura 2

O-T] 1 B g y
3 G HE
7, L 2oy 25 f_
| g T ‘;“
r B

()_-- s
FIGURA 3-2

seimprime el mismo veltaje Vi & traveées de ecada|impedancias

La corriente en c.da impedancia es, por tanto,

Poxr la 1zy ds la corriente de KIRCHHOFF

[N
W

B
N

26
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e a5 = V Yo |

dondle el simbolo Y representa el repiproco de la impedancia y se llama ad ol

mitancia.

|
ANALISIS DE MALLAS Y NODOS I

La figura 3 representa un circuito general con tres mallas e inicial

mente consideramos a las fucntes como funciones arbitrarias del tiempo ¥y '
a los elementos pasivos designados por Z1, 22, e¢tc. como resistencias pu- l

Tas R1, R etc.

2’

Primero sc¢ supone una corriente de malla (en el sentido de las agu—-—

jas del reloj) en cuda malla, tal y como se muestra en la figura 3. ‘

Egq

{hE 2y
X

-
(o)
—)
DN
e

s1

\
'1 | \ FIGURA 3-3 }
| t »
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aplicamos 4 continuacién lua ley de tensiones de KIRCHHOFF alrededor

de cada malla obteniendo para la primera:

teniendo cuidado de seguir la nomenclatura de signos pasivos, podemos ——

substituir por el producto de una corricnte Yy resistencia apropiados.

(R1+R2+ﬁ3) i, - B, i, - R, iy =84 - %

usando la notacidén simplificada, tenemos:

Haciendo lo mismo para cada une de las otras mallas resulte un sis—
tema de 3 ecuaciones algebrdicas simul tdiness, siendo las tres incégnitas
las tres corricntes de malla. Estas 3 ccuaciones pueden resolverse por —

cual yuiera de los métodos ya conocidos,

Consideremos azhora el andlisis de mallas, en términos de fasores co
rrientes, fasores tensidn o impedancias. En cl eircuito dele figura 4 es
negesario gue todas lus funciones excitatrices sean sinusoidales y de la
misma frecuencia, Los elementos generales pasivos pucden ser gombindicio-
nes de resistencius, inductancias y capacitanciasj; cada uno de ellos se
reduce 4 una impédaneia eguivalente para 1a frecuencia de 1a fuente. Bn
la figura 4 /se muestra como yuedae el circuito, representado fasorialmen-—

te para la malla (1) de 1la figura 3.

ES1)<> (IT.

FIGURA 3-4
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Igualmenie por 12 ley de tensiones de KIRCHHOFF, para la malla (1)

-tenemos
)
' (z1 + 2, + 43) I, - 2, 13 =T b = WETS
i Empleando la notucidn mis sencilla tencmos
iy = - B - B
' 211 14 12 1o e s1 Bso

En donde Z,, s la suma de las impedancias de la malla (1), Zy, ©8 la —

impedancia comin de las mallas 1 y 2, Z,. es la impedancia comin de las

13
mallas 1 y 3.
N
Las ccuaciones de malla de las dos restantes sz obticnen por proce-
' sos similares:
B w) O AR S o
- Z I - 2, I + ZSSNL = B
31 1 32 3 Bl 3 34
Ahorza tenemos ya un sistema de 3 ecuwciones simul tdneas gue Se pue—
H den resolver por cuzlyniera .de los mctodos y2 conocidos (determinantes,
sustitucidén, ctc.)
|

Bl undlisis de nodos s¢ puede también llsvar a cabo en el dominio —
de la frecuencia en térmimos) de fisores e impedancis, £0sS argumentos con
los /cuales sg justifica el métiodo de nodos som muy parecidos & los repre

sentados pare el dnalisis de mallas., Formemos el dual del circuipo de la

5 i 2 0 J15C g2 15
_AMN__BEY V% N
J2%
I I Qne v
o A0 D ) @/
~ S 2 £
M ~J1 T
FIGURA 3-5
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tal como se representa en la figura 6.

B '—-{< B,
joSL -
ey
—JSL
-J2 1% i 5 50
FIGURA 3-6

¥y determinemos lis dos tensiones de nodo desconocidos E1 ¥y Ezo £n €l nodo

de la izyuicrda, la ley de corricntes de KIRCHHOFF conduce a:
(2 + J1) By + (72 - J1) (51 = E2) =10

(2+32) B, -7 &, = 10

En ¢l nodo de ka derccha, tendremos
(1 =J2) B, + (32 -71) (B - g,) = - (- 35)

-J By + (1 &) E, =J5 por tanto,

51 = 1 =J2 E2 = —-=2+J A4

SUPERPOSICION

La corriente que fluyec en cualquier punto o el voltaje entre dos ——
puntos cualyuiera de una red lineal, resul tantes de ladaceidn simul tdnea
de diversos fieesm.s. distribuidus por toda/la red, es la' suma de lus co
rrientes o voltajes que existirian en estos puntos si cada fuente de \f.e.
M. S¢ considera separadamente, siendo las demds en cada caso reemplaza——
das por sus impsduncius internas. Bste teorema afirma que cada f.e.m. de
und red debe s.r tratada como si aciuara independientemente y la corrien
te en cualguier rama, bajo la accidn simul tdnea de todas las f.e.m.S., -
eén la suma vectorial de las corricntes de la rama producidas por cada £,

C.M, dCctuando scpdaradamente.

Todas las f.c.ms S¢ suponen iguulcs « cero, excepto ayuella para la

cual estdn siendo calculadas las corrientes.




TRANSFORM4CION DE FUENTES

La transformacidn de fuentes es simplemente una <plicacién de los teo

- - . » ‘
remas de Thevenin y Norton., Sin embargo, como esta transformacion de fuen-— h

teoremas. Antes <l contrario, utilizaremos las transformaciones de fuontes

tes es muy simple, su empleo puede justificarse sin recurrir a estos dos — w
como una Util introduccidn a estos. '
i
f

Supongamos que tenemos un circuito bajo condiciones de régimen perma

nente sinusoidal. El circuito se dibuja en el dominio de las frecuencias
e implica una red simple consistenve en una fuente de tensidén, en serie - l

con un< impedancia ZS como sSe muestra en la figura 3-T

FIGURA 3-7 |
Para las fuentes de tensidn y la impedancia en serie, represcntan los
fusores corriente y tensidn, en los terminales estdn relacionados por — -

|
’ |
E.m B = I 2, ‘

reordeando esta ecuacidén, se tienes

En donds podecmos idcentificar ES /ZS como una fuente de corriente Is’ |

por tanto, 4
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Esta gcmacion cmpresa la relacidn tensidn-corriente en las terminales

para la fuents de corriente de la figura 3-8

asi las fuentes de las figuras 3-7 y 3-8 son egquivalenges

Ol %

S

FIGURa 3-8

Es evidenie que la transformacion puede hacerse en ambas direcciones,

TEOREMa. DE THEVENIN Y NOXTON.

51 se conecta una impedancia Z entre dos puntos cualesquiera de una —
red energizada, la corriente resultante (i) que fluye a #ravés de esta im-
pedancia, es igual a la diferencia de potencial (V) entre estos dos puntos
con anterioridad « la conexidn, dividide entre la suma de la impedancia co

nectada 2

¥ la impedancia ZO, siendo Zo’ la impedancia del resto de la ——

1
red rccorrisndola hacia atrds desde los dos puntos cndre los cuales estd -

conectada la impedancia (%)« Al determinar el valor de Zo debe suponerse —

que todas las fuentes de f.e.m.S. son iguales a cerQ,

TZOREMa DE NURTON,

Este teorema establzee que con respecto de cuulyuicr par de terminales
de una red activa, ésta pucde ser reemplazada por unu sola fuente de co—-
rriente en paralelo con una impeduncia igual a la que se ve desde el par -
indicado de terminales,.observando hacia adentro de la red. Como tal el ——
teorema de Norton es Unicamente una variante del Teoremd de Thevenin, pues

to que el equibalente de Thevanin de una red activa es rdpidamente trans-




formado en la configuracidon mostrada en la figura 3-10

s FIGURA 3-9 FIGURA 3-10

En esta figura Ultima

I
fuente 7o

donde Vab es el voltaje de circuito abierto gue aparece 2 través de las —-
terminales escogidas y Zo es igual a la impedancia en serie del circuito -

pyquivalente de Thevenin figura 39.




CAPITULO IV
POTENCIA MEDIA Y VALORES R.M.S.

INTRODUCCION

En el andlisis de circuitos eldctricos casi todos los problemas estén
relacionados con la aplicacidén a uno de ellos de una o mds fuentes de ener
gia eléctricayy la determinacidn de 12 consiguiente respuesta del circui--
to. Abora ya sabemos que la respuesta puede ser una corriente o una ten——-—
sion, pero también nos interesa la cantidad de energfa suministrada por ——
las fuentes, asi como la cantidad de energia almacenada o disipada en el -

circuito.

Comenzaremos considerando la potencia instantdnea, producto de 1a ten
sion y la corriente en el dominio del tiempo asociadas con el elemento que
nos interesa. La potencia instantdnea es importante porque nos proporciona
un medio para calcular el valor de 1la potencia media,

Nuestro andlisis no se limitard dnicamente a-l« potencia media entre-
gada por una corriente o una tensidn sinusoidal; estableceremos también —
una medida matemdtica de la eficdcia de otras ondas en el suministro de ——

potencia, a la cual llamaremos "Valor Eficaz".

LA ENERGIA EN LOS ELEMENTOS SUSCEPTIBLES DE ACUMULARLA .
Potencia Instantdnea,

En un circuito resistivo la desterminacidn de la velocidad a que la -

energia es generada o absorbida es:

pl = JW i (1)

cual indica la potencia instantdnea generada o consumida, donde:
potencia instantdnea en Watts
tensidn instantdnea cn veltios

corriente instantdinea en amperios

el caso presente el de la rama R, toda la energia suministrada a ella -

transformada en calor, La potencia instantinea esti dada por el produc.

de las ecuaciones 1 y 2 del capitulo 1.
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n

P = wvi = Vm TIm sen2wt

por trigonometria:

p=Vi Vm Im - Vm Im Cos 2 wt (2) ;
2 2 y

Esto estd representado en la siguiente figura: i

POTENCIA ¢

; 23 £ . o 3 VmIm - Vm Im cos 2 wt !
VnIn |

i
B HJ
VmIm 1‘
AR : . : 2 i
o

l
|

0 l
4

; FIGURA 4-1

J En la ecuacidén anterior se observa que la onda de potencia instantdnea
tiene una variacidon de doble frecuencia, con respecto a la frecuencia -
de la corriente o el voltaje, con un valor positivo medio de Vm Im

El término cos (2wt) hace que la potencia instantdnea tome periéd%cameg
te los valores cero y Vm Im en ningun momento toma la potencia valo-—-

res instantdneos negativos.

: : . : . {
Potencia lnstantdnea en un Circuito Inductivo. L!
!

Si se considera un circuito dotado Unicamente de inductanecia, la - l

V = L di = Vm Sen wt (3) despejando;
dt

|

|

ecuacidn del voltaje es: '
|

I d A 43 SA=f S Sen wt-dt . TM

i r LT : i=- Vm cos wt + C1
WL
Considerando C1 = O, pues solo se considera la corriente estasiona !

ﬁ T _ Integrando ambos miembros de la ecuacidn se tiene: h'
) . - ! l‘

|

|

=




ria, tendpemos:

i = Im Sen (wt - 90‘3 (3)

La potencia instanténea entregada a la rama de inductancia pura se
obtiene multiplicando las eccuacioges (3) y (4), esto es:

.
-

V i= \Vm Sen(wtlj klm Sen  (wt - 90°)\

de 1la cual se obtiene

Pp=-Vn Im Sen 2 wt (5)
2

analizando la siguiente grdfica vemos que la variacién de la potencia —
es nuevamente una variacidén de doble frecuencia con respecto de la fre-

cuencia del voltaje aplicado.

Vo Im
2 p =Vm Im cos 2 wt

¢ 2

N 4 ~
N\ ’
b ’
N L
A
/ /
\

N/ \ 2

7

N
~

-

FIGURA 4-2
La potencia media consumida es igual a cero; la causa es que el e-
lemento inductivo recibe energia de la fuente durante 1/4 de ciclo del
voltaje y lo almacena en forma de un campo magnético y devuclve exacta-
mente la misma cantidad ds energia a la fuente de mando, durante el si-
guiente 1/4 de ciclo,

Potencia Instantinea en un Circuito Capacitivo.
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Se supone que uwn voltaje sinusoidal Vm Sen wt se aplica a un conden

sador ideal como se muestra en la figura 4-3

Vm Sen wt rJ Q&
l-\J \r

\
N

FIGURA 4=3
La férmula del voltaje en el condensador es:

V=_g = Vmn Sen wt (6) de donde
! C

dQ = Vm~ WC Cos Wt (7)

i = Im Sen (wt + 90°) (8)

de aguf que la potencia instanténea entregada a4 12 rama C es:

A A i p= Vi Vom Sen wt Im Sen (wt + 907)

de lo cual obtencmos:

p= Vi Vm Im Sen 2 wt (9)

2
Las reclaciones de fase del voltaje, corriente y poftencia en una rama
Puramente capacitiva se muestran en la figura 4-4.

Vo T P= Vo Im Sen 2wt
ES 2

FIGURA 4-4
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En este caso, el condensador recibe energia de la fuentec durante -
gl primer cuarto de ciclo de la variacidn del voltaje y devuelve la mis
ma cantidad durante el segundo cuarto de ciclo, La potencia mcdia absor
vida durante un nimero entero de medios ciclos os obvidmente igual a ce
ro. La comparacidn de las scuaciones de potencia instantdinea en un cir-
cuito capacitivo que recibe energia de la fuente de suministro durante
los periodos en que &l elemento capacitivo devuelve chergia y vicever—-

Sa.

Cuando un circuito incluye elemsntos L y Cy, ¢xiste una tendencia -
entre clementos a intercambiar energia.
Relaciones de energia y Potencia en un Circuito Completo.

Supongamos que fluye en un circuito una corriente sinusoidal i =

Im Sen wt; la cual pasa a través de una rama constitufda por elementos

Ry, L, C, como se muestra en la figura 4-5

L

]

FIGURA 4-5

€S obvio que el wvoltaje en la resistencia seri:

T - i = R Im Sen wt' ; (10)

el voltaje e¢n la mnductaencia serd:

VL. = L di = W L Im Cos wt; (11)
dt
8l voltaje en el capacitor serd:

Vo = qQ = idt = -Im Cos wt (12)

el voltaje aplicado a la %ama es IJCsuma dgclos tres voltajes componen:i

tes, 1o cual en forma de ecuacidn seri:

V = R ImSenwt + (WL - _1 Im Sos wt. (13)
WC
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Hay wue tener presente que los elementos inductivos y capacitivos
cuasan desplazamientos de fase exactamente opuestos con respecto al --

voltaje.

Puesto que i = Im Sen wt y V = Vm Sen (wt + ©), entonces la expre
sidon ds la potencia instantdnea a la rama R.L.C. tiene la siguiente ——

forma:

(Cos 2 wt) (Cos ©)+VM Im

(8en 2 wt)(Sen €) (14)

en este caso O puede tomar cuilguier valor entre (+90°) y (-90°) La -
potencha media entregada a la rama R.L.C. es, en cualquier caso — — -

Vo Im Cos ©.
2

El términos ( Vm Im Sen 2 wt Sen 2) es igual a cero siempre -
>
que € sea igual a ceros, esto esy cuando WL es dgual a 1 .
WC
POTENCIA ACTIVA Y POTENCIA REACTIVA

Haciendo un andlisis de la scuagidn (14) para ayudar 2 la compren
sion de la razén por la cual 1la potencia eléetrica es tratada en térmi
nos de componentes activa y reactiva y consideraendo que la potencia —

activa instantdnca estd representada por Vo Im Cos © - ¥Vm Im Cos -
2

(2wt) Cos €, podemos proceder de la siguienté manera:

.

La observacidén de la figura 4-6 mostrapi que e¢stos dos términos -
se combinan parz formar una variacidén de potencia instantdnea que no -
tiene valores negativos, de agui que esta parte de la ecuacidn se lla-
ma potencia dctiva instantdnea, A menos que se indique expresamente —-
que significa potencia activa instantdnea, la expresidn potencid. acti-
va se refiere Unicamente a Vm Im Cos O o sea el valor medio de la -

~
potencia instantdnea total con‘respecto al #fiempo.

El tercer término de la ecuacidén (14) Vm I (Sen 2 wt) (Sen €),
. . 2 =
es llamado potencia "reactiva!" instantéZnea o potencia instantdnea en —

cuadratura, <tc, por la razon de que el drea situada bajo la curva;

Vm Im (Sen 2 wt) Sen @
2
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repr-senta la energia que oscile entre la fuente de mango y los elemen—
tos reactivos (inductivos o capecitivos) del circuito. Se ve en la figu
ra 6 que la potencia reactiva instantinesz gue tiene '"picos" positivos y
negativos iguales y gue tiens como factor el seno del dngulo ds fase ——

entre V e i.

A menos que se indique cxpresamente yué signifidca potencia reacti-
va instantdnea la expresidn potencia reactiva se reficre simplemente a
Vm Im Sen 9,
2

P = Vn Im Cos ® - Vm Im Cos 2 wt Cos @ + Vm Im Sen 2 wt Scn ©
2 2 2

Vm Im Cos O

) e R

Vm Im Sen ©
2

POTENCIA Vm Im (Cos
2
Vm Im  (Scn 2 wt) Sen €

[o)
<

FIGURA 4-6

VALORES EFICACES.- Para un mayor entendgmiento de este punto se a esco-

gido un sjemplo muy simple, como Son las tomas de corriente de una ca—

Sa, comunmente llamados "enchufes'". Sabemos gue disponemos. de un vol ta—

Je dlterno de 60 c.p.s. y 110 volts.; pero, ;Cudl serd el significado —

=

de esos 110 volts? estamos en condiciones de saber gue no es el valor -
g

i

instantdneo del voltaje pues &ste no es constante, sabemos tambien' que

110 volts tampoco es el wvalor mdximo (Zm), pues si observasmos la onda -

Sm 2T S

de voltaje. procedente de los enchufes en un osciloscopio veremos gue el

valor méximo es 110\7 2 o Tampoco es un valor medio pues ¢l valor me-

dio de una cnda senoidal es cero, lo que obtendremos al final de cuen——
tas es que los 110 volts representan el valor "eficaz" de 12 nnda sinu-

soidal, este valor es un2 medida de la eficacia de¢ una fuente de volta-

———

Je a suministrar potencia a una carga.
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Prcoederemos ahora a mnalizar el valor eficaz de cualguier onda --

que represente un voltaje o una corriente,

El valor eficaz de una corriente periddica cualquiera es igual al
valor de la corriente continua que al circular por una resistencia R,
le entrega la misma potencia que la corriente periddica; en otras pala
bras, se hace que la corriente periddica dada circule por una resisten
cia R, se determina la potencia instantdnea i2R ¥y se halla a continua-
cidn el valor medio de i2R en un periodo, ¢s decir, la potencia media,
Después se hace que una corriente continua circule por la misma resis-—
tencia y ajnstamos el valor de esta corriente hasta obtener la misma -~

potencia media,

La expresidn matemdtica general del valor efimaz de i (t) s¢ ob—-
tiene por medio de la potencia media entregada a la resistencia por -

dicha corriente i (t), lc cual se sxpresa por:

P = i2dt (15)

M
T

en donde T es el periode de¢ i (t). La potencia media ontregada por la -

corriente es:
(16)

igualando las 2 ecuaciones anteriores y despejando I efigaz:

2
1 ( i% at (+7)
T
¥
de la misma manera sc puede encontrar una expresion similar para el va-

lor eficaz del voltaje.
Concretizendo, la operacidn necesaria para hallar el valor eficaz
88 caloular.la raiz cuadrada de la media del cuadrado.

El caso m4s importantes es el de la onda senoidal. Tomamos 13 CO==

rriente senoidal i (t) = Im cos (wt - ©}que tiene un periodo T =

2
W

sustituyendo estos valores en la ecuacidén (17) se obtiene:




Im2 cos2 (wt -G) dt

esto es igual a:

de aqui que el valor efigaz de una corrinnte sinusoidal es una cantidad -
real independiente del dngulo de fase y numéricamente igual a 0,707 veces
el valor mdximo. El uso de este valor eficaz simplifica la expresidén de -
la potencia media entregada por una corriente o tensidn sinusoidal; por -
ejemplo, la potencia media entregada a una resistencia R por mna corrien—
te sinusoidal es:

2

p = Im R

1
2
T

sustituyendo Im por (/2 ) (I eficaz) se pucde escribir potencia media

como:

~
A
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CAPITULO V
CIRCUITOS POLIFASICOS

Los voltios polifédsicos son generados en la misa forma que 10s mono-

“fAsicos.

Un sistema polifédsico estd formado por varios sistemas monofédsicos,

desplazados en fase de tismpo uno con respecto al otro e interconectados.

En la figura 1 se muestra una bobina aa' en la armadura de una méqqi
na de dos polos; cuando los polos estén en la misma posicidon mostrada, es
mdxima la f.e.m, del conductor (a) de la bobina (aa') y su sentido es ale

jéndose del lector,

Ahora si se coloca un conductor en la posicién (b), o sea a 120¢ de
(a), se daria en el mismo una f.e.m. mdxima en un sentido que se aleja —
del lector y ¢l eje del polo norte cstaria en (b) o sea 120° después que
¢stuviera en (a), de la misma manera se hace para un conductor (c)., el-
cual se encuentra a 120° de (b) y 240° de¢ (c) a; asi, los conductores ——-
aa', bb', ce' tendrian Fems, que estdn a 120° fuera de fase de tiempo ——
En la figura 5-1 se muestra la colocacidn de los eonductores y en la fi—-

gura 5-2 se dibuja su diagrama.

FIGURAS-1 FIGERA 5-2

Este sistema es llamado  trifdsico, por gue hay tees ondas de dife——

rente fase de tiempo.
BEstd claro que podria obtenerse cualyuier numero de¢ fases, espacian-—
do adecuadamente las bobinas en el estator.

El desplazamicnto eléctrico entre fases para un sistema balanceado —

de N fases, es de 360/n grados eléctricos.

e TR

R

-
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Aunque los sistemas trifdsicos son los mds comunes, en ciertas apli

caciones especiales se usa un nimero mayor de fases,

CIRCUITOS TRIFASICOS EQUILIBRADOS

Partiendo de la explicacidén de la generacidén de tres fases, si se -
conenctan tres alambres para terminales a, by ¢ y uno para la conexion
comun a'b'c', tendremos un sistema llamado trifdsico cuadrifilar, el cu-

al sec muestra en la figura 5-3

La figura 5-4 muestra el diagrama vectorial de la misma.

C

bnb

FIGURA 5-3 FIGURA 5-4

Este sistema se Msa ahora extensamente para rcdes de C-A,

En la figura 5-4 estan mostrados los voltios llamados de fase o vol
tajes de linea a neutro , Estos son llamados los voltajes en "Y" del sis
tema y la conexidn es llamada una conexidn en "Y', Estos voltajes, en —
condiciones balanceadas, c¢stan definidamente relacionados con los volta-

jes /de fase, como se¢ muestra a continuacion:
E ba = Ebn + Ena

Bsta combinacion s¢ muestra en la figura 5-5 donde se supone que E

s

™
i

nb__ _
FIGURA 5-5
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es la magnitud del voltaje de fase., De aqui que el voltaje de linea, cn —
la conexidn trifdsica en éstrella, es igual a‘7 3 por el voltaje de fa-
se y forma un 4dngulo de 30° o de 150° con los voltajes de fase componen—-—

tes depondiendo de cudles se consideren,

Cuando el sistema estd balanceado, las corrientes en las tres fases —
son todas de igual magnitud y defieren solamente por 120° en fase de tiem
PO,

La corriente de alambre neutral se obticne mediante la aplicacion de

la ley de KIRCHHOFF referente a la corriente, asi:

I
ne

120°

1200 &ITI\ L

t,/”120o

Inb

FIGURA 5-6

si ¢l/ sistema esta balanceado Ina, Inb e Inc son de igual magnitud y es—
tan desplazadas una con otra en fase de tiempo por 120°, cumo se muestra

en la figura 5-6.

En estas condiciones, es natural que la corriente del neutro sea ce=

ro, puesto que Ina + Inc = O,

CONEXION DELTA,

Si sulamente se usan tres hilos, el sistema trifdsico

pucde ser co--

- ———

: nectado en m2lla, similar al sistema tetrafadsico estudiado anteriormente.
) ‘ )
[

Ya gue Ena + Enb + Enc = 0O, para el sistema trifdsico las tres bobi-

nas. mustradas en la figura 4 pueden ser conectadas como se indica en la -
}

‘. i figura 5-7 I Y A T
il : )4( > "
| mL : b Q&P ' Il
\‘ | ' 3 L |
Y b! |
} 'l FIGURA 5-7 |
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y no fluird ninguna corriente de frecuencia fundamental en el circuito en

serie de las tres bobinas,

Esta conexidn trifdsica es llamada conexidén en Delta.

Un andlisis de la figura 5-7 muestra que los voltajes de fase y de -

linea son iguales pero que los corrientes de linea y de fase son diferen-

tess En la figura 5-8 se muestra ¢l diagrama vectorial de las corrientes
de fase, para una carga balanceada, Las corrientes de l1inea se determinan
mediante la aplicacidén de la ley de KIRCHHOFF referente a la corriente, —

asi pues,

Jaa' = Iba + Ica

FIGURA 5-8

Esta operacion sc cfectda on la figura 5-9

SIS

vZ;Oi \\

ch A

FIGURA 5-9

Para un sistema balanceado, la corriente de lineca tiene una magni——
tud, igual a 3 por la corriente de fagke y ssta fuera dec fase con las co-
rrientes componentes de fase por 30° o 1509, lo que depende de cuales se

tomen en cuenta,
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‘j . POTENCIA EN CIRCUITOS POLIFASICOS BALANCZADOS.,

l‘.j : La determinacion de la potencia en sistemas polifédsicos balanceados i
Y . : 2 .
i se basa en célculos/fase. Si el voltaje por fase es V pl la corriente de \

\‘] A ; ‘ ’ fase Ip ¥y el angulo entre los mismos Op, la potencia/fase es
|
l

N : = 5 B : = ‘ i =V I cos @p
il : iy e ‘ p P P

La potencia total para un sistema de n fase es,

|
f
P = INEP =NV I Cos C 2
:| ’ " 4 =0 t o) P P P () f

I La uniformidad de las tres fases garantiza que el desarollo de la e-
, , cuacién (2) dard potencia en funcidn de la corriente de linea I, v del —

(il voltaje de linea VL. Si se considera la conexidén Y se tendra:

: = 3\ i
|i‘ Pt = 3Vp Ip Cos Op =3y, 11 °°°0P=J3VTL0p \
| 4 1 / ‘g }|
| { ‘ h Para la conexidn en Delta: {
| ' |
| ‘ v I . i:
3 Pf = Vp Ip cos Op= 3L L Cos Cp =, 3 VL IL cos O p h
/3 A

! Las ecuaciones de potencia, en funeidn de voltaje de linea y corrien it

Y, son idénticas e iguales a 3 VLIL cosOp, donde 'Op es ¢l dnfulo entre -

voltaje de fase y la corriente de fase., no entre el voltaje de linea y -

la corriente de linea.

4 1 U
|i te de linea y para cargas trifdsisas balanceadas, si estan conectadas en I
J
i

iL! FACRoR DE POPENCIA TRIFASICA. i

ﬁll y El faotor de potencia de un sistema trifdsico balanceado, cuando son
)

1|‘] senoidales las formas de las ondas del voltaje y de la corriente, se defi
: o
0 ne como el coseno del dngulo epntre el 7voltaje de la fase y la corriente -

[
IIl
*l. de fase, independientemente de gue la conexilin .sea en A 6 Y, esto es:
18 ;
\

i ;
‘lir % fp = cos &p = B

l
g !
\E ;i ‘ e S ’

L

[} \ VOLTAMPERIOS RZACTIVOS. |
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Los voltamperios redctivos, para un sistema trifdsico balanceado, se
definen -como la suma de los voltamperios reactivos para cada fase o tres
veces los voltamperios reactivos/fase. En funcidén de voltaje de linea y —
corriente de linea., Los voltamperios/fase. fn funcidén de voltaje de linea
y corriente de linea. Los voltamperios reactivos o potencia reachiva son:

v

Para Y Px = 3 VI sen Op = 3 L
PP 3

v 3

Para Px = V I sen Op = =5 |
x 3 5 pSLn }9) 3LL sen Op =+/3 VLIL senOp

/3

Resumiendo: para o Y balanceados, los resul tados totales para los siste-

IL sen Op =./ 3 VLIL sen op

mas Son:

g 3 VL ILcosOp

V.= 3 Vi
Fa :; 3 YLILsen Op

MEDICION DE POTENCIA TRIFASICA.

La potencia en un sistema trifisico se puede medir mediante dos volti
metros. Para determinar el factor de potenciz también es necesario tener un
amperimetro y un vol timetro,

La figura 5-10 indiea como se deben coneotar los voltimetros, el ampe-
rimetro y el voltimetro para medir la potencia absorbida por un motor m —

(un motor puede representarse en un circuito eléctrico.

A

-

O

|
ol

(T
FEEN
&

e G —
©

FIGURA 5-10
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Obsérvese que el voltimetro W1 tiene la bobina de corriente sobre

un conductor A y la bobina de tensidn entre los conductores A y B,

La bobina de aorriente del voltimetro w2 debe cologarse en linea ——
C ¥y las terminales de la bobina de tensidn conectados a la linea C y a -
la 1inea B, La suma algebrdica de las lecturas de los dos voltimetros es

el valor de la potencia absorbida por el motor.

La potencia aparente se determina conectando el voltimetro y el am-

perimetro A como en la figura 5-10 y multiplican sus indicadores entre -

sf y también x 1.73.




CAPITULO V1
TEOREMA DE FOURIER

INTRODUCCION

Una transformacidn es una operacidn gue convierte una expresidén ma-
temdtica en otra de forma diferente pero equivalente., Por ejemplo, la e-
cuacidn para curva puede ser transformada de coordinadas rectangulares -
a coordenas pdlares o viceversa. Tambidn la localizacidn de la curva ——-
puede ser referida 4« un nuevo sistema de ejes coordenados por una trans-
formacidn de coordenados. Una transfor acion es normalmente empleada pa—
ra simplificar la solucidn de un provlema, de igual manera que los trans
formaciones logaritmicos reducen la multiplicacidn y la divisidn a proce.

808 simples de suma y resta.

La transformada de Laplace es una transformacidn para obtener la so
lucién de la ecuacidén diferencial por el uso de métodos algebrdicos, es-
ta transformada se puede considerar como una extensidn de la Serie de ——

Fourier,

SERIE DE FOURIER. Una funcidn periddica de periodo T se muestra a conti

nuacion:

s i
iy v -

FIGURA 6-1

Esta funcidn periodica f (%) se puede expresar como una suma de tér

minoRl de senos y de cosenos.

D
£ (%) =K . (An Cos 2wnt + Bn Sen2wmt)
T i1

donde K, An y Bn son constantes,
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Esta ecuacidn es la Serie de Fourier para una funcidén periodica. Co

mo el tiempo T varia desde -1/2 a T/2, el término t/T varia desde -1/2 a
1/2, ccmo se muestra en la figura 6-2, Bcmo el tiempc t se cunsidera a -
través de un periodc ccmpleto, entunces el consumo de Z2gnt varia a tra-

» = . - A T » ’. -
ves de N ciclos completos, Iguslmente como t se considerari a traves de

un periodo, entonces el Sen 2yt también completa N ciclos.
il

42
Luego la ecuacién (1) puede ser expresada en la forma f (t) = K +n§¥

(&n cus N wot + Bn Sen N wot) (2), donde Wo = 2%9r es la velocidad an—

gular, 2

La constante K es c

o

lculada por la Integracidn de cada término de —
la ecuacidn 2 sobre un perfodo completo. Cada término cosenc y seno en —

la suma infinita ieS4parecq cuando se integrd scbre un periodo, enton-—-

ces: -
T/2 T/2
£ (t) at= Kdt=KT
C bienj i
J-Wz -1/2
K'Snl T/2
i f (t)" dt
# -1/2

El término - K (el drea de 13 funcidn dividida por lailoungitud del

periodo) es el valorpromedic de f (%).

Un< expresidén para el cdlculo de An se obtiene mul tiplicando una —
vez cada término en la ecuacidn (2) por cos M W. %, donde m es un inte—-

grador especifico.,

Por 1o cual integrandoc cada término sobre un periodo y teniendo en
cuenta que:
i o para n # m
T/2) (cos NiWot)(cos M Wot at) =

|
1
]
i

I
L 2

para n = n

e —
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T/2
(sen N Wot) (cos M Wot dt) = 0

-1/2

S¢ Ssigue ques:

7/2
An =2 £ (t) cos N Wot dt n = 1,2,3.c... (4)
T
-T/2

La constante Ao esti definida como el wvalor de la ac. 4 cuando n =0,

Esto es: | T/2

Av =2
T
/[T/Z

Comparando esta ecuacidn con la Ta. (ec.3) encentramos que K = Ao

£(t) dt

D
<

Una expresidén para el edlculo de Bn se obtiene multiplicando cada —
término de la ec. 2 por sen M Wot Yy Se integra cada término sobre un pe-

riodo. Ya ques:

"5 N Eom

T/ 2
(sen N Wot)(sen m Wo t d&) =

~ A
roJ

E

i

E

-7/2

(cos N Wot)(sen 'm Wot/t dt) = O

)—Wz

tomemos que:

5/2

{ , f (t)\sen' N wo t dt n = 152,38 a5 ((6)
-7/2

=] (%)




CAPITULO VII

o

MATRICES
El cdlculo de las matrices nos provee de un poderoso método para el
analisis de ecuacicnes lineales, sistemas de ecuacicvnes diferenciales, -
~ . = o 2 . . -
ecuaciones simul ¥aweas, etc. Otra gran particularidad de las matrices es

que es sumamente utilizado en la ccmputacidn moderna.,

SUMA Y RESTA DE MATRICES,

La suma A +B estd definida comc la matriz que sesulta de la suma de

los elementos correspendientes en A Yy Be

Igualmente la resta estd definida como la matriz que resulta cuando

Se restan los elementos correspcndientes de A y B.

Ejemplcs:

i
[ 2

+

_j 3
o _ 1

1 13

MULTIPLICACION DE MATRICES.

Supéngase gue tenemos el  sistema de ecuacicnes.

%

Y

)
<

Un ejemplo de una matriz se cbtiene por el arreglo de la coeficien~

te de las ecuaciones de la siguiente manera:
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849 812
551 455

La multiplicacidon de dos matrices se efectia de la siguiente manera

como lo indica la figura T-1

P
921
045
%11 &40
FIGURA 7-1

A‘manera de explicaciodn de la multiplicacidén de dos matrices, hace—

mos el ejemplo siguiente:

supdngase que tengamos dos sistemas de ecuaciopges:

1
sistema 1

21 M 2BSD) a2

Bag T HieoEa = .}
sistema 2

by ¥y + by ¥, =B j~

El primer sistema 1¢ podemos poner en forma material tal como si——

gues

para el segundo sistema igualmente tenemos que:
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b1 By Y B

Substituyendo (2) en (3) tenemos:

B19 Byp S S it M
%1 Doy i1 95 o A

ahora necesitamos multiplicar las dos matrices de la izguierda.

Esto se hace de 1la Siguiente manera:

045 290 11349 * Dypayy Byiag, + b2,
{ < =i y . . ; y ”
b52 259 92119t DPopdny boja., + bysa,

La multiplicacidn de dos matrices no es permutable o sea:

A XB<=D
AXB#BXA
Ejenplo: Calcule A X 3 de las matrices.
2o 5 1 4
A = a2 B =
T 6 38
2 5 1 4 2 +15 8 4+ 40 417 48
7 6 3 8 7 + 18 28 + 48 25 1716

INVERSA DE LA MATRIZ.

Las matrices nos proveen de un camino completo para la solucidn de
gouaciones lineales, antes de entrar 2 esto es necesario definir al gu—
nes propiedades adicionales de las matrices. La unidad o matriz identi-

dad 1, es definida comu la matriz en la cual' todos los elementos de la

diagonal principal son 1 y todos los otros elementos son cero (0) es—-

to es:

= =
= (SN )
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cualquiera por la matriz identidad no cambia
el valor de 1la matriz esto es:

~

Multiplicando una natrig
; : :

1 = TR v=is O

g ¢ : -1 : :

S La inversa A ie una matriz A ¢s una matriz que:

|
[
1 -1
} : A A=1
Il ’ :

s . 3 - ‘
g ] o1 tenemos un sistemsa de.ecuaciones:
{ i

12 X2 + .......n1n Xn = b1

| ) 3 ) = IR 5 “21 1 + A22 ‘(2 + .-...-.Azn X = D

Il
o

An1 X1 + An2 X2 - """'Ann Xn s

estas ecuaciones seri:

o bien

Entonces la solucidn se reduce al problema de determinar la inversa
A" . La inversa de una matriz cuadrado (n renglones x n columnas) exis—
_ - ‘ ‘ te solamente Si el determinante de A mo es cero (esto es /A&/# 0). La in-
]

versa de una matriz estd dada por la relacidn Siguiente:

: W A = Adj A
i ] vy '

La adjunta de una matriz A es la matriz formada cuande cada elemento
eS reemplazado por su ccfactor ¥y transponiende el resul tado de la natriz,

Una matriz es transpuesta pur intercambio de sus renglones por columnas.
Como un ejemplo de lo anterior tenemos 1o siguientes:

Supongamos que las siguientes ecuaciones son tres ecuaciones de ma—-

1lla de un circuite eléctrico.

3 211 + 512 - 13 = 4
L Iy + 3, + 41,= 6
HE, ¢ = I, 13 = 3
ﬂ ; Yy se desea encontrar las corrientes I1, 12 e I3

Para estc primero determinamos la inversa de los coeficientes de la
matriz para las ecuaciones anteriores o sea:




2 5 =1
1T 3 4
5-1 1 (a)
reemplazando cade elemento Por su cofactor tenemos:
T 19 - 16
-4 s L2
23 -9 1 (b)

Cada uno de estos elementos os el resultado del determinante (a) -
resuel to por "Mencres" Per ejemplo para encontrar el primer rzsngldn se

2ace de la siguiente manera:

5-1

Para encontrar el primer cSfactor del primer elemento (2) del primer —-

rengldon tenemoss

=(1)

bPara encontrar el segundo

glén tenemos:

— —
2 @- 1

1} 3

54-=1

¥y asi sucesivamente para encontrar los demds cofactores del deterninan——

te.

Transponiendo la matriz (b) y dividiéndola entre /A/ tenemos la in-

versa de la matriz: =

i
19
-16

.




tud

Poniéndola en la forma de lu solucidn, I

-1
= A b es:
— - = - - .—-1
11 T 4 23 4
12 =1 | 19 T -9 6
125
-1
13 6 27 1 3
— - ) =S E— ——
Resclviendo para 12:
I, = 19(4) + 7(6) -9(3) = 91

125

Y @si igualmente para encontrar los walores de I
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