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CAPITULO I
DEFINICIONES Y SISTEMAS DE UNIDADES

Antes de entrar al estudio de los elementos que normalmen
te constituyen a los circuitos eléctricos es conveniente dar -
ana breve introduccion de ciertos términos, y la necesidad de-
un sistema de unidades que estén estrechamente relacionadog --

con ellos

Como primer paso hablaremos sobre el medio que hace gue -
los elementos de los circuitos eléctricos se activen, esto es,
1z energla eléctrica, por ejemplo al accionar un conmutador de

una ldmpara, esta encenderse.

La energia eléctrica es un fluj nte de electrone

o] fl‘
=]
3

J
gue para moverse de un lado a otro lo hace medio de clemeg
tos conductores, las diminut i

T a
transportan la energfa reciben cl nombre de electirones.

Para poder dar una explicacidén de los electrones es nece-=
sario antes hablar de lz materia, nos referiremos a &ésta como-

todo aquello gue se pueda ftocar.

Ie materia cstd formada por 4tomos y cstos a su vey estdn
constituidos por protones ¥ electrones; ambas son particulas -

eléctricas y mo son divisibles.

Ahora bien, los electrones son particulas menores mds li-
geras, las cualces como s2bemos tienen earga negativa, lo que -
e

significa que estan rod

ados por un campo de fuerza invisible-
_t

camente negative sebre cualguier =

e

4 d
que aetidia de un modo-eclectr
elemento gue tenga carga eléetrica y estc dentro de los limi--

tes del campo.

Los protones son partfculas mds pesadas que los electro--

nes y estén rode

653

os por n campo eléctrico positivo. Se dice-
o co

ad
gue el-protén ecs tan positiv mo negativo el electrdn, te
niendo cada uno de ellos una carga eléctrica unidad. Tedrica--
mente las lfneas de fuerza negativa del electrén no se pueden—
unir con otras lincas de fuerzas negativas, sino gque se repe--—

len entre si. lo mismo sucede con las 1lineas de fuerza ositi-
y : -

V& .
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- __ 1. =2 " I At Anme lne aleocetranes se repeolen ent -
aumenta. Bgto gulerc acclr guc 109 gleetrones se Irepelen 1tre
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i & ¥ <UL A vhFoneas S at+rap
1o mismo los protones, pero clectrones y protones s avraen

: mds pesado que el electrdén, ecs 16gico suponer que €s ¢l elec——
[ o trén el gque se mueve recorriendo asi la distanela que log sepa
! - N
!

manera cuando los clectrones se mueven, ¢l resul-

ague existe movimientoOs
P8

Pars producir el movimiento de un clectrdén es necesario =
: <o A s N - o
ente gue lo repela, un eampo -

i 44 o , 0 oL A sucede normalmen—
cargado positiwvamente que lo s, 6 como sucede nermalmen

1 \ i e 3 oce ] oy NACT FTva v vETra 3 =)
te con los circuitos eléctriees una cearga pPOS1Tlva ¥ otra nega

tiva entre las cuales se mueve el eleetrdin.
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circuitos eldéctricos es la ceorriente, de la cua.
1 ~ ol N v 131 a5 -—
cir que es un movimiento Progresivo de ¢lectrones libres a 1o

largo de un alambre © otro eonductors
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e ademds el término llamado fuerza clectromotriz: --
"fucrza que mueve a los electrones de un circuito atrayéndolos

-
}

y repeliéndolos, produciendo corricentes a través del mismo".

Otro de los términos gue explicaremos mds ampliamente en-

cste capitulo es el de resistencia. Este término, en los eir—-

H. § 1 e S - AT AVATY S T e : 2 A
ricos lo utilizgremos para represencalr cualquler

2 MPC

t
efecto de oposicidn que dificulte el movimiento de los electro

nes libres disipando energifa, a través de losg alambres, cuando

ana fuerza electromotriz trata de producir corrient
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si, en forma eficaz, a menos que empleen TEIrmMINOs claros, pre

. ) L
de utilizar un sistema-—

de unidades adecuadn. Debemos llegar a un acuerdo en cada unil-

= 3 - ST = A =) N A AT Vet T oavc 9  ——
dad normal .y .asegurarnos. de su permancncia y general

Qu
0N
o

aceptabilidad. Por ejemplo; 1a unidad normal de la longitud no
debe definirse como una distancia entre dos marcas hechas en -
una barra de goma, ésto no es permanente, por lo que cada uno-

. P B L =
emplearfa una norma distinta.
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Cuando una fucrza clectromotriz pone en movimiento

electrones,; se produce, una,corriente elécirica.
2 -

~

$ 2 T - 8 ~ A y O3 y, m B
En 1os materiales/que son/buenos conductores tales como

1 ¢ 1 : 1 TE 5 e de lag=—
el cobre, los Atomos estdn mds 4 menos en reposo pargue de la

-]

drbita exterior so escapan uno o mds clectrones libres con ——-

gran velocidad. Los eloctrones de los £tomos préximos lienan -

los hueces que (se producen.

Al parece

e
e electrones qgue

2

llenes

Cuands & este conductor se le aplica una fuerza eléetrica

por medio de una bateria, algunes de los electrones gue s€ mug

ven crriticamente son impulsados por la fuerza negativa hacla-




la positiva.

=

BEs improbable gue un electrdn se mueve en un segundo més-
de una fracecidn de centimetro. Sin embar

go a través del conduc
tor fluye energfa con una velocidad bastante grande. Esto se -
puede explicar mediante una sencilla analogia con un grupo de-
automéviles estacionados formandos una circunferencia, como se-

muestra en la figura -2,

)
%)
0
et

,
o+
S
o
o

Tias de
do las de 1o

distancia.

en los automdvilcs se¢ tocan exceptuan-—

ens S

s ‘enches uno y dos separados cntre si una corta --
Asi como se encuentra el circuito no sucede nada. Luego -

el conductnr del cnche uno pnne en marcha el motor, por lo -—-—-

cual se produce la energfa mecdnica, y su coche es impulsado -

hacia adelante golpeandc al coche dos. La fuerza del impacto -

0

transmite energla al coche dos, cl cual la transmite a su vez-—

al coche tres y asif sucesivamente. Un instante después, la —--
energfa sc transmite a la defensa trasera del coche doce por -
16 eual ésllanzzadn hacia adelante (gnlpeando la parte posterior
del’ coche une, de - ‘esta manera /Ada energiza ha dade una vuelta --
completa alrededor del circuite en un tiempo minimo y gin em-—-
bargo ninguno de 1los coches, con excecepcidn del uno y el doce —

puede haberse movido mds de una fraccidén de centimetro. Este -

ejemplo es nmuy andlogo a lo gque sucede en un circuito eléctri-

cn, en el cual los electrones son algo parecidos a los coches.
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Al moverse repentinamente en una dirececidn, los electrones pue
den rechazar a otros electrones, estos repelen a su Vez 2 ——=-—
ntros y asi sucesivamente. La transferencia de energiza, (co——-
rriente) de un sole impulse es muy rdpida, pero ¢l desplaza———

miento de eleetrones es relativamente lento.

Una fuerza de cnergla eléctrica no hace que aumente el nud
mern de eclectrones libres de un ecircuito, dnicamente produce -

d
sobre los electronecs, una presidén dirigida.

Teniendn en cuenta gue lns electrones son cargas negati-—-—
vas, la direccidén de su novimiento es la opuesta a la que se -
agigna convencionalmente a la corriente eléctrica, como se =—=

nuestra en la figura -3.

-

(T

\(‘\i sentido convencio
',J nal de la corrien
e tca e

—owa )\ _Geo e

& = 6)

| Flujo de clectronesl
+ —

e \J\/\ﬁv\iﬂ__;z_zz_
‘ cooal

Eléetrodo ‘ Eléctrodo
Positivo. Negatavo.

Bn un circuito la cantidad de corriente sC mide. en ampe-=-—

rios (A). Un amperio es un cierto ndmero de eleciromnes gue pa-
g, por uan jpunto derun eircaito cléctricn en un scgundo. En ---
otros palabras un amperio es un culombio por segundo, un culom
bin son 6.24 x IO18 eleetrones. La corriente se representa —

G

simbélicamente por (1) 6 (i). En suna.

i = dQ donde i es igual a corriente en amperios,
at

Q = carga en culombios ¥y T = tiempo en segundoss.




TENSION.

Para una mayor comprensidn de éste términe es necesario =
definir los elementos de los circuitos eléctricos; empezaremos
mostrands la circuitn come un elemento que no tiene forma, te-
niendo dos terminales en las cuales pueden hacerse las conec—-

ciones con otros elementos, esta se muestra en la fig. =4,

e ol 5 ol }
Circuito |
eléctrico

FIGURA -4

Es

te simple dibujo nos puede servir como la definicidn —-
de un elemento general de circultose

Este dibujo nos muestra ademds, que existen dos termina—-—
es una por la cual puede entrar la corriente en /el elemento,-

1 a
y por la otra la corriente puede salir.

Sabiendo estn, supongamos que una corriente continua en—-
tra por 1la terminal A de 1a figura, pasa per todo el elemento-
y sale por la terminal B. Supongamos también que el paso de es
ta cargalia trevés del elemento requiere unm consumo de energila.
Entonces decimos que entre las dos terminales del elemento ex-
iste una tensidn eléctrica o diferencia de potenciali De esta-
manera la tensién a través de un par de terminales es una medi
da del rtrabajo reguerido para mever una carga a través del ele

mento.

Entonces definiremns de una manera especifica la tensién-
a través de un elemento, como el trabajo requerido para mover-—

una carga de un culombio desde una terminal s la otra a través

c
del digpositivo.
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La representacidn simbdlica de la tengidn es E § ¢y ————~
Vi 8§ v. Ia unidad de la tensidn es el Veltio (V) un Veltio es =
a un Julic/Culombio.

=4

En general,
aw
dQ

donde v = tensién en voltios, W = energia cn Julios, Q = a car

ga de culombios.

Parza una mayor comprensidn en la relacidn existente entre
estos términos es necesario establecer un convenio por medio -
del cual se pueda distinguir fdcilmente, entre la energfa gue-—
es suministrada al elemento por medie de un dispasitivo exter-
no y la energia que proporciona el propioc elemento a un dispo-

sitivo exterior.

Esto lo podrencs lograr por medio de la seleccidén de un -
signo para la tensién de la terminal A con respecto a la termi

Si por ejemplo, por la terminal A del elemento, estd en—-
trande una corriente positiva, y si una fuente exterior debe -
gastar energla para establecer esta corriente se tiene que la-
terminal A-es positiva con respeeto al B & también pedremos de
cir que la terminal B es negativa con respecto a la terminal -

A.

—

El
flecha. 'En 13, figura -=5.

sentidorde la-tensidn-sc¢ indiea graficamente por una -

|

Elenento de
e un par de -
terminales

FIGURA =5
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a punta de la flecha de tensidn se coloca en la terminal
A, esto significa que la terminal A es (e) voltios positives -
con respectn al terminal B. Si por algun motivo encontramos --
que e vale (=5 voltins) entonces se puede decir gue A es menos
5 wvoltios positivo con respeeto a2 B 6, lo que es lo mismo, que-
B es positivo cinco voltios con respecto de A.

Analizando los casos de la Figura -6, vemos que no es po-
sible saber lo concerniente con respectn a la transferencia de
energfa en tanto no se especifigue la direccién en la que cir-

cula la corriente.

Supongamos gue en cada conducter superior se coloca una -
flecha dirigida hacia la derecha y marcada con +24, puestos que
en los casos ¢ y d' por el terminal A esta pasando una corrien
te positiva, entonces se dicie que se le estd suninistrandoe -—--

energia al elegmento.

En los otrns dos casos el elemento estd entregando ener—-

gfa a algin dispositivo externo.

Con esto gueda definido también el término de potencia. -
El praducto de la corriente y el voltaje es la potencia asocia
da 2 un circuito eléctrico. La potencia se mide en Julios/seg.
o vatios y tiene comn representacién simbdlica (P) o pe

A A = o
g==5volt T re=5volt
B B
(2) (b)
e=5volt T e=—5voltl
(e) (a)

FIGURA =&
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En general P = ei; donde P = poteneia en vonltics e = ten-

sidn en valtios, € = g conrriente en amperios.

Ahora ya conocidos los conceptos de corriente y tensidn -
es posible definir los elementos de circuites de farma mds pre

ClSas

H

|
A

Prinero, los tres elementns bdsicos de un circuito eléce—-—

trico lineal sons

Regsistencia, Inductancia, Capacitor.

(65]

RESISTENCIA.,

Se conoce que ciertns metales eomo la plata y el cobre, -
tienen nuchos electrones libres que se nueven al azar con velo
cidades altas a través de los espacins entre los ditonos del ma
terial, también sabemns que existen otros metales como el ni-—-
quel y el hierro que tienen menos electrones libres en movi--—-
miento. En o%ros materiales tales eoms €1 vidrio, porcelana, -
ete., no existe prédcticamente ningin movimientn de electrones—
libres, si nosotiras aplic4dsenos una fem a un pedazo de alambre
de ecbre, los electrones libres se moverdn a lo largo del alam
bre, por lo tanto, se produeird una corriente eléciricae.

3

Si\se aplicase la misna fem a través de un alambre de hig
rro del mismo famafio solamente circulard una sexta parte de la
corriente, gue eirculaba en el alambre de cobre. De aqul que -
un alambre de cobre de ciertas dimensiones tenga menos resis-——

€
tencia que uno de hierrno de 1las mismas dimensiones.

La-eorriente eléetrica gue circula por-un, conductor no de
pende solamente de la fen aplicada a sus extremds sino tambiénm

de la estructura quimica y propiedades fisicas.

La longitud (a2 mayor longitud mayor resistencia), el 4drea
de 12 seceidn transwersal del conductor (a mayor drea menor re
sistencia), el Zrea de 14 seccidn transversal del conductor (=
nayor d4rea nenor resistencia, excepteo para el carbén). Por e——
jemplo, si un slambre de cobre se enonecta a las terminales de-
una pila se preduce una corriente a lo largo de este conduc——-—

tor. Si se intercala una pequeila ldmpara ineandesceente en el —

cirecuito formade por el alambre de cobre el filamenteo de la —--
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1dmpara se calentard y llegard a encenderse, al mismo tiempo -
1a corriente en el circuito disminuird su intensidad. En este-
caso el calor se nanifestard especialmente en los puntos en —-—

que estd intercaladn el elemento que es menos conductor,

Esta propiedad del circuitn eléctrieo que tiende a oponer
ge o la corriente y gue al mismo tlempe es causa de la trans—-—

formacién de la energfa eléctrica en ealor, recibe el nombre -

de resistenciae.

Lo resistencia tiene como unidad el olmio (1) que se le -
define come la resistencia que permite el pase de una corrien-—
+e de un amperic, cuandn se le aplica una diferencia de prten—

cial de un veltin entre las terminales de dicha re istenciae
Para el clemento de resistencia ideal,

e = Ri
donde € = tensidn gque cruza el elenento en voltio, I = corrien
te a través del elementn cn amperins, y R = resi gstencia en =—-=
ohmios.

1) = @onstitucidén de la Resistencide

Los materiales tales come la plata alemana ¥ el nicronc,—
son aleaciones de dns o mds metales y se utilizan para comstru

ir resisteneias

Si sobre un ndeleo tubular de cerdmica se enrclla un alan
bre de dichons materiales, se obtliene uan resistencia de alam——
bre-.conmo, 1la, que puestra da figura - 7a. Lo Ffigura =74 muestra-
conn gé representa una resistencia en un circuite eléctrico. -
El simboln utilizade para un tipe de reésistencia vaenriable 1lla
mado redstatn se muestra en la figura -7Tc. E1l sImbelo para un-—
potencidmetro, gue es un redstate que tiene conexinnés con am-
bog extremns de 1la resistencia/ mds otra conexidn en un contge=
to ' deslizante, se nmuestra en la figura —7de

2)e= CAdigo de conlores para resistenciass

En muchos casns, las resistencias no llevan impresn su ==

valor. En cambin, estdn pintadas de colores con arregls a un -

cbdigo el cual se nuestra en la tabla
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Para leer el valnr de una resistencia segin el cddigo de—
i

|55

colores de las tres franjas, empiécese por la franja mds proéxi
i

ma al extremn de la resistencia. La primera franjs es la pri--
mer cifra..le. segunda es la _segunda cifra. La tercera es el nu
mer» de ceros gue siguen a la segunda cifra. La figura -8 mues
tra como puede deseribirse el valor dc una resistencia escrito

segiin el cdédign de enlores de las tres franjas.

/
\(;‘:

a) e’ (e)

(' LN (3

’“'""’—‘\/\/\/\/\“"'——*‘
$ (d)

FIGURA =7

i en 1la resistencia no hay mds franjas significa que el—

valor de la resistencis con arreglo al cédign de colores es co
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rreetn con una tolerancia del 20%.

Si se utiliza ung cuarta frania

" si es de plata y del 5% si es

*
(o s 1. :

‘ R 100

N\
141 I

\r 3 [

!

o)
i

270,000

rojo vincleta anmarille plata + 10%
2 2 (0)

S

Aspectn de las resistencias: —x
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=
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Un~ de los elementns sinples de circuites eléetrices cuya
relacidn tensidn-corricnte depende de una tensidn o de una co-
rriente variable es el enndensador, el cual hace necesarin el-

len
estudin de la capacidad » capacitancla.
El cnndensador tiene la facultad de retener una carga de-
u clectrones.
|
ULt = - , : ILa propiedad mediante la cual un condensadar pucde Servir
comn recipiente para almacenar cargas cléctricas cuandn, se @--—

plica una tensién se denonina capacidad.

Lz figura siguiente nuestra el simbole del condensader.

PIL o i

M

Fisicamente, un condensador consiste en dos superficies -

[T L econiduetoras, snbre las gue se puede almacenar la carga, separzg

1 - 2 3 - . . .
- : . ‘ A das par una capa aislante gquc tieneé una resisteneia nuy gran=-
: e -
i 2 de.
S i
\ - i

Z' f ;{ | | ' : Cuandc se aplica una diferencia de potencial entre las =-—

e = p— o~ - e 4 23 placas A y B de la figura - 9, tal cenn la fem de una bateria,
: i L il e una corriente de naturaleza tronsitoria empieza a circular. La
— pérdida de electrones que experinmenta la placa, A hace gue se =
i : : e : carge positivanente, ya que en’ dichas placa el ndnera de elec——

: : : trones es menor gue el de cargas positivas. El exceso de elec—
e

: i trones que adquiere la placa B haece gue s¢ adguiera. una carga-
-t - .»Wf*;ﬂ_;? negativa igual en nagnitud a2 la carga pesitiva de la pinca Ay
: i A
== e = pres
— ] ‘ ’ .. B
e RS ;

' FIGURA -9
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Una diferencia de potencial queda establecida entre placas ===

o

cuando esta tensidén sea igual a la fem de la baterfa y la co--
rriente se hace cern. Al transcurrir el tiemp?, la diferencia-
de potencial entre las placas disminuye a cern, usualmente con
mucha lentitud, dads que el nmaterial que sirve de snoporte a ——

as placas no es un aislante perfectn y 1los electrones exceden

-

tes de B pasan 2 la placa A desapareciende la tensidn AB.

En un circuits RC cn el nenento de cerrar el switch ne ex
iste en ¢l condensadsr fem de oposicifn y la amplitud de la ¢
rriente viene deterninada unicamente por la resistencia del ——

circuitne.

AN

\/ 0 n)
H
£33

—i|i]

T

0
SWITCH

CIRCUITO RC
FIGURA =10

Lo fem dec npngicidn » voltaje en placas crece conforme au

e

nenta el tiempo 12 crrriente del circuits disminuye continug

y
mente cuands l1la fem de opnsicidn es igual & la de fermn de la --

fuente y dejard pasaricorriente per el circuita, la tensidn a-

J

través del condensadrr alcanza un valer méximn igual a la ten-

sifn de la fuente come muestra las curvas Ece 1 delligrafico.

"4
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Ta relncidn entre la corriente y la variacidén de lia ten--
sidn a través del ¢ondensadsr, es lineal y la constante de =—=——
proporeionalidad es evidentenente 1la capacidad C, come i = C =
de 1as dimensiones de la capacidad son amperios-—seg. por vnl-

tin, ~ cnlumblos, pAoT vnltin, este define al faradio como la =
unidad de capacidad, teniendr el faradin (F) derivacirnes, F,-

PF, etcCaee.

Es clara gue un faradin es una unidad extremadanente gran
de para fincs prdcticns. Usualmente el microfaradio, abreviado
(j&) e igual a millonésima de un faradio o el micro-microfara-
dio, abreviado (pyf) (también llamado el picnfaradio), son uni

dades usadas para especificar la capacitancia.

1 £ = 10 faradios

=h
~
et
o)
H
|
}.—J
(-
I
N>
l—h
L)
=
)
o
!_I .
()
)]

1

El tiempo gue necesita un condensador para alcanzar una =

i8S
—

determinada carga, es proporcional a la capacidad y a la re

0

tencia del circuito. La constante de tiempo de un circuito RC.

T = RC B = seg
R = (ohmios)
C

faradios

Este tiempo es el gue se necesita para alcanzar el 63% —-
£

g

del valor de 1 fuente, si nn hay resistencia en

el circuito el tiempo necesario es cere; y el condensador se -
s

carga o se de
CONDENSADORES VARIABLES.

Hay dos tipos de condensadnres que permiten gue varie su-

capacidad, 1los ajustables y 108 variables. fig. sig.
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<
1/
o= ——— S

:

ANTIGUO MODERNO ACTUAL

Q
:
M
4]
4b)

Los condensa se construyen generalmente -

J S

con dns o mds placas planas separadas por hojas de mica. Las =
| placas planas estdn dispuestas de tal modo que permanecen nor-
malmente algo separadas. Dichas placas pueden acercarse apre--=

d
veces, dennminados "podders" o --

t
&

tanda un tornillo eon lo gue se aumenta la capacidad. Los con-
densadores ajustables son, a
e

(o)
(&)
3

*trimmers". Los condensa s variables tienen un estator o --

conjunto de placas fijas, y un rotor ¢ conjunto de placas gira

torias. Si se/ gira el €] s del rotor se mezclan con
las del estator (sin tocarse entre ellas) con lo cual varia el
drea de las placas gue se enfrentan y en consecuencia la capa-
cidad del condenszador. Generalmente el dieléctrico de estos ——
condensadores es el zire, aungue existen algunes condensadores
variables especiales con dieléctrico de vacio gue se emplean -

en transmisores de radio.

Los valores de capacidad de los tipos de condensadores —-—
descritos anterinrmente, varfan usualmente de unos picofara---

S
dios hasta 1,000 5 mds picofaradios.
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INDUCTANCI e

Una vez gue se 'han definido los términos bdsicos referen-~
tes a resistencias; pgsSamos a enumerar log términos bidsicos re
ferentes a inductancias. In primer lugar la definicidén de in--—
ductancia serd: "Lla propiedad de oponerse a ecualguier cambio -
de corriente que pase por. la bobina®™. Fisicamente unag bobina -

consiste en un enrollamiento de cables conductores gue al pa—-

«

sar por ellns una corriente, crean lineas de fuerza, estas 1i-
neas de¢ fuerza producen un efecto contrario al voltaje aplica-

>

do denomindndosele a este efecto fuerza contra electromotriz,-

en general un circuito gue es inductivo pone de manifiesto —-—-—
esta propiedad o sea la fuerza contra electromotriz, como por-
ejemplo al separar las cuchillas del switch que estd alimentan

do al eircuito, si se les separa demasizdo lento crea entre —-

d
las cuchillas y contactos un fuerte chispazo o arco y gue de—-
pendiendo del voltaje aplicado, puede ser de tal magnitud que-

puede dafiar el materizl de que cstdn constituidas las cuchi-—-—
llas y contactos, © bien dafiar a otros elementos que se encuen

tran eerca de estos econmutadores o interruptores.
La duracidén del areo o chispagzo estd decterminado por la -
energfa almacenada en el campe magnético, esta energla se disi

pa como ya se dijo cn forma de calor.

Ahora bien, en un circuito dé baja corriente y alambres -
cortos, la energia almacenada en el campo magnéti no es grag
de y la chispa puecde ser insignificante, en cambio en liIne -

largas y grandes corrientes el efecto producido.puede ser es—-—
pectacular y presentar grandes manifestacioncs yaissea de chis—

<

pazo o una forma de arco-

De lo anterior se desprende que cualgquiera que sea‘el cam

bio en la amplitud y en la direccidén de la corriente que

3

asa-—

o]

calll=—

[4D)

por-un cenductor, la fem inducida sewopone siempre a
bio. Cuando existe corriente continua en el circuito la bobina
no presenta oposicion debido a gue no hay cambio de corriente,
sin embargo, si ¢sta corriente continua la disminuimos enton-—-—

ces la bobing

(6]

se opone a que baje, y si la aumentamos, la bobi
u

na sSe opone z e suba, en corriente alterna la variacidén de -

g
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K
’_J
FL

Qu\

00 oponiendo -

(P

corriente es continua

=

o gue la bobina se e

’ﬂ
A

igciones.

continuamente a estas va

De lo anteriormente expresado podemos definir también la-—

T a

inductancia de la siguiente forma: "como la Ppropl iedad que tie-

[,»

ne un circuito de almacenar energia en forma de un campo ellee=

m
g unidad de resistencia es elJSL, las-—

2

l,_.'

tromagnético”. Asi como

4 -

unidades de inductancia cpresentacidon ~-—

0
O
-
=)
@)
0
=t
D
=
=
‘.J
O
“
~
[4))]
=
=
[

gimbéiica es L.

P \ X758
O/?)/ {1 { i j\‘l ”..,} )/\/‘a&

Bobina con nucleo de Bobina con nd

3 3

El henrio le podemos definir como la cantidad de inductan

@la necesaria en un eirculto para gue uvn ambio medio de co——-
1

rriente de un amperio por segundo, produzca una fuerza contra-

electromotriz media de un voltio-

Gomo ya se dijo un trezo de alambre tiene la facultad de-
producir una fuerza contra electiremotriz peor 1o gque tiene cilex

-

ta inductancia. Si la longitud de alambre es corta, eléctrica-

b
mente tiene un bajo valor de inductancia. En la prictica lo -——

‘J

podemos observar en los circuitos de radio en que el valor de-

1s inductancia viene expresada en Milihenrios @ MicroHenrios,—

3

gue en un circuito-de radio, una inGu ctancia con un valor -

Qg
@ [av)
)
i)

es relativamente altc por lo cual se expresa en las uni-

teg dichasa.

o
0]
jo
.
0N
0
.’,S

Ahora bien, para gue la inductancia de un alambre llegue-
5 ser-de SH'debers de teher una lengitud de muchos miles de me
tros lo cual en un circuito no es practico pues €s me jor enrro
llar o devanar un centenar de metros de alambre sobre ndcleo —

)
de hierro ¢ de otro material de permeabilidad alta para gue la

inductancia del circuito pueda tomar un valor de varios hen——--
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rios; aun sin ndcleo de hierro, una cierta longitud de alambre
tendrd una inductancia mucho mayor si se devana o enrolla en -
forma de bobina. Por ejemplo, si a un alambre se le forman dos
lagos separados cierta distancia parza que sus campos magnétis-—
cos no tengan ningdn efecto y después se unen esons lazos uno -
junto al otro el valor del campo magnético se incrementard al-
doble, por lo que se dice que la inductancia de una bobina va-=
ria-con el cuadrado del No. de vueltas, esquemdticamente queda

ria representado de la siguliente maneras:

Corricnte

—

)

Segiin el efeecto del campo magnético en los lazos del cable o--
alambre, se puede ver que el campo magnético se incrementd al-

doble, en el segundo caso.

___b,

Corriente

Bn-la prictica, el . valor-del canmpo-magnético que produce-
la bobina sl pasarle una corriente queda determinada por la -—-

formula:

— h iz
N —13 )

donde la energfa estd en JULIOS, 1a L es la inductancia en Hen

b=
I

rios, e 1 la corriente en Amperios.
En log circuitos de radino se utilizan bobinas con nicleo-
de aire gue tienen unos cilindros de conglomerado de hierro --

que pueden entrar o salir a través del ndcleo, esto es con el-

fin de wariar el valor de la inductancia.



~ 0tras de la bobinas que se utilizan normalmente son los —
toroides, estos son ndcleos de conglomerado a base de hierro -
en polvo, que tienen de anillo, sobre el cual se devanan unas-=
o varias capas, este tipo de bobina tiene la ventaja de gue el
valor de su inductancia puede ser grande ademds de que las 1i-
neas de fuerza que produce el campo van en el nicleo ¥y no fue-

ra de €1, si se colocan 2 toroides muy cercanos unos del otro-

t it I |
| e e s = ‘
‘lf“”h [ : no se produce ningin efecto porque como ya se dijo sSus lineas~

de carga van por el nidcleo.

=

Como ya se sabe, la bobina se opone a2l cambio en la. co=——
rriente, haciendo que esta a su vez sea mas suave en las co——-

IR rrientes de tipo variable o pulsatorio, a este tipo de bobina-

e
8 kS se le llamas comunmente bobina de chogue ya que su funcidn es——
: triba en rechazar las variaciones, de la amplitud, en circui-—-—
las de nydcleo de aire, pero en circul-—
1

! A : tos de frecuenciss mds bajas éstos tienen que tener una induc-—

Las bobinas, como las resistencias, pueden ser conectadas

o tanto en serie como en paralelo, dependiendo de la forma en --
"fi*iffu que se desee operar el circuito. Para encontrar el valor de la
'ﬁi gﬁi inductancia total en un circuito cuando existen wvarias induc--
' tancias en serie pero no acopladas Se suman directamente.

$ = - L tot. serie = L. + L, + L, -—— L

1 2 3 n
esta I total puede ser, por ejemplo, la que se pide en ésta ~—

ilustracidnai
za 2

o
=3
]

=t
o
-t

s

’_J
O
i)
|
]

N
i

como las dos inductancias estdn separadas, sus lineas de fuer-

c
] : e : ) 78 no se entrelazan siendo el valor de la inductancia total —-

2 H directamente.
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51 las 2 inductancias se conectan en serie pero estdn muy
proximas entonces sus lineas de fuerza se entrelazan afectando

por lo tanto el valor de la inductancia total:

Tot = L_+1 + 2 M

X
Noit

i

T+150 (1) =
4 H

\
e

donde M es el valor de la inductancia mutua en henrios. La in-

ductancia mutua es un efecto gue depende del sentido como es——~

tdn enrrollados los alambres de la bobina, si estdn enrrolla--

dos en el mismo sentido, la f.e.m. que produce cada una de ———

ellas se suma aumentandce asi el efecto que producen en compara
la

cidén euando estdn separadas una de otra.

Ahora bilen si se colocan una junto a la otra en serie, pe
ro el sentido de sus devanados no va en fase, entonces se res—
ta el efecto que produce dando una inductancia total menor. En
el ejemplo anterior, se supuso gue el sentido de sus dewvanados

€s el mismo © sea gue estdn en fase.

También se ha visto gue en los circuitos de radio y elec-—
i ¥
inas que estan _en paralelo, =

trdnica existen corexiones.de. bobii
r

entonces para encontra

-~

el valor total de la inductancia en el
eircuito cuando tiene 2 bobinaes en paralelc se procede asi:

L P en paralelo = Ll L2
Ll +L2

1G]

en geambio, si existen 30 mds inductancias en paralelo el wvalor

de 'la inductancia total es igunal a:

L total paralelo = 1 = Henrios
a3 il: i S8 b
—_ 4t = 4 = 4 —
Ll Lb L3 Ln
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Hay ocaciones en que se tiene gue reducir la inductancia-—
de una bobina, existen varios métodos para realizar ésto, ade-
mds de los indicados con anterioridad, uno de estos consiste —
en efectuar un corto circuito sobre una vueltz o mis de la bo-
bina, asT se logra gue tenga una vuelta menos, por lo tanto su
inductancia serd menor; si se estd trabajande con corriente —-
continua, el efecto serd relativamente bajo, en cambio si se -
estd trabsjando con corriente alterna, el efecto serd mayor,; -—
ya que al corto-circuitar la vuelta se induce una fuerza con—-—
tra electromotriz que va en sentido contrario a la que pasa —-—
por el resto de la bobina, esto hace que se produzca una reac-—
cidén que cancela parcialmente el campo de la bobina, entonces-
el valor de la inductancia de la bobina se reduce mucho mds —-—
gue si se le hubiese suprimido simplemente una vuelta. Otros -
de los métodos para reducir el valor de la inductancia seria -
el de jlestirarla para que tenga mayor longitud y utilizar un nd
cleo menos permeable.

L -—-—-—-/"(:{ZT‘;:“W

s

Esquema gue muestra como se cortd
circuita una de las vueltas.

FUENTES DE VOLTAJE Y CORRIENTE.

Ademds de los elementos| pasivos del cireuito eléetrico, -
los gqhe almaccenan y disipan ENERGIA, se va a definir el MODELO
DE FUENTES IDEALES que son elementos que suministran energfa -
al circuito. Las fuentes ideales se pueden clasificar en dos -

eategorias, Fuentes de Voltaje y Fuentes de Corriente.

FUENTES DE VOLTAJE.

Iste elemento se caracteriza por tener una tensidn en ter

minales que es completamente independiente de la corriente que

Pasa por ¢él. Si tenemos una fuente ideal y si tiene una ten-—---
: : =12
8idn entre terminales de 10 , se¢ estd seguro de que en un --
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gscgundo la tensidn serd 10 voltios, independientemente de la -
corriente. Una fuente de voltaje representa como sc¢ muestra en
la Fag. =11

FIGURA -11

Por lo general una fuente de voltaje suministra potencia-
a una red, esto no guicre decir gue no pueda absorber potencia
S1 por ejemplo: por la terminal superior de la fig, -11 pone—-—
mos una flecha hacia la izquierda entonces la (i) estd entran-
do por la terminal en la gue estd la punta de la flecha, por -
lo/tanto, esta fuente absorbe una potencia = ei. Si se escoge-
que la flecha en la misma fige —11, sea dirigida hacia la dere
cha, en el mismo terminal supcrior, entonees la fuente/va a su

ministrar una potencia = ei.

Un e¢jemplo claro, para ver ésto, es ¢l de la baterfa de -
un automévil. Esta tiene una tensidén de, digamos 12 voltios, -
gue permanece prdcticamente constante, cn tanteo gue la corrien
te no exceda de unos pocos amperics. Bsta corriente puede cir-
cular en ambas direcciones, por lo cual la bateria puede sumi-
nistrar potencia (por ejemplo a los faros) y ademds puede  ab—-
sorber potecncia por medio del generador o del cargador de bate
rias,

Una fuente ideal dc¢ tensidn puede, en teoria, suministrar

por sus terminales una cantidad infinita dec energia.
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TTPCGS DE FUENTES DE VOLTAJLE.,
Una bateria es uvna fuente de voltaje.

Una bateria eléctrica cs una combinacidn de dos o mdéds cel
das electroguimicas.

Existen muchos tipos de baterias por cjemplo, las baterf-

as para radios, entregan en poca tensidn uns gran corriente. -

)

Otras baterias también se utilizan para suministrar tensidn de

b

placa; estas baterias tienen alta tensidn pero entregan poca -
corriente.

Otras baterfas suministran tensidn de polarizacidén de re-
dilla, estas pueden proporcionar baja tensién con muy poca 6 —
ninguna corriente.

Otro dispositivo que puede proporcionar tensidn en termi-—

[®)
]
E
£3
O
o+ O
o =
N O
L]

nales es un generador movido p
LA FUENTE IDEAL DE CORRIENTE.

Una fuente de corricnte puecde considerarsc como un elemen
to aebive capaz de suministrar enersia a un eircuito, Para es-
te tipo de fuente, la corriente gue pasa por el elecmentey es ——
eompletamente independiente de la tensién ' a través de &l. E1 -

sTmbolo de ‘1Ta fuente ideal de corriente ‘se mucstrs en las si—-
guientes figuras (a, b, c¢).

a).— Fuente idesl. b)
FIGURA - 12

(@]
~—r

Refiriéndonos a la figura -12 (2): si ig es constante, di

c
remos gue se trata de una fuente ideal de c-c. Esta fuente es-
O

una aproximacidn razonable de un elemento fisie
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LEY DE OHM

Siempre que se utilizan circuitos eléctricos en la cons——
truceidn de determinados aparatos, van estrechamente ligados -
la tensidn, la corriente y la resistencia, ahora bien, dado el
gran desarrollo gue tienen los circuitos eléctricos, se pone -
de manifiestd recordar las leyes por las cuales se rigen €stos

circuitos.

Una de las principales leyes por la cual se rigen éstos -
circultos es la ley de ohm, la que fué dada a conocer por el -
fisico alemdn George Simon Ohm, é&sta ley estipula lo siguien—-
te.

La corriente es directamente proporcional al voltaje e in

versamente proporcional a la resistencia. De lo anterior ge de
duce gue en el circuito eléctrico al aumentar el voltaje aumen
ta la corriente y si luego se aumenta la resistencia entonces-

disminuye la corriente.

La ceuacidén fundamental de la ley de ohm es la siguiente:

De donde E estd dada en velts, 1 en amperes y R en ohms;:—

)

de la férmula anterior se puede despejar la variante déscono—-

cida si se tiene ceualquicra de las otras-dos conocidas.
Un ejemplo sencillo de lo anterior serfa el siguientes

Para el circuito de la figura -13 cncontrar la corriente I

Solueisdn: como la frmula de la ley de ohm es: E = RI despejan-

do I tenemos
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La relacidn entre el voltaje y la corriente es la poten——
cia P = VI donde V estd dada en volts, I en ampers, Pen Watts-

combinando &) y b) tenemos ¢) P = RII = RIZ despejando de b) I

combinando estd con la ley de ohm tenemos,a) P = VI, b) V = RI

~

<
i

conclu

A

tenemos I :«%— combinando estd con a) P = VI = %g =
cidbn P = VI P = IQR; P = v2

Q
¥

\/r
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LEYES DE KIRCHHOFF

Las leyes bdsicas que gobiernan la interconcxidn de cle=-—
mentos eléctricos son: la primecra vy la scgunda ley de Gustav -
Kirchhoff,

Las leyes dc¢ Kirchhoff son una conscecucncia de la conscrva
cién de la cncrgia y conscrvacidn de la carga. Siendo que la -
conservaeidn de la earga cs crecada y transformada pero nunca -
destruida.

Primero Ley: la suma de corrientes en un nodo cs igual a-
cero (,Z i =0 ). En termino dc corriente las corrientes que -
cngran a un nodo es igual a las corricntes saliendo de un nodo
5i las corrientes salicndo de un nodo son tomadas positivas y-
las corricntes entrando como negativas, la suma algebroica de-—

18s- corrientes envel nodo es igual a cecrd.

> @ =0

La @coacidn interior cs la ley de: las corriéntes de Kir—-—

tes es:
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La segunda Ley de Kirchhoff se basa en la ley de la conser
vacidn de la energfa. Esta ley enuncia que la suma de voltajes
en un circuito cerrado es igual a cero como un ejemplo de la -
aplicacidén de la ley de los voltajes de Kirchhwoff consederemos—
el circuito de la figura -15. Siguiendo una trayectoria al re-
dedor del lazo nosotros obtendremos: e + e, - ey - e3 =50

Con un arreglo de la ccuacidn anterisy nosotros nos damons

cuenta que la caida de voltaje de A a B puede ser obtenida por

153

cualguiera de las dos parte

e- + e = Ee ok
bl S c:j 84
A
e /2N
// . e M §
€3 4 71 e -
R ooy L
- / .:/\- =
d //\ [ 4 2
4 Y
+ |
v

La idea de que una la elebacidny de voltaje es andlogo a -

una elebacidn) gravitacional sugiere la posibilidad de un punto

{

de referencia es llamado tierra. Con esto nosotros podemos nom
brar el voltaje de cualguier punto con respecto 21 punto de re
ferencia (tierra). Como un ejemplo aplicado este punto de reile

rencia es el mostrado en la figura ~16 en csta nosotros obser—

vamos qgues

()

Il
®
1
M

R /—? l _‘/5 __3
e e, €B
N v e PR
é@‘_ )+
== ) Tierra
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Similarmente; nosotros podemos definir corrientes mds ge-
nerales por medio de la ley de las corrientes de Kirchhoff. Un
ejemplo particular de este proceso son las corrientes circulan
tes ia y ib en la figura -17. La corriente ia circula por ———-
la malla a b e d a ; y la corriente ib circula por la malla b-
¢ f e b.

La ley de las corrientes de Kirchhoff se puede, aplicar -
a las corrientes circulantes en términos de las corrientes en--

los elementos, de acuerdo con las siguientes ecuacioness.

1b

a e

FIGURA -7

3z




CAPITULO II

ECUACIONES DE LAS REDES ELECTRICAS

Los circuitos eléctricos estdn constitufdos de 1la unidn =
de dos o mds elementos (Resistencia, Inductancia, Capacitan---—
cia). BEsta unién dependiendo de la forma en gue esten conecta—

dos los elementos, hacen que el circuito se comporte de una ma

.NMWWMWme nera determinada. Las concexiones 6 uniones méds comunes que ex
: L1 L : . . ! : S =
iiLH‘ : isten en la prdctica con circuitos eléetricos son: Serie y Pa-

ralelos

i
Il

Para lograr comprender el comportamiento de estas dos co-

il nexiones, es necesario hacer uso de las principales leyes de =—

lf[ . . los eircuitos eléctricos, las cuales fueron tratadas en el ca-

I pftulo anterior. Estas tres leyes son: Ley de Ohm; las dos le-
yes de Kirchhoff, la de los voltajes y la de las corrientes.

I ' ' Circuito Serie.
‘ La earacteristica principal &e un cireuito serie, es que-

la corriente que fluye a través de todos sus elementos es la —
misma, como se muestra en la figura 2-1

1 2 3
r | W R
1 £5 Eq
F
) i

FIGURA 2 - 1

Esta corriente produce una caida de voltaje en cada una =

} de 1as resistencias, que viene dado segun la Ley de Ohm: =————

: € = Ri, de donde, ‘

| el = Rl’l 9 ez = PL21 9 ’33 = RB'LQ
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y Sabiendo esto y tomando en cuenta la ley de Kirchhoff de- :
L los veoltajes tenemos que: La suma de las cafdas de voltaje a =

través de las resistencias es igual al voltaje que entrega la-
: fuente, esto es:

B = 1R1 + 1R2 - iR3

Lt
iﬂw-l fi | : ' De donde: E=1i (Ry +R, + R

Entonces el valor de la corriente gue fluye a través del-
circuito es,

)

i i = s
| (it _ R, +R, + R

: s 3
| . : Sabiendo que, R = & entonces,
i"‘ i
| :
¥ | o Rl + Ryt 33

‘ Invirtiendo términos tenemos que,

E — b —_—
1 _Rl+.l?‘2+R3—Req.

) A La ecuacidén anterior nos muestra que existe una resisten-—

k cia equivalente total para las tres resistencias contenidas en
: el circuito.
7
P B | { El circuito eguivalente entonces se muestra en la Figura-
| o | 2-2.

‘ E@/\i N
= $ _’

|
| H PIGURA 2 - 2
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Circulto Paralelo,

|
!
I

La caracteristica prineipal de un circuito en paralelo es
Un circuito en el cual existe el mismo voltaje a través de to-
dos los elementos.

Un circuito conectado en paralelo se muestra en la figura

0 ‘
‘ l‘
| [j
‘1
'

4 S 13 o 2 il

1 < |
| ﬁ ool 53 e :

= FIGURA 2 - 3

| Esta figura nos muestra la poﬁinaciéﬁ:ﬁe una fuente de co

: ' | rriente en paralelo con tres resistencias, la corriente que —-

: ' § fluye por cada una de ellas y el voltaje que es el mismo para-
todas las resistencias.

] Empleando la Ley de Kirchhoffy la corriente entregada por
' - la fuente €s igual a la suma de las eorrientes en las resisten
5 ‘ cias, &:
| | s s e A O
| Rl R2 R3
De donde,
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Entonces el voltaje en el circuito serd;

e =1

AsI como en el circuito serie se obtuve una resistencia -
equivalente; en el circuito en paralelo, ella es igual:

R L

2o
=) o

1 2 3

Entonces el circuito equivalente nos queda tal y como se~
muestra en la figura 2 - 4.

- G) gReq

FIGURA 2 = 4
Cuando se tienen dos resistencias en paralelo (R y Ro) la

la resistencia equivalente serd: Req = R1 R2
R+ Ho

Definicidn Topoldgica.

Todos los elementos gque forman un circuito constituyen --
una red eléctrica. Estas redes pueden estar formadas por la —-
combinacibén de resistencias, inductancias, capacitancias, etc.
Independientemente de la clase de elementos que constituyen 1la
red eléctrica existe una cuestidén importante que es la geome—-

tria de la red. La cual se reficre a la mancra en que estdn —-
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agrupados los diversos elementos e intercomunicadns por sus -—-
terminales.

Existen redes formadas por elementos que estdn dispuestos
de una forma que resulta un tanto complicada para su solucidn—
por los medios mds sencillos estudiados hasta ahora (Serie-Pa-
ralelo).

Una mancra de solucionar este tipo de recdes es por medio-
de su representacidn topoldgica.

Para lograr esto es necesario definir antes lo que es una
rama, nodo, lazo.

Rama.- Una rama es un elemento (Resistencia), 6 un clemen

to en combinacidn con una fuente de energla.

Nodo.- Un nodo es un punto de unidn entre dos ramas.

Lazo.- Se define como una trayectoria cerrada independien

te de un eircuito.

Una vez definidos éstos términos se proeede a la represen
tacidén topoldgica de la red.

Ella consiste en lfneas que reprecsentan las (tamag en las-
mallas y puntosy; los cuales representan los nodose.

Los pasos que a continuacidn se dan; sirven para la obten

cidén de la Grdfica Topoldgica de la red:

lo.~ Todas las fuentes en la red son iguales a cero, ya que =-—
sus wvalorcs son coriocidos y 1o .que nos interesa es el nu-
mero de variables desconocidass
Las fuentes de voltaje estdn en corto circuito, y las de=

corriente en circuito abierto.

20.— @ada una de las ramas -de la red se representa por una 1i-
nea. Cuando existe un elcmento en serie con una fuente de
corriente, este elemento es suprimido junto con dicha ---
fuente quedando una, un circuito abierto, ya que la co—--
rriente gque pasa por €l es la misma que proporciona la —-

fuente.
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Cuando existe un elemento en paralelo con una fuente de -
voltaje éste también se suprime ya que tiene el mismo potencial
gue dicha fuente. Quedando la red como um corto circuito. ‘

Como un ejemplo de redes y sus grédficas topoldégicas tene-
mos la figura 2 - 5.

VA% A%

- E ‘£ ,

W\ATM’_— e |
?r

()

=

4
==

no

B

Ly 4 ’3
= \~:--~//

FPIGURA 2 - 5

Para poder resolver wn grdfico de 1a red debemos tener en
etenta lo-que es "Arbol de la Red"™-esto se define de la siguien
te maners: Arbol de la Red es un conjunto de ramas dispuestas— 1
de tal modo que cada nodo estd conectado cuando menos con una-
rama, el conjunto no tiene trayectorias cerradas. Suponiendo -

que la figura 2 - 6 sea el grdfico de la red, el 4rbol que se-

obtiene serd el que se muestra en la figura 2 - 6a. J

I
|




HHHEL
]“‘t {I tH ‘I:v

Ll

37

Para formar un 4drbol correspondiente a una red determina-
da necesariamente deben abrirse ciertas ramas como se hizo en-
la figura, las ramas abiertas reciben el nombre de eslabones &

enlaces y se representa por la letra L, y en la figura son las
lineas punteadas.

Para encontrar el nimero de ramas existentes en un 4rbol-
es igualgs

A=n -1 = No. de Ramas del Arbol.

De donde n-1 es el nimero minimo de ramas, donde estd cla

ro que la estructura no contendrd caminos cerrados porque la -
creacién de uno de ellos requiere enlazar dos nodos que ya es=—
t4n conectados, y por consiguiente requiere utilizar mds ramas

de las realmente necesarias para unir todos los nodos.
Ahora bien, el niimero de ramas queda expresado por:
b=1L+ A

donde b es igual al ndmero de ramas, L el numero de lazos y A-
el niimero de Ramas del Arbol,

De donde como resultado se obticne el teorcma bdsico de =

la Topologfa y que esta ha dado por la siguilente ecuacidn:

b=n+1L = 1
L=b-mn+ 1

16

17

1

- —
— —

a) GRAFICO DE LA RED. b) ARBOL DE LA RED.,
PIGURA 2 - 6
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donde b es el ndmero de brazos, n es el ndmero de nodos y L es
el ndmero de lazog;j

Bcuacliones 2b.

Cuando se tenga ya reducida una red a su gréfiica topoldégi
ca, 6 sea conteniendo solo ramas y nodos, es entonces cuando -
estamos en condiciones de encontrar el ndmero de inecbgnitas al
gebrdicas, asl como las ecuaciones por medio de las cuales se—
rén encontradas dichas incégnitas. Ias ecuaciones serdn la de-
Volt-Ampere y las dos Leyes de Kirchhoff.

Como tenemos b ramas en una red, tendremos b corrientes -

desconocidas y b voltajes desconocidos & un total de 2b incég-
nitas algebrdicas. En suma,

No. de Incdégnitas = 2b

Ecuaciones Volt-Ampere.

Como ya gque sabemos cada rama en una grifiica topoldgica -
contienc una resistencia, las cuales pueden ser diferentes, pa
ra cada una de las ramas podemes encontrar una ecuacidn de ——-—
Volt-Ampere, la cual nos proporciona en cada lzzo una nueva im
formacién. De donde encontramos gue el ndmero de ecuaciones —-
Volt-Ampere independientes es igual al numero de ramas que ---
hay, en suma,

No. de ecuaciones Volt—Ampere independientes = b

Ecuaciones Ei.

La Ley de Kirchhoff de las corrientes se puede eseribim —
de cualquier nodo en una red.

No todas las ecuaciones que se pucden escribir utilizando
€sta Ley, son independientes, pero si podemos encontrar una se
rie de ellas,

Primero empezando por el nodo..de referencia se agrega una
Tama y un segundo nodo, solamente una ecuacién independiente -
de la Ley de las Corrientes, se puede escribir para éstos dos-

nodos, puesto que s0lo se genera una corriente,
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Cada rama que se aerea envuelve un nuevo nodo el cual nos—
dard la oportunidad de escribir una nhueva ecuacién de la Ley -
de las corrientes para ese nodo.

En suma, el nuimero de ecuaciones de la Ley de las corrien
tes independientes que podemos eseribir serd entonces igual al
niimero de nodos menos uro 0 seas

No. de ecuaciones de la Ley de las corrientes independien
tes = n-1,

Ecuaciones Ei .

A Lzs ecuaciones de la Ley de Kirchhofif pueden escribirse -
alrededor de cualguier paso cerrado en una red, incluyendo cir
cuitos abiertos a través de ramas no existentes. Puesto que no
todas de estas ecuaciones son independientes, es necesario co-—
nocer la grifica tepolbgica de la redy lasrcual-nos dard la in-
formacidén del nimero de ecuaciones independientes que podemos—

escribir, en suma.

No. de ecuaciones de la Ley de Voltajes independientes —-—
=Lo

Hasta aquif hemos encontrado que el nimero de incdgnitas,—
de corrientes y voltajes en un problems es 2b. También encon--
tramos que el ndmero de ecuaciones Volt=Ampere independientes-—
gue sc¢ pueden escribir es b, Ademds se encontrd que el niimero-
de ecuaciones de la lLey de Corrientes es n-l. Y por ultimo en-
contramos gue_el numero de ecuaciones. de la Ley de’ los volta--

Jes /independientes es L.,

Entonces el nimero total de ecuaciones independientes  que

encontramos es:

b+n-—1+ 1

Por el tcorema bdsico de la topologia encontramos que el-

ndmero total de ecuaciones es 2b. De esta manera ya hemos en——

contrado 2b ecuaciones para nuestras 2b incdgnitas las cuales-

ahora pueden ser fdcilmente resueltas por las reglas simples —
del 41lgebra.
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CAPITULO III
CORRIENTES DE MALIA Y VOLTAJES
DE NODO

METODO DE CORRIENTES DE MALLA.

Habiendo una vez establecido las Leyes de Ohm y las de ——-

Kirchhoff, estamos en condiciones de aplicar estos conceptos a-

la resolucidn de circuitos resistivos formados por una o varias
mallas,

El método de las corrientes de malla consiste en lo siguien

te: ns® el primer paso consiste en imponer una corriente que —=—
fluye a través de la malla o mallas,

generalmente se supone en-
sentido de las manecillas del reloj".

Como segundo paso se construyen las ecuaciones de los vol—
tajes de Kirchhoff para cada una de las mallas en términos de -

corrientes expuestas. (El No., de ecuaciones gerd igual al No.
de incdegnitas).

A continuacidén son planteadas las ecuaciones de
las corrientes de malla, resolviendo estas ecuaciones, ya sea -
por el método de simultdneas, determinantes, etc.

Para comprender mejor el método anterior resolvamos el si-
guiente circuito resistivo.

FIGURA 3 - 2

En el ejemplo se pide encontrar la corriente que pasa a —-

través de cada una de las resistencias, asi como también las —-
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cafdas de tensidn en ellas. Como primer paso SUuponenos una co-
rriente o través de cada malla.

En seguida aplicando la ley dec los voltajes de Kirchhoff-
para cada malla tenemos:

Il Rl + R2 (I1 -1

l

,) = B (1)

12 R3 - R2 (Il - T

s) =0 (2)

La primera ecuacién estd igualada a BE que es el valor de-
la fuente en la malla, mientras que la segunda ecuacidén estd -
igualada a 0, ya que no existe ninguna fuente en la malla. Aco
modando los términos Para Il y para 12 las ecuaciones nos que—
dan de la siguiente manera:

I
Il (R1 + R2) ~B, I, = E (1)

— Iy By KRR B 12 = 0 (2))

El primer término de la ecuacidn (l)I es el voltaje produ
cido en la malla 1 debido a la corriente de la malla I,, el se
gundo término es el voltaje producido en la malla 1 debido a =
la corriente de la malla I,, asi igualmente en la ecuacién (Qf

Las corrientes se pueden encontrar resolviendo estas ecuacio--—

nes por medio de simultdneas, determinantes, etc. Hay casos —=-
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especisles en los cuales intervienen corrientes de mallas fan--
tasmas, esto sucede cuando existe en la malla una fuente de co-
rriente, por ejemplo:

FIGURA 3 - 3

El método para caleular las corrientes a través de las re-
sistencias en este circuito es el siguiente: como ler. caso se-
supone las corrientes de malla en todas lgs mallas aparentes —-
del eircuito, después se¢ eseriben las ecuaciones para cada ma—-
1la topoldgica, y como dltimo paso se escribe una ecuacién para
cada una de las mallas fantasmas ereadas por cada fuente de co-
rriente, para el caso de la figura 3-3 las ecuaciones serdn las
siguientes: como so0lo existe una red topoldégica habrd una sola-—
ecuacién de la ley de los voltajes y seri:

IL(R1 + R2) = (R Q

£

Ia ecuacién para K nidmero de Mallas nos quedas

I‘llIl — r1212 ! I‘1313 ™ eo0ecoce - I‘lka =

E
I I -1 I e e e == D I =E
E

= Lio—3 ¥ Bonts 933 2k k

- Tl3Il‘- r23I2 + r33I3 - e es = r3ka =
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I
- rlkIl - r2k12 - r3kl3 = casnes rkklk = Ek N
: Donde: I
‘ ryq ©s la suma de resistencias en la malla 1 ;W
Tso v A L t L LS " 2 .
Hl Wl 0" " " W ow " ,
it e e : i
0 el S N | Tick nro" K I
il | ryo es la resisteneia de unidén entre la malla 1 y 2 8
unim'a:l" _ roy " P p- 2 - " 2y3
il j
Ef METODOS DE LOS VOLTAJES DE NODO.

fe El método de los voltajes de nodo consiste en encontrar --—
I las diferencias de voltaje a que se encuentra cada uno de los =
. nodos contenidos en un circuito, para tal propdsito es necesario
{1 L ' ‘ tener una referencia que generalmente es el nodo al cual le 1llg
gan mayor cantidad de elementos.

Por tal motivo se tendrd N-1 incdégnitas donde N es el ntme
1 s ) iy ' - 4 ro de nodos reales en el circuito, para utilizar este método se
i o " " : : 3 sigue los pasos siguientes:

| B g o a) Primero se relaciona el naﬁo de referencia y los voltajes de
nodo con resvecto al referido, ellos serdn los desconocidos,
' laego se eseriben las ecuaciones de la ley de las corrientes de
! Kirchhoff, para cada uno de estos nodos, estas ecuaciones son =

escritas en términos de los voltajes de los nodos. A

L Los 2 ejemplos que se escriben a continuacién nos dan una-= g
1o X idea mds clara de este método. b= 12
: \/ % 4
I S i |
| 3 . » as s A 2 1‘( ?b I‘
e b . ea . —y | e \ |
: B o) i ,
_ Qo = (F j’i 5 ) S )
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En este circuito existen 2 nodos en donde eR es el nodo ——
que se escogilé como nodo de referencia, luego la ecuacidn de —-
voltaje de nodo para el nodo desconocido serd:

ea (Ll +1 )=1I

RI R2
como L = Gi y L = G2, la ecuacibén en funcidn de conductancias
Rl R2

quedard de la siguiente manera:

El término del lado igzquierdo de la ecuacidén representa 1la
corriente que fluye a través del nodo de voltaje es, el lado -

derecho .de 1. ecuacibn representa la fuente de corriente gue =
trata de entrar al nodo.

El siguiente ejemplo nos da atin otra idea de como se desa
rrolla un eircuitc con mds de 2 nodos.

T ea A eh
o €
X\ *’;-L"Z/
A
I T\P éRl Ry

En este circuito existen 3 nodos de donde eR es el nodo —-
de referencia y ea los nodos desconocidos, entonces usaremos =—-
las ecuaciones de la ley de las corrientes para los nodos.
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La primera ecuacién representa la corriente que fluye a —-
través del nodo, ea, y la segunda ecuacidén representa la co=-——-
rriente que fluye a través del nodo eb.

Otra interpretacién de estas férmulas es 1la siguiente:

I1 + I2 (1)

ca (1 + W) - b ()

ea (5) + b (F+g3) =+ I, (2)

en donde el primer término de la ecuacién I representa la suma—-
de las corrientes que fluyen a través del nodo de voltaje ea, -
—-cuando todos los otros nodos de voltaje son iguales a 0 6 co——
nectados al punto de referencia, el coeficiente se multiplica a
"ea" es la suma de todas las conductancias que llegan a ese no-
do, el segundo término es la corriente que fluye a través del -
nodo del voltaje "es", cuando a "eb" se le asigna un valor posi
tivo y cuando la a estd referida a 0, y los términos del lado -
derecho de la ecuacidén som los valores de las fuentes de co ——-—
rriente que entran al nodo,.

Una wvez obtenidas las ecuaciones se pueden resolver, ya —-—

sea por el método de simultdneas o también por el método de de-
terminantes.

ba ecuacidn general para K nodos nos queda:

€a (gll) = eb (gl2) —5 ngl3 = eo0s® o000 c e = ekglk = Il
~ea gy, + ebg,, = €CZoy = lecuroros veooe = kg, = I,
—€a g13 = ebg23 + ecg33 "™ Q9500980060005 50 5 — ekg3k = :[3
-ea, - eb - ec e « + ekg = L

1k g2k S3k kk k

Donde:

&y es el resiproco de la suma de resistencias en el nodo 1

" " " i " " " " " 1" 1l 2

Soo
€33

W " " " " " " L] " L1 " 3
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Es el reciproco de la suma de resistencias en el nodo K

Es el recIproco de la resistencia de unidén entre nodo 1 y 2
i 1] 1" " 11 11 " W i i 2 y 3

" i i ) W 1" it i " 11 1 3 y 1

También en estos casos existen configuraciones especiales—
denominadas "“super nodos" que son nodos que se encuentran en la
Red creada por fuentes de voltaje.
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CAPITULO IV

En muchos casos la reduccidn sencilla de una red eléctrica [}
{
\

no puede emplearse debido a las interconexiones que determinan-

TRANSFORMACION DE CIRCUITOS :Jf
j gue la no posibilidad de realizar una reduccidén del tipo serie, ]
1 ‘

i § paralelo o serie-paralelo.

En tales casos, dichas reducciones o transformaciones de - 't

l
Wwwww%wﬁh ) circuitos pueden presentarse de la siguiente manera:
I

|

) TRANSPORMACION -Y.- Si se tiene una malla formando un tridn- i
gulo con tres resistencias Rl, R2, y R3, normalmente se le lla- "
ma delta, este tipo de conexidén se obsgserva en la figura 4.1. —— 1
3 . }i
L (a) i

L] | I
|

(A i :
(1N

C B

i Tres resistencias concectadas Transformacidn =Y
i | i en tridngulo.

FIGURA 4.1.(2) FIGURA 4.1 (Db)

i Este tipo de configuracidén delta se puede reemplazar por =
i una estrella de tres radiesy (o Y) representados en la figura - 25

i | ¥ 4.1 (b), por RA, RB Y RC’ siempre que los valores RA, RB y RC _ !

HIE i Sé calculen correctamente. yﬁ
‘ s

Una sustitucidén de esta clase exige que las resistencias =
M‘ Vistas desde las terminales AB, BC, CA, sean precisamente las - '
! Mismas, después de hecha la sustitucidén que antes de efectuar - |

5:” €sta. Se puede realizar una deduccidén general, de las relacio-—- "h'
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nes que deben existir entre los valores de las resistencias pa-
ra que la combimzeidn sea equivalente.

Podemos establecer la equivalencia de un circuito estrella
y uno delta por el manejo de dos pares de terminales con fuen—-—
tes de corriente y con la condicidn de que el voltaje sea el —--
mismo en la estrella y la delta. Dos sistemas con estas condi-—-—
ciones sec muestran en las figuras 4.2 y 4.3,

FIGURA 4.2, FUGURA 4.3

Las respuestas pueden ser escritas por inspececién de cada-
sistema por medio del teorema de superposicidn:

Para el circuito Estrella los voltajes son:

e

I

1= (BRy + R3) (I;) + Ry (12)

Ech 4.1

e, = (Ry) (I3) + (B, + Ry) (I,)

Para el gistema en Delta (@) las ccuaciones son:

(R) (R, +R) (I;) , & (R,) (I,)

2= Be., 4.2
1 Ra + Rb + Rc' Ra + Rb + Rc
B85 = gc (Rg) T (I) + ﬁb ER% ++R§) (1)
a il c a b @
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las ecuaciones 4.1 y 4.2 pueden ser idénti-

: B (Ra + Rb)
Ra+ Rb + Rc
= Rb Rc Bese 403
R + R, + R
a b @
T Rb (Ra + RC)
2 3 Ra + Rb - RG
4.3 podemos obtener:
R R ==
_ a ¢ \
"R 4+ R, + R /
a b @ /
{ NG 7
{ N \7
\ N ‘_\ p-‘
T Ra Rb B
R + R, + R
a b c
_ Rb R@
"R + R, + R i
a b @

De lo anterior podemos deducir la expresidén general para pasar—
de un circuito delta (V) a un estrella-(Y)

Producto de Resistencias adyacentes del (W)

r Resisteneiz Y =

Igualmente de las

para resistencias

Suma de las resistencias del ({7 )

ecuaciones 4.3 podemos encontrar la solucibn-

(%)

R

gl

que sons

R

Rr
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igualmente podemos obtener unag expresidn general para pasar de-
un circuito estrella a un delta (V).

Suma de los productos de las resistencias en
Resistencia (V') = )\ tomadas en pares

La Resistencia opuesta en estrella

TEOREMAS DE THEVENIN Y NORTON

Algunas veces durante el transcurso del andlisis de Circui
tos Lineales; nos encontramos con algunas redes compuestas de -
varias fuentes ya sea de corrientes o de voltaje y elementos re
sistivos, de las cuales se deseca particularmente conocer la co-=
corriente, voltaje o poten01a en un elemento determinado o agre
gado que bien puede ser una resistencia de carga (R ) la apli-
cacién de los teoremas de Theverin y Norton resulta la manersa -
nds ventajosa de lograr rdpidamente estos propésitos, ya que —--
sustituye gran parte de una red complicada por un circuito equi
valente mds 51mple. Este nueve circuito como ya se dijo nos per
mite calcular rdpidamente los pardmetros antes mencionados. El-
Teorema de Thevenin se enuncia de la manera siguiente:

"Cualquier red compuesta de elementos resistivos, fuentes—
de voltaje y corriente, se pueden substituir por una fuente de—
voltaje en serie con una resistencia, E1 valor de la fuente es
igual al voltaje medido en terminales estando en circuito abier
%0, la resistencia es igual a la resistencia equivalente medida
en las terminales cuando todas las fuentes estan igualadas a —-
cero,

Para formar una fuente de voltaje "cero" se cortocircuitan
Sus terminales, para cl caso de una fuente de corriente las ter

Ninales se colocan en circuito abierto.
APLICACION DEL TEOREMA DE THEVENIN.,

Supbngase que se tiene un circuito como el mostrado en la-
Figura 4.4 Yy se quiere encontrar su equivalente Thevenin,
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FIGURA 4.4 7
Como primer paso es necesario encontrar el valor de lg ——-—
fuente de voltaje del circuito equivalente. Segin el enunciado-
del Teorema este valor es el voltaje medido en terminales cuan—

. d0o se encuentra en circuito abierto como se muestra en la Figu=—

— A

FIGURA 4.5

Este voltaje se puede calcular por cualguiera de los méto-
dos enunciados en el capftulo anterior, (Corriente de malla, —-—
voltaje de nodo, etc.). Analizando el circuito por corriente de
mglla se encuentra una corriente (i) que viene dada por la si--

gulente ecuacidéng;
12" =34 = 61 =0

De donde:
. _ 12 = 4/3 Amps.
1 = ——
&
De donde el voltaje (eoc) que es el valor que Hay que dar a la-
fuente de voltaje en el circuito equivalente, viene dado por:




80@ 2
3 — %) 5 & 8 Volts

oc 3
Como segundo paso se calcula la resistencia equivalente
las fuentes se hacen cero, en nuestro caso:

Corto Cir
cuito

(iiFas B9

=5
=

4

il

PIGURA 4.6
Por lo tanto el equivalente Thevenin queda de la siguiente

manerss

“xx‘8_V'

FIGURA 4.7




HiH1s
itk

vvm“'

ﬁ&?':"f:.:""n

ey A

"
If
I

y
\
"

|| S
s

TEOREMA DE NORTON.
E1l Teorema de Norton estd expresado de la siguiente manera:

"Cualquier red de dos terminales formada por fuentes y resis——-—
tencias puede ser sustituida por una fuente de corriente en pa-
ralelo con una resistencia. E1 valor de la fuente de corriente-
es igual a la corriente de corto circuito que circula por las -
terminales y la resistencia es igual a resistencia equivalente,
vista desde las dos terminales cuando las fuentes han sido igua
ladas a cero",

El circuito eguivalente Norton se representa de la siguiente ma

neras

16 T

FIGURA 4.8

Fl procedimiento a seguir para llegar a este circuito se hace -
de una forma similar gque con el equivalente Thevenin.

Otra aplicacidn importsnte de estos dos teoremas es el uso de =
la relacidén existente entre ambos. Esto es teniendo el equiva--
lente Thevenin o partiendo de €1, encontrar el equivalente Nor-
ton e dinversamente teniendo el equivalente Norton, encontrar el

Thevenin, como se muestra a continuacidn:

THEVENIN NORTON
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NORTON THEVENTN

FIGURA 4.9

TEOREMA DE SUPERPOSICION.,

El andlisis de Ciircuitos Eléctricos que se ha hecho has'a
ahora, se ha considerando tomando en cuenta una sola fuente de-
energia. En la prdctica es comin encontrar estos circuitos de —
una forma mds compleja, es decir constitufdos por mds de una —-
fuente ya sea de voltaje o de corriente.

Analizar estos cirecuitos por los medios ya conocidos, se—=—
ria muy complejo y laborioso por lo cual se recurre a un método
de andlisis mds sencillo y que es ¢l teorema de superposicidn:
el ‘cual se enuncia de la siguiente manera:

"En cualguier red resistiva lineal que contenga distintas-—
fuentes, la corriente, y la tensidén a través de cualquier resis

tencia o fuente, puede ser calculada sumando algebrdiicamente =—-—

todas las corrientes y voltajes producidos individualmente por-

cada fuente actuando sola, con todas las demds fuentes de ten—-—
S16n /substitufdos por corto circuito y todas las [demds fuentes-
de corriente sustituidas por circuito abierto™.

Para un mayor entendimiento de este teorema supdngase que-
Se tiene un circuito contenido cuatro fuentes. El teorema enun-—
Cila que ge puede encontrar una respuesta considerando eada una-
de’ las cuatro fuentes actuando sola y sumando Ios cuatro resul-
tados. Esto no quiere decir que tenga que ser necesariamente —-—
asi, sino que se puede encontrar la respuesta de las dos prime-
ras fuentes alternadas, y después sumarle los resultados de las
0tras dos fuentes. En general la idea es de que una fuente inac

tiva conduce siempre a un circuito mds simple.
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Con el objeto de dejar bien entendida la aplicacidén de es-
te teorema se soluciona el siguiente circuito:

Ejemploxs

Por medio dx1 Teorema de Superposicidn, encontrar el voltaje a-

través de la resistencia R2 del circuito siguiente:

FIGURA 4.10

SOLUCION ¢

El primer paso es el de eliminar cualguiera de las dos ——-
fuentes, en este caso se eliminé primero la fuente de corriente

(' para hacer cero la fuente se pone en Circuito abierto ) que---
dandonos el circuito de la siguiente manera:

R, = 240

1

VWA : -——-———fVVV“———T

R3 = 2 [

, =25 =20\_fq>/>' 28

Como el circuito quede abierto en el lado de la fuente de-

corriente, R, es eliminada, ya que no fluye corriente por ella=-

3

Y no causa ningiin afecto al circuito.

2

& fl-

i S

A e

A i 2 & R

T

e
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El siguiente paso es encontrar la corriente que circula —-

por la R2 ya que es donde deseamos conocer el voltaje, ésto lo-

podemos hacer por medio de Corriente de malla como se muestra a
continuaciodns

Req = Rl - R2 =2 + 2 =4

+
20V’ /\ 2 Reg = 4.~
— i ‘
De aqui
i,= ﬁ%a = g% = 5 amp. entonces e; e, R4 sers

e, = il X R2 = B 2. = 10 volEs,

A continuacidén se va a calcular el voltaje en la R2 debido
a la fuente de corriente, para ello es necesario cortocircuitar
la fuente de wvoltaje. Entonces la i, = 5 amp. y el e, serd:

e, = R2 X 1, = 2x 5 = 10 volts

Encontrado ya el voltaje en RZ’ debido a cada una de las -
fuentes, entonces el voltaje total serd la suma de los voltajes
encontrados o gea:

ep = €5 + &5 = 10 + 10 = 20 volts.

TEQREMA DE SUSTITUCION. El enunciado del teorema de sustitucidn
es el siguiente: "Un voltaje conocido en un circuito puede ser-
reemplazado por un voltaje ideal (fuente), y una corriente cono
cida puede ser reemplazada por una fuente de corriente ideal".-
Para probar este teorema podemos considerar una resistencia Rab
conectada cntre dos puntos a y b en un sistema como se muestra=

en la figura 4.11 (a).

Sxy .

P A e




(a) (b)
FIGURA 4.11

Una fuente de voltaje se conecta en el punto b, si el voltaje—-
a través de b a ¢ es el mismo que el existente entre b y a, los
puntos c'y a estardn al mismo potencial.

S1 eortocircuitamos estos dos puntos, la resistencia Rab -
estd cntonces en paralelo con una fuente de voltaje.

El resultado neto es el cambio de la resistencia por una -
fuente de voltaje con el mismo valor de voltaje a través de ——-
ésta.

Un argumento similar puede seguirse para la fuente de co--
rriente de la figura 4.11 (b). Supbngase que una corriente IR -
estd fluyendo en la resistencia desde el punto. .z .al punto b, —-—

Una fuente de corriente puede ser colocada en paralelo con el -

corto circuito entre los puntos ¢ ¥y b sin cambio alguno. Si la-
fuente de corriente I es del mismo valor que la corriente iR, -
no habrd corriente en la conexidén b y ¢ y puede ser cambiada. =
La Resistencia R estd4 en serie con la fuente de corriente y pue
de ser cambiado tan lejos como sea al resto del circuito en ——-
Cuestidn.

El resultado neto es que la Resistencia R puede ser reemplazada
Por una fuente de corriente ideal con el mismo valor de corrien

te que fluye a través de ella.




CAPITULO ¥
REDES DE 2 PARES DE TERMINALES
INTRODUCCION,

En este capitulo se analizan las redes de dos pares de ter
minales; la descripeidén de las redes- de dos pares de terminales
incluye mds de una relacidén de excitacién y de respuesta; si se
excita uno de los pares de terminales obviamente producimos una
respuesta en el segundo par de terminales. Ahora bien, si se —=-
excita el segundo par de terminales también obtendremos una se-—
nal en el otro par de terminales.

Cuando la red es resistiva la relacibn excitacién y res——-
puesta es de resistencias equivalentes simples, entonces una =—-
red resistiva de dos pares de terminales se puede reducir g —=—=—
tres resistencias equivalentes.

TEOREMA DE RECIPROCIDAD.

El teorema de reciprocidad trata de la relacién de excita-—

cién y de respuesta de un sistema de dos pares de terminales, -
como el que se muestra en la figura 5.1

FIGURA 5.1

Supdngase que la red esta excitada por una fuente de volta
Je E o por una fuente de voltaje El’ entonces se puede escri--—

bir una serie de ecuaciones de malla que describen el sistema -
Como sigue:
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A A R e e
= ATy dp Top = dy oy ——mm A, Ton T S
- llrl3 - i, r23 + 13 I‘33 g r3n — 110,
LT n R Eay Thy Ty T MilgeThn =0
i La solucidén de la red se lograria una vez resulto este ———
31 . conjunto de ecuaciones generales. Primero se puede hacer E2 =0
il . o sea cortocircuitar E, y ealcular la corriente I, que fluiria-
en corto circuito, la cual queda expresada de la siguiente mane
ras
f G oo ) d I‘12 o I'23 cooo0e - I‘2n
—r13 I'33 o o c e —I'3n
1. = —Elp ° (5-1)
2 A .
v ’“ e e e ‘g ~
| - ‘ e 3 =
|l‘“ ‘ §~ - - “i E""“ fln I‘3n oo 0eo0 o rnn
‘ o 5 - ! 2
" il SN | S
e — En donde Delta (A ) es un determinante compueste por los -
% , o0 B VA W B -4 coeficientes del lado.izquierdo de las ecuaciones. Ahora si ha~-
g : cemos El =0 y coleulamos-1la corriente Ilque fluye ‘debido al ——

‘ ‘ voltaje E2, quedard expresadas

Wl .

‘ : : - o i rlz - 1"13 oo ®o0o0oo0e = rln

1\9’” ‘\ \"I ( “ % }.23 e =B 3 Ve \ | ' r
““ “ | liy | | o | - r23 + I‘33 e e 1n

f‘ ! { | : ; e : a (P .
”‘ i | t ) j : A e

'l 115 —_— o

‘|'i“|lll { o= I’2n _— I'3n ceocoocove rnn

M
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El determinante de las ecuaciones 5-1 y 5-2 es el mismo ~--
excepto por un intercambio el primer renglén en la primera co--
lumna, es fdeil determinar que este intercambio no cambia el vg
lor del determinante y entonces que los dos determinantes son -
iguales; una condicidn necesaria para esta igualdad es la sime-
tria del determinante original de los coeficientes.

Cuando los dos determinantes son iguales, se tiene que la--

corriente producida 12 por el voltaje El es la misma gue la co-

rriente Il producida por el voltaje EZ’

Un enunciado alternativo del Teorems de Reciprocidad es:

"Una fuente de voltaje ideal y un amperimetro ideal en ———
cualquiera de las dos ramas de la red pasiva que es lineal y bi
lateral, puede ser cambiado sin cambiar el valor lefido en cual-
guiera de ellas". Un andlisis andlogo puede hacerse con fuentes
de corriente gue ahora excitardn la red y los voltajes obteni-—-
dos en la respuesta lo cual hace que se llegue a la conclusidn-—-
siguientcs

"Una fuente de corriente y un voltImetro a través de cual-
quier par de nodos en una red pasiva que es lineal y bilateral,
puede ser intercambiados sin cambiar los valores leidos en cual
guiera de cllos".

Estas dos conclusiones constituyen cl Teorema de Reciproci
dads Es fdcil recordar que los elementos que pueden tener la --
misma impedancia interna. La fuente de voltaje y el amperimetro
tiencn resistencia 0, las fuentes de corriente y el voltimetro-

tienen resistencia infinita.
Pardmetros "R"

Nuestro objetivo es encontrar el circuito equivalente de =
una red de dos pares de terminales como la mostrada en la figu-

ra 5_2 °
+
B ;) ?I
2 I 2
L o 1

FIGURA 5.2
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fuentes de corriente como las exci
taciones y los dos voltajes como las respuestas, podemos esceri-

bir por medio del Teorema de Superposicidn:

rigly + risl, (B3 2

B Roqada BT
=t

2 2 =] 22 (5-4 b )

Donde los pardmetros "r" son constantes de proporcionabill
dad obtenidos calculando la respuesta, debido al valor unitario
de cada fuente cuando la otra fuente se hace 0. Entonces de la-

X

ecuacidén (5-3 a) cuando I, = O tenemos:
2 = ; ~
11 (5-5 a )
misma ecuacidn cuando tenemos:

r12 cuando Il = (0

ecuggidn (5-4) cuando, I, = O tenemos:

51 euando 12 =)

misma ecugcidn euando tenemoss

D)
=

Yoo = T cuando (5=5 4 )

Ya gue una fuente de corriente cero es simplemente un cir-
eaito abierto, la resistencia ril es la resisteneia en las ter-
mingles de entrada de la red con las terminales de .salida en —-—
eircuito abierto. la) resistencia n es la resistencia vista —-

>
a red con lags terminsles de-

desde las terminales de salidade 1
entrada en circuito abierto. La constante Ty, €S el voltaje El—
Producido en las terminales de entrada, en el circuito abierto-
POor ampern de corriente 12 deylasyterminales) de salida y la consg

cs el voltajel E, producido en las) terminales de sali-
da en circuito abierto po;smpcr de entrada de la corriente Il.-
Por el Teorema de Reeciprocidad, estas dog constantes son igua--—
les o: o = Toy ¥ podcnos escribir la realeidén volt-ampere pon




la red de dos pares de terminales como:

Ey riI; + rio I, ( 5-6)
Bge=Tnls
Usualmente los pardmetros "r" se obtienen directamente por
el cdlculo de las ecuacicnes (5-5).

Il + Ty I, ( 5=7)

Las tres constantes Y119 T1o ¥ My, describen completamente
la red para cualquier tipo de excitacidn.

Cuando la red es resistiva, la ecuacidén representa una red
de tres resistencias como se muestra en la figura 5.3.

Circuito equivale
nte T de dos pa--—
res de terminales

FIGURA 5.3

De las ecuaciones euncontramos que la resistencia mutua B3-
entre las dos mallgs en la red es igual a rio

3 = Typ (5-8)

La resistencia total de la malla 1 es rll entonces:

Rl =Ty - Pp5 (5=-9)
Y simultdneamente:

R, = (5-10)

of= Fod ~ *43
Un valor negativo de R resulta y4 si el voltaje de salida-
€S opuesto en polaridad al voltaje de entrada, y un valor nega-

tivo de R, o R, ocurre cuando r,, €s mayor gque Tri; O Ty,

El circuito equivalente T no es el mds general para redes-

Pasivas de dos pares de terminales como.ge verd mds adelante.
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PARAMETROS "g".

S1 los voltajes son las excitaciones cn la figura 5.3 y —-—

las corrientes son la respuesta, por medio del teorema de super
posicibn, podemos escribir:

Il =

817 B *+ &, By (51

Lo = &y By + 85 B (5-12)

donde los pardmetros g son coeficientes de proporcionalidad en-

E

tre la fuente individual y las respuestas individuales dadas —=-

por:

de la ecuacidén (5-11), con E, = 0, tenemos:

i

1 ceuando E, = 0 (5-132)
£11°5, 2

1

De la mismz ecuacidén con El = 0 tenemos:

- El cuando E; = 0
S12 b

De/ 1a ecuacidn (5-12) ¥ con E, = 0 tenemos:

—2 cuando E2
i

De 13 misma ecuacidn con El = 0 tenemos:

o3 =

td

I

r i3 oL EN
8hp = o cuando E; = 0 (5-13d)

La congtante g1 ©S la admitancia de entrada de la redye=—

con un corto circuito en el par de terminales de salida, simi--—

larmente 812 eg la admitancia en el par de (terminales de salida
La constante g5 €8 la corriente. producida 'en la entrada por ——
Voltio aplicado en la salida, la g57 ©5 la corriente producida-
én la salida, por voltio en la entrada. Por el teorema de reci-

procidad estas dos cantidades, son iguales:
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Como un resultado de la ecuacién (5-14), la relacidn de la
Ley de Ohm de la ecuacidn (5-11 y 12), puede ser simplificada:

Iy =& By + g, B (5-15)

E B B (5-16)

o = 810 B t €95 &y

Las ecuaciones (5-15 y 16) representan una forma alternati
va de las ecuaciones volt-ampere de una red de dos pares de ter
minales dadas en la ecuacidén (5-6 y 7). El circuito equivalente
(Z) de la figura (5-4) representa las ecuaciones (5-15 y 16).

FIGURA 5.4

De la ecunacién, la conductancia mutua es 8109 ¥ entonces =

12 resistencia Rb entre los dos nodos es:

1
B = =i (5_17)
b \II?_

El signo negativo viene dado por la direccidén asignada a 12.

La conductancia total del nodo 1 es €77 La conductancia mutua-
€S menos g1 5 la conductancia en el nodo 1 es por lo tanto 87 *

$1o luego:

_ g (5-18)
€11 T 812
Similarmente la conductancia total del nodo dos es g5, ¥ la con

ductancia neta es €oo + 815 entonces Rc‘serd:

R = 1
C —— (5-19)
oo T €95
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" ‘K i 1l 1‘\
%M ! T s 5D Este circuito (") no es mds general que el circuito T por- ﬂ
il | » A gue cualguier resistencia dada por las ecuaciones (5-17), 6-18) ?J“
y (5-19) pueden hacerse negativas, el circuito T y el circuito- i
(tr) son formas generales de los circuitos delta y estrella y es . W
tan relacionados por las transformaciones delta y estrells, WrJ
\l ‘
PARAMETROS "', H
il
| N\, Los pardmetros "r" tienen dimensiones de resistencia y los ;',}
1 : 200 " A'f N ;.> ‘ ' g de conductancia, otros conjuntos de pardmetros son posibles,— ‘ ﬂ'
ki£8 ' A AT ; Tt” ; v entre los cuales los pardmetros "h" o hZfbridos son los mds Gti- ‘WJ
! : - i ' - les, Para definir los pardmetros hibridos, la red se excita por .%
b medio de una fuente de corriente a la entrada y una fuente de - ;T'
voltaje en la salida como se muestra en la figura 5.5). ,ﬁ&
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Por medio del Teorema de superposicidén podemos eseribir: ;i‘
S _» (| 1
| e S By = bygly + by B, (5-20 a) I||I|_w!
i : e L[
‘ I b b+ h5.E (5-20 b) A
I | [III|:I : . - ' 2 = 21 l 22 2 i :{
T-"’T Yi ' De donde encontramos que h;, de la ecuacién (5-20a) con E, =a0 !wl
|I‘|\\" [ - 5 8 : o ) £ : > |I \
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8 | af ak e L ke | ) | i
‘TL il : \ h.. = —= cuando T2 = Q D=2 ¢ I
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|l 1 cuendo I, = O (5-21 b ) :l
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‘.‘ || . & e
J'
f\ Il
{ ||

: "
| | hyy = 7= cuando E, = 0 (5-21 o) ]
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; 2
h22 =~EE cuando Il =0 (5-21 a)

El pardmetro hll €s la resistencia de entrada con un corto
circuito en la terminal de salida. E1 pardmetro by, es la ganan
cia de voltaje inverso obtenida al aplicar un voltaje en la sa-
lida y calculando el voltaje de circuito abierto resultante en-

la entrada. El1 pardmetro h21 es la ganancia de la corriente ha-

cig adelante al aplicar una corriente a la entrada y calculando
la corriente resultante del cortocircuito en la salida, el pard
metro h22 es la admitancia de la salida, con un corto circuiteo-
en la entrada. Por medio del Teorema de Reciprocidad es fdecil -
demostrar que:

h

El circuito equivalente para los pardmetros h de la ecuacién ——
(5-21);

FIGURA 5.6

Las ecuaciones para este circuito son idénticas que las --

. ecuzeiones (5-20):

Los elementos resistivos se muestran en ohmios y las raze-

nes de voltaje y corriente aparecen como fuentes.

Hay i relaciones obvias entre los pardmetros h, r y g que --
pueden ser encontradas manipulande las ecuaciones del pardmetro
h hasta llevarlos a la forma de las ecuaciones del pardmetro r-—
0 g, generalmente, un solo conjunto de pardmetros se usa para -
un problema dado y estas relaciones son académicas.

CIRCUITO EQUIVALENTE PARA REDES DE CUATRO TERMINALES.

Una red de cuatro terminales se muestra en la figura (5-7)
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FIGURA 5.7 |
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|
Los pares de entrada y de salida estdn completamente sepa- ﬁ.$
rados y no tienen un punto comdn de tierra. ”Wﬂ
Si va a ver conexiones externas entre las terminales de en e
trada y de salida, el tercer par de termingles marcado como ——- "ﬁ
EBIB debe ser congiderado. Si tomamos a la corriente como exci- 4f\
-l
tacidén, y los voltajes como respuesta, por superposicién pode-—-— ’jﬁ
TR0
mos escribir: '%h‘
-,rl:}
;
at BT T Wy % o S 8 B (5-22 a) i
Rloes I“‘I‘l
‘ﬂ = A 3
G By =BG + Toololt Tpily (5-22 b) H
lA IT:‘
i - — |II l
U / > Donde las "r" son constantes con dimensiones de resistencia. :yﬂ
- f 1=
Por el Teorema de Reciprocidad. JL
L. 1. 2\ T X \ L (i
Mo . | 13 T 33, =SIRESEEE !%
Los seis pakdmetros r restantes describen la red gegeral de cua ﬁLL
tro terminaYes y por lo tanto un circuito general,de cuatro ter 'rﬁl
= minales, puede ser reducido a seis resistencias., |
Red simétrica mostrada en 1z figura (5=-8). =
. ' i \ {
| | . |'|
i
i — . I
L\i ‘ | ! 'I : + + |
Ll ‘|' X !
{l v!‘\ ‘ | El E2 yi

b
-

1 | FIGURA 5.8
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La red simétrica mostrada en 13 figura 5-8 es la red de cuatro- 1

i b terminales méds comdn. Tiene solo cuatro de las seis posibles re ‘”
sistencias, las otras dos estarfan entre los pares de entrada ¥ it 41

e e de salida. Adn mds, las resistencias son iguales en pares y poxr ‘fw
lo tanto hay solo dos pardmetros independientes en una red simé .WF

trica. Cuando no hay conexiones externas entre las terminales - ' “

de entrada y salida la red puede ser reemplazada por una red T- b '
o (*r) de tres terminasles.

Il
-

= ==

e

Las constantes de las redes T (%) gencralmente son obteni
das dibujando la red en la forma del circuito puente de la figu

ra (5-9).
+ .- 3
o Ry + E2 - Ry
1
Rx Rx

PIGURA 5.9

=

— . ;\r;; ";j‘.' b :_A

=V -3
3=

P .
el

-— “.__1:::'!: =
NS pr=

=

S —F—Al,d!.;-—;,_m

Rt e e = e v Ty

EL CIRCUITO T EQUIVALENTE.

Los pardmetros r pueden ser obtenidos por inspeceidn del -
circuito puente, estos son:

= o (R
ri{ =Ty, =% (R x + Ry)

]
e

Zak -
TLoN 2 (Ry Rx)

El circuito T equivalente puede ser obtenido directamente-
de estos pardmetros.,

El circuito se muestra en la figura (5-10)

. AANA- AAMANA- |
Rx Rx |

A

L | (ry - Rx) 1/2

FIGURA 5.10




Log valores de lag resistencias sons

Ry

R, = = (R

Si Rx_es mds grande que Ry el voltaje de salida en 1la figu
ra (5-11) es negativo.

—ANA-
Ry
(RBx - Ry) 1/2

FIGURA 5.11

El efecto correspondiente puede ser logrado en &l circuito T de—
la figura (5-10), solamente por medio de una resistencia parale-
lo es mds general gue el T ya que tiene 1la opcidn de aualquier -=
polaridad de voltaje de salida. Si 1a polaridad del voltaje de -
salida no es importante el eircuito equivalente alterm8tivo de -
la figura (5-11 puede ser usado. Ia resistencia negativa se eli-
mina por el cambio de un cambio en la polaridad del voltaje de -
salida.

EL CIRCUITO (7r) EQUIVALENTE.

Los pardmetros g para el circuito pueden ser obtenidos de
la figura (5-8) é&stos son:

R’ +-R

gll = e = (5‘23 3)
a Y

g12 = (5‘23 b)
El circuito (7rr) equivalente es determinado directamente de los-—
Valores g en la ecuacidn (5-23). El circuito se muestra en la fi-

s it &

oL

=g

— =¥




e = k4

1

I ?:
il 3
1
1

g

— T A

AAAA-
Rb = 2 Rx: Ry
Ry - Rx

Ra:Ry

Ry > Ox
FIGURA 5,12

Una forma alternativa del circuito obtenido cambiando la —-

polaridad del voltaje de salida de la red simétrica se muestra —
en la figura (5-13).

ANNN-
2 R x Ry
Rx - Ry

Rx

Rx » Ry

FIGURA 5.13

Como con el circuito T una resistencia negativa puede ser -

quitada a expensas de cambiar la polaridad en.el voltaje de sali
da,
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CAPITULO VI
DIFERENCIACION DE FUNCIONES

como la diferenciacidn es menns diffcil que la integraciédn,
daremos primeramente una breve explicacidn de ésta.

El concepto funcional y operacional de diferenciacidn esti-
ilustrado en la figura (6-1).

FIGURA 6.1

La entrada en la "caja negra" es la funcidn fl (t) y 1la sa-
lida es la funciédn fz(t). La diferenciacidén estd representada ——

por la "caja negra"™ que opera en la entrada +tal comos

F,(%) = g—t (£,8 = 2, @ (6-1)

La ecuacidén (6-1) muestra que la funcién de salida fz(t) es
en cada instante de tiempo digual a la pendiente; o la derivada -
de 1a funcién de entrada fl(t). Si fl(t), €s una linea recta la-
pendiente es una constante. Si fl(t) es una vurva mds general, -
la pendiente en cualquier instante es la pendiente de la tangen-
te dibujada en la curva. Note que 1la derivada de un punto no es—
td definida. ILa naturaleza de la curva sobre cualquier lado del-
bunto determina la derivada; la curva puede ser conocida antes -

que/la derivada del punto pueda obtenerse.

Diferenciacidén Grdfica. Una curva tipica y su derivada-se -

nuestran en la figura (6-2).

A la izquicrda del origen, la curva original f (t) y su de-
rivada f£' (%) son 0. Entra t = 0 = 1 1a curva original sube con-—
una pendiente constante de (= 1). La derivada de la curva tiene-
Por lo tanto un valor constantc de (4 1). Entre t =1 y t = 3 1a
Curva original cae con una pendicnte de (- 1) y por la parte co-
Irespondiente de la derivada de la curva tiene también un valor-
de (~ 1). Del punto t = 3 a t = 4 la curva original nuevamente -
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tiene una pendiente de (+ 1) Yy enconces la derivada de la curva-
ticne nuevamente un valor de (+ 1). Hacia 1la derecha de t = 4 1a
curva original y su derivada son 0.

f£(t)

FIGURA 6.2

NOTE que una funcién pucde ser 0 en un punto y no obstante tener
Una derivada. Por cjemplo cn el punto t = 2 en la figura 6-2 la-
curva £ (t) es 0, pero su derivada tiene un valor do (-1).

Difercnciacién Analftica. Si una funcidn original pucde ser ex—-
Presada como una expresién matcmdtica simple, la funcidn deriva-
42 pucde ser generalmente cencontrada en tablas comunes de deriva
das. Un ejemplo eg la funcidn:

fl (t) = 3 sen (313)

Las tablas de derivadas muestran que:
d (sen x) =7Cos % dx

Aplicando esta férmula a la funcidén del ejemplo, la derivada vie
e dada por:

£ ()
f2 (t) = e 9 Cos 3 t (6—1)
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Las funciones £, (%) v f, (t) se muestran en 1la figura (6-=3)

f1 (%)= 38en 3%

=3

fl(t)= 9Cos 3t

=9

FIGURA 6.3

De t =0 a t = (¢0) la derivada de la curva puede también -

seér obtenida dibujando una tangente a cada punto sobre la curva-
original y entonces dibujar las pendientes de las tangentes. En-
tonces en t = @r)/6 la pendiente de la tangente es 0 y el valor-
correspondiente de la derivada de la curva es 0, en t = (W)/4 la
pendiente de la tangente es negativa y tiene un valor de aproxi-
madamente (=6.3). La ecuacién (6-1) muestra un valor mis exacto.

£2 (4 =77/4) = 9 Cos Q%T; L S _(R7o1) =l-6\38

En general puede decirse que en la operacidén de encontrar -
una derivada, es mejor pensar en el procedimiento grifico como -
el método bésico y coumsiderar cl procedimiento analftico, como -
W ‘método complementario, aunque puede hacerse de cualquiera de-

las dos maneras.

Integracién de una Funcidn.

En este punto nos referimos dnicamente a las integreles de-
finidas. Esta integral represcnta el 4drea bajo la curva, entre -

/]

9
el .a = 1.9 4
i i Ao
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dos limites especificados por el integral. Generalmente el 1fmi--
te inferior de la integral sucle ser (—g@, que puede interpretar
se como un tiempo en el pasado en el cual la funcidn es 0 cero;:—
el 1imite superior puede ser la variabile tiempo. E1 concepto ope
racional de integracidén sc mucstra cn 1la figura (6-4)

£, (®) -i Jf(t)dt £, (t) = :'l(t)dt.
o i, | - Q0

FIGURA 6.4

La operacidén integracién, consiste en encontrar el drea ba—
jo la funcidén curva desdc el tiempe en gque empieza hasta el tiem
po final el cual es siempre una variable. @omo cl tiempo cambia-
el drea cambia, ecn cualguier instante dado el valor de la drea -
es la funeidn dc salida f2 (%). Expresads matemdticamente la in—
tegral definida de una funcidn es:

i
f2 (t) = j fl (%) dt

\]
-0
La ecuacién (6~2) muestra que el valor de la funcién £,(%)-

(6-2)

en. algin tiempo (%) es el drea bajo la curva fl(t) desde cl co--

mienzo de tiempo hasta el tiempo pr-zentc t.

En cuhalguier problemz actual es posible encontrar un tiempo
anves que la funcidn fl\t) sea cero. Precuentemente este punto -
€s t = 0, pero lo hermos mds general refiriéndonos a t = -8 | -

entonces. £

€ (1) {/ £, () (dt

& (6-2)

Integracién Grafica.

Un ejemplo de una funcidn que puede ser integrada fdcilmen—

%€ se muestra en la figura (6-5).




FIGURA 6.5

La funcidén es cero hasta t = 0, el drea acumulada a la iz—-
guiera de t = O es cero. Por 1o cual la integral es cero. En ——-
t = 1 se acumula un drea de la unidad, entonces el valor de la -
integral de la curva en este punto es 1. En t = 2 el drea total-
acumulada es 2, por lo tanto el valor de la integral es 2. En —-
t/= 3 la integral es igual a 33 en t = 4 1a integral es igual a-
4 v asf sucesivamente. A la derecha de t = 5 la integral mantie-—
ne un valor de 5.

Si la curva que se va a integrar c¢s arbitraria, esto puede-
hacerse aproximadamente por una serie de rectdngulos de diferen-—
tes tamafios, la integral puede obtenerse sumando las dreas de —-
1os .rectdngulos.

Integracién Analitica.

Si la forma analitica de la funcidén original es conocida, -
la integral de una funcidén puede ser obtenida usando las tablas-
de integracidn.

El uso de las tablas de integrales implica usualmente inte-

grales indefinidas. Una integral indefinida es idéntica a la e—-
cuacidén (6-2) excepto en gque se le suma una constante arbitraria

El valor o 4rea bajo una curva es simplemente el valor de =

la integral indefinida del lI¥mite superior menos el valor del 1%
mite inferior. Como un ejemplo, consideremos la funcidn:

e e A e .

Tt 0 8 <

1S

Al

=R
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1 3 Sen 3t. para t >» 0
£, (%)

para t <€ O

La integral de esta funcidn es cero, para t menor que cero;
para t mayor que cero la integral es:

-t
£, (£)=\ 3 Sen 3t (dt) (6=4)

Por medio de las tablas de integral indefinida encontramos que:
Sen x dx = - Cos X + ¢

S1 se sustituye x = 3%t entonces podemos calcular el integral de-
la ecuacién (6-4) como sigue:

(= 3 cos 3t) (= 3 Cos 0)
Ts (%) i N

2 £5 (t) = 3; — 3 Cos 3 %

Ia funcidén 3 sen 3t y su integral estan graficadas en 1z figura-
(6-6).

t
'
!
/6 "/ oTY/3

f(t)=-3.Sen 3%

£71(4)= 1=Cog 3%

i t
Tr/6 {174 A3
FIGURA 6.6

Desde t = O hasta t = (I1)/3 la funcidén es positiva. inicial
flente a la funcidén tiene valores pequctios y cada paso de integra
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cidn sucesivo contribuye con una drea pequefia; entonces la inte-
gral dc la curva sube despacio. En las cecrcanfas de = 10 /6 la-
funeidn alcanza su mdximo valor y la integral de la curva sube a
su promedio mdximo. Este promedio decrece si la funcidn decrece,
hasta el mdximo valor de la integral es alcanzazdo en t =V /3,

Después de este punto la funciédn de un valor negativo, y el
drea negativa es restada del Zres positiva, hasta que el drea ne
ta acumulada es cero en t = 2 (W)/3.

Una integracidn sproximada de 1la figura ( 6-6) puede ser ob-
tenida contando los cuadros bajo esta curva.

Relacidn entre la integracidn y diferenciacién.

La diferenciacién e integracién son funciones inversas; tal
y como la divisidén y la multiplicacidne Esto quiere decir gue si
tomagwe una curva.y la integramos, y después la diferenciamos, -
el resultado que obtendremos serd la cunva original, similarmen-—
te si primero la derivamos y luego integramos el resultado volve
mos a la ecurva original,.

Estos resultados pucden ser encontradeos por un estudio de —
las curvas de la figura ( 6-7)

{ary,

o A
tig FIGURA 6.7

La figura (b) es la integral de la curva (a), en el inter—-—
valo del tiempo (A). El incremento de 4rea obtenido por la curva
(2) es (ha). Este valor es sumade a la altura de la integral de-
la curva en el fin de intervalo (&). Ahora veamos el proceso in
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verso y obtenemos la pendiente del integral de la curva. Sobre -
el intervalo (A) la pendiente estd dada por la elevacifén en la -

curva, sobre el camino recorridn correspondicente, este es:

que es el valor de la curva original.

La derivada de la curva es la inversa de la integral de la-—
curva y viceversa..

Funciones de Singularidad.

Se ha hablado de la aplicacién repentina de una fuente de -
energia queriendo expresar con estas palabras su aplicacién en —
un tiempo cero. Por tanto el funcionamiento de un interruptor en
serie con una baterfa es equivalente a una funcidén excitatriz —-
que es cero hasta el instante en qgue se cierra el interruptor y-
que desde ese instante es igual a la tensidén de la baterfa. La -
funcidn excitatriz tiene una ruptura o discontinuidad en el ins-—
tante en gue se cierra el interruptor.

“Ciertas funciones excitatrices especiales que son disconti-
nuas o tienen derivadas discontinuas, se llaman Funciones de Sin
gularidad, siendo las tres mds importantes la funcidn escaldn —-
unidad, la funeidén impulso unidad y la funcidén rampa, las cuales
se describen detalladamente a continuacidn:

Funecidén Escalén.

Definiremos la funcidén escalén unidad como una funecidn que-
es ‘gero para todos los valores de su variable que sean inferio—-
res a cero y que es la unidad para todos los valores positivos -
de la variable.

Una corriente constante o un voltaje constante interrumpido
en un circuito en un tiempo t = O puede ser representado por una
funcidn escaldén. La funcidn escaldn unitaria se representa por -
el sfmbolo (u_l(t) y esta definido matemdticamente por:

Q para t O

u—l ('t)) =

1l para t O
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Una fuente de voltaje conectada en un circuito en t = O pue
de ser representads por medio de una funcidén escaldn vnitaria., -
Consideremos la fuente mostrada en la figura (6-8). Podemos de—-
cir que el switch esta cerrado en t= 0. E1 voltaje, que es cero-

antes de t = 0 es igual a E u-1 (%) para t mayor que cero, puede
Ser expresado como:

La figura 6-9:

VOLTAJE ESCAION

FIGURA 6.8 FIGURA 6.9

Una fuente de corriente figura (6-10) interrumpida en un --
circuito en t = O puede ser también expresada en términos de una
funcidn esealdn unitario. '

Antes de t = O el switch esta cerrado ¥y la corriente de la-
fuente pasa a través del circuito exterior. ILa corriente i (%t ),
gue es cero antes de t = 0 g igual g I u-1 (+) para t mayor que-—
cero, puede ser expresada analiticamente como:

i(%)

1
i (%) = I u=-1 (%)
t =0 EXPRESION ANALITICA

CORRIENTE ESCALON

FIGURA 6.10 FIGURA 6.11
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Funcidn Impulso.

La derivada de la funcién escalén unitaria es llamada la -—-
funcidn impulso. La figura (6-12) muestra un escaldn dibujado so
bre una escala entre O-y O+. La derivada de la figura (6-13) es~
cero en cualguier parte excepto entre 0- Yy O+. 8i clasificamos -
este intervalo como (A), la derivada serd l/b' como delta se ap-—
roxima a cero el valor de la derivada tiene a infinito. E1 4rea-—
bajo el impulso puede ser obtenida de 1a figura (6-13). Es conve
niente caracterizar el impulso por su 4rea baje antes que por su
altura que es infinito. El sImbolo gréfico del impulso se mues—-
tra en la figura (6-14), donde el némero entre paréntesis signi-
fica el 4rea bajo el impulso. la anotacidn usada para el impulso
unitario es uo(t).

Como la derivada de una funcidn escaldén es una funeidn im—-

pulso, la integral de la funcidn impulso serd una funcidn esca——
16n.

FUNCION ESCAILON
APROXTMADA

£
fig. 6-12

DERIVADA DE LA FUNCION ESCALON

FIGURA 6.13

Un limpulso de corriente estd representado.por una 4rea cuyas di-
mensiones son Ampere-seg o coulombs; un impulso de voltaje esté-
representado por una 4drea cuyas dimensiones son volt-seg o line-

as de flujo. Entonces por definicidn:

e R
u, (t) = =¢ u-1 (%)
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Le respuesta de una red a un impulso unitario es una funcidén més
primitiva que la respuesta de una funcidn escaldn unitario.

Ademds las funciones singularidad pueden definirse como las
derivadas de la funcidén impulso unitario.

Funcidén Rampa.

Como los elementos de un circuito pueden‘producir integra—-—
les y derivadas estamos interesados en las integrales y deriva--
das de la funcidén escaldn. La integral de la funcidén escalén con
un tamatio A es una funcidén rampa teniendo un valor de A en t = 1
e igualmente una pendiente de A.

£(t) 4

i

u, (t)

FIGURA 6.15

Funciones de singularidad en un determinado tiempo.

La funeidn escaldn AJ—l(t) es cero para tiempo negativos y-—
uno para tiempos positivos. Cuando se tiene una funeidn escaldén-
que aparece en un tiempo determinado "a" como la que se muestra-—
en la figura 6.16 la funcidn la escribimos M- (t=2)

£ ()4
1

M- (6-a)
h S

s.aﬂd Fig t

Integrando esta funcidn

£ )




Derivando la funcién escaldn

£ (%)

I(l) M0 (t-2)

= s
flg (c) FIGURA 6.16

Solucidn de Curvas periddicas utilizando funciones de singulari-

dade.

Nosotros podemos expresar muchas curvas periddicas en terminos -—
de funciones de singularidad un ejemplo es mostrado en 1la figura
(6=17 a). Una onda cuadrada puede ser producida por una sumato-—
ria de funciones escaldén mostradas en la figura (6-17 b). ILa pri
mer funcidn escalén es positiva Yy oeurre en t = O, dando un va-—-
lor unitario de =0 a3 +t = l;en © = 1 una segunda, funcidn es-
calén negativo ocurre gue elimina la primera funcidn escaldn dan
do un valor de cero entre t = 1 g + = 2; en t = 2 una tercer fun
cidén escalén positivo ocurre para dar un valor unitario entre ——
t=2y +t=23.En1t =3 una cuarta funcién escaldn negativa ocu—
rre que elimina la tercera funeidn escaldn dando un valor de ce-

o en t = 3yt = 4.

13 (t)?

=L

2 3

figura (a)

FIGURA 6,17




CAPITULO VII
RESPUESTA EN EL TIENPO DE ELEMENTOS SIMPLES
INTRODUCCION.

Hasta ahora se ha trabajado con circuitos puramente resisti
vos, es decir que reciben potencia disipdndola en forma de calor
también se han mencionado las leyes y teoremas principales bajo-—
los cuales se rigen estos circuitos, asf como sus aplicaciones.-
Dado lo anterior, estamos ahora en condiciones de introducir dos
nuevos elementos simples que estan muy relacionados en circuitos
eléctricos cuyas caracteristicas de voltajes—-corrientes, depende
de un voltaje o de una corriente variable; esos elementos son la
bobina y el condensador.

Estos elementos a diferencia de las resistencias son capa--—
ces de almacenar energfa, por lo cual su comportamiento introdu—
ce integrales y derivadas en las ecuaciones de redes. Una red ge
neral estd descrita por una ecuacidén diferencial ¥y la solucidn -
es una funcidén del tiempo.

Para el caso particular de elementos simples las redes de -
sempetian operaciones simples de integracidén, diferenciacién y =
multiplicatidén por una constante. Entonces si la excitamos por -

medio de una funcidn de singularidad, la‘respuesta serd también-

una funcidn de singularidad.

Relacidén Volt—-Amperec.

Ya en el segundo capitulo se definieron ampliamente los ele
mentos: Resistencia, Bobina y Condensador; por lo cual ahora nos
concretamos solamente a exponer las relaciones Volt-Ampere exis—
ten tes para cada uno de ellos. A continuacién se muestran estas

relaciones:

Para la resolucidn de cualquier eireuito eléctrico que con-—
tenga ya sea inductancias resistencias o capacitancias, el cono-—
cimiento «de estas ecuaciones permitird enfrentar los diferentes-
tipos de problemas que puedan presentarse en tal circuito.
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Fnergfa Inicial Almacenada.

La potencia instantdnea esta dada por el producto de volta-
Je ¥y corriente. La energia WL recibida por la inductancia se al-
macena en el campo magnético que rodea a 1la bobina Yy viene expre
sado por la integral de la potenciaz en el intervalo de tiempo co

rrespondiente o seaj
t2

e.1 dt (7-1)

t1

En donde T1 Yy T2 es el comienzo y el final del intervalo, -

donde la energfa va a scr medida, y W es la energfa cn Watts— ——
Seg. 0 Jouleas Entonces la energia almacenada en una inductancia
Viene dado por la ecuaecidén (7-2) donde T, de la ecuacién anterior

se toma como (-0@). De agui que la energfa almacenada en una in-—

ductancia sea: ;

. : _: di )
WL—J e.i dt = Lﬁ.ldt(7—2)
- o0

-0
Es posible el cambio de variable en la ecuacidén de tiempo -
a corriente. Si la corriente es (0) cero en (-90) y en tiempo t-
tiene un valor de i en la integral como se muestra:
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(7-3)

El significado de esta ecuacidn (7=3) es que la energfa al-
macenada en una inductancia depende solamente del valor instanti
neo de la corriente, y no sobre lo sucedido anteriormente en el-

circuito., Estas ideas pueden ilustrarse mediante un sencillo e--
jemplo:

La figura (7-1) muestra una inductancia de tres henrios
serie con una resistencia de 0.1 Ohms.

FIGURA 7.1

La energla almacenada en 1la bobina seri:

W31 i% =3 () (10)°

W1 = 382 - 150 joules

¥ la potencia disipada en la resistencia serd:

2

Pot, = I°R = (10)2 (0.1)

R

Pot 10 Watts

R:
Una situacidén semejante sucede con el condensador, la energia al

nacenada en un capacitor estd dado por el integral.

t
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Si el voltaje en t = - (e0) se hace 0 y el voltaje en t = t es E-
la integral queda de la siguiente manera:

C.E de = £ ¢ g2

0
Entonces la energfa en el capacitor depende de solamente del vel
taje a través de €1 en el instante en que se analiza.

Fuentes eguivalentes pars energfa inicial almacenadae.

El elemento inductancia estZ completamente descrito por la-
ecuacién Volt-Ampere (7-4)

O+ &

1
T| edt (7-4)
-0 O+
Esta integral dividida entre la inductancia, es la corrien-—

te inicial en la inductancia.

La ecuacidén muestra que una inductaneia con una corriente —
inicial puede ser reemplazada por una induectancia sin corriente-
inicialy, en paralelo con una fuente de corriente, con un valor —
igual a la corriente inicial en la inductancia. Una inductancia-

con una corriente inicial se muestra en la figura (7-2).

FIGURA .2

¥ su circuito equivalente con la misma relacidén Volt-Ampere
t = 0 es:




: /] +
Io,(%) L E

FIGURA 7.3

El switch estd4 cerrado antes de t = 0 y abierto en t = 0, -
antes de t = 0 el voltaje e es O (cero) y la corriente no puede-

formarse en la bobins. Cuando el switch estg abierto la corrien—

te en terminagles es:
itz

d o
© iy (7-5)

O+

Entonces esta ecuacidén es idéntica a la ecuacidén anterior por 1o
cual queda verificada la identidad entre los dos circuitos de —-
las figuras (7-2) y (7-3).

Ta corriente constante y el switch de 1a figura (7-3) son -
equivalentes a la fuente de corriente escaldén mostrada en la fi-
gura (7-4).

IO u-1l % J

FIGURA 7.4

Entonces se demuestra que: "una corriente inicial en una induc-—-
tancia es equivalente a una fuente de corriente escaldén del mis-
o valor en paralelo con la inductancia'.

Un circuito equivalente final para la corriente inicial en—
la inductancia se muestra en 1z figura (7=5)

Este circuito se obtiene por la aplicacién de Thevenin al -
Circuito de la figura (7-4).




L 1o uo (%)
e

FIGURA 7.5

Por dltimo para el elemento capacitancia la ecuacidén volt -
ampere que la describe completamente es:

t o+
1
c

+
: 1 { (7-6)
1. a6 ¥os idt
- 00 -0 O+
Esta integral dividida por C es el voltaje sobre el capaci-

tor en.T = 0,

A b=

La integral desde O+ hasta t representa la ecuacidn volt— -
ampere de un capacitor gue es descargado en t = 0.

La ecuacién (7-6) muestra gue un capacitor con un voltaje inici-
al puede ger reemplazado por una capacitancia en serie con una -
fuente de voltaje, con un valor igual al voltaje inicial sobre -
€l capacitor, estas equivalenciag estan mostradas en la figura
(7-6) y (7-7).

FIGURA 7.6 FIGURA 7.7

La fuente de voltaje constante y el switch de la figura ———
(7=7) son equivalentes a una fuente de voltaje escealén como la -

mogtrada en la figura (7-8).
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<> Eo u-1 (%)

FIGURA 7.8

De los cuales tenemos que: "un voltaje inicial sobre un ca-
pacitor es equivalente a ung fuente de voltaje escaldn del mismo
valor en serie con el capacitor descargado™.

Un dltimo circuito equivalente para el voltaje inicial en -
un capacitor estd mostrado en la figura (7-9).

L.

CEo uo (%) P

FIGURA 7.9

Este se obtiene por la aplicacién del teorema de Norton al-—
circuito de la figura (7-8).

Respuesta a un impulso.

De las tres funciones de singularidad principales que son -
la Rampa, Escalén e impulsoy la que mds es usada es la del impul
80, aunque la respuesta escaldén puede usarse para caracterizar -
una red. Los tres elementos Resistencia, Capacitancia e Imductan
cia al ser sometidos a una fuente impulso se comportan de la si-

guiente manera:

Resistencia: Es importante recordar gue la corriente impulso es—
una carga (Q) gue fluye durante un tiempo corto y un voltaje im-
pulso es un flujo escalonadoe (A) gque se agrega asimismo en un —-—
circuito en un tiempo corto. la resistencia es un elemento que =
al aplicarle una corriente impulso la cambia a un voltaje impule
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S0 y Vviceversa, pero sin cambiar la funcidén tiempo, por ejemplo:

Las dos figuras anteriores muestran que si se aplica un es-—
tImulo de corriente impulso e (%) = Qu (t) 1la respuesta es el —
voltaje ep(t) = QRu_(t); ahora bien, si el estfmulo aplicado es—
el voltaje impulso e (%) = (R)uo(t) la respuesta es la corriente
in (t) = A (t).

= R %
Inductancia; Cuande un voltaje impulso es aplicado a una induc——
taneia, la corriente que fluye por ella esta expresada pors
' t

a, (%) dt = %- u-1 (t)

- QU
L es, para un valor de voltaje impulso, igual a:

e (t) =Auo (t)

Si a la inductancia se le aplica una corriente impulso de -

Esta I

un valor igual a:
i (t) =quy(8)
La respuesta en voltaje serd:

o(4) - p 8 guo (B)] =1 ou (v)
at

Lo anterior nos indica que al aplicar un voltaje impulso a una -
inductancia ésta nos dard una respuesta "escaldén" como se mues—-—

tra en la figura (7-10)




R C) ESCALON

FIGURA 7.10

Igualmente si se le aplica una corriente impulso a 1z induc
tancia ésta nos Producird una respuesta "doblete" de voltaje co-

mo se muestra en la figura (7-11).

uo (t)I<>

FIGURA 7.11
Capacitancia: Cuando una corriente impulso e (%) = Qu,, () es ———
aplicada a un capacitor el valor de 12 respuesta obtenlda en for

ma de voltaje serd igual a:
1

e (1) = 2 f Qo () at'=2 41 (t)
- QP
Como se muestra en la figura (7-12).

uo(t)1<> C—L_ ““u— ,/t) ESCATON

FIGURA 7.12

e (HH
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Cuando es aplicado a un capacitor un voltaje impulso e (%)=
(A) u, (t), la corriente impulso que nos producird cl voltaje ——
estd dado por:

i (%) : =cX ul (%)

Como se muestra en lg figura, el voltaje impulso produce un do-—-—
blete de corriente.




CAPITULO VIII

RESPUESTA DE 10S CIRCUITOS RI-RC
INTRODUCCION,

Los circuitos eléctricos son descritos por ecuaciones dife-

renciales lineales: por esta razén, pueden usarse los conceptos— -
de EstImulo y Respuesta.

Como ya se sabe, para excitar ¥y Producir una respuesta en -
un circuito se necesita una fuente de energia, esta fuente puede
ser externa, como por ejemplo una bateris que suministre energfa
a un circuito eléctrico; o bien puede ser interna, logrdndose ——
esto por medio de elementos que son capaces de almacenar energfa
como los condensadores y las inductancias en los circuitos eléc-
tricose.

Siempre que la energia almacenada en un circuito es libera-
da, ésta responde de una forma tal que depende de la configura—-
cién y de los pardmetros del cireuito. Debido =2 que la respuesta
a la energla almacenada es una caracterfistica propia, se denomi-
na "Respuesta Natural” del circuito. Para liberar la energfa gl-
macenada en los elementos del circuito se utiliza un interruptor
este interruptor puede también conectar fuentes externas de ener
gfa al circuito. Estas fuentes exteriores determinan también unz
respuesta en el cireuito; cuando ha transcurrido tiempo suficien
te, a partir del cierre del interruptor, para que la energla ini
cialmente almacenada se disipe en la resistencia del circuito, -
la respuesta posterior depende enteramente de la energla exte——
rior que esté siendo suministrada. Esta respuesta, debido a la -
funecidn de excitacidn, se denomina "Respuesta de Régimen Perma—-—

nente",

De acuerdo con el principio de superposicidn, la respuesta-
total serd la suma de ambas respuestas. BEsta respuesta total se-—

denomina "Respuesta Transitorial.
Ecuacidn Diferencial de Primer Orden.

Nuestro estudio estd basado en un circuito al cual se exci-

ta por medio de una fuente solamente para entregar energfa a los

elementos que son capaces de almacenarla, en este caso es el ele

mento inductancia el que puede almacenar tal emergfa e inmediata
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mente después de haberse cargado dicho elemento se retira la ———
fuente del circuito por medio de un interruptor, como se muestra

en la figura (8-1):
AVAYA
' L
5

El propdésito es calcular la corriente en funcidén del tiempo

FIGURA 8.1

a partir del instante t = 0 en que se produce la conmutacidn del
interruptor. Los pasos =2 seguir para obtener la solucidn comple-
ta, los podemos enumerar como sigue:

lo.~ Calcular la solucidn rermanente.

20.- Plantear y resolver la ecuacidén diferencial del circuito Pa
ra obtener la respuesta natural.

30.~ Sumar las respuestas permanentes y matural y determinar las
constantes arbritarias a partir de las condiciones inicia—-—
les.

Estos tres pasos se siguen a continuacién para la resolu——

cién del cireuito de la figura (8-1).

La ecuacidén diferencial puede plantearse utilizando las le-
yes de Kirchhoff,

L Q% + R =0 (8-1)

Hay que notar que la baterfa, que es la fuente de energla —
eléctrica del circuito, ha quedado desconectada de éste por la -
accidén de un interruptor, quedando cn la inductancia L energfa -
almacenada la cual quedard ahora en calidad de fuente de energla
€léctrica del circuito, una vez gue ha pasado el interruptor a -

la posicidn 2.
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Por scparacidn de variables la ecuacidn (8-1) queda como se-
muestra en la ccuacidn (8-2).

La funcién corriente en el 1ado izquierdo de la ecuacidn es
exactamente igual 2 la funcidn ticmpo en ¢l lado derccho.

R
-f dt (8-2)

Integrando cada lado de 1a ecuacifn con sus correspondientes 17—
mites ésto es, el 1lado derecho de la ecuacibn desde t = 0O hasta-
T =t y el lado izquierdo desde el valor de la corriente en t =-

0Oy, a la cual la nombramos io’ hasta el valor de la corriente ———

t = t, a la cual la nombramos i, la ecuacidn queda como sigues

t

d t (8=3)

¥y resolviendo la integral:

in i - 1n

de donde:
(8-4)

Esta ecuacién (8-4) es una solucidn de la ecuacidn diferencial -
Para todos los valores io' En donde el valor de io dependerd de-

las restricciones del problema.
En t = L/R el valor de la corriente es:

: y -1 i0
= - e — —
=10 =

El tiempo L/R es llamado constante del tiempo del circuito,

Circuito R-Cue~ El circuito R-C mostrado en la figura (8-2):

FIGURA (8-2)
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Este circuito estsg representado también por una ecuacidn diferen
cial de primer orden de 1a forma:

t

R i +

1
c

di e |
Rdt+z-—-o

Esta ecuacidén puede ser resuelta de la misma manera gque la ecua-
cién (8-1),

La solucidn serd:
i1i=1o0 e

Esta ccuacidn serd igual a:
i = lo e—t/T

En donde 10 es el valor iniecial de la corriente y T = RC ——
(Constante de tiempo). El valor inicial de la corriente se calcu
la de acuerdo al estado del eircuito en t = 0, en este instante-
el voltaje en cl capacitor es Eo’ este voltaje apareceri a tra--
vés de la resistencia, por lo eual la corriente inicial serd ~--
igual a EO/R afectado por una funcidn del tiempo, esto es la co-~
rriente i gserd igual a:

; - Eo o= /T
Como un ejemplo de lo anterior resolvemos el ecircuito de la

figura (8-3)

Ry

S abi iR

FIGURA (8-3)




Supongamos que el circuito anterior representa el circuito-
de campn de un generador de corriente contfnua a la cual se le -
cstd aplicando uns fuente de 250 Volts., que el valor de la in—-—
ductancia es de 55 Henrios y el valor de RL es de 12.6 Ohms.

Suponiends quec estd abierto X ¥y ajustando Rl de manera que-—
la corriente sea 0.40 Amperes. d cudl scrd la variacidén de inme—-—
diatamente después de cerrarse K2.

También se nos pregunta que tiempo se necesita para gue la-—-
corricnte alcance el valor de 14 amperes después de cerrarse k.

Solucidng

Para resolver este problema se hace las concideracinnes si-—
guientes:

Una vez que se ha cerrado K, la corrientc permancce momentdg
neamente invariable en 5.4 amperes, debide a ésto se produce una
caida de tensidén en RL de s

Lo cual guiere decir que:

di _ "
L aT‘E = 182 volts,
0 sea que la variacidn de la corriente con respecto al tiempo es

tard dado por:

di 182

ﬁ = = 3631 Amp/SCgo

_?5— —_—

Ahora bien, cuando K estd cerrado, la corriente que fluye .por el

circuito serd igual a:

o o V. 250

== =1T5% = 19.84 Amp.
Sabemos gquc la” corriente inicial es ‘de 5.4 amperes, por 1o que ..
la corriente es de la componente transitoria i (%) y deberd te—-

ner un valor inmediatamentc después de cerrarse K, tal quec:

i (o) = 1 + i, (o) de donde

540 19.84 + it (o)
5-40 = 19048 = =- 14044 Ampo
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Sabemos también que la férmula de 1a corriente transitoria es --

igual ag

. _ . =R/iE 4
i, =1ie

De donde se sabe que:
iO = <= 1404 Amps.
Y que:
R/L = 12'26 — 0.229 sec —
Por le tanto sustituyendn estos valores para encontrar el tiempo
tenemos que:

i (%) =1 +dip (%) =19.84 - 14,44 ¢0-229 %

Comn la corriente i (t) vale 14 amperes y se pide en cudnto
tiempn alcanza ese valor, el tiempo sers:

i () - 14/= 19.84 - 14.44 ¢~0-229%

~0.229% 19.84. - 14
£ 1447 = 0.3

0.229t -
0.207 = 1n 2.48

0.229% = In
0.229t = 0.906

_ 0.906 _
= 0555 = 3-96, Sea.

= 3096 Seg-

t
t

Respuesta a los Circuitos R-L a las Funciones de Escaldn y de im
pPulso;

La entrada en escaldn que es la entrada obtenida cuando se-
conecta al circuaito una fuente de tensidn el circuito R-L se ——-

muestra en la figura (8-4).




FIGURA (8-4)

~

En un tiempo t =

- . . , - . .
o la inductancia es im circuito abierto y
la ceorriente es:

i (O+) =0

En un tiempo t = (@8) la inductancia es un corto circuito y
la corriente es igual a:

e - 4

Y la constantc de tiempo es igual a:

L
=7

Dadn 1o anterior la ecxpresidn de corriente puede escribirse come

i (B =5/ (1= ma%) A3 (p)

Un diagrama de esta ecuacifn se muestra en la figura siguiente:

— T

5T
FUNCION RESPUESTA DEL CIRCUITO




Respuesta impulso.

Para analizar 15 respuesta de un circuite R-L excitadn por-
una fuente de impulso J (t) usaremos el circuits de 1a figura -

(8-5).

i
—“-——: ROV

el +

+
uo(t)C> m R?. i
= i(t )y

(a)

FIGURA (8-5)

Ahora sc encontrard la corriente y el voltaje en el circui-
to analizdndolo de la siguiente manera:

El eircuito para % mayor que O estd mostrado en 1la figura -
(8=52), el impulso afccta a4l cireuitn para t mayor que 0, es de-
cir, para valores de corrientc que oscilan entre el tiempo 0 y-
0% en la inductancia. Durante este intervals 1a inductancia en -
un circuitae abierts y el voltaje impulsn aparece a través de é1.

La corriente en la inductancia serd igual a:

O+ et
y 1 (+) dat
i (0+) = T /(40

O

£ L
- L

El valor inicial de la corriente es 1/L, su valor final cs=-
0 y 1la constante de tiempo es T = L/R. Por andlisis se puede es-

eribir la ccuacién de la corriente comn sigue:

: Tt
dgler, AL R

Respuesta a les circuitos R-C a un impulso y a2 un escalén.

Las funciones respuesta que existen en los circuitns R-C ==
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son esencialmente las mismas que existen en 1ns ecircuitns R-L. -
la diferencia principal es ahora T = RC.

Para esceribir una respuesta p2r inspeccidn, es necesario =-—

calcular por orden solamente el valar inicial, el valor final y-
la emnstantc de tiempo.

Lo excitacidn impulsne afecta al circuitn R=C a través de la
energfa almacenada por é1 durante el intervaln t = o y = g
En el circuite de la figura (8-6a) un impulso de corricnte cg ——
aplicado a una cominacidn en paraleln R-C. Después de t = 0 el -

impulso es O, y ¢l circuitn se mucstra cn 1la figura (8=6Db).

©

uo(t)

+

i(t)

FIGURA (8-6a) FIGURA (8-6D)

El problema principal es el cdlcule del voltaje inicial en-
el capacitor. En t = 0° el circuito estd en receso, en t = 0 el-
impulso actia y el capacitor actda, como un corto eircuito. Du--
rante el intervalo t = 0 y t = 0% 1la corriente fluye en el capa

citor y produce el voltaje:

e (0T) = = //ﬁ,(t) dt =

0
E1l valor final del voltaje es:
ey {SP) J=r0
La constante de tiempo es:
T = R/C

el voltaje serd:

TR sl e TS —llﬁ e /RC 4 3 (%)
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Un circuito RC en serie excitado por un impulso de muestra- .
en la figura (8-7).

+

C an (+) ?RHO(t)jCD %R

i(t)

FIGURA (8-7a) FIGURA (8-7b) FIGURA (8-7c)

El circuito en la figura (8-7a) se muestra para t = 0 y pa
ra t = 07, El capacitor actda como un corto circuito, despuéds de
t = o' el impulso es inactivo, la fuente de voltaje muerta es --
reemplazada por un corto circuito y el capacitor serd cargado. -
El problema es ‘ealecular la corriente iniecial en el circuito, ——-—
exactamente en t = 0, cuando el impulso del voltaje funciona y —
el eapacitor es un corto circuito, la corriente sera:

i(0) =3 Mo (1)

Esta corriente pasa a través del capacitor y produce un vol

taje:
ot

1 3
= Mo (t) at = —

0

Como complemento en 10 que respecta a transitorios, analiza
remos el tiempo de circuitos que estdn caracterizados por-ecua—-

ciones lineales de segundo orden.

Para nuestro propésito es conveniente considerar el circui-
to formado por elementos simples que son Ry, L y C sin fuentes, -
lo cual nos facilita dicho andlisis.

Sabemos la importancia general de esta combinacidn particu-
lar de elementos ideales que es un modelo adecuado para discutir
Sistemas eléctricos de comunicacidn, sistemas mecdnicos, etc. —-




Considerando un circuito R L C en paralelo, sin fuentes:

Para estudiar este circuito RLC en paralelo supondremos gue
puede haber energfa almacenada inicialmente tantc en la bobina -
como en el condensador y por consecuencia hay inicialmente pre—-—
sentes valores para la corriente de la bobina y la tensidn del -
condensador, desarrollando el circuito por la ley de los voltajes
de Kirchhoff 3 e = 0.

e/R 4 % edt - i (to) + C == = 0 (1)

to
De acuerdo a las siguientes condiciones iniciales, resolve-
mos esta ecnmacidn,
. B
5 (08 1o
. :
c (07) = Eo

Derivando con respecto al tiempo la ecuacidn (1) se tiene la si-

guicnte ecuacidn diferencial lineal y homogénea de segundo orden

Cuya solucidn e (t) es la respuesta nabural deseada.

Para resolver la ecuacidn (2) usarcmos la forma exponencial
ya que cn esta ceuacidn sc suman tres términos: la segunda deri-—- -
vada, la primcra derivada y la misma funcidn, multiplicando cada

una de cllas por un factor constante e igualando la suma a Ccero.

Esta es una funcidn cuyas derivadas tienen la misma forma -
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que la propia funcidn y (e) dard satisfaccidn a la ceuacidn (2)-
de la cual diremos que si bien no es una operacidn explicita, sa
bemos que una funcidn exponeneial en general satisface una ecua-
cidn dc este tipo.Por ello se supone, sujeto a verificacidén por-
substitucidn directa, que en la ecuacidn (1):

e=lae (3
en la cual A ¥y S son constantes.

Derivando dos veces la ecuacién (2) con R.P.T. y substitu——
yendo en la ecuacién (1) tenemos ...

de st

2_ st
= -S¢ C A Sg"®

2
d e _ 2
ax - S«

L
L
A esta ecuacidn se le llama ccuacidn auxiliar o ecuacién ca

racterfstica. Como la ecuacidn (4) es una ecuacibén cuadrdtica, -
hay dos soluciones, identificadas como Si y 82

— \J/ ( s )2
oRC T PR
, BN ¢ e
2RC 5RC

En funcidn de "frecuencias" estas cantidades serdne..

Wo =

1
e

A este término le llamaremos "frecuencia resonante" y a
; 1
X=  7re

le llamaremos frecuencia neperiana o coeficiente de amortigua——-
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miento exponencial (€X).

Esta dltima expresidn descriptiva se utiliza porgue es una-—
medida de la rdpidez con que la respuesta natural decae o se a——
mortigua hasta alcanzar su valor final permanente (cero general-
mente), por dltimo S1 y S2 recibirdn el nombre del circuito RLC
en paraleln; y de una manera concreta:

Es claro que la naturaleza de las respuestas depende de las
magnitudes relativas deXy W. E1 radical gque aparece en las ex-—
presiones para Sl ¥ 82 serd real sidk es mayor que W., imagina—-—
rio sik es menor gque Wo y cecro si Xy Wo son iguales.

CIRCUITO SOBRE AMORTIGUADO

Los valores anteriores Sl y S2 vienen a determinar la natu-

raleza o forma de transitorio; es decir, la manera como varfa con
el tiempo. La solucidn transitoria de um circuito RLC en parale-

lo y sin fuentes, tomando en cuenta las condiciones que caracte-

rizan el caso "Sobreamortiguado", viene a ser tan solo una suma-—

de una ecuacidén homogénea si las funciones de exeitaecidn son ce-—

ro (ver figura).

CIRCUITO SIN FUENTE
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las ecuaciones diferenciales que los describen se reducen a las-

ecuaciones homogéneas, cuya solucidén es 1la respuesta natural del
sistema.

e (t) = Alcgslt 2 Azqﬁzt

Para nuestro caso en paralelo, Al Yy A2 deben hallarse aplicando

las condiciones iniciales dadas; las demas magnitudes son substi
tuciones directas.

Un circuito RLC se dice que esta sobreamortiguado si,

IC > H R? (2

X > Wo
cxz > W02
Entonees el radical de la ccuacién. caracteristica antes menciong
da es real, de modo que ambas rafces son reales, es decir, tanto
S1 como 82 son numeros reales negativos; esto era de esperar, —-—

puesto que si ambas rafces fueran positivas los términos corres-
pondientes de la ecunacibfes..

st 3
e = A@ « » o « crecerian exponencialmente.

Este comportamiento no es posible en un eircuito que-no contiene
fuente de energia.

Como ya se ha dicho, la respuesta e (1) puede expresarse co
mo la suma (algebrdicg de dos términos exponenciales decrecien—-—
tes, aproximdéndose los dos 2 cern caando el tiempe aumenta sin —
1inites.

Conn el termino de 82 es mayor que el de Sl’ el términn que
contiene a 82 tiene un decrecimiento mds rdpido y para valores -
grandes el tiempo, podemos escribir la expresidén limite como:

s, T

Supongamnos que se va a'éiscutir el nétodo nediante el cual-
se eligen las constantes arbitrarias Al y A
t

2 de la ecuacidn a (t)
de nndn que satisfagan las condiciones ini--

st <)
=A1Ql +A2Q2
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ciales y para nostrar un ejemplo de una curva, respuesta para el
caso SOBRE AMORTIGUADO, desarrollaremos a continuacién RLC en pa
ralelo con valores numéricos.

ie i ch 6
1/42 £ I = 7 Henry

TH ’r 1/42 Faradios

Este circuito tiene uns energfa inicial glmacenads de mane—
ra que la tensidn inicial del circuito es e (0) = 0 y 1a corrien
te inicial en la bobina i (o) = 10 amperios.

Desarrollando:
©¢ L Wo = 1/
2RE N’ J LC
X =3.5 Wo = 6

b . Sl B

=i

e

=35+ ¥ 352 (VBF 55 = = 3.5 ¥ 3.52 = (J8)?

1= =1, -6

La respuesta natural en _ s. t S5t
forma general €S..... L= Alé? L k- AZQ? “

- =
e + A2 ¢ t
Tenemos que e (o) = o

Derivando la ecuaeidn (5) con respecto a t:

.g_‘?. 2 A, g6t




y como la condicidn inicial es i(o) = 10, tendremos que:

cuande t = 0, dt (t = 0) = o = A4 - 6 A,

Ahora la derivada con valor numérico es:

A
e = C F

{ = 26 (p) _ 1l(o)+i R (o) »
(i="g)F = C -~ C =

—%%— = 420 volts/scg

Ya que una tensidn cero a través de la resistencia
Se por ella una corriente cero se tendra que:

exige gue pa-—

420 = - Al - 6A2 (7)

Segun la ecuacién (6) y (7) nes proporciona Ay

Ao

la soluecidn final para
la respuesta natural es...

e (t) = 84 (@ F - @70t (8)

Ahora haremos ecicrtos cdlculos dtiles para describir la gra
fica de la respuesta natural e¢ () antes mencionada.

e(t) V
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Observamos que e (%) es cero cuando t = 0O en la ecuacibn —-
(8)9 esto viene a comprobar 1lg suposiecidn original. Asi tambidén-—
podemos interpretar el primer término exponencial como teniendo—
una constante de tiempo de 1 segundo y el otro exponencial, de -
1/6 segundo.

Los dos términos comienzan con una amplitur unitaria, pero-
el segundo decae con mayor rapidez; asi pues, e (t) es positiva-
siempre. Cuando el tiempo tiende g infinito, cada término tiende
a cero y la respuesta se desvanece, como debe suceder. Ast, tene
mos la curva respuesta que €s cero para t = 0 y cero para t =00
Pero siempre positiva; se puede sacar un punto mdximo al derivar

e (t) =84 (g% - gth

=2

-6t)

-84 (g "+ 6¢

. e (tn) = 48.4 VOLTS

En la gréfica st trazaron las dos exponenciales 84 @ ° y —-
84 Qﬁ“6t con trazo fino y su diferencia, la rcspuesta total e (%)

se dibujo con trazo mds gruecso.

E1l tiempo necesario para gue la parte transitoria de la res
puesta desaparezca (o se amortigue), es decir, que la respuesta-
transitoria tienda a cero lo mds rapidamente posible, deberd ser
minimizado. Este tiempo (ts) 21 cual sc le llama de estabiliza——

cién es infinito en teoria, ya guec e () nunca cae a cero en un-

tiempo finito.

Pero despuds de que e (%) haya cafdo a valores al 1% de su-
valor mdximo cn la respucesta presente, es despreciable. Puesto -
que tenemos em = 48.9 volts, el tiempo de estabilizacidn cs el -
tiempo neccesario para quc la respucsta caiga 2 .489 Voltions. Si-
substituimos en la ec (8) ¢ (%) por este valor y despreciando cl




segundo término €xponencial, se encuentra el tiempo de estabili-
zacién, el cual results muy grande.,

e (t) = 84 (g* - Q§6t)

ts = 5.15 segundos

AMORTIGUAMIENTO CRITICO

Al estudiar 1a naturaleza de la solucién en funcién del va-
lor de R de 1la Eeo (2), 1a cual discutimos anteriormente,
d e

L de
R %

2

GdT%g“‘
notamos que si se gumenta R 3 un valor tal que haga que S1 = 82,
el circuito sc dice quc posee "AMORTIGUAMIENTO CRITICO", ecste ca
SC es de importancia prictica especialmente en numerosos siste——
mas mecdnicos andlogos, como por ejemplo los instrumentos indieca
dores. Los resultados pPara cste caso se obtienen inmediatamenteo—
como limitec de cualquiera de los otros dos casos.

Resumiendo diremos que hemos ajustados los valores de los —
elementos de modn queeX y Wo sean iguales, asf pues logramos es-
te caso de amortiguamiento crftico seguin las siguientes condieio
nes.

X = Wo

4 R® @2

Usando los valores numéricos del caso anterior desarrollare
nos esta variante pues sabemos que incrementando el valor de B =
se conseguird el Amortiguamiento critico.

Si construimos la respuesta sumando dos exponenciales ten—-—
dremos una respuesta gue contiene una sola constante arbitraria,
eén vez de las dos necesarias, lo cual es inconveniente, por lo -
cual conclufimos en usar un procedimients diferente del exponen-—-
cial. AsI también debemos tener presente que lo gue nos interesa
es la forma funcional final de 1la respuesta.




Tal valor es 7 6

TH nhmings -

1/42F A=W = \E

2

De acuerdn 5 1o anterior desarrollamos ls ecuacidn diferen-—
cial original (2).

2
en funcidn de ¢ Wo: d e + 2%0(—@-0— =
dt2 dt

lo cuwal para el Amortiguamiento critico, se convierte en

de
20(&-? +

de
d
¥ finalmente

d c

t

S1 ahora haceénos

3 3 -d-l
entonces S

S solucidn serd




multiplicands ambosg mienbros de la ecuacidn por EF v

o +
E de —
THast oK E

_a_ (e E°('b) -

at -

Integrande cada miembro e EX © = Alt +: A

2

-t

B (Alt 5 A2)

Asi tenenns 1lg respuesta deseada

Substituyends el valor de (&) en csta ccuacidn e = Alt E Vob

+ V6t (2)

Para encontrar los walores de Al vy A2 tenemos que la condi-
¢idn para ¢ (%) es e (o) =0, por lo tante, Ay = 03 este resulta
do se debe a que el valor principal debe ser aplicada a la deri-
vada de/dts derivands la ccuaeidn (2) y recordando que A, = O.

( - V6)

de
dt

expresando la derivada en funcidn de la corriente inicial del =-—

condensador,

_d_e; i i R (0)
d i G




AsI que la respuesta es

e (t) = 420 ¢ g 245 ¢ (3)

La curve rcspuesta para amnritiguanientn critico sc ha dibu-
Jado cn la siguente figuras

5  t (seg)

Para describir esta grdfica de una manera detallada diremos
que: el valor inicial especificado es cerc. Razonamns inmediata-—
nente que la respuesta tiende a cero cuande t tiende a infinito,
ya que el términn t E-*2% o5 una forma indeterminada.

Usando la regla de L' H opital se tiene

1o 4» 00 e () = 420 118

1in 1 2.45%
Gl oEw: VB

Vemos que tenemos una respuesta que empieza y termina en cero, =
con valores pnsitivos para todos los demds tiempos. Aparece un -

valor mdxino para un tiempo itm; en nuestro caso

tm = .408 seg. y em = 63.1 VOLTIOS
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Tanbién se puede determinar ¢l tiempo de estabilizacidn regol——-—
viendn

T05 = 420 ts E2+45 ts

para ts (POR EL METODO DE APROXIMACIONES SUCESIVAS) de donde

ts = 3.12 segs.
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