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CONCEPTOS PRELIMINARES.

En esta seccidn veremos alqunos conceptos y teoremas
que frecuentemente los vamos ha estar usando.

Notacifn. En cualquier tridngulo, sus &ngulos se expre-
sardn por medio de letras mayQsculas, o bien, utilizando le= -
tras del alfabeto griego como theta (0), gamma ( y ), alfa
(@ ), etc. Los lados del tridngulo se denotaradn con letras
minGsculas.

¥ BAC
¥ ABC
¥ BCA
al segmento

al segmento

al segmento

El tridngulo de arriba se denota como A ABC.

Con respecto a los dngulos, existen los siguientes:

a) Angulo aqudo. Es el menor que 90° (6 < 90°).

.-d

b) Angulo necto. Es el igual a 90° (6= 90°).

90°




e} Angulo obtuso .

Es mayor que 90°
(90° < 0 < 180°)

PEro menor gque 1809 |

> : i&dngulos
ii) Taddngulos obtusdngulos. Son aquellos trifng
: ii Ldng
tienen uno y sdlo uno, &ngulo obtuso,
que >

B

¥ A es obtuso

&g
C
d) Anguto Llano. Es igual a 180°, (§ = 180°) .

A
|

iii) Trdldngulos acutdngulos. Son aquellos tridngulos que
: ! .
I

| ©=180°

tienen sus tres &ngulos agudos.
\@_ . B
a.
e |6

¥ A,B y C son agudos
C 2
e) Angulo Coneavo, gs mayor que 180°. (> 180°)

A 3 ¢

e

i3 heden ser:
De acuerdo con sus lados, los triangulos pue

o Yans
i) Tridngulo escaleno. Es aquel tridngulo que no tien
i
sus tres lados iguales.

Clasificacibn de Los tidngulos. pe tal suerte que, los
tridngulos ge clasifican de acuerdo a s

us dngulos o sug lados.

Con respecto a sSus anqulos se clasifican en:

L) Tridngulos rectdngulos .

Son aquellos tridngulos que ii) Thddngulo 4s6sceles. Es aquel triangulo que tiene
tienen uno Yy s6lo uno, angulo recto.

al menos dos de sus tres lados iguales.
B

A es recto




iii) Trddngulo equildteno.

’
Es aquel tridngulo ok
' > C1ang que tie-
ne sus tres lados iguales. ’ :

Algunos teonemas fundamentales .

A continuacidn se enumeran algunos teoremas fundamenta--

les, demostrando algunos Yy otros simplemente se expondran.

1) La suma de los &ngulos dé un tridn

gulo es igual an-
gulo 1llano (A + B + C = 180°) . - Pn 1

Demostracion:

- Sea el A ABC. Tracemos por unc de los vértices del - --
triangulo la paralela al lado opuesto

De.aqui'seipugdﬁ‘bbservar que :

ol

a) Ei’}ﬁ Dggﬂy‘i?égéulo i1lano.
b) ¥ DBA.+ “¥: aBC’+

¥ CBE = DBE

Pero qom?;gl};%aﬁDBA ¥A, ¥ CBE = ¥ C, tenemos que:

A + + C = 1 anqulo llano
A + ki = 180"

Si los tres &angulos de un tridngulo son iguales a los co
rrespondientes de otro, los dos tridngulos son semejan--
tes.

Dos tridngulos rectdngulos son congruentes si la hipote-
nusa y uno de los catetos de uno de ellos son iguales a
sus correspondientes en el otro.

En un tridngulo recténgulo, el cuadrado de la hipotenusa
es igual a la suma de los cuadrados de los catetos

(a%+ b%= c?), siendo a y b los catetos y ¢ la hi-
potenusa.

El Gltimo de los teoremas nos ayuda a averiguar a partir
de datos dados, de los tres lados de un trifngulo, cuando es
un trifngulo recténgulo, acutdngulo u obtusdngulo; de la si-
guiente manera:

a) Si fa §6nmula c=a’+ b® se cumple para Los tres Lados
de un trnidngulo, entonces Este es nectdngulo; en cambio,
84 c2 # a*+ b%, entonces el tridngulo no es nectdngulo.

En todo A ABC, si c’<a’+ b>, sdendo c el mayor de Los
Lados, entonces, el trnidngulo es acuténgulo.

En todo A ABC, si c*a*+ b?, siendo c el mayon de Los
Lados, entonces, ef trnidngulo es obiusdngulo.




40. SEMESTRE. AREA II. UNIDAD I.

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS AGUDOS.

Con esta unidad comenzamos el estudio de la Trigonome-
trfa. La palabra trigonometria se deriva de los vocablos
griegos "tri-gonos-metron", que significa "tres-dngulos-medi
cion". De esta suerte, en Trigonometrica, se estudia la me-
dicién o resolucidn de tridngulos dados tres elementos que
no sean los tres angulos.

En esta unidad veremos las funciones trigonométricas de
dngulos agudos y aprenderds a definirlas y a aplicarlas en
la resolucidn de tridngulos rectdngulos y en problemas expre
sados en palabras.  Ademds, veremos los valores de angulos
conocidos como lo son los de 30°, 45° y 60°.

Al término de esta unidad el estudiante estara en condi
.cion de:

OBJETIVOS:

'1.- Definir correctamente el concepto TRIGONOMETRIA PLANA.

2.- Definir correctamente las funciones trigonométricas pa-
ra cualquier angulo agudo.

Usar correctamente las tablas trigonométricas para en-
contrar el valor numérico de cualquier funcidn, dado el
dngulo y viceversa.

Sin usar tablas, encontrar los valores numéricos de las
funciones, dado al menos el valor de una de ellas.

Aplicar correctamente las razones reciprocas y las co-
funciones a las funciones trigonométricas.

VII




Sin usar tablas, encontrar los valores de las funciones
trigonométricas para los dngulos 30°, 45° y 60°,

Aplicar los conocimientos de trigonometria en la solu--
cion de problemas verbales que los involucren.

PROCEDIMIENTO SUGERIDO.

1.-

Antes de que empieces a resolver la unidad, te recomen-
damos que leas los conceptos preliminares, para que vi-
sualices 1a nomenclatura que vamos a usar a través del

curso. Asi mismo, para que lTogres distinguir los dife-
rentes triangulos dependiendo de los lados o angulos y

los teoremas que vamos a aplicar.

Para que resuelvas satisfactoriamente 1a unidad, estudia
el capitulo I. Es importante el hecho de que sepas de-
finir el concepto trigonometria y trates de comprender-
To. Al final del 1ibro vienen 1as tablas trigonométri-
cas que te ayudardn a resolver el objetivo 3. Ten cui-
dado en la forma de localizar valores de angulos mayores
de 45°,

Para el objetivo 4, usa el teorema de Pitagoras y un
triangulo de referencia, para que cologques tus datos co
nocidos y encuentres el lado que falta. Te recomenda-
mos, sepas distinguir claramente los lados opuestos y
adyacentes al dngulo, para que des el valor correcto de
las demds funciones por definicidn.

Para el objetivo 5, te recomendamos distingas las cofun
Ciones de las reciprocas y en particular cuida el dngu-

lo, ya que, mientras que en las reciprocas no cambia, en
las cofunciones si. Para el objetivo 6 es cuestidn que
te graves los valores de los lados.

Para el objetivo 7, te recomendamos leas los
se sugieren que vienen al final de la seccién

pasos que
7.

3.-

+ 2 :
g 3

vor de consultarla con tu asesor.
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FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE AnsuLos
AGUDOS.

1-1 INTRODUCCI(N.

El estudio de la trigonometrfa nacid hasta el siglo XVI,
como el deseo del hombre de investigar los misterios y maravi
l1las del universo. Habia servido, desde los primitivos babi-
lonios hasta justamente antes de Descartes, como un auxiliar
puramente practico de la agrimensura, la astronomia y la nave
gacién. BEsta ciencia les permitia calcular distancias no men
surables, aplicando ciertas reglas basicas acerca de las rela
ciones entre los lados y los &ngulos de cualguier tridngulo,
por gande o pegueno gue fuera.

Hacia el afio 150 A.C., el matematico y astrdnomo griego
Hiparco, catalogd y localizd mas de 800 estrellas, a través
de esta ciencia. M&s después, Menelao escribid wn tratade de
Trigonometria esférica. Estos dos matemdticos consideraron
la trigonometria como una herramienta Gtil para el estudic de
la astronomia.

Hacia el afio 150 D.C., el astrfénomo egipcio Ptolomeo en
Alejandria, dieron a la astronomia y trigonometria esférica
un tremendo impulso. Hasta ese momento la trigonometxia se
considerd como parte de la astronomfa, y centrd su inter8s en
los trifngulos esféricos mds bien que en trifngulos planos.

Hacia el afic 1,500 D.C., cuando la trigonometrfia se in-




troduce en Inglaterra y particularmente en Alemania, las fun-
ciones trigonom@tricas se consideraron como razones, en vez
de tomarse como segmentos rectilineos y las aplicaciones de
la trigonometria a la topograffa vinieron a ser muy importan-
tes. La trigonometria contribuyd al progresc de toda clase

de instrumentos de medida, notablemente el teodolito y el sex

tante.

Hacia el siglo XVIII, la trigonometria que empezd como
herramienta de la astronomia y mds tarde de la topograffa, -
llegb a ser una rama de la matemitica por derecho propio.

1-2 DEFINICION DE TRIGONOMETRIA.

La trigonometria es la rama de la matemdtica que estudia
la medida de los tres &ngulos y lados de un triadngulo.

También se le ha definido a la trigonometria como la
ciencia de la medida indirecta, ya que, por medio de &sta pue
den ser calculadas distancias que no se pueden medir directa-
mente, como la profundidad de un precipicio o la altura de
una montana o la distancia de la tierra a la luna.

La palabra trigonometria proviene de tres vocablos grie-
gos que significan "tres - angulos - medida", e indican que
su tema principal de estudio estd relacionado con las medidas
de wn trifngulo

La trigonometrfa plana, que es la gue estudiaremos en es

te libro, sé limita a los trifngulos contenidos en los planos

La trigonometria esférica estudia ciertos &ngulos trazados SO
bre esferas.

la trigonometria se origind del estudio de las relacio-
nes de los lados de los triangulos rectangulos y. luego se ex
tendid a una variedad de triangulos.

EL trhifingulo nectdngulo y Las funciones trigonométricas.

Ya conocemos el trifngulo rectdngulo. Sabemos que sus
catetos son los lados que forman el dngulo recto, y gue la
hipotenusa es mayor gue cualquiera de 1os catetos, y conoce-
mos el teorema de Pitdgoras (a? + B* = ).

Ahora veamos cOmo se relacionan los lados y angulo de
un tridngulo recténgulo.

pado un tridngulo rectangulo.

tenemos que, la forma en que se relacionan los lados son:




Cada una de estas razones recibe un nombre en especial
dependiendo al &ngulo que se esté haciendo referencia. Los

nombres son: seno, coseno, tangente, cotangente, secante Y
cosecante.

Cada uno de estos nombres se definen a continuacidn:
Seno: De cualquier &ngulo agudo es 1a razén entre

el lado opuesto (L.0.) y la hipotenusa. (Se
abrevia sen)

Coseno: De cualquier &ngulo agudo es la razon entre

el lado adyacente (L.A.) vy 1la hipotenusa.
(Se abrevia cos)
Tangente: De cualquier &ngulo agudo es 1a razdn entre

el lado opuesto Yy el adyacente. ( Se abrevia
tan)

Cotangente: De cualquier &ngulo agudo es la razdn entre
el lado adyacente y el lado opuesto. (Se -
abrevia cot)

Secante: De cualquier &ngulo agudo es 1la razdn entre

la hipotenusa y el lado adyacente. ( Se abre
via sec)

Cosecante:

De cualquier &ngulo agudo es la razdn entre
la hipotenusa Y el lado opuesto.
csc)

Las razones definidas anteriormente se llaman fuiciones

.inigonométaicaé,

(Se abrevia

Por ejemplo, en el A ABC, con respecto al angulo A, te-
nemos gue las funciones son:

L.0. del angulo
hipotenusa

sen A =

L.A. del angulo
hipotenusa

L.0. del &ngulo
L.A. del &ngulo

-
L.A. del angulo
L.0. del angulo

hipot@nusa
L.A. del &ngulo

hipotenusa
L.O0, del angulo

C
a

Con respecto al dngulo B tenemos gue:

b
sen B E tan B E

o}
sec B =
c a

cos B %- cot B csc B

c
b

Si observamos detenidamente los valores encontrados,
nos daremos cuenta de que es importante identificar los la--
dos opuesto y adyacente de cualquier tridngulo, ya gue, de--
penden del angulo a que se estd haciendo referencia.

Es de importancia observar tambi2n que, los valores de
las funciones trigonométricas dependen solamente de 1la magni-
tud del dngufo, Yy son completamente independientes de la lon-
gitud de los lados del tridngulo recténgulo que lo contienen.




1-3 EMPLEO DE LAS TABLAS TRIGONOMETRICAS.

En la seccidn anterior definimos las funciones trigono-
métricas en t&rminos de sus lados, para cualquier trifngulo
rectdngulo. Ahora, en esta seccidn veremos el uso y maneJo
de las tablas trigonomé&tricas que nos sirven para-

c c¢c" 1.- Encontrar el valor numérico de cualquier funcién dado
el angulo. :

Sean B, B', B'', puntbs sobre la recta AD y C, C', C", 2.- Encontrar el &ngulo dado el valor numérico de laffgn
puntos sobre la recta AE, de tal manera que las rectas BC, cidn trigonométrica.
B'C', B"C", sean perpendiculares a la recta AE, formando asi - § ol : e
tridngulos rectingulos. Por definicidn, tenemos: Las tablas trigonométricas contienen los valores de las
funciones de &dngulos comprendidos entre 0° ‘y 90° con intérva
BC B'C' >

SBR A I= = cent|al = — v sen 3 = A;ﬁ 1ds regulares de diez minutos. (ver ?gpla al ‘final del‘librSX

La forma de usar las tablas es 1§ §iguien€é:

Pero como los tridngulos rectdngulos ABC, AB'C' y aAB"C"

semejantes, sus lados homSlogos son proporcionales, esto a) S{ el dngulo o8 henon de 450;-§é localizh ol Haguly
en la columna izquierda., Luego gque. se. localiza el angulo #
. deseado se recorre la linea con la v1sta hasta la columna en
ACB'C _ _B"C" cuya parte Aupefiioft aparece la funcidn deseada. Ahi encon-
AB AB' ABR" trard el valor de la funcidn deseada.

Lo anterior nos dice que, los valores obtenidos para
sen A son iguales. EJEMPLO 1.

Encontrar el valor de sen 40°10°'.
AUTOEVALUAGION 1. SOLUCTON:
1.~ En cada uno de los siguientes tridngulos, encuentra las

y 2 < ’ Buscamos primero el &ngulo de 40°10' del} lado izquier-
unciones tr nométricas para los dos &ngulos agudos. : ¥ 2 quier
£ 4 8 go P 9 i 9 do de las tablds haata lccalizarlo.
A ) c

4
a) 2 : b)




—_— e s

n __»i}adianca Sen

el Set e

3 e T =

grados Radianes

0° . ©°

SRa—

“lde donde Sen 40° 10' = 0.6450.

Luego, siguiendo con la vista la lfnea del 3n

mo; l; columna que contenga los valores de la funcidn "seno"
on i i be
{inea sefeéggsigfeczﬁg :izistlineas icolumna de la funéién Y ' s8lo para cada medio grado, por lo que, cuando se¢g§§t§1§§eb§
» remos el valor de la funcidn. buscarse (arriba) hasta encontrar la linea en la gque la prime

ra cifra estd impresa. Dicha cifra debe incluirse en el va--

lor determinado. ' [

gulo, busca Es importante observar que en la mayorparte de las ve--

ces, la primera cifra del valor de cada funcidn estdiimpresa

b) Si el dngulo es mayorn de 45°, se localiza el &ngulo
en la columna derecha. Luego que se logaliza el &ngulo, se
recorre la lfnea con la vista (de derecha a izquierda) hasta
la columna en cuya parte {Aferior aparece la funcifn deseada,
Ahi, donde se intersectan ambas lineas, encontrard el valor
numérico de la funcidn.




T JEN 1 : ; 2
EJEMPL decrece, c¢) la tangente crece, d) la cotangente decrece,

Encontrar el valor de tan 72¢30°'. e) la secante crece y f) la cosecante decrece. _ '

SOLUCION :

Se deja al alumno la comprobacién de lo anterior.

Buscamos en la columna - derecha (grados) el &ngulo dado
(72°30' ). Luegopgbuscamos la funcién tangente en la parte
inferior y donde se crucen estas dos lineas, ahi encontramos
el valor de tan 72°30' gque es 3.172. AUTOLVALUACION 2.

Es importante observar que los &ngulos cuando sean Encuentre los valores numéricos de las funciones siguien
mayores de 45°  estéan ordenados crecientemente de tes: SRR e
abajo hacia arriba, por lo que se debe tener cuidado al loca- ‘

lizar los minutos,que se deben leer en la parte superior de sen 30° 5.- cot 89°50'

la columna de los grados dados y no abajo. Observe que en el

ejemplo se hizo esto, es decir, una vez que se localizd los cos 60° 6.- csc 13°20'

grados (72°) se buscd luego la cantidad de minutos arriba de

72° que en este caso fueron 30' . tan 30°30! 7.~ cos 61°

sec 75°20" 8.~ tan 80°40'
Frecuentemente ocurre que en lugar de tener que determi-

nar la tangente de un dngulo dado, sea necesario obtener el :
angulo al cual corresponda una funcién dada. Encontrar el valor del &ngulo en los siguientes proble-

Cuando el valor decimal dado aparece exactamente en una
de las columnas de la funcién dada, ya sea a la cabeza o en 0.1478 13.- cot M= 0.4522
su pie, s6lo necesitamos leer la interseccién de las columnas o
adecuadas, el &ngulo a que corresponde. 0.4522 14.- sec X= 1:.255

0.7880 15.- cos A= 0.1478
EJEMPLO 3.

1.1880 16.- sen B= 0.9775
Si tan A= 3.412; determinar A.

SOLUCION :

Puesto que tan A= 3.412, buscamos en lag tablas, en la
columna que tiene "tan", en su pie. Entonces leemos a la de-
recha que A = 73°40°'. y

Para un mejor manejo de las tablas hay que ver cémo’ va--
rian los valores de las funciones trigonométricas con respec-
to al &ngulo. Asi podemos observar que, mientras el &ngulo
crece el valor numérico de: a) el seno crece, b) el coseno,

10




1-4 DA B VALOR B TNA FUNC 1O

DETERMINAR TAS RESTANIES.

o ) 2 = a* + 1f; siendo a y b los lados y
Frecuentemente gse conoce una tuncion de un ngulo y se : c 1la hipotenusa

desea determinar las demas funciones. si se utilizan las de ‘ e
finiciones eg facil determinar cualquiera de ellas sin nece- = (1)2+ b?

sidad de calcular el dngulo .

2
1+b

Para ello es necesario e importante que al llegar a askea sec = K

cidn, ya tengas bien grabadas las definiciones de las funcio- p2

nes, asi como el de identificar ya plenamente los lados - -..-

Ppuestoy adyacente. 3

/3 (lado adyacente) -

EJEMPLC 1.

Si sen A= 1/2), determinar lasg demds funciones de A.

SO S
All(.r a ’ con ].OS Ualores de 105 ladOS tellem s
.[1[]( B ‘N . -

L.A.= lado adyacente = /?
o do opuesto
Nosotros sabemos gue el seno es la razon del cateto - — | L.O. ;? tegzsa al
opuesto a un dngulo agudo-a la Ripotenusa de un tridngulo rec h = hipo
tdngulo, =s decir:

lado opuesto
—— s B Eer

sen A= - e L
hipotenusa

Ahora, hagawos un tridnqgulo rectangulo de

referencia don
de se muestre la informacién dada -

-oNh N dhb-‘ N;h

b

EJEMPLO 2.

funcio--
Dado csc A = 3, hallar los valores de las demis

= e A,
Para encontrar el cateto adyacente al angulo, hacemos nes de A

uso del teorema de Pitdgoras:

SOLUCION -

a inicion:
Para la cosecante del dngulo, tenemos por defi




SC A=

28d gl G v B obhns

Dibuj eungIocsisl 6l 2
jand&‘ﬁﬁ‘frianqdlo rectanqule de referencia

L. 1

AUTOEVALUACION 5.

Hallar en cada uno de los ejemplos siguientes los valo-
res de las demds funciones trigonométricas: -

§i tan B = 5/12 5.- sec Y= 17/8

roaanad aohbaf £ ] '

P 3 B0 ' . .- Siecsc A 6.~ cos 2 =/5/3
or itd

el teorema de Pitagoras, tenemos que:

_ : Si cot C T.= G855 A -

2 4
c ati pe

b’ ol a ' . Si sen X 8.- sen B y/%

9 =
Encuentra lo que se te pida en cada uno de los siguien-

8 tes problemas:

9.~ Si tan A= 4/3, hallar sen A + cos A.
T = 2 /—3 s

Luego, las demids
oia O

iv

10.- Si cot A = 3/2, hallar sen A.

funciones para el &
P & an T
. gule AT sont “11.- Si cos Y= 12/13, hallar senzy + cos® Y-

h= 3 »
a= -1 = 5
y T b=2V2 12.- Si sen A = y/x, hallar tan A.

€en A=

Cos A=

1-5 RELACIONES RECTPROCAS 'Y COFUNCIONES.

tan A= = ; Si analizamos detalladamente las seis funciones trigono-
métricas, veremos que, la reciproca de la funcidén seno es la
funcidén cosecante para el mismo dngulo; por ejemplo, para el
siguiente trié@ngulo:




FURC (OIes (f Coguie cones.

g1 dos cantidades estdn relacionadas de tal modo qug,el
valor de la primera determina univocamente el valor decﬁ; %g
gunda, la relacién entre ellas recibe el nombre de gun n;
y en particular si la segunda de ellas es una razon trigogo-
nétrica. Esta definicidn es valida,puesto gue,para caé; n-
gulo agudo le corresponde un valor a la razdén tangente y a
las demds y sdélo uno.

ST e RERIRTISHCIne, Consideremos ahora el sigquiente trisngulo recténgulo:

a
sen A= =
c

B

O Ssea que;

A

del mismo modo tenemos que :
definicidn, tenemos que:
cos A =
san A

sen

cos A cos

Qo a|p

tan A

cot A

Tle pjT Q|p 0T

0|0 O

Es importante recalcar

: que Las nazones reod sec A
son vdlidas nespecto al mismo dngulo. TP

|0
o |

csc A

pia
|0




= : ATTTOEY JAON 1.

S1 observamos detenidament. ambas funciones para A y B, AUTOEVALUAC .
veremos que: 1 ificar cada una de las expresiones Slgl.llen !
Clasiric

“en A 205 i falsa o verdadera:

Saslii 1.- cos 30° = —ghs

tan A

L4 tan X = cot (90° + x)
co
sec A B sec A . cos B = 1

Csc A sec B; tan 38°14' = cot 51° 46°

Pero como en todo triingulo rectangulo la suma de
agudos es igual a 90°, tenemos que: A + B = 9Q°
90° - A, que sustituido en B, nos queda:

sus angulos
, entonces B=

csc 83°

1
cos C
Fan A ot (90° -~ n) 1

tan A = cot (90° - A)
cot A ' (90° - B)

sen A cos (90° - a)

Cos A zen (90° - a)

sec A Csc (90° - a) tan A . cot A =1

asc A sec (90° - pa) 10.- cot 18918' = tan 71° 428
De lo anterior, se deduce que, si A es el dngulo comple-
mentario de B o viceversa, entonces: "Cualquien funcidn de

un dngulo agudo es Lgual a La cofuncién de su complemento "

5 ue : Empleandt) laS (,()ILll).Cl()ll(’.:;, esCy ]blr la equlvalente de ca-
"
mo q e:

da una de las expresiones siquiente:

a) El seno de cualquier &ngulo agudo es igual al coseno de ITx /X
Su complemento y viceversa.

12.- tan 31°
La tangente de un &ngulo agudo es igual a 1la cotangente 5 e
de’ su complemento y viceversa. | il

- : - cos (90° - Y)
La secante de un angulo agudo es igual a la cosecante de i,
su complemento y viceversa.

15.- sen 28°50°

cos 81° 20!




Empleando 1as relaciones re
lente de

(‘fpl'«“ ¥S ,
cada una de las e

escribir la equiva
Xpresiones sigui entes .

17.- sec A . Cos A

1
Cos 29° 401

1-6 FUNCIONES DE ANGULOS DE 309,

45° y 60°.

Existen en trigono

metria dos tridngulos rect
conocidos que son los 4

angulos muy
e”45° & 3gon_ 60°. rLas funciones para
pPor lo que se recomienda

O esta parte._

A 43°
i

lado por medio de
de 45¢° Ahora,

¢

Representando cada
un rectdngulo con a vy B

la unidad, se dibuja
tdgoras, tenemos :

por el teorema de pji_—

C =

j enos
dos roced
encontrados los valores de los la . P
Una vez : :
a encontrar las funciones:

sen 45°=
45°=
45°0=
45°=
45°=
45°= e

i eno-coseno,
te trifngulo es donde las fun01:§z:ei g
Ei escotangente, secante-cosecante, ti »
tangente- ' T
lorgy las cofunciones son también igqu

tén v




G 1dos a0 lados y anqulos, procedemos a encontrar

S UnNe 1one s

gen 30° = 1/2 Sen 60°= V3/2

Cos 30° = V3/2 Cos 60°= 1/2

AD _
1 ¢ 1 Tan 30° = 1/ ¥3 = ¥3/3 Pan 60°= V3/1 = V3
Como en todo t

A rién ul : - i : 3
los son iguales, Ju-o equildtero se deja al estudiante encontrar las funciones restantes

tenemo sus lados %

s . Y su : g
Hug s s 8ngu-| omo practica de esta seccidn.
A+B+C = 1gpe

er
P€ro como A = B = n ontbncbiel

1-7 APLICACION DE LAS FUNC IONES TRICONOMETRICAS.
3A = 180°
180° Como ya se vid antes, la trigonometria era una herramien
A L= ta muy Gtil y se usaba para calcular cantidades no mensura- -
bles directamente. En esta seccidn veremos algunas de las tan
tas aplicaciones que tienen las funciones. Te recomendamos
veas y analices los ejemplos que a continuacidén se exponen pa
ra que luego resuelvas tu autoevaluacidn,

EJEMPLC 1.

El altimetro de un aeroplano de reconociniento indica
2000 mts sobre el nivel del mar. Cuando pasa sobre su pdrfa—
aviones. En el mismo instante se detecta la presencia de un.
submarino, cuyo angulo de depresién, desde el aeroplano, es
B= 180°-60°- 9go % Qe 25°. ¢Cudl serd la distancia entre el submarino y el bar-

B= 30° co?

60°+ B+ 90°= 180°

SOLUCION :

Angulo de depresdfn es el angulo comprendido entre la
horizontal que pasa por el ojo del observador y la recta de--
terminada por la vista dirigida hacia un punto que esta pot

debajo de 6€.




Una vez aclarado el concept o
cedamos a contruir un dibujo del
claramente.,

anqulo de ey

'S101, pro-
problema,

para verlo mas --

d/

2K Yo ./-4\\.250

T — . —— —— — —

e

distancio pedida Al

—

Arriba se muestra el tridngule de referencia, que forna
el avién-porta-aviones—submarino.

El siguiente paso es encont
cione los lados del tridngulo.
A y cot A nos relacionan lo

rar la funcidén que nos rela-

Para ello, vemos gue, la Tan
s lados de los c

2000

despejando b, tenemos: 2000

resolviendo:

(cot A)
2000 (cot 25°)
2000 (2,145)
4290 m.

EJEMPLO 2,

Se reporta un aeroplano que estd
do un puesto de observacidn qgue
ria antiaérea,
avién es de 27°.

se halla a 3000 m de una batg
Desde la bateria, el dngulo de elevacidn del
Determinar la altura del avién .

precisamente sobrevolan |

= . endido entre la
) woibn es el angulo compre » e
Angule de elevacd el ojo del observador y la recta d

horizontal que pasa por da hacia un punto que estd por

terminada por la vista dirigi
encima de €E.

la in-
mostremos los datos ¥y

’ uema, donde mos

Haciendo un esq

cbgnita:

relacio
: aguellas que nos o
: unciones,

Escogiendo entre las £ vy y cot Y, de las cua

a tan ¥
nen los lados, tenemos que son 1
les escogemos tan Y.

o ¥
tan ¥ = 3'000
3,000 (tan y)
3,000 (tan 27°)
3,000 (0.5095)

1528.5 m

EJEMPLO 3.

UIna eSCalera de 4 m de largo se a{JOYa COl)tra un muro for
c )” Y o € G‘l A (‘ue alt\.lra del muiro
2 un an(!\]] (8] de 80 con ‘1 suelo.
m ”[d( L y

o ]
estda apoyada la escaleraZ




Haciendo an “SquUs na Aed prow |

Ahora tenemos que encontrar las funcionc
cionen al lado opuesto al dngulo y la hipote:

*S que nos rela-
wsa (escalera) .
Las funciones pueden ser la funcidn seno O su reciproca.
sen X = x/4 o bien sc X = 4/x
de las cuales la mis sencilla de operar es la funcién seno.

gen X = o x/4

4 Sen X
4 (0.9848)
3.9392 m

3.94 (aproximadamente a de

cimaleg)

EJEMPLO 4 .
Si un hombre de 1.8 m de altura

proyecta una sombra de
7 m . ¢écudl

es el angulo de elevacidn del sol?
SOLUCION -

Haciendo un esquema del problema, tenemos -

-9

- o 'ﬁtg
< I
AT U

Y= sombro.= 7 Wts. z

Para encd ]I‘ ay el “.(Jl.ll() X tenemos ue las funClO——
O X a ( ), q I3

= x/y
i son tan X
elacionan a los lados conocidos
r .
nes que nos
o bien cot X = y/Xx.

tan X = X/'Y'
= 1.8/%

0.2571
X arco tan (0.2571)

X % 14° 30'

EJEMPLO &

la 200 Km en di-
& opuerto y vue i
avidn despega de un aer _ e IR
'9“ 1;1§O°4O'g ¢A qué distancia al oeste del p
2?§§§m;sté el avidn en ese instante?
SOLUCION:

i cilo--
i esolver este tipo de probleéas, léf d;ztzran
B e fomin n torno a problemas de navegacion e
i il Seltomin ete al N (norte) o § (sur), de acugrdicar
referidas usga gl ana a la direccidén que se desea ;30) haéia
T qze iezegi?dzeggr el nimero de grados (menor de
y estard s

. -:‘ » s al
1 este (E) u oeste (0) de la direcciOn princip
el est 3

S i ( 4— te a ar-
o] caso S 30 40. Or indlCd 3) (). a].. oes p

En nuestro ‘ ' . '

t -i r dl'l sur CuyO (iia(]rama (@] esquema es el Slqule“te 4

27




0— 2%
CALERE AU
-/' \‘

AL
ek |

ELl dibujo de 1la derecha
ma y la distancia que se pide
neés que nos relacionan
(200 ®m) .
sen v,

Pueden ser sen X o

EJEMPLO ¢,

Volando a una altura de 3
gulos de depresidn de las oril
ser de 48°y 25¢ respectivament
en el lugar de la observacign?

SOLUCION ;

Haciendo un esquema del problema y sus trj

dos (dibujo derecho) .

Q: aviown

miestra el tridnqgulo que se for

(x) . Ahora buscamos las funcio

al lado opuesto a x Yy su hipotenuga

eésc ¥, de las cualos
x/z

x/200

200 sen ¥

200 sen 30°40"
200 (0.51)

102 Km

000 m un observador mide los é&n
las opuestas al rio ¥y resultan
€. ZQué anchura tiene el rio

angulos forma-

28

Se escoge ;|

° ’ 40
“yélzi_____4éf-—- ‘L:ft£—~—_—~ll\--:‘

.

g g

-

s
7 /

7

,
.
.

1se—RI0—*!

; {5
calculando la distancia .

mos el awho del rio.

X,
cot 25°

(3000) (cot 25°)
¢3000) (2.145)

= 6435 m

ancho del rlo=

X. :‘—7——q

' 3

rare-
2 le x , encont
y restando >

/>
Xq

cot 48°
= (3000) (cot 48°)

(3000) (0.9004)

2701 m

X1— X2

6435 - 2701

3734 m




EJEMPLO

At siilgjs Ze un O?servador 5o | lent 1f1car la fuexién que se debe‘emplear. Para ello

Al s v eq:nindistanc1a de 1.3 m de un muro de 291 nivel pasta recordar gue iunc19nes relac;onan los la?oz (tin-

del miive. éc;él s ant? observa un avién SObfn i i 0 m de . gente y gotangentc), o bien, el lado opuesto al anguio

to &1 of es el &ngulo de elevacid R P renate y a la hipotenusa (seno y cosecante) o el lado adyacente
ojo del observador? €idon del avidn respec- al &ngulo y la hipotenusa (coseno y secante) .

halla a 1.6 n sobre

S 3 J :
PROBTON, proceder a encontrar lo que se pida en cada caso.

Hacemos un e
4 ; sSquema del
rencia (dibujo derecho) problema y un trifngulo de refe--
: ' Aplica estos mismos pasos en la resolucidén de la auto-

evaluacidn de esta seccidn.

Xz21=1.6 AUTOEVALUACION 5.
X=05

Aplicar las funciones trigonométricas en los siguientes
problemas.

1.- Se quiere saber cuénto mide la altura de una casa, donde
una escalera de 4 m llegue a la parte superior y el éngg

Por t st X
an ., encontramos el lo que forma la escalera con el suelo mide 60 o

valor de y

N -

Se ha construido una carretera en forma ascendente que
se empina 105 m por cada 1000 m de recorrido horizontal.
Hallar: a) la inclinacidn (&ngulo de la carretera con

1a horizontal), aproximandolo al grado mds cercano Yy

b) la longitud de la carretera, aproximando al metro mis
cercano.

Tan ¥ = 0.5/1.3

Tan X 0.3846

X arco tan (0.3846)

X & 21°
folos aneiy Un aerOpléno despega de la pista y vuela siguiendo una
5. i onde ;ores se basan en diferentes trayectoria que forma el 4ngulo constante de 9° con el
aso se siguieron los sigulan suelo, considerado horizontal. cuando ha alcanzado la
- altura de 400 m. Se pide: a) encontrar el alcance hori
zontal del avidén y b) 1la distancia que realmente ha vo-
ual se indiquen los datos lado. : '

- todos los eje
trifngulos rectingulo
tes pasos:

a) Hacer un dibujo sobre el «

b)

Observar qué
o0s qué lados conoce y cuiles quj
mpre: con respecto a un de g Sl

Hallar los lados de un rectdngulo si una de sus diagona-
les mide 24 cm y forma con uno de los lados un angulo de
42°

P = rminar,
erminado angulo.




Un aeroplano recorre en ol airoe
dngulo de ascenso
1900 m.

15,000 m siguiendo un

alcanzando una altura de
el angule de elevacidn.

constante
Calcular

6.- Calcular al grado
del sol cuando un
sombra de 10 m.

mds cercano, el angulo de elevy

evacién
drbol de 60 m de altura arroja una

7.~ Calcular la sombra proyectad

m de altura si en ese instan
del sol es 34°.

4 por un poste qgue mide 15
te el angulo de elevacidn

8.~ Un faro, construido al nivel del mar,

tura. Vista desde su Ccima, una barca tiene un angulo de

depresidn de 24°. Hzllar la distancia que hay entre la
barca y el pie del faro.

tiene 180 m de al

9.~ Un observador mira la cima de un ed

de elevacién de 21°., Si el ojo del observador sec haya

a 5m sobre el suelo y a 200 m del edificio. ¢Cuil
es la altura del edificio?

ificio con un &ngulo

10.- Desde un faro que estd a 200 m sobre el nivel del mar,

un observador ve dos botes en linea recta.

los de depresidén, medidos por el observador,
y 16°.

8i los angu-

son de 11°
Hallar la distancia entre los dos botes.

11.- Desde la cima de un faro de 200 m de altura, un vigfa

observa simult&neamente un aeroplano y un barco, estando
éste exactamente debajo de aquél. Los dngulos de eleva-
cién y depresidn del avidn y el barco eran en ese instan
te 25° y 32° respectivamente. Hallar: a) la distancia

del barco al g?e del faro.y b) la altura del aeroplano
mor encima de

agua.

12.- Si dos angulos de la base de un tridngulo isdsceles mi--

den 28° y los .lados iguales 45 cm.

Encontrar:
tura correspondiente de 1la base,

a) la al |
b) la base.

dera con
3 i del asta de una ban :
observador mira el tope ] ! T
kit 37 ib bio de elevacidn de 16°. Se con51d3ra ge Lot g
iy ok izontal y que el ojo del observa og A .
BB ho;le el suelo. Si el asta de la ban ir %)
i ZZ ;ltura ioué distancia hay entre el pie€
.6 m :
iaqta de la bandera y el observador?

ecto en C
14.- En un tridngulo rectdngulo ABC, czg i:g?igorACL ¢Cu§éto
- i veces mayor ¢
el lado AB es €1nco

mide el &ngulo A2

. .2 °E de un punto de
> a direccidn N 72
15.- Un lugar A estd en 1120 Xm al norte de otro punto C que

observacién B y a Determinar la distancia entre A y B.

estd al este de B.
és de volar 50
5 rto y después
idn despega de su aeropue i
el aV122cuen£rZ al sur de un punto que semgzl;:l ey
K? ::te del aeropuerto. Determinar el ;2 i g
c to desde el avidn en el momento de
puerto ,

de la costa.

ltura y a 5 Km

i6n estd a 2 Km de al i 4 TN

y = inc?Z:ge entonces con un angulo de 3O°trespi;ué h sy
izontal y vuela en direccidon a la cos iéo |
r .
lleva el avidén cuando pasa sobre la cos

i -en el re-
sta de bandera esti colocada ver?xcaﬁmegtgo e
e Ugtz de una torre. Desde un punto 51§ua zngulos P
i ta os
i de frente al asta, -
D i i i a la base del asta, sO
idn al extremo superior y a : % Al
V3310n43£ erespectivamente. si el ojo del iiii; L
i; ayl 6 'm del suelo, determinar: a) la a
torre ; b) la altura del asta.

unto si
‘ le un rayo, €n un p =
) e a partideo al caer letamen-
19.~ Un érbol4sm dei Lod14d, - dero flo &g encuentra co_umando
PHPE El extremo descansa sobre el suelo for

R aaas ¢oué altura tenia el drbol?

con &1 un &ngulo de 20°.




20 .- Un poste iia T TeE 0 g3y

‘TON DEI. CAPTTULO I.
i ety S et BURE sty i AUTOEVALUACION DEL, CAL
ten. Los dos cables miden 8 Y 5wy ¢stan o
a los lados del pPoste {i1zquieirda y de i

% 2 indicado.
mente) . Los &ngulos formados por 1 36° tir del tridngulo rectangplo 4
Yy 70° respectivamente con el suelo. Determinar: a) 1a o
distancia que hay del cable dge 8 m

al pie del poste,
b) la distancia que hay del cable

de 5 m al pie del pos
te 'y ¢) qué distancia hay entre los pies ge los cableg
(horizontal) .

recta.
vados subraya la respuesta correc
recha, respect 1va-- S
08 cables son de

determinar:
Cos O

2) BC/BG
c
) ifao )

Csc O

) 2) AD/DT 3) BC/BG
2; QE/AH 5) EPiE

bl 5]’] lll Vv e e Ccomo pl an lll() CC)mprell—
g
g O deflf Ol
2 de ele acion s

io de El.
t4 por debajo é
ia un punto gue estd \ vl
é) gzz;z un iunto que esta por eniiﬁia e
?; Hacia un punto que estd a la a
) ac :
4) Ninguna de las anteriores.




8.~

4.

© ~
uS como se define "funcidn®
1) 8i dosg cantidades e
el valor de 1a prim
éor de la segunda ,
uando-dos c idad
=T antidades no estdn relacj

AN X V7 S lonadas de tal

la pri
mera no determi
) min
oy . ‘ +La segunda, : U“IVOCE
i u
cofuncién de su comple

Si dos cantidades e

stan relacionadas de

era de tal modo que

termina univocamente el vas

2)

N angulo agudo eg igual a 1a3

4) mento .

En un tri
idngu 4
Opuesto al gaiztrectanqulo la razén entre e1 ¢ e
d y o adyacente con ye ateto
enomina : Specto a un énqulo
’

1) Seno.

2) c
4) Cotangente_ oseno.

3) Tangente.

csc 25¢°

1) 0.4226

4) 2.3662 2) 1l.1035

3) 0.9063
sec 75°30:!

1) 1.0333

4) 3.7421 2) 3.9939

3) 1.0385

Dad =
O cot A = 0.0087, ¢cusnto vale aA?

1) 60° 30!

4) 30! 2) 1°30"

89930t g§n

10.- Al salir de un aeropuerto,

11.- Clasificar el enunciado que se indica como. V

13.- sen? A + cos?A £sugerencia:

11 altimetro de un aeroplano de reconoCimiento indica

2100 metros sobre-el nivel del mar, cuando pasa sobre su
. ;

porta aviones. En el mismo instante se detecta la pre--

sencia de un submarino cuyo iangulo de depresidn, de§de
el aeroplano, es de 27°30" ¢Cuil seré la distancia en

tre el submarino y el barco? (Dar el resultado en m).
1) 4034.06 m 2)
4) 900 m

1093 m 3) 1862 m

el radio operador de un avidn
que vuela hacia el sur determina que dos estaciones de
radio estdn ambas hacia el oceste del aeropuerto. Des- -
pués de volar 25 Km, los rumbos respectivos de las 2 esta
ciones son 315° y 300° (con respecto al N). Hallar la
distancia entre las dos estaciones.

1) 25 V3 2) 25 (V3 - 1) 3) 25

4) (V3 - 1)
erdadexro o
sen 79° 40°'.

1) Verdadero.

falso: cos 10° 20' =

0) Falso.

Usando los enunciados, tan A= 4/3 y cos B= 12/13, éeter-
minar los valores de las siguientes expresiones trigono-

métricas.

12.- cos A -cos B.

1) 65/14 2) 3/5 3)~21/65

4) 5/3

(sen A)ZJ

senZA =

1) 1 2) 0 3) 4/5

4) 5/4




4. - Utilizando tus Convcimicntos do
cribe la equivalente de:

i1
'tan'6540’

1) cot 89°201 2) tan 89° 70 3) tan 0Q°40!

gulo tiene un &nqgulo agudo iqual a
la mitad de un recto. Encontrar la csc del angulo com--
plementario (90°-0) .

)42 2y V272 3) 1
a3\

Efectuar las siguientes operaciones dando su resultado
¢omo una fraccidn:

16.- 3 sen 60°- ¢ tan 45°+ 2 ¢pg 309

5 vV 3

1) 5

2)

5/3 -8
TN 2

4) 0. 25

17.- (tan 45°) (sen?30°)

1) 4 2) 1/4
4) 1/2

18.= A través del siguiente dibujo

v




RESPUESTAS A LAS AUTOEVALUACIONES DEL cAPTITULC T.

AUTOEVALUACION 1:

= 2// 13
3/ /13
2/3
3/2
V13/3

= /13/2

a) Sen
Cos
Tan
Cot
Sec
Csc

oo PP
wwwwww

Sen
Cos
Tan
Cot
Sec
Csc

3/5
4/5
3/4
4/3
5/4

= 5/3

b -
wwwww W

Sen
Cos
Tan
Cot
Sec
Csc

= 5/13
8/13
5/8
8/5

= 13/8

= 13/5

b~ T T
Wwwww w

Sen.
Cos
Tan
Cot
Sec
Csc

x/z
y/z
x/y

z/y

b
Ko




AUTOEVALUACION 2.

k=
2,-
3. -
g P
5.-
6.-
718} 8
B.r

0.5

08

0.5890
3.9495
0.0029
4.3362
0.4848
6.0844

AUTOEVALUACION 3,

1l.-

Sen
Cos

= 5/13

12/13

8°29' 58"
24°19' 57v
3gegr 3"
57°19' 32"
65°40" 3"
37°10°
81°30"
77°49"

.= T/5

10.- 2 /13/13

Te= 7

12.- y/vV x%- 32

AUTOEVALUACION 4.

1.
2.
<
4.

5.-
6.-
T .-

Falso.

Verdadero.
Falso.

vVerdadero.
Verdadero.
verdadero.
Verdadero.

12.- Cot
13.- Sec
14.- Sen
15.- Cos
16.- Sen
17.- 1

18.- Sec

59°
(90°- A)
Y

61° 10!
8° 40°'

29° 40'

19.- Sec C

8.- Falso.
9.~ Verdadero. 20.- 1
10.- Verdadero. 51 0
11.- Cos (90°- X) .

Cot
Sec
Csc

12/5
13/12
=13/5

Wwwww
KK KKK

cos 83°

Sen
Cos
Tan
Cot
Sec

3/5
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4o. SEMESTRE. AREA II. UNIDAD II.

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS PARA ANGULOS
' EN GENERAL.

En la unidad anterior vimos c6mo definir las funciones
trigonométricas para dngulos agudos en términos de Tos lados
'de tridngulos recténgulos y como, a través de ellos, podemos
resolver diferentes tipos de problemas. Pero la definicion
dde las funciones son un poco vagas ya que se refieren con
respecto a tridngulos recténgulos.

O N = AR L -

Q
h
37}

' En esta unidad veremos c6mo, en base a las definiciones
“anteriores, podemes definir las funciones en términos genera
" les a través de un sistema rectangular de coordenadas y, a

" expresar los valores de funciones de dngulos mayores de 90°.
" AsT mismo, aprenderds cdmo varian las funciones cuando los
.angulos crecen o decrecen.

Aprende a excelencia esta unidad, ya que al final de la

\ misma deberds ser capaz de:

l

- OBJETIVOS:

- 1.- Explicar en qué consiste un sistema de coordenadas rec-
tangulares, definiendo .cada una de las partes de que -
conste.

Distinguir claramente los conceptos: radio vector, dngu-
To conterminal, dngulo positivo y angulo negativo.

En base a los objetivos anteriores, definir las funcio-
nes trigonométricas en términos de angulos de cualquier
magnitud.

Dado al menos el valor de una funcidn y el signo de otra,
identificar y expresar el cuadrante, signos y valores de

X1




las demds funciones. como:

nn

lado opuesto = ordenada = eje "y

Expresar correctamente las funciones de dngulos positf
vos menores que 360°(180°- 8, 180° + @, 360° - 8), en

términos de dngulos agudos, mostrando su valor por medi
de tablas.

< . n,n
lado adyacente = abscisa = ejé "X
hipotenusa = radio vector

i testa el objetivo

inidas las funciones, con ; w

Expresar correctamente 1os valores de las funciones de Una Y?gnggz;"bien en los datos que den‘paradqzséepgueda ‘"W
e o Rt niesr 3éf§;2cién y signo, identifiques en que cuadr |

Ui

[
angulos negativos por medio de tablas. funciones.

- \‘HI
haz uso de las definiciones

il
i ifiques el signo de 1a .
Taeitt do, y después i

| ietivos 5, 6y 7

Para los objetivos 9,
e b funciones, para Que f
; 2ﬁnl?gn deseada, dependiendo del dngulo da

lor de la misma.
io de tablas des el va
Resumir, en base al objetivo anterior, las variaciones : por medio e
de 1as funciones en los cuadrantes cuando el angulo au- Para los objetivos 8 y 9, construye u T el
- . s los valores de las funciones p i
gges;gg 180°, 270° y 360° y luego en base a
te;tes é1 objetivo 9.
valuacidn de esta unidad, la auto-

Pregintale a tu asesor cual-
ferencia a la unidad.

Escribir correctamente los valores de las funcion
ra los dngulos de 0°, 90°, 180°, 270° y 360°.

PROCEDIMIENTO SUGERIDO. Resuelve, com? athi b

) ion del capitulo.

1.- Antes de empezar a contestar o resolver la unidad, es eﬁ?l:aﬁlda que tengas con re
necesario que domines a la perfeccidén las definiciones q

de las funciones, asi como el manejo correcto de las ta
blas y del teorema de Pitagoras. {

Para que resuelvas la unidad satisfactoriamente es nece
sario que leas y estudies el capitulo IT. Para los ob-
jetivos 1 y 2 te recomendamos que comprendas cada una

de las partes de que se compone un sistema de coordena-
das rectangulares y los angulos positivo, negativo y co

terminales, ya que es la base para contestar satisfacto
riamente los demds objetivos.

Para el objetivo 3, es imporante que visualices los nom §
bres que toman ahora los lados oOpuestos, adyacente y la
hipotenusa. Si observas detenidamente las graficas ve-
rds que, el angulo de referencia es siempre con respec- .
to al eje X, y que conforme a este eje, los lados quedan

XT1




CAPITULO 2,

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS PARA AncuLos
Mavores DE 90°.

2-1 INTRODUCCICN.

Una de las cosas importantes de las matemdticas
es que nos indica como pensar y razonar correctamen
te, por eso, algunas veces se le llama "la ciencia
del razonamiento puro".

Las matemAticas, al igual que la trigonometria,
es una de las ciencias mids antiguas. La medida de
los &ngulos se remonta al tiempo de la escuela de
Alejandria, en los principios de la Erxa Cristiana.
Los matemAticos dividieron la circunferencia en 360
partes iguales, llamadas grados.

En el capitulo anterior, vimos cdmo definir las
funciones trigonométricas para dngulos agudos. Gra
cias al sistema de coordenadas rectangulares, nos:
es posible estudiar hoy las funciones trigonométri-
cas para &ngulos mayores que el recto.




2-2 ANGULOS.

a) Coondenadas nectangulares.

Cuando en el siglo XVII, René Descartes establecid la !
correspondencia biunivoca entre los puntos de un plano y la4
parejas ordenadas de nimeros reales, las matemdticas dieron
un gran paso hacia adelante . Se pudo utilizar la intuicidn
geométrica para la resolucidn de problemas algebraicos y el
aparato algebraico did la solucibn a problemas geométricos.

Veamos en qué consiste esta sencilla y poderosa corres-v
pondencia:

l.- Tracemos en el plano dos rectas perpendiculares, una ho
rizontal que se llama "eje x" y otra vertical llamada .
"eje y". El punto de interseccidn de ambas rectas, se
denomina "origen" y lo denotaremos por "O". (Estas dos
rectas se conocen hoy bajo el nombre de "coordenadas
rectangulares".)

o
|

Como los puntos de una recta se pueden identificar con
los nfimeros reales, en los dos ejes se puede hacer esa
identificacidn: en el "eje x", los puntos a la derecha

de "O" corresponden a los reales “"positivos", y los pugr
c)

tos a la izquierda de 0", a los reales "negativos", En
el "eje y", los puntos arriba de "O" corresponden a los
reales "positivos" y los puntos abajo de "0O" a los - --
reales "negativos" (vé@ase la fig. 2=1). .

A las cuatro regiones-en que los dos ejes dividen al
plano se les llama "cuadrantes" y es costumbre asignar-+
les los nfimeros romanos indicados en la figura 2-1.

a)

b) "Las medidas se consideran pos

* T cie y

Cvadrante I

=

- >

ceJe X

Cuvadrante IL

Cuadrante TIT Cuadrante TV

Fig. 2-1.

Obsérvese lo siguiente:

i entido contra
"Ios cuadrantes se enumeran siempre ﬁn el s a
rio al de las manecillas del reloj.

itivas cuando se toman

i i i del
hacia la derecha del eje vertical o hacia arriba

eje horizontal."

" S e d e C n. ]deran negat 1LvVas (:Hando se tOIIlan
| :] ] . ] . i ]

hacia la izquierda del eje verti
eje horizontal."

i lano se
La posicidn exacta de cualquier pgnto en Zilzs e
umbra indi io de dos nlimeros r A
indicarlo por medio : =
Z?ZSt rael signo + o el signo -. Debe sobre-entzngeriecia
idos por 10 - ' ; R
el riiero de dichos nfimeros indica siempre gnalme i
3 -\ "y m %
la gerecha o hacia la izquierda del gqe vef§1car;iba o
que el segundo niimero jindica una medida hacia arri >
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abajo del eje horizontal. Tal como sucede en &lgebra, i

nfimero no va precedido del signo se considera positive
secuentemente, una pareja ordenada de nlimeros consti

"coordenadas" de un cierto punto; donde cada una de las ¢

denadas recibe un nombre particular,

La primera de estas medidas, hacia la derechd o Hatcia
la izquierda del eje vertical, se conoce con el .nombre de
"abscisa" del punto; y la segunda de estas medidas, hac¢ia :
arriba o hacia abajo del eje horizontal, se conoce con &

nombre de "ordenada" del punto.

Y

-

—_—— e — ] Qbsciso_de P
abscisa deR

I
&s.—.
v

ordenad

R

al
31
di
b1
el
3
!

de s
rRstada.
de T I

o

w ordenada
-
]

1
[
|
1
I
I
]
)
|
B

=

1& Gbscisa de T

Coor dcnad?ko de los Puntos P,R,S4T

Fig. 2-2. Coordenadas de los puntos P, R, § y T.

abscisd' y n"ordenada",

ncipios ' :
'gitstrg sobre ellos y deben ser estudiados cuid

En un sistema de coordenadas rectangulares:

de interseccidn de los ejes; la

dicular trazada desde un punto

wgl origen es el punto
tancia perpendicular trazada

s la distancia perpen
s la dis

a la trigonometria los conceptos de
debemos comprendex claramente los = -
La figura 2-3 nos
adosamente.

Antes de introducir

establecidos anteriormente.

+

R('3)4') . L P l,‘ﬂ

-'Q'JL

Fig. 2-3.

|6} Angulos pos V0D Y negativos .
i on de la trigonometria, se re- -
1ia de &ngulo que la conocida
: rmada por dos rec-
por ejemplo:

Para una mejor comprensi
juier 6n mds amp
quiere una definicidn mas ;
en geometria elemental: " es una flguraéfto:.Ce 2
tas que se cortan en un punto 1lamado vértice.
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estd en dicha posicidn, entonces, s€

esti en "posicidn ordinaria. OA
(1,0) y OB, en el punto gue

cuando el lado OA

qice que el angulo AOB
corta el circulo en el punto P

11amamos o(x,y) -

| Com@nmente, la circunferencia de un circuio sethadélzl—
) i e no sea posible esta divi--=
1ido en 360 arcos iguales (aunqu ¥
;i;gg por medio de la regla y el compés) y gaga unadieaezuaf_
| ibi mbre de “grado". ada gra

rtes ha recibido el no e TAE
ﬁpa a dividido en 60 partes, llamadas "minuto", ¥

se h sriber
’V?i;to en otras 60 partes llamadas "segundo". ¥ s€ Bscrihen
“mi

bast: 1°, 1', 1%.

Fig. 2-4,.

Consideremos ahora, que en un plano de coordenadas rec
tangulares, cualquier semirrecta que pase por el origen O,r
forma un dngulo con la parte positiva del “"eje Z'.y como de
los angulos nos interesa su medida y no su posicidn en el -
plano, &ste serd el Gnico tipo de &dngulos con el que traba-

jaremos.

Con el objeto de asignar una medida al &ngulo AOB, dibi
jamos un circulo de radio 1 con centro en el origen 0, colc
camos OA a lo largo del lado positivo del "eje x" y OB caei
en cualquier posicidn (figura 2-5). Un circulo de cualquie

radio serviria también, pero aqui usamos 1 por conveniencial

. 25%°
R4 5

Q)
QL“) Fig- 2-60

o
e |
= - P(5°2‘ Tomando estas unid

4///] Ve N ’ %X unitario, podemos ahora definir la medida de los angulos.
b .
- . r
' "i,a medida (en grados) de un &ngulo es la medida del ar

n el circulo unitario."

i radio
ades en arcos de un circulo de

co que &l intercepta e

o~
metria necesitamos la nocién de cbmo van

i gon
o nte se nos ocurre colocar

"dirigidos los arcos", Intuitivame




H
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una flecha en el arco, que determina si el arco se recorre

en el sentido contrario al de las manecillas del reloj, o

el mismo sentido. Y despuds designaremos que

es en el sentido contrario al de las manecillas del reloj, |

dngulo es "positivo"; y cuando el giro es en el sentido de |

las manecillas del reloj, el &ngulo es "negativo"
2-7).

Fig, 2-7.

El lado del &ngulo a partir del cual empieza el giro,
se llama "lado inicial" (CA en la fig. 2-7). E1l ladq cuyo
movimiento genera el &ngulo y determina su tamafio por la posi

cidén que ocupa al detenerse el giro, recibe el nombre de "la
do terminal" (OB en la fig.2-7).

Los &ngulos que tienen los mismos lados, inicial y ter-
minal se llaman "dngulos coterminales".

denadas cada punto B, diferente del origen determina un con-:

En un plano de coor-

52

| sunto infinito
: értice

e“‘al origen como Vertd ,
, cuando el glfly, jnicial y

4
s
(v8ase fi sincide con el de muchos otros dngulo B et
trabaja con frecuencia con angulo
‘tria se
vuelta.
2-8.

de Angulos coterminales, cada uno tenlendol
i la parte positiva del eje X como la-

el lado OB como lado terminal.

el lado terminal de cualquier éngulo
ya que en trigonome

por consiguiente,

i a
Consideremos un &dngulo de 410° como el de la figur

L)

L]
4\Q

Fig. 2-8.
i i lo estd en la misma posi--
do terminal de dicho &ngu o
1.6n Elel:lode un &dngulo de 50°8 770° (50°+ 360°+ 36os; ster
;;s'ugunﬁmero cualquiera de revoluciones ?ompletiz.interVie_:
vari que, excepto por el total de revoluc%ogez 2 S .
nen en l; generacién del &ngulo, las propi€ élever A
&ngulos coterminales son las mismas.’ Es facclle T
gulo de -310° es coterminal con los angulos 0°,
770°mencionados arriba.
i iguien
En vista de la discusidn anterior, €s natural la sigulen
te definicidn de &ngulo generalizado:




"Un dngulo generalizado es una figura plana que cong
te en dos lados: uno inicial y otro terminal, con un punuﬁ
comin inicial O; y un lado dirigido de un circulo (con cen!
tro en n), cuyos extremos terminan en los dos lados. Este
arco puede ser de cualquier longitud, o sea, la que se puﬁ
medir directamente, mds la que resulte de sumarle n veces |
longitud de la circunferencia.en una misma direccidn." 7

La medida en grados de este arco, junto con su signmg
se define como la medida de un &ngulo generalizado. El sig
no es positivo, i la circunferencia se recorre en el senti

do contrario a las manecillas del reloj, y es negativo, en
el caso opuesto.

Desde ahora retiraremos el t&rmino "generalizado" y
usaremos solo la palabra "angulo" para referirnos a ambas
clases, a los &ngulos de la geometrfia plana y a los &ngulos
generalizados acabados de definir.

2-3 OTRA FORMA DE DEFINIR LAS FUNCiONES TRIGONOMETRICAS.

. a) Radio vecton. / :

En trigonometria, se emplean con frecuencia, las le-o
tras del alfabeto griego para representar, de un modo genmi
el nlmero de grados de un &ngulo. Algunas letras griegas

son: 0. (alfa), B (beta), <y (gama), O (theta), ¢ (fi), w (o@
ga) . ; !

)

Supongamos que una recta OB sobre el eje horizontal,
tal como se muestra en la figura 2-9, gira en torno de 0, ¢
sentido contrario al de las manecillas del

reloj, generari |
un angulo positivo ©

(figura 2-10}. \

~ vector".

. 2510,
Fig. 2-9. Big. 4

Desde B, un punto cualquiera del lado terminal, traza--

mos BA- perpendicular al eje horizonEal (figura 2—111 Zi iz:
ta manera se forma un triangulo rectiangulo en el cua o
do OA es la abscisa del punto B, BA es la ordenada"y =
conoce como la distancia del origen al punto ° ?gmo ra ion_
Si el punto B se tomara en otralp031c1on, las lo -
gitudes de los lados del tridngulo variarian, pe?o las razo—
nes de lados hombdlogos continuarian siendo las m}smaf, p;os
to que los tridngulos son semejantes para cualquier angu
dado O.

X




b) Definicidn. |
la figura 2-12 muestra un &ngulo en cada uno de Iy
cuatro cuadrantes y en cada caso se ha trazado un

cular BA desde un punto cualquiera B del lado terminal, g
eje horizontal. El tridngulo formado por la abséisa, la g
denada y el radio vector, como se muestra en cada uno dé;h
cuadrantes, recibe el nombre de "“tri&ngulo de referencia,"
Considerando las razones entre dichos segmentos, definirem

las seis funciones trigonométricas para un &ngulo de cual-.
quier magnitud. '

a perpend|

ordenada (de B)
radio vector

abscisa (de B)
radio vector

ordenada (de B)
abscisa (de B)

abscisa (de B)
ordenada (de B)

radio vector
abscisa (de B)

radio vector
ordenada (de B)

. . . s . .
.

| o) Signos de fas funciones trigonoméiricas.

i : . l :
.

ya que:

i -denada son
) "En el primer cuadrante la abscisa y la or e
a
ambas positivas.'




i c ) del
uestran los signos del seno,

> a diferen-
dngulos que pertenecen Ny
s de la cosecante, secante Yy 2
los mismos que los de sus €O

coseno y tangente.

ura 2-13 se W

~ i
a < ~q 3 fac¢
"En el segundo cuadrante la abscisa es negativa y la En la J angente de

L £
ord enada es positiva." roseno y de la ey N
[ v antes.
tes cuadr 2 turalmente,
3 n, natu
"En el tercer cuadrante la abscisa y la ordenada son jgotangente serat,

i cas seno,
" , : es recipro
bas negativas." . Jyrespondient q

i
"En el cuarto cuadrante la abscisa es positiva y la o

=4

denada es negativa." ! : L sen©=%/g
COSe=-35

"El radio vector se considera siempre positivo." ; TQ“Q-"—‘—‘\‘/J

=
1 IR
xX

Los signos de las seis funciones trigonométricas de 6§ ¢ L
penden del cuadrante, en el que el lado terminal de § cae. f
diremos que "0 estd en el segundo cuadrante" si, colocado ¢ k
lado inicial en el lado positivo de eje x, el lado terminal

cae en el segundo cuadrante, y asi nos expresaremos para lo
otros cuadrantes.

Observamos que el sen 0es positivo cuando 6 esti en.
primer o segundo cuadrante, dado que la ordenada es posil
va en el primer y en el seqgundo cuadrante y el radio vector
es siempre positivo. En cambio,sen0 es negativo, cuando
es un angulo del tercer o cuarto cuadrante, porque la orden: 4
da es negativa en esos cuadrantes. La situacidn se resume d" SQ“‘=‘ /5
la siguiente tabla, que el estudiante puede verificar por sfi cCoSs &= 3/5

mismo. > F Ta.h°=‘4/3

T
i
3

f
I o+ | Fig. 2-‘13.

II

| Cuadrante

EJEMPLO.

gi la tan ¢ =
drante estd ¢? (Hacgf uni
cidn correcta del triangu
lor de cada una de las cin

s negativo, ¢en qué cua

e ge muestre la posi= '~
calcular el va--

antes de ¢.

- 12/5 y el seno €
figura dond :
o de referencia) .
co funciones rest
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SOLUCION : 1AUT()}3VA1,U,A(IION i I8

El dnico cuadrante en que la tangente

y el seno son
gativos es en el IV cuadrante.

1 o RO
D ada uno de los siguientes conjuntos de angulos, se
e C
‘leccionar aquel angulo para el cual:
{

Y si la

I
ordenada
abscisa

| 0) 98°
12 3) 1359
5

tan ¢ =

Fl . La tangente es positiva.

1) 294°
4) 332°

2) 200°

La secante es positiva.
por lo tanto, la abscisa del radio vector = 5, (ya que la

2.-
abscisa de un punto en el IV cuadrante es positiva), la ordi
da del radio vector = ]

0) 185°
3) 325°

1) 243°
4) 95°

2) 169°
-12 y el radio vector, calculado por
el teorema de Pitagoras, es: L

3.- El seno es negativo.

radio vector Y (5)%+ (-12)2

25 + 144

= VY169

radio vector 13

Ay

PN s

0) 54°
3) 167°

1) 198°
4) 100°

El coseno es negativo.

0) 128°
3) 315°

El seno es positivo y la

0) 321°
3) 128°

1) 283°
4) 350°

1) 280°
4) 30°

2)1385°

2) 296°

cotangente positiva.

2) 245°

> 3 3 . 0 ~
La cotangente es negativa y coseno positiv

0) 189°
3) 74°

La secante es negativa y

0) 85°
3) 250°

1) 228°
4) 330°

1) 138°
4) 324°

2) 99°

la tangente negativa.

2) 190°




8.- La

0)e 3052
3). 165°

1) =-312°
4) 286°

Si tan O = -2/3 y el coseno es positivo; contesta

guiente:
9.- ¢En qué cuadrante estd el angulo ?

0) 1
3) 1V

1) II

10.- El valor de la funcidn sen 0.

0)=2v 13/13
3) -3 /5/5

1) -2 v 5/5
4) - V13/13
11.- E1 valor de la funcidn cos 6.

1) 2 /5/5
4) V13/13

0) 2 Y13/13
3) 3/ 5/5

12.- El valor de la funcidn cot 6.

0) - /13/2
3) - /5/3

1) -=3/2
4) - V/13/3
13.- El valor de la funcidn sec 0.

0) 3/2
3) -v 13/2

1) - V572
4) /1373

14.- El valor de la funcidn csc 6.

0) - v13/3
3~ WES /R

1) - /5/3
4) -3/2

cosecante es negativa y el cosenoc negativo. JZ

4 FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS DE CUALQUIER MAG
~ NITUD.

2) 242° Hay muchas jdentidades importantes en trigonometria,que
a

de ellas muy a menudo. ¥ esto_se
moiéqzib:zciZdstuaido los &ngulos con los qpeleigagps
" trabajando seaﬁ mayoxres de 90°. Porque, por ejemplq;ézfz E%
.. < de valores de las funciones trlgonométricas;.escd:, ébo
Pigs ara &ngulos cuyos valores se encuentran entrg 9 .ys .
{Zoisznte. Necesitamos por lo(:gg:oé)méizioi1g§°ieg?gczozv
' i mo sen -0), , gos
1?gegfgrg?TOZii.tzliir;Zs mis sencillas que con&engan §6§2 el
L‘éngulo § y en donde B es un dngulo mayor de 0°y menor de

L gpe. (0°< @ < 90°).

{

\
-3v 13/13 ‘

L
‘tendre
presenta

@) Funciones de dngules mayohes de 90° y meno?eé de 180°.

Je OD a fin de determinar un 5ng§
r de la posicidn original, consi
dngulo de - -
(Véase

Consideremos un giro

& ti

lo agudo O, después, a par .
deremos el giro de OB necesarlo para formaxr un
(180°- §), gue es un ingulo en el segundo cuadrante.

figura 2-14) .

3 v 13/13

f%

2) - V5/2




1 EJEMPLO 1.
Ficilmente se puede demostrar que el trifngulo obe v T —
tridngulo OBA son semejantes (algunas veces, péero no necé% Hallar €
riamente, congruentes) . Por consiguiente, sgus lados copy
pondientes

Son proporcionales, pero las funciones en 1§§“| SOLUCION:
interviene OA, como es negativo, serin d
las otras;

e signo contrarig 5 180° - 25°
Por lo tanto, la figura 2-14, si OA = -~ acC, se
sigue que: S

tan (180°-25°)
sen (180°- g )

=-tan 250
cos (180°- @

=- 0.4663
tan (180°- 98 )

EJEMPLO 2.

Lo anterior nos
Cualquier funcién tri
entre 90° y 180°
cos de las funci

(=]
Hallar el valor de csc 1138
permite obtener el valor numérico de

i 2 . . N =
gonométrica bara angulos comprendidos SOLUCIO

A o _ 67°
r recurriendo a las tablas de valores numéri 1130 4 TR
ones de angulos comprendidos entre 0o y 90¢7

por lo tanto, A 180°- 67°)
De lo anterior, podemos decir, si 90° < 0 < 180°, csc 113° § esc (

- cscC 67°
"ELl seno de un &4ngulo es i
y ambos son positivos. "

= 1.086
"El coseno de un angulo, en valor absoluto,

coseno de su suplemento pero de signo contra
"La tangente de un dngulo es i
tangente de su suplemento pero

es igual"alllI
r1o.." :
gual en valor absoluto,al

Y || AUTOEVALUACION 2.
de signo contrario," |

iones trigonométricas
i las de las funcion
Utilizando las tab
hallar los valores de:

! ¢
en cada una de las demis funciones, se utiliza

erio que se ha aplicado a sus razones recipro--

l.- sen 171°

1478
0) 0.1382 1) 0.1564 2) O.
3) 0.9877 4) 0.9903




tan 164°

0) 0.2679
3) =3.271

cos 148°

0)=0.8480
3) -0.5381

sen 118°

0) 0.4695
3) 0.8910

csc 98°

0) 7.185
3) 0.008

csc 154°

0) 2203
3) 2.2812

cot 104°

0) 3.732
3) -0.2493

tan 112°

0) =2.4751
3) -2.3839

cos 160°

0) -0.3256
3) -0.9455

0.4540
0.8746

1.0098
6.392

1) -0.,3420
4) -0.9336

!

10.- sec 145¢

0) -1.095 1) 2281 2) -2.459
3) =%.103 4) -2.3662

\b) Funciones de dngulos magyores de 180° y menones de
= 270"

Consideremos un giro de OD para formar un éngu}o agudo
rtir de la posicidn original, consideremos

diente a un &dngulo de (180°+§ ), que
(v8ase figura 2-15) .

g , después, a pa
el giro de OD correspon
es un angulo del tercer cuadrante.

Fig. 2-15.

Se puede demostrar fac ‘
tridngulo OBA de la figura2-15 son. semejantes.
si OA = -0C y BA = -DC, entonces tendremos:

67

ilmente que el tridngulo ODC y el
Por lo tanto,



por consiguiente,

. I o / “‘l (e}
(IS0 30.) ' sen 228° = sen (180° + 48°)

-sen 48°
- 07431
(180° +6 ) 0

(180° +6 )

EJEMPLO 5.

Hallar el valor de sec
De todo lo anterior, podemos decir que:

SOLUCION:

"Cualquier funcidn de un angulo expresado como 180‘fmﬂ Ya quey 149° = (180° - 31°)
(0 menos) un &ngulo agudo, es igual, en valor absoluto, a i
misma funcién del &ngulo agudo, con el mismo signo o con: el

signo contrario, dependiendo del cuadrante en que se ehCugﬁ sec 149° = sec (180° - 319)
tre la funcidn.” o f

por consiguiente,

= ~sec 31°
==1.167
EJEMPLO 3. 4

Hallar el valor de coti 1979

SOLUCION :

AUTOEVALUACION 3.
Ya que,

197¢

| . nciones trigonométricas
ili tablas de las funcliones
(180° + 179) ) Utilizando las
Lo Fhallar los valores de:

| ot 197° = cot (180° + 179) Bi.- Tan 215°

por consiguiente,

7002
= g 0) 1.428 1) 0.
W 1? | 3) 0.7265 4) 1.483
= 3.271

sen 213°

EJEMPLO 4 0)-0.5299 1)-0.8480

3)=0.5446 4)-0.8387
Hallar el valor de sen 2285-
: \ o
SOLUCION; csc 235

0)-1.2208 1)=1.743
Ya que

I -1.788
228° = (180° + 48“’) 3)-1.236 4)

69
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5.-

6.-

71

8Ll

9.-

“10.~

cot 218°

0) 0.7813
3) 0.7536

cos 188°

0)-0.1392
3) -0.1219

sen 263°

0)-~0.9925
3)-0.9877

tan 195¢

0) 3.732
3) 0.2867

sec 259°

0)-1.019
3)~1.022

cos 201°

0) -0.9327
3)-0.3584

cot 244-°

0) 2.050
3) 0.4877

1) 1.327
4) 1.235

1)~0.9925
4)~0.9903

1) ~0.1392
4)~0.9903

1) 0.2493
4) 4.011

1)-0.1908
4) -5 .2408

1)-0.9336
4)-0.3420

1) 0.4663
4) 0.5995

2) 1.2799

2)~0.9877

2)~0.1219

2) 0.2679

2)-0.9272

2) 2,145

bo ',

|
«

y 0n° F 1 )
¢) Funcdones de dngulos mayores de 270° y menores de
360°.
Consideremos un giro de OD para formar un angu%o agudo
después a partir de la posicion original, consideremos
14

.e gu (e de (3600 = 9 ),
q\le es un allgulo dEI cuarxr to Cuadrallte- (Uéase f].gllra 2—'6) -

)
Fig. 2 - 16.

i DC
Anilogamente se puede demostrar que el tridngulo ODC y

el tridngulo OBA de la figura 2-16 §9§;§92g3§953§lﬁdffﬁﬂj

ST e rminal
En dicha figura observamos que (360° - 6) e? c?iiis esta
con el dngulo agudo (-0) y, por lo tanto, las relaci g

i dn vali las funcio
 blecidas anteriormente también serdn validas para o

- nes de (-8 ).

Por lo tanto, si BA = -DC, tendremos:




EJEMPLO 8.

Hallar el valoxr de cot 322°.
sen (360° - g)

SOLUCION:

Ya que, 322°= (360° - 38°)
cos (360° = 0)

;or lo tanto, cot 322°= cot (360° - 38°)

: - cot 38°
‘ |
tan (360° - 6) : :

De lo anterior, podemos decir que:

"Cualquier funcidn de un &n
nos el angulo agudo, es igual
funcidn del &ngulo agudo, con
trario, dependiendo si la func
el cuarto cuadrante."

gulo expresado como 360°
» en valor absoluto, a la mi
el mismo signo o de signo con
idn es positiva o negativa en

EJEMPLO 6.

Hallar el valor de sen 332°
- SOLUCION:

Ya que, 332° = (360° - 289)

por lo tanto, sen 332°’= gen (360° - 289)
4"
== sen 28°

= = 0.469%
-

EJEMPLO 7.

Hallar el valor de cos 298°,

SOLUCION : . s

©

Ya que,

por consiguiente,

298° =" (360° - 62°)
cos 298° = cos (360° - 62°)
cos 62°

= 0.4695

|'72

;AUTOEVALUACION 4,
e’

Utilizando las tablas de
allar los valores de:

cot 331°

0) -1.8040
3)-1.732

e

“
se§;§02°

0) 1.179
3) 1.942

sen 323°

0)-0.7986
3)=0.8090

tan 314°

0)-0.9657
3) =1.0355

csc 351°

0)-1.012
3)~7.185

r ; - 1.28

1) -0.5543
4)-0.5317

1) 0.5299
4) 1.167

1) =0.6018
4)-0.7880

1) -1.072
4) -0.9942

1)-6.314
4)-1.010
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las funciones trigonométricas

2) 1.8871

2) -0.5878

2) -0.9325

2)-6.3925




cos 274°

0) 0.9976
3) 0.0523

sen 348°

0)-0.9781
3)-0.1908

sec 283°

0) 1.022
3) 1.026

cot 341°

0)-=2.9042
3)-2.747

cos 294°

0) 0.3907
3). 0.4067

1) 0.0872
4) 0.0698

1)-0.2079

4)-~0.,9816 °

1) 4.810
4) 4.4454

1)-0.3443
4)-3.078

1) 0.4226
4) 0.9135

2) 0.9962

2)-0.2250

2) 0.2250

2)-0.3249

2) 0.9205

d) Funa&oneA de dngulos de un cuadnante (0°,

y 270°).

90°, 150

Por consiguiente,

ordenada de B
radio vector

0° =

abscisa de B
radio vector

ordenada de B
abscisa de B

abscisa de B
ordenada de B

radio vector
abscisa de B

radio vector
ordenada de B

*La cot 0° y la csc 0° se dice que "no estén definidas"
ya que la divisidn entre cero no tiene significado.

Podemos decir que a medida que el.&ngulo tiende a 0° la
contangente y cosecante tienden a un nlimero infinitamente
grande o crecen indefinidamente., O sea que, para 8 mayor de
0°, cuando 6 tiende a O°, la coth tiehde'a LN

Cuando. se emplea el "simbolo de infinito" debe entendeE_

Cuando el radio vector OB esti en la posicidn que ge
se claramente que "no representa nlngun nimero definido"

muestra en la figura 2-17 y no ha iniciado su giro, entoncest
= 0°, la abscisa de B = OB v la ordenada de B =0,

Se puede ver que a medida que un &ngulo tiende a 0°, la
longitud de la ordenada disminuye continuamente, mientras
que la funcidn que tiene a la ordenada, como denominador,
Crece en valor, indefinidamente.

Si el numerador de cualquier fraccidn permanece constan
te y el denominador se hace, sucesivamente, mds pequefio, el
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valor de 1a fraceiﬁn se

dida que un &ngulo positivo tiende a Q¢
cotangente y cosecante ‘se harin cada
diendo hacia infinito.

Considefembg;;ihﬁiﬁ)Aiéwfigﬁfa'ﬁ-
de la figura 2-17, da’ un giro de 90°..
abscisade B =0 y 1a_9rdehadé:§e B =0B.

iiq. 2-18.

Por consiguiemge,

"_ordenada de »

. -radio vector T
cos 9oc-,”"§bséisa de B ~5Aj‘j
. radio vector - :

;_‘;.l:zf‘u

sen 90° =

abscisa de B
ordenada de B .

. ?véﬁbaf;

radio vector
abgcisa de B-

’ no 33“~
definida

176

hace cada vez mfs grande. ‘ast, y)
+ los valores a

e wls grrmdes,

I
|

i Dt atonces
18 donde la recta g
- Entonces 8 « 90°; §

| defingda

|

radio vector
ordenada de B

si la recta OB, de la figura 2-17, da un giro de 18079,
f= 180°, la abscisa de B = - OB y la orxdenada de

(v8ase figura 2-19).

X

!

Fig. 2-19.

Por consiguiente,

cot 180°, no estid definide
-1

gen180° = 0
cos 180°= -1 sec 180° =

tan 180°= 0 csc 180°, no estd definida

Y si OB da un giro de 270°, se verd que:

cot 270°= 0

sec 270°, no esti definida

sen 270°= -1
cos 270°= 0

tan 270°, no esta csc 270°= -1

definida

Puesto que un &ngulo de 360° es coterminal de 0°, sus
funciones tienen los mismos valores que las correspondientes

B 0°,

F
|

77




Lo anterior se puede resumir en la siguiente tabla: |

|

TABLA 2 - 2.
0 tan8

cotf

0°

90°
180°
270°

oo

e) Funciones de dngulos mayones de 360°.

Hemos visto que las funciones de un &ngulo comprendidy
entre 0° y 360°,se pueden expresar en términos de un angulg
agude. Cualquier angulo mayor de 360° puede sustituirse m,
otro menor, restindole el mayor nfimero de vueltas completas|
Para convertirlo en un a&ngulo coterminal (va que, todas 1las
Propiedades de angulos coterminales son las mismas) .

En virtud de que la posicidn de la rect

a generatriz de
termina tanto

r
iones pasan periddicamente por todos
los valores pésitivos y negati
de 360°, o de una vuelta. Asi, por eiemplo. las seis funci
nes de 130° tendran el misto valor

que el de las funciones correspondientes a 490° (360°+ 1309

Lo mismo es cierto para las funciones de 330° y 696% Debide

a esta repeticidn peribédica, ‘cada funcidn trigonométrica xe
cibe el nembre de "Funeidn periddica".

EJEMPLO 9.

Hallar el valor de sen 3929

vos repitiéndose a intervalosl

numérico y el mismo sign

SOLUCION: | )
1 dngulo de 392° es coterminal del angulo de
Ya que el d&

por lo tanto,

sen 32°

0.5299

sen 392°

\

v

EJEMPLO/10.
Hallar el valor de tan

SOLUCION :

Ya que el &ngulo de 500° es
140°, por lo tanto,

coterminal del &ngulo de

140°
(180°- 40°)

tan 500° tan
tan
—-tan 40°

-0.8391

EJEMPLO 11.
Hallar el valor de cos 706°.
SOLUCION :

Ya que el &ngulo de 706° es coterminal del

346°, por lo tanto,

cos 346°
cos (360° - 14°)

cos 706°

cos 14°

0.9703




AUTOEVALUACION 5.

Utilizando las tabl
hallar el valor de

1.~ sen 393¢

0) 0.8387
3) 0.8480

2.- cot 938°

0) 1.235
3) 0.7813

@
3.- sen 1177

0) 0.1392
3) 0.9877

4.~ sec G41°

0) 1.022
3).5.2408

5.- cot 836°

0) -0.4877
3) =2.145

6.~ sec 1382°

- 0) 1.167
3) 1.8871

7.~ tan 406°

0) 0.9942
3) 1.072

1) 0.5299
4) 0,5592

1) 0.7536
4) 1.2799

1) 0.9925
4) 0.9903

1) 5.759
4) 1.019

1) -2.050
4) -0.5095

1) 1.942
4) 1.179

1) 1.0355
4) 0.9325

as de las funciones tri onométrigy -0.9976
Lg 2 3)

2) 0.5446

2) 1.327

2) 0.1219

2) 0.1908

2) -0.4663

2) 0;5299 

2) 0.9657

B g.- cos 986°

1 0.0523 -0.9962 2) -0.0698
A -0.0872

! 9.- sec 1157°
) 12022 2) 0.2250
' 0 A
3) 1.026

I10'- cos 474°

0) -0.4067 2) -=0.3907

3) -0.4226

l41 Funeiones de dngulos negativos.

‘
|

i un
Consideremos un giro de OB necesario para formif. :
éngulo G pero en sentido de las manecillas del reloj

de que el adngulo sea negativo.

Y
t




Nuevamente tenemos los tridngulos semejantes ODC v i
con lados correspondientes iguales en magnitud, pero Ba

Procediendo en forma similar a los casos anteriores, |

BA

OB

-DC

oD

sen (= 09)

OA

———

cos (- 8) 5

BA

tan (- 8) OB

OA

cot (- B) EA

OB

sec (- 8) v |

OB

BA

csc (- 8) :BE*

tal como sucedid para las funciones (360° - 9 ).

Podemos generalizar esto para utilizar otro método

encontrar las funciones trigonométricas de un &ngulo negat
vo. Este método consiste en emplear el &ngulo positivo
©s coterminal del &dngulo negativo dado. Los dos deben s
en valor absoluto, 360°. Por ejemplo, un dngulo de -210°

coterminal del &ngulo positivo de 150° y 150° 180°- 30°,
asi que:

sen (-210°)

sen (150°)

= gen (180° «~ 30°)
= sen 30°

= 0.5

uso de sen (-0)

cos (150°)
cos (180° - 30°)

(-210°)

=-cos 30°

- 0.8660

obsérvese que si

sen O , tenemos que:

-sen (210°)
- (-sen 30°)

(-0.5)

(-210°)

0.5

1

(_2100) = COS (2100)
- cos 30°¢°

-0.8660

de tal suerte que los resultados de?:z
quiera que sea el método que se emp .

EJEMPLO 12.
Hallar el valor de tan (=1347).

SOLUCION:

Ya que el dngulo de -134°es
tivo de 226°, por lo tanto:

o

Tan (—1340)

coterminal del &ngulo

tan 226°

tan (180° + 46°)
tan 46°

1.036

se han obtenido dichos valores ‘haciendo

ser iguales a cual--



EJEMPLO 13.

Hallar el valor de csc (=327°) .
SOLUCION :

Ya que el &ngulo de -327° es coterminal de

tivo de 33°, por lo tanto:

csc (=3279) cs¢ 33°

1.836

EJEMPLO 14,

Hallar el valor de sen (=-25°) .

SOLUCION:

Ya que el
vo de 335° y 335° =

sen (-25° ) sen 335°

angulo de -25° es coterminal del
360° -~ 25°, por lo tanto:

sen (360°- 25¢)

-sen 25°

-0.4226

AUTOEVALUACION 6 .

Utilizando las tablas de las funcione

hallar el valor de:

1.~ tan (-215°)
0) -0.7002 1)

-1.428
3) -0.7265 4)

-1.483

2)

s trigonomé&tricas,

-0.6745

1 &ngulo pm%

:

angulo positi

2 .-

csc (=125°)

0) -1.788
3) -1.743

3.~ cos (-352°)

1)0.1392
3) 0.9877

4.- tan (-15°)
i

0) -4.011
3) -0.2679

5.- COS (—339°)

0) 0.3420
3) 0.9327

6.- cot (-151°)

0) 0.5317
3) 1.881

sen (-37°)

0) -0.5878
3) -0.6018

csc (-189°;

0) 6.3925 f
3) 7.185

sen (-348°)

0) 0.9816
3) 0.9781

1) 0.9903
4) 0.1219

1) 0.3584
4) 0.9272

1) 1.8040
4) 1.732

1) -0.8090

4) -0.7986

1) 1.012
4) 1.010

1) 0.1908
4) 0.2079

2) 0.9925

2) -0.2493

2) 0.9336

2) 0.554:3

2) 0.2250




.— cot (-161°)

i

0) 0.3443
3) 2.747

1) 2.9042
4). 3.078

2) 0.3249

>

g) Representacion de Las funciones t/u’gonom‘w»écaa Ip
Aegmentos nectilineos.

Antiguamente los matemdticos concebian las funciones
seno y tangente: como ‘"segmentos rectilineos" referidos a|
una circunferencia cuyo radio era igual a la unidad. Sing
bargo, hemos considerado, en pdginas anteriores, a las seig)
funciones trigonométricas como "razones" entre dos longitu
des. Podemos afirmar que ambas formas de estudiar las fun
ciones trigonométricas estdn Intimamente relacionadas vy afl
mds, es conveniente y de gran utilidad estudiar y comparar
sus variaciones mediante el uso de unas figuras en que se
muestran las seis funciones cuando su denominador es igual
la unidad.

Es facil observar que toda fraccidn cuyo denominador

es igual en valor a su numerador, cualquiera que &g
Por ejemplo,

sea 1
sea.

X =%
1

Por consiguiente, si ideamos una figura en la que cadi
una de las funciones trigonométricas pueda ser representad:
por una razdn cuyo denominador sea igual a la unidad, el v
lor de cada una de las funciones estard representando en lé
figura por la longitud de un segmento de recta que represel
tard al numerador de su razdn y en estas condiciones serd
sible comparar las funciones por la comparacidn de las long

tudes de varios segmentos rectilineos que contengan la figl
ra.

Primero representaremos por medio de tales segmentos

rectilineos las seis funciones trigonométricas de un &ngulo}

86

:5gud0 y después,

- . 3
agudo cualquiera con vertice en el ori

se traza BA perpendi

\

Merseccion.

mediante wa construccidn similar y considera
iones andlogas, podremos considerar angulos de cualquier

io

agnitud en los otros tres cuadrantes.

1

consideremos dos ejes de coordenadas. Seaf un éngu%o.
gen 0 y su lado inicial
oincidiendo con la parte positiva del'?je X" Cen cenEro en
trazamos una circunferencia cuyo radio §e considerara de
que intersecte al lado terminal en el punt? B,
cular al eje X, siendo A el punto de in--

D,
longitud uno y

De donde se deduce que:

BA
OB

sen §

BA
1

BA

OA
OB

OA
1

OA

Fig. 2-21.

Ahora, con centro en O, trazamos una circunferencia uni
‘taria que intersecte al lado inicial en e} punto C y de:dee1
C, se traza una tangente a la circunferencia que intersecte
‘lado terminal de 6 en D.

-




ec nteriores
laridad, los segmentos de recta Z\tt riores
nayor <l : ISR S
: e s en las Pigugas 2-24, 2-25 y
D BT ' . muestran todos

: %
e ‘ v
\&/ i

= .
f/?\.i-*-»’ff@% =
A2 L e
A 3

De donde se deduce. qué:

tan § =

Fig, 2=22!

Y por Gltimo con centro en
cia unitaria que intersecte 1
ordenadas en G y desde G
ferencia que intersecte

O, trazamos una circunferer
a parte positiva del eje de la
r S€ traza una tangerte a la circu |
al lado terminal del dngulo € en il

De donde se deduce que :

FE
OE

1 cot B = OF 3
oG

: 2 OE
_ o oA

. isn con el proce
Haciendo exactamente la misma conitgucizii;nal o
t - . # los con su lado termina.
imient : : ngulos =P =
idimiento anterior para & 2" e enge
'Hiéo en el segundo, tercero y cuarto cuaifan% ; e )
‘x4 de inmediato que las funciones de (18 L e itones a9
'y (360° -0 S son numéricamente iguales a

L




.. langeniv y sccante. En las figuras 2-22 y 2-25 se
puede ver que a medida que el &ngulo tiende a cero, su tan-
Fgente tiende a cero y Su secante tiende a 1, que es la lonqi
tud del radio de la circunferencia.

sin embargo, a medida que el angulo crece aproximadamen

se ve que tanto la tangente como la secante crecen

Exactamente en 90° dichos segmentos rectilineos
@marepresentan a la tangente y a la secante dejan de ser seg
mentos,resultando una pareja de rectas paralelas que se exX- -
tienden indefinidamente tratando de intersectarse. Por con--
'siguiente, va medida que el angulo crece de 0° a 90°, la tan-

\gente crece de 0 a ®y la secante crece de 1 a « .

Al pasar el lado terminal al segundo cuadrante, por pe--
quefio que se considere el incremento, se€ verd que los valores
de la secante y de la tangente cambian bruscamente de valores
infinitamente grandes positivos a valores infinitamente gran-
des negativos. Esto es una ilustracidn del hecho de que las
funciones tangente y secante no cambian de valor de un modo
suave y continuo como sucede con las funciones seno y COS€no.
Por esta razdn, la tangente y la secante reciben el nombre de
funciones discontinuas en oposicidén al seno y al coseno que
son funciones continuas.

*

90°a 180° 0° a 90°
tangente crece tangente crece
de - »® a0 de 0 a +®

-

__."x

180° a 270° 270° a 360°
tangente crece tangente crece
de 0 a + ® de - a0

Variacidn de los valores de la tangente.

Fig. 2-29.
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90° a 180°
secante crece
de - ® a -1

0° a 90°
secante crece
de 1 a + ®

|

finito positivo o un valor infinito negativo.
n

osecante las figuras 2-23 y

*__’x
180° a 270°

secante decrece
de -1 a - ®

270° a 360°
secante decrece
de + @ a l

Variacién de los valores de la secante.

Fig. 2-30.

Al pasar el lado terminal al segundo cuadrante, la ta
te y la secante, que en 90° eran ambas infinitas, ahora las
dos tienen valores finitos que resultan cada vez mis pequeéi
a medida que el angulo tiende a 180°. Sin embargo, dehido
que ambos grupos de segmentos rectilineos son negativos, di
disminucién en longitud indica un crecimiento en valor numé
co: la tangente crece de -«
ce de - a -]1.
90° y 2707 no estan definidas.
ce de 0° a 90°, el valor de su tangente crece de 0' a ey
otra parte, si un angulo decrece de 180° a 90°, el valor de
tangente (negativo en todo movimiento) decrece de 0 a - .
cuérdese que cuando utilizamos el simbolo -% queremos decil
"valores infinitamente grandes y negativos" y cuando utiliz
mos el simbolo +® queremos decir "valores infinitame'qteqr

a 0, en tanto que la secante ¢
Se recordara que la tangente y la secante,
Por ejemplo, si un_inguIOC?

'3, Cotangente Y CO5(
).26 muestran las variacione
e en el primer cuad;ante.

e con la recomendacién de compara

iguras 2-31 y 2-32.

s de la cotangente y la cosecan-
Dejamos el andlisis al estudian-
r dichas figuras con las

Ty

0° a 20°
cotangente decrece
de 4w a 0

90° a 180°

et N
cotangente decrece
de 0 a —»

—$ X

270° a 360°
cotangente decrece
de O a

180° a 270°

uloy/ Aad - A
cotangente decrece
de +o a O

=00

Variacidn de los valores de la cotangente.

2 3

f

Y

Fig.

0° a 920°
cosecante decrece
de +° a 1

90° a 180°
¢ o secante crece
de 1 a + =

des positivos."

En tales casos, cuando indicamos los valores de funciok

de dngulos de un cuadrante, es costumbre escribir © gin nif
signo. Sin embargo, cuando se describe. la varidcidn de las
ciones para un dngulo que varia, .es cdbvéniengesindﬁqgr'elf
no mads o el signo menos cunando una funcidn t¥gnde 4 Un valo
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X

270° a360° '
cosecante decrece

de -1 0o

180° a 270°
cosecante crece

de =@ a -1 a -

valores de la cosecante.
2 32.

Variacidn de los




) 'crece de 180° a 270°, sen §§ decrece de 0 a -1.

1 S.
AUTOEV. UAC ON 7, ,_0- i
0) Falso. 1) Verdadero.

Observando las figuras relativas, decir cuiles de ly
siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

¢En qué cuadrante ocurren los siguientes cambios?
AR =
gidérese incrementos positivos para el angulo).

1. Si 0 crece de 90° a 180°, cot 6 decrece de 0 a

0) Fal 1) Verdad 1.- E1 coseno crece y la cosecante decrece.
aL50- rdadero. 1. .
0) I 1) 11 2) III

Si 6 crece de 270° a 360°, sec 0 decrece de + ® a | 3) IV 4) Ninguno 5) Todos

0) Falso. 1) Verdadero. La secante y la cosecante crecen.

Si 6 decrece de 180° a 90°, csc O decrece de +» a 1,| 0) I 1) II

3) IV 4) Ninguno
0) Falso. 1) Verdadero.

El seno decrece y el coseno crece.
Si 6 crece de 90° a 180°, cos® decrece de 0 a -1.

0) I 1) I 2) EBD

0) Falso. 1) Verdadero. 3) 1 4) Ninguno 5) Todos

Si 0 decrece de 360° a 270°, cos B crece de 0 a 1, & La tangente decrece y la cotangente crece.

0) Falso. 1) Verdadero. 0) I il Iz 2) III

3) IV 4) Ninguno 5) Todos
Si € crece de 180° a 270°, cotf® decrece de 1 a 0y

La tangente crece y la cotangente decrece.
0) Falso. 1) Verdadero.

0) I 1l) II 2) III

Si 6 decrece de 70° a 180°, tanf decrece de + ® a 0, 3) 1V 4)'Ninguno 5) Todos.

0) Falso. 1) Verdadero.
Si © crece de 0° a 90°, tan O crece de 1 a + o,
0) Falso. 1)>Verdadero.
Si 0 decrece de 99° a 0°, sen 6 crece de 0 a 1.

'

0) Falso. "1) Verdadero.




AUTOEVALUACION DEL CAPITULO II.

Selecciona la respuesta correcta subrayandola.

Cuando el giro de un adngulo es en el sentido contrg
al de las manecillas del reloj, el angulo es: '

1) Agudo.

2) Positiv4
4) Negativo.

3) Obtuso.

| 23
La interseccién de los ejes que dividen} un ‘plang
cuatro cuadrantes se denomina: ' :

1) Origen.
4) Ordenada.

2) Vertice. 3) Punto.

.-

g =

El tri@ngulo formado por la abscisa, la ordenada y e

dio vector recibe el nombre de:

1) Tridngulo isbsceles.

2) Triangulo oblicuangu
3) Triangulo equilitero.

''4) Triangulo de referen

Si cosO = = 3/5 y la cot O es positiva; contesta lo

guiente: (preguntas 4, 5 y 6).

4.-

¢En qué cuadrante estd 0O ?

1) ler. cuadrante.

2) 22 cuadrante.
3) 3er. cuadrante.

4) 42 cuadrante.
éQué valor tiene la sec O ?

1) 4/5
4) 1/2

2) 5/4

iCuil es el valor de 07

1) 233%7'48"
4) 51°20"

2) 36°50" 3) 38°40'

A partir de sen 300°, contesta lo siguiente:

Expresar la funcidén en términos de un angulo agudo.
A

2) Sen - 30° 3) Sen 30°

1) Sen 60°
4) -Sen 60°

- . - 5
Dar su valor numerico como una razon:

1) 2/3 2) - V/3/2 3) 2
4) 1

A partir de sec (-148°20') contesta lo siguiente:

-
Expresar la funcidn en términos de un angulo agudo.

1) -Sec 31°40' 2) Sec 51°40' 3) Csc 51°40'

4) -Csc 51°40'

10.- Dar el valor numérico de la funcidn por tablas:

1) 1.2750 2) -11749 3) 1.578

4) -1.293

11.- Relaciona correctamente las siguientes columnas:

csc 165°
tan (180°+ 16°
sec 298°

a) 0.2994
b) -3.864
c) 0.02994
d) 2.1301

40%)

e) -2.130
f) 3.8637




RESPUESTAS A LAS AUTOEVALUACIONES DEL CAPITULO II.
Relaciona correctamente las siguientes columnas:

a) El seno decrece ___El angulo crece de 90°;
de 1 a 0. 180°. : !

AUTOEVALUACION 1.

b) El coseno crece El angulo crece de 0“& 
de 0 a 1.

El angulo decrece de 3
c) La tangente cre- a 270°.
ce de -1 a 0.

d) El seno decrece
de ® a 0.

e) La cosecante\
<= S
crece de ® g -7,

2%
f) La cotangente AUTOEVALUACION
crece de 0 a 1.

1.- 4

g) El coseno decre- 2.- 4

cede 1l a 0.
§ 3.- 0

4.- 2
5.~ 17

AUTOEVALUACION 3.

I
2,- 3
3.- 0
4.- 2
5. ' 4




AUTOEVALUACION 4.

1.
2.
3.
4.
54

AUTOEVALUACION 5.

Tam

AUTOEVALUACION 6.

Fom
2.-

AUTOEVALUACION 7.

L.
2.
3.
4.

AUTOEVALUACION DEL carITULO II.




4o. SEMESTRE. AREA II. UNIDAD III.

MEDIA CIRCULAR.

Hasta ahora, hemos usado como medida circular los gra-
dos y minutos para expresar un dngulo. La medida de los &n-
gulos que hoy es comin, tuvo su origen en Alejandria a prin-
cipios de la era cristiana. Ahi, los matematicos griegos di
vidieron la circunferencia en 360 partes iguales 11amados -
"grados", y cada grado, a su vez en 60 partes iguales 1lama-
dos "minutos"”.

En esta unidad veremos otra forma de medir los dngulos
que son los radianes. Veremos como podemos transformar gra-
dos 0 medidas sexagesimales a radianes y viceversa y aplicare
mos estas condiciones en el cdlculo de velocidades angulares,
longitud de arco o dreas circulares. '

Te deseamos mucho éxito en el estudio de esta unidad,
ya que deberds ser capaz de: \

OBJETIVOS:

Definir con tus propias palabras los conceptos radian y
velocidad angular.

Transformar correctamente angulos de medidas sexagesimal
a radianes y viceversa.

Calcular correctamente la longitud de un arco de circun-
ferencia, mediante la formula:

Arco = r . B

Calcular correctamente la ve]ocidadzgngulqr y Tineal de
cualquier sector circular, mediante las formulas.

XV
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4o. SEMESTRE. AREA I1. UNIDAD IV.

siendo:
I1 D ENTTIDATUDE S.

velocidad angular

velocidad lineal
radio Asi como en el dlgebra existen dos clases de ecuaciones

n@mero de radianes que son las condicionales y las idénticas, en trigonometria
tiempo también las hay, donde la incégnita es el”valor del dngulo.

Calcular correctamente el drea de un sector cireul En esta unidad veremos como podemos, a través de cier-
Lor Circular, 8 (3¢ relaciones dadas, demostrar la veracidad de identidades

mediante la formyla:
a:
2 trigonométricas para un dngulo, asi como también a expresar
1.0 cualquier funcién en términos de otra funcion.

Area = o

Aprende a excelencia esta unidad, ya que deberds ser ca
paz de:

PROCEDIMIENTO SUGERIDO,

l.- Para gue r i
4 esuelvas satisfactoria - i
. mente la .
el capitulo I1II de tu libro. unidad estudi® OBJETIVOS:
2.-  Resuelve 1 : : 1.- Discriminar, a partir de las relaciones fundamentales,
- 3 as a : : s .
ek bl vayasuzegxa;ugc1ones que vienen en el capitull aquellas que se puedan usar para expresar las fungiones
zando en tu estudio. en términos de otras, dando a su vez una simple expre--
. 2 , 5ion de las mismas.
g?gg gg%oﬁgalza$1on de la unidad, resuelve la autoevali
pitulo. .- Demostrar o comprobar, a partir de las identidadeg tri-
gonométricas fundamentales, la veracidad de enunciados
en forma de ecuacion idéntica.

PROCEDIMIENTO SUGERIDO.

1.- Estudia para esta unidad la leccidn 1 del capitulo IV.

Como veras, tanto en el objetivo 1 como en el objetivo 2
intervienen lassrelaciones fundamentales, por lo que te
recomendamos trates de demostrarlas como si fueran iden-

tidades sencillas.




Después, Gsalas en el objeti i

s jetivo 1, resolviendo la
evaluacion 1. En caso de no pod 1] e
sor la duda que tengas. RS AL B

5§ra el objetivo ?, es?udia primero los ejemplos que
ienen para que visualices mejor 1o que vas a hacer, .
cuando vayas a resolver la autoevaluacién 2. ’

cion de la leccidn 1, volviendo v
Y a estudiar s LA
de los. problemas-en que hayas salido mal. el objetiw

Como autoevaluacion de la unidad resuelve la autoevah1

CAPITULO 3.
MeprpA CIRCULAR.

3-1 INTRODUCCION.

Asi como la longitud de un segmento rectilineo es la ra
zén del segmento a alguna longitud patrdn escogido como uni-
dad, la magnitud de un &ngulo es igual a la razdn del dngulo
dado a otro que se elige como unidad. Las unidades angulares
mis frecuentemente usadas son el grado y el radidn que se -
discutirin en este capitulo. i

Sin duda alguna, el &ngulo recto es la mds simple y la
mds antigua unidad de medida angular. Su uso va wmnido a no-
ciones tan familiares como son €l cambio en direccion de lo
vertical a lo horizontal o del cambio de una linea notre-sur
a otra oriente-poniente.

Aungue es demasiado grande para ser empleado como- un ins
trumento cientffico ideal, todavia pérmanece en algunos teo-.
lremas geométricas tradiclonalés cuyo enunciado se remonta has
ta la antiguedad. ; : :

Para la navegacidn con uso del compés, el &nhgulo recto
se dividid en ocho "puntos". Un "punto" era umna unidad muy
adecuada para diriaqir una embarcacidn. Los astrdonomos, des-
de la época de Babilénia, tuvieron necesidad de una gradua--
cién mis fina del circulo. Se debe a ellos el mis conocido
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]
|
de los sistemas cientfficos de medicidn angular,

el ¢ iste
sexagesimal,

en el cual la unidad de medida es el grado.ﬁ
grado es un angulo tal que si su vértice se

tro de un circulo intercepta un arco cuya longitud es igy
a 1/360 de la circunferencia. Este sistema de mediciéneﬁ
empleado en la mayor parte de los trabajos practicos, asf
mo en topografia y en navegacidn.

coloca en e]

El sistema circular de medida angular se emplea casi
clusivamente en cflculo diferencial e inte
ramas de la ciencia.

radidn y queda caracterizado por la siguiente definicidn ¢
ilustrado en la figura 1.

3-2 DEFINICION DE RADIAN.

- . ‘
Un radi&n es un &ngulo tal que si su vértice se coloc

en el centro de un circulo intercepta un arco cuya longitud
es igual al radio del circulo.

Otras unidades de medida angular empleadas con mas O It
nos frecuencia son la milésima y la revolucidn.

gral y en divers?'.
La unidad del sistema circular es gl

La milésima es el dngulo de medida empleado

1 'rama de artilleria del’ejerc1c%o ggH¥o§ 55#
= Ry y es el angulo subtend;dp;pq;_ugﬂag'
1/6400 de la,circnnfenengi =

tados Unidos, .
co cuya magnitud es

En el sistema inglés dg med;da(’gih
tiene la ventaja de que un angulo qg?nggmé"
milésima intercepta un arco de'aprggo “aQ'
una yarda en un circulo de radio 1 ,?, 1z

La velocidad angular de una ruedg*gyxg} ;a
exéresa por lo comin en reVOLuCLOngg por;?? l£6

Ze tiempo, generalmente en revoluciones por m %p;n
(ebreviadé comd r.p.m). Obviamente, upa revolurs
a . - [+ =1
cidén es igual a 2 W radianes O 360°.

3-3  RELACION ENTRE GRADOS Y RADIANTES.

Puesto que la longitud de una ctiunfergncgz
es 2 veces el radio, la circunferencia suptiego
un idngulo central de 2 radianes. Por otigalade,
la circunferencia subtiende un fngulo cent d
360°, por -tanto,

radianes

radianes




Lo anterior, es la relacidn fundamental entre grados y
radianes, y por medio de ella se puede pasar de grados a -
radianes y de radianes a grados,

Por ejemplo, dividiéndo cada miembro de la ecuacion(1)
por 180, se tiene

1° = radianes

analogamente,

1 radian = 180

m™

grados

Los angulos 30" , 45°y 60°, as? como sus mltiplos, son
de uso frecuente y se pueden convertir facilmente en radia-
nes expresandolos como una fraccidn de 180° y sustituyendo
luego 180° por T radianes. De manera analoga se pueden con-
vertir otros dngulos de grados a radianes.

EJEMPLOS.
1.

30°. = radianes.

2,~ 45° =

radianes.

3.~ 120°= 2 (180°)

3

radianes.

4.- 25°= 25 (180°)

180

radianes.

cuando un adngulo estd dado en grados,minutos y segundos
los minutos y segundos se convierten a fraccion decimal de -
grado y se procede luego como en los ejemplos anteriores.

EJEMPLO 5.

25° 2208"
= 25 2208
3600

25.613°= 25.613
180

(3.1416) radianes

25° 36' 48"

grados (puesto que 3600“='1’)'

7 radianes

(0.14229)

0.44702 radianes

Los angulos expresados en radianes se escribeh frecuen—-
temente como raciones de T, por ejemplo, m/6, 5 m/3 y _
T/12. Los angulos asi expresados se convierten en grados, .
sustituyendo T por 180° y simplificando el resultado.

EJEMPLOS.

180°
6

5(180°)
3

6.- m /6 radianes = 30°

7.- 5 m/3radianes = 300°

180°
| 12
En los temas que siguen se usardn indistintamente radia
nes y grados como unidades de medida angular. Cuando sea ne
cesaria una aproximacidn aceptable a un segundo se hard uso
de la equivalencia, 1 radidn = 57°17' 45", puesto queA

190> 180
T =) 3.1416

8.~ m/12 radianes = 15°

1 radian

57.2257°

57°17"' 45" (aprox.)
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cuando an @ngnlo se SXPresa @h radlalrs €8 . ostumbye

omitir la palabra radiin.
lee "pi sobre 4 radianes".

AUTOEVALUACION'I.

Convertir a radianes los dngulos de los problemas si-

guientes:

1.- 60°
18°
240°
210°
Z2°
108°
759

16°

\
Convertir a grados, minutos y segundos los angulos-de |

los problemas siquientes:
17.- 7w /3
18.- m /9
19.- 4w /5
20.- 3m /4

anw /9
5m /6

Por « iemplo, se escribe /4 y o

I1lic 22°30"

12 .- 18°45"

13=c 7252 30

14 .- 11°6"' 40"

15.- 3 &dngulos rectos

16 .- 4 revoluciones

24 - 1 /16
25 .- m /32
26 .- 971 /160
27.- 2.1 rad.

28 .- 5.7 rad.
29 .- 0.62 rad.

3.4 ANGULO CENTRAL Y LONGITUD DE UN ARCO.

Una de las ventajas del sistema circular dg medidi a;g%

lar radica en la facilidad con que pu?de determlnaise dédoogh
‘+ud de un arco, interceptado por un angulo cenFra medi Oten
glt? por ejemplo, si en un circulo de radio r, 9n angu

radlanis;l de 6O radianes intercepta un arco de "a" unldad§§
i: iiggitud, entonces, de acuerdo con la definicidn del radian,

2 -9
X

(2)

de donde, a =xr6

Por tanto, para obtener la longitud de un arco, se Egltl
plica el niimero de radianes del &ngulo central por el radio

del circulo.

EJEMPLO 1.

En un circulo de 12.6 cm de radio, calcular ia longitud
del arco interceptado por un dngulo central de 36°.

SOLUCION:
Se expresa primero el &ngulo central en radianes. Pues-
to que,
1° = /180

o = dianes
entonces, 36° = 36(m /180) radia

= n/5rad.

Luego, segin la ecuacidn (2),
a = 12.6 ( w/5)

= 7.92 cm (aprox.)
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.3-5 VELOCIDAD ANGULAR Y VELOCIDAD LINFAL .

Si un rayo gira alrededor de su origen, su velocidad g
gular es el &ngulo que describe en 'la unidad de tiempo. por
otra parte, la velocidad angular de un cuerpo en rotacidn,
por ejemplo una rueda, la hélice de un avidn o el rotor-‘de
una turbina, es la velocidad angular de un rayo situado en g
cuerpo. y perpendicular al eje de rotacién. Por lo general,
la velocidad angular se expresa en radianes, grados, o revoly
ciones por unidad de tiempo. b

La velocidad lineal de un cuerpo que se desplaza a lo -
largo de una recta es el nimero de unidades lineales, metros,
kildmetros, etc., recorridos por un punto del cuerpo en la
unidad de tiempo. La velocidad lineal de un cuerpo en rota-
cién, como por ejemplo, la de una piedra amarrada a una cuer

da que se hace girar, es la velocidad que tomarfa el cuerpo
si cesaran bruscamente las causas que le hacen desplazarse a
lo largo de una circunferencia. Si la persona que hace gi- -
rar la piedra estd situada en la superficie de la Tierra y

camina en cualquier direccidn, la piedra esti sujeta a dos w
locidades, la velocidad de la persona y la velocidad debida
al movimiento de rotacién. La primera estd referida a la --
Tierra y la segunda al centro de rotacidn. La velocidad de un
punto situado en un cuerpo que gira con respecto al centro de
rotacidn depende de su distancia a dicho centro.
cién se explica cémo determinar tal velocidad .

si‘w*la letra empleada para representar la velocidad an
gular de un cuerpo en rotacidn y “v* la velocidad lineal de
un punto del cuerpo situado a una distanciar”del eje de rota
cién. Puesto que el purto en cuestidn se mueve a lo largo de
una trayectoria circular, entonces el arco recorrido por el -
punto, en la unidad de tiempo, es el arco interceptado en el
cfrculo de radio “r” por un &nqulo central de “w” radianes.
Luego, de acuerdo con la ecuacidn (2),

-

v W r

(3)
§i la velocidad angular se expresa en otras unidades an-

gulares diferentes de radianes, tales unidades se deben con--
vertir a radianes antes de aplicar la férmula (3).

1110

A continua-|.

Ccuando un cuerpo en rotacidn se traslada sobre una su--
ici lana, sin resbalar, se tiene de nueYo el caso en
o pd énto del cuerpo se encuentra sujeto a dos velo
e caUa pes la velocidad de traslacidn del cuerpo en el
Cidades.l 2ira es la velocidad lineal de un punto particu--
Erg g con respecto al eje de rotacidn, y que se de-
e e S isma. La velocidad de traslacidn del cuer .

B e - como velocidad lineal del cuerpo

lano se conoce : . =
= enezlegto al plano, y es igual a la velocidad llneai dg
‘conpintg de la circunferencia del cuerpo con respecto al eje
un

de rotacidn.

EJEMPLO 1.

Los neumdticos de un automdvil giran a razon de 374trpT
y su difmetro es de 90 cm. Calcular la velocidad del automd

vil con respecto a la Tierra, en Km por hora.

SOLUCION:
374(2 m)

374 rpm \
"= '"748 T radianes por minuto

Luego, de acuerdo con la ecuacidn (3),
(748m) 45 cm por minuto.

v

se multiplica
a hora) y se divide entre --

-Para reducir esta cantidad a Km por hora,

. por 60 (niimero de minutos en un \ ¥
| 100000 (nfmero de centimetros en un kildmetro) .

(748m) 45 g 60 _ |63.448 km. por hora (aprox.)
100,00

EJEMPIO 2. ;
Dos ruedas de 30 cm y 120 cm de difmetro, respectiva

r gira
mente, se conectan mediante una banda. Pa Zuiiiegiyge ga =
a razén de 60 rpm . Determinar la velocida
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Landa y la velocidad anqular de la rueda tenor . en radianegf
% I
POY minuto.

\“
SOLUCION -

Puesto que la velocidad lineal de la banda es i
velocidad lineal de la rueda mis
ciendo uso de la f8rmula (3). El radio de la rueda es de g
cm y su velocidad angular,

».de 60 x 2 . En consecuencif
Vv'=60x 60 x 2T=7200. 7 = 122619.45 cm. por minuto.

gual 3 f
grande, se puede obtenerhg

Puesto que la velocid
ferencia de lalrueda mis
la banda, y dado que el r

con la férmula (3),

ad lineal de un punto de 1la cireyd
pequefa ‘es igual a la velocidad def

adio de aquella es 15 cm, de acuerdf
se obtiene:

22619.45 = ((15)

22619.45
15

w

1508 radianes por minuto.
(aprox.)

NOTA :

Este resultado se puede verificar como sigue:
de la rueda mis Pequena es 1/4 del de
En consecuencia,

su velocidad angular es 4 veces mayor. Est
es, W= 4(120 M) = 480 m = 1508.

el radiof
la rueda mds grande.

' AUTOEVALUACION 2.

Calcular la longitud del arco interceptado para los valg
res del radio y del dngulo central dados en los siguientes -
problemas:

l1.- 4 rad, 150 cn. 5.- 769 42 n

.= 1.7 xrad, 60 cm .~ 225°, 58 n

' 7.- 6°15' , 100 cm
- 30°, 120 cm

8.- 33°45' , 22.20 cm
72°, 1.80 m

: dos, el ‘&ngulo central que
radianes y en grados, €. -4 e
Hallgzlae;os valores del arco 1ntercegtado g deiczaiio
correspon1os siguientes problemas. La»lonqitudcbi;a EVE
dades en 0. Supdngase que los datos de cada pﬁ' 93 con cua
aa pilme; ébténgase el valor del 5nQUl96 eg Fan;azzntésimé 3
ctos r e u i3
:?Z cifras, y en grados con aprox}méfi b ' e e

9.- 80 cm, 27.5 cm

10.- 28 m, 13 m

11.-5m, 12 m

12.- 3.92 pies, 7.61 pies.

a aneci--
13.- Calcular en radianes, el &ngulo que forman las m
. llas de un reloj que marca las 5.

i un reloj en 35
14 ¢Cuantos radianes recorre el minutero de
minutos?

j Alon itud.
15.- La manecilla horaria de un r?lO] es de 4u;t°d:n : goras
. iCuidl es la distancia recorrida por su p
30 minutos?

co de un
16.-"Una curva de una carretera corresponde au:nE:;ulo B
circulo de radio 450 m, subtendido p;run R oondu gl
tral de 28°. <¢Cudnto tiempo emplear s R
recorrer la curva si su velocidad es

dn ti difmetro de
17.- Las ruedas traseras de un vagon t??ne“ouge 168 pates.de
" 108 cm. ¢Cuinto avanza el vagdn si un
una rueda gira 36°?
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AREA DE UN SECTOR CTRCULAR.

18.~ ¢Cuafitas vueltas completas debe dar una de las ruedag
del problema anterior para que el vagén recorra un kilg

’“netrla plana SabcmOS ql.le el area de un SeCtor C :
& !
met ro:

En ge
cular = 1/2:xr-.arco.

. 2 : o5 2 > utiliza

19.- Un trompo glra a razon de 200 rpm. Si su didmetro maxj Ahora, sustituyendo el arco por la foérmula que se util

mo es de 10 cm, determinar, en Km por hora, la veloci-- 1 longitud, se tiene: 5

. . 3 ontrar su long ’

dad lineal de un punto situado en su parte mis ancha, para enc ]
% 2 v = 1/2 Y. Y.
> > del sector circular
20.- Un automévil marcha a una velocidad de 90 Km pror hora, axea 2.0

Si el diametro de los neumiticos es de 70 cm, calcular ‘ >

la velocidad angular, en radianes por segundo.

21.~ En un taller, una polea de 1.20 m de didmetro est3 co--
nectada a otra de 30 cm de difmetro mediante una banda, EJEMPLO. . ) . io cenffai
Si la polea mayor gira a razdn de 60 rpm, calcular la Hallar el Area de un sector c%rcu%ar cuyo agzufadio--' :
velocidad de rotacién de la mis pequena y la velocidad es de 3 radianes y la circunferencia tiene 5 cm ey
lineal de la banda. -

OLUCION: 2
22.—’Los centros de dos engranes quedan a 50 cm uno de otro, S .8

! cuando el menor de ellos se mueve 6 radianes el otro drea del sector circular = )
se mueve 4, calcular el radio de cada engrane. (25) (3)

23.- El radio de un cfrculo es de 25 cm. Desde los extremos
de un arco de 55 cm de longitud trazar dos tangentes al ; 75
circulo. Si se prolongan las tangentes hasta que se -- 2
corten, determinar el angulo agudo que se forma, con 2
aproximacién a 1 grado. 37.5 cm

I

24 .- En un rectangulo, la longitud de cada uno de sus lados
menores es de 27 cm. Si el rectdngulo estd inscrito en [
un circulo de 100 cm. de didmetro, determinar la longi- | .
tud del arco interceptado por cualquiera de los lados | [AUTOEVALUACTON 3.

. adngulo de

e l.- El radio de una circunferencia es.de SeT grzi deg sec——
; ; ¢ Determlnar

25.- Una griia de 15 m de longitud se eleva hasta formar un un sector circular es 722

&ngulo de 60° con la horizontal, y luego se hace girar tor.
horizontalmente 72°. ¢Cuil es la distancia recorrida

por el extremo superior de la gria en estas dos operacio
nes?

: na circunfe
Determinar el Area de un sector circular en u =

: 3 del sec
rencia de 16 cm de radio, sabiendo que el angulo e

tor circular es de 2. 5 radianes.

115




3=

Determinar el &rea de un sector

su dnqulo es de 240°
es de 1 m.

Eoam circular sabiendo que
radio de 1la circunferencia

_\U'poﬁg}\l.UACION DEL CAPTITULO III.
R 4
subraya la respuesta correcta.

Expresa el siguiente dngulo en radianes con una aproxima
de tres cifras decimales: ' : :

144°

1) 0.251 2) 2.513 . “3)- '5.213 .
4) 3.1426

0.7854 radianes (sugerencia: usa m/4).

1) 45° 2) 40° 3) - 50°
4) 50°30' -

' En una circunferencia, icudntas veces estd contenida la
longitud del radio? i

1) 2 2) 2. 3 T
4) 4an :

Resuelve correctamente los siguientes problemas:

G
g2

4.4 Calcular el 5ngulo'central en radianes, si el arco sub-
tendido vale 16 v el radio vale 8. '

1 1 w2y 3 3) 2
4)

{Cuadntos radianes describe la manecilla que sefiala los
minutos de un reloj en 45 minutos?

1) 4.7124 2) 3.1416 3) 4.512
4) 5.1417




| TOF ) NES DEI, CAPTTULO 1II.
, by eprpeTAS A LAS AUTOEVALUACIO
S1 se multiplica la velocidad angular de una rotacidy RESPUESTAS ‘
por el nlimero de unidades de tiempo empleado en genery
dicha rotacidn, se obtiene:
' AUTOEVALUACION 1.

1) cm/seq. 2) rad 3) m/seg. 9.- 2T /15
! L= 1T/3
4) seg/m.

2 'ﬂ'/10 10.= 130 /4
La velocidad angular de una rueda es de 7 radianes por | 3

Lt /3 11.- T/8
segundo. Si su didmetro es de 15 cm, determinar la vel '

g g - . 12.- 5m /48
locidad lineal de un punto sobre su periferia en cm pyl 4,- 77 /6
minuto.

5575 13.- 7T /160
i - 5T /81
1) 3150 2) 525 3) 1850 - 3m/5 "
4) 720 _ s7/12 15.- 3T /2
- . . 28 ’ 16.- 8“
Determinar el area de un sector circular, sabiendo que - AT /[ED

su angulo es 220°, y el radio de la cireunferencia es
de 1.8 metros.

17.- 60° 24 -g11215°
1) 2. 2) 1.98 7 <) § Ty e 25.-/5°37" 30%
4) 2.14 @ i

19.- 144° 26 .- 10°7' 30"
Relaciona correctamente los siguientes nlmeros, indicall o= 1350 27 .~ 120°19" 16"
do la secuencia correcta: :

21.~ 80° 2648 326°35 8 9"
a) 2.094 rad. 120°

b) /2 rad. circunferenéia entre el
c) /3 rad. S8

22.- 150° 29 .- 35°31° 24"
23.- 22°30" 30.- 195°22"' 43"

d) 0.01745 rad. media circunfevencia.

AUTOEVALUACION 2.
e) T rad.

600 cm 5.- 26615 m
f) n/6 rad.

e
2.2 M08 ey Bl T RN
g) 27 rad. ; 2da & 7 .- 10.908 cm
4,

-~ 727/ 100 m 8.- 13.077 cm




166 .68°
123.471° 264, 73
23.87° PR
29.51°

2.9091 33.93
S cm
0.4167
0.5151
5 m/6
T /6

71.429
240 rpm,3.77 m por seg

30 cm, 20 cm
77w/ 3 ' 540

11 se )
e 27.339 em

34,558 m,

AUTOEVALUACION 3.

1.~ 45.708 m?

2.- 320 cm?

3.~ 2.09%4m?

AUTOEVALUACION DEL CAPTTULO ITI.

CAPITULO 4,
FCUACIONES TRIGONOMETRICAS IDENTICAS.

4-1 INTRODUCCION.

Las funciones trigonométricas que ya conocemos se corre
lacionan en distintas foxrmas de gran utilidad. En este capi
tulo nos familiarizamos con muchas de estas relaciones que
son herramienta poderosa para atacar problemas de matemati--
cas avanzadas y que también sirven para aclarar conceptos ba
sicos en los campos de la fisica clésica y moderna.

4-2 BCUACICNES.

La palabra "ecuacidn", como coniinmente se emplea, se re
fiere a una "ecuacidn condicional® tal como: 2x + 3 = 7,-en
la cual los dos miembros son iguales para ciertos valores de
la variable x, pero desiguales para otros; en este caso, SOn
iguales solamente si x = 2. Sin embargo, también considera-
remos "ecuaciones jdénticas" las cuales son siempre ciertas;
es decir son ciertas para todos los valores permitibles de
la variable.
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Del algebra, podemos recordar un ejemplo familiar de -
identidad, tal como: (x+1) (x-1) = x° - 1; esta ecuacidn eg \
cierta para cualquier valor de x; entonces también seri Clqw

ta, cuando x se sustituye por "sen 0"; esto es:

(sen 0 + 1)(sen ® - 1) = sen?/ - 1

donde "sen®8" significa "(sen 0)?" y se lee "seno cuadrado
de 6".

Una ecuacidn que contiene al menos una variable que in-
volucra angulos en posicidn ordinaria, se llama "ecuacidn
trigonométrica". Una ecuacidn trigonométrica, tal como =
(sen © + 1) (sen® - 1) = sen?0 - 1, que es cierta para todo
los valores de las variables, para los cuales, ambos miembro
estan definidos, se llama "ecuacidn trigonométrica idéntica,

Antes de proceder con ecuaciones trigonométricas idénti-
cas, debemos de aprender algunas relaciones que dependen de
las funciones trigonométricas y del dlgebra de los niimeros
reales, llamadas "identidades trigonométricas fundamentales

4-3 IDENTIDADES TRIGONGMETRICAS FUNDAMENTALES.

a) Relaciones en forma de cocdente.

En la figura 4-1, 0 representa un angulo cualquiera po- §
sitivo o negativo, habiéndose colocado en el primer cuadrante}
casualmente. Supongamos que "a", "o" y "r" representan la o
cisa, la ordenada y el radio vector, respectivamente. Entonces

Ahora, si cos 6 # O,

senf

cosf

pero, tan 6= 0/a




Por lo tanto,

senb

(para cualquicr 8 que yg
cosb

sea mdltiplo impar de 9

tanf) = -

Puesto que tan® no estd definida para 90° y 270°, 13
igualdad se cumple para todos los valores permisibles, cong
cuentemente, es una identidad.

An&logamente, si sen 6 ¥ 0,

cos 0
sen 6

pero,

Por lo tanto,

cosB

senf

(para cualquier Gtﬁ{
rente de 0°o mdltipil
de 180°)

Nuevamente, esta relacidn se considera como una identiil
debido a que es cierta para todos los valores permisibles, ¥
que cotangente de 0°, 180°, 360°, etc.; no estin definidas,

Por lo tanto, para todo valor permisible de 6 , aCuptamos®1

3
5end

Fai © e

46

Z ) i
ce Aend

124

(el sfmbolo £ se lee vidéntico a").

consiguiente, "1a tangente de un dngulo siempre es
Poi seno del &ngulo dividido entre su coseno y la cozénf
MWil Ze un angulo siempre es igual al coseno del angulo divi
tente

n
dido entre su seno.

b) Relaciones pitagonicas .

i 2 ra en la
' gea fes un angulo cualguiera,COmMO el que se mues; o
u otro &ngulo cualquiera; representamos la

figura 4-1, na", "0" y Hyh respectj

sa, la ordenada y el radio vector poxr
’
vamente.

.
Entonces, por el teorema de Pitagoras,

2
Q' e = r

2
dividiendo entre r
02
+
r2

y puesto que

entonces,

andlogamente,

entonces,

2 =
por lo tanto, 4en’® + cos“® = 1.

L coseno del 1Smo .(Elll e es i gual a uno.




Nuevamente, a partir de

s

2 2
0°+ a

y dividiendo entre az,

02

+A4 L
a2

Y

asi que

por lo tanto, ton 20+ 1

(para todo 6 cuya tangente y secante estén definidag) .

Por consiquiente, "el cuadrado de la secante de un angulf

siempre es igual a uno mds el cuadrad ; ?
o de la L s de
&ngulo". a lLangente de dich

Una vez mas: 0%+ a2

dividiendo entre

1

l

I

r-_2

5T csc %8

aSi que,

2
por lo tanto, 1 + cot2e oA 00

(para todo f cuya cotangente

y cosecante estén definidas) .

por consiguiente, "el cuadrado de la cosecante de un &n-
gulo’ giempre es igual a uno mas el cuadrado de la cotangente. .
de dicho angulo." :

Del estudio del teorema de Pitdgoras en algebra y geome-
tria, debe recordarse que, frecuentemente, el trabajo se sim-.
plifica cuando se usa a?= r?- 0% o bien a=t ¥ r°- 0" en lu
gar de la forma a%+ 0% = r?. Del mismo modo resultan Gtiles
algunas de las siguientes formas que tienen las relaciones pi
tagéricas u otras similares a ellas.

Vi —_cosze

V1 - sen?6

—
/‘sec 6 -1

/ csc?h -1
secfb = J/ tan?f +1

=4 Cot0 =Pl

sen?0 = 1 - cos?6 senf =

cos’f £ 1 - sen?® cosf =
i
tan?0 = sec?® -1 tanf =

cot?8 = csc?6 -1 cotfh =

tan?6

cot?s = 1

sec?6 - =1

csc?0 csch

¢} Relaciones neciprocah.

Anteriormente ya se habia hablado de las razones reci--
procas. Con frecuencia se hace referencia a ellag como rela
ciones reciprocas y se emplean casi del mismo modo que las
relaciones en forma de cociente o las pitagdricas cuando se
trabaja con ecuaciones. Asi pues,

17
den 6 3 =

S 2 =+, send csel = 1
¢he B




5008 cos6 = 1

]
o

P an® cotr 6 = 1

Todas las identidades trigonométricas fundamentales jup-
to con las propiedades de los nimeros reales, nos permiten e
cribir cualquier expresidn que contenga valores de las funcigl
nes trigonométricas de un &ngulo 6, en términos del valor de
senfl o de cualquier otra funcién trigonométrica de 6.

4-4 EMPLEO DE LAS REIACIONES FUNDAMENTALES.

Enel estudio de las identidades trigonométricas y de la
ecuaciones condicionales, se presentaran, muchas situaciones
en las que habrd necesidad de efectuar sustituciones y sim--
plificaciones en que intervengan las relaciones en forma de
cociente, las reciprocas y las pitagbricas.,

EJEMPLO 1.

o
Expresar tanf cosffi en términos de una sola funcién |
: . o
trigonométrica.

SOLUCION :

senf

Usando la relacidn tanf = -
cosb

, sustituyendo y simpli
ficando, obtenemos:

senf

tanf® . cosf s
cosf

senf

por lo tanto, tanf . cosf = senf (es la respuesta).

EJEMPLO 2.

L 2 25 ki
Expresar ———ye + seg 6l+ tan“f en términos de una
sola funcidn trigonométrica.

SOLUCTION :

x (S tonc .
—— = cOoS entonces -
sec B ‘ sec?0

c0526, sustituyendo esto, tenemos:

Usando la relacidn

1

2 2 2
= cos“ 0 + sen“® + tan®0.
sec?0

+ sen’® + tan?#

2
ahora, usando sen’ + cos?6 1, tenemos:

cos?f + sen?f + tan?6 1 + tan?®

y si, 1 + tan?6 = sec?d

obtenemos, por lo tanto,

2 2
——— + sen‘f + tan“0
sec-8

= sec’6 (es la respuesta).

EJEMPLO 3.

Encontrar en té&rminos de cosf , una expresién equiva--
lente a (secH - tan @) (L+ senb ).

SOLUCION:

Usando las relaciones sec =

Yy sustituyendo obtenemos,

1 senf

L 0
s —=5 ) (1 + sen )

(secl - tan® ) (1L + sen® ) = (




sumando las fracciones que estdn incluidas en el primer fac. '
1
tor, =

sen Bcos 0O

1 senf 1 - senb

(cose - cose)(l+ senf) = (jaagy——ﬁ( 1 + senf)

por lo tanto,

2 R 1
multiplicando los dos factores, nos queda: = —————— — (es la respues-
& - tand + cot 6 senf cosB g

1 - sen® 1 - sen’f ta)
cpag =t LeBet® AN =ooe

ahora, usando sen?6 + cos?f = 1, donde cos?f = 1 - sen?®
sustituyendo y simplificando:

L}

AUTOEVALUACION 1.

. 2 ] 1 —
1 - sen’B cos’6 Expresar, en términos de una sola funcion trlgonoTétrl'
cos@ | Tlcas® ca o dar una simple expresidn en lugar de cada una de las si

guientes:
cosb

1p tant Y o
por lo tanto, 1. =
(secf - tanb ) (L+senB) = (es la respuesta). 0) cotd 1) sec®
3) csch

E 4. :
JEMPLO sen?f + cos?0
Expresar tanf + cot® en términos de senf y cosh

0) 0
SOLUCION : R T
Usando las relaciones tanf = )
y sustituyendo, queda: cos 0
sen?0
senf P cosf
cosb senf 0) cotb

3) cot?@

tanf + coth

sumando las dos fracciones resultantes, obtenemos:

1

2 2 e
senf cosb sen“ + cos“f -
= cos 0O

cosB senf B senf cosb

cosb 1) senf

ahora, usando sen’® + codff=1 y sustituyendo, o5ah




1
|
csc<f

0) sen?@
3) cos?9

=1\~ \cos?8

0) cos?@
3) sec?®

.- 1 + tan?8

0) cot?f
3) isech

o 1 - sen?s

0) - sgnze
3) tan®®
2
AL 1 & cos“0
sen29
0) cot?f 1)
3) csc?g

10.- cos?0 + sen?p + cot?9

0) csc?g 1)
3) tan?’f

11.- sen?6 + cos?0 + tan?g

0) csc?p 1)
3) sec?s

.~ 1 - sen®® - cos?6

0) 1 '
3) -tan’6

2) -cos?®

13, =~ csc?f - coé?G +ﬁtan28

0) cot’8 1) sec’8
3) sen?8

14.- cotf - send

0) tanb
3) cosf

15.- csc Becos 6

0) cotB .l) senf
3) secH

16.- tanf . sec B«cos O

0) cotb 1) csch
3) senf

17.~- cscB.senf - sechH
0) secH 1) tanf
18.- (secze - 1)~cscze-sen6.cose

0) cotb 1) csch
3) senb

19.~ tanf . cotf - cos?H

0) - cos®f 1) sen?f
3) tan?

20.- L = cos?0
senf

0) cotb
3) senB




2

” -SQCO

(sen“0 + cos?0 ) (sec?® - tan?0 ) Pl s
tan 6

0) L = sen’0

cotf 1) tan®6 3) - sen®®
csco

| )8.- secB tanb
senf (csc®® - cot?9 ) &
cos 6 sec B

" senf
1-senze

1
senf

cosB 1) tanb 2) senf
cotf

v sec?6 - 1
v esc?8 - 1

| 29.- cot?f

0) senf
tanf

tan®f 3) sen’0 - 1
Y 1 - sen?p

30.- cos® tanb
==
vV 1 + tan?p

;3
1) 1 - senf 1) senb 2) 1 - sen“®

0) cos 1) cos?s 3) - sen®

3) tan?®

' 31.- tan’§(csc?® - 1) + tanb cos@

sen 0 2
8600 g86 6 4, =t 0) senf - 1) sen’f 2) 1 - sen’0

3) 1 + senf
0) sec?6 1) cos?9

"~ 2) tan?®
3) csch

inci inos de
Expresar las siguientes funciones de § en térmlﬁz ool
senf y cos, después de expresar el res?itado como u
cién simple reducida a su minima expresion .

Escribir cada una de las siguientes expresiones en térmi
nos de senf.

26 .- csc 6 32.~ cotf sech
1
cosh
: cosf
3) senf

0) senf -1 1)

- senf 2) 1 - sen?’®
3) 1/senb

0)




33 .- sen
’ "~ cot 0

senf
9 cosf
cos?0

3) senf

34.~ tan 6 - sec B

0) cos 6 senf -1
cosf

3) sen 6 + 1

35 - tan’g
| ¥ # EanZ{

0) sen?@ 1) senf
) cos?8
senzp

4-5 DEMOSTRACION DE IDENT IDADES.

La mayor parte del trabajo con identidades consistiri é
tratar de demostrar la veracidad de los enunciados dados ern
forma de ecuacidn, pero que requieren su comprobacién. Un-
procedimiento sumamente efectivo, en la mayoria de los caso
consiste en trabajar con cualquiera de los miembros de la e
cidn, cambiando su forma, mediante simplificaciones o sustith

ciones, hasta llegar a demostrar que es idéntico al otro miél
bro. :

. . -,
consideremos el siguiente ejemplo como ilustracion:

EJEMPLO 1.
Demostrar que:

sen 0
ot * T ¥ cos®

SOLUCION:

Se escoge cualquiera de los dos miembros de la ecuacidon
para trabajar con €1. Generalmente se recomienda el mis com
plicado ya que suele ser més facil reducirlo, que tfatar dg
desarrollar el mds sencillo. En este caso se eligid el pri-
mer miembro de la ecuacidn:

sen 0

T 1 + cosb

En el miembro elegido se sustituyen expresiones equiva--
lentes ya estudiadas en las relaciones fundamentéles. .Para'
decidir que sustituciones deben usarse, se estudia la identi-
dad completa. Debe tenerse presente que después‘de efegtuar
las sustituciones, el miembro con el cual se esta trabajandg
necesariamente habri de tomar una forma idéntica a la que tie
ne el otro miembro. Sustituyendo

cosf

Co% U = =5en6

se tiene: cosf sen 0O =
senf 1 + cosb

Después se simplifica, teniendo cuidado en observ§r co--
rrectamente las reglas algebraicas. Ssumando las fracciones:

cos O + cos’® + sen?6
sen O(L + cos 0 )

———— =

==

= =i

===




3 i . : - ; ind i si ifi do:
S1 es necesario, se repite el proceso de sustituir eg.. gfectuando las operaciones indicadas y simplifican
. . . 2
presiones equivalentes. Sustituyendo, ahora, cos’0 +sen”9q‘

2
TP N T
1

- cos“f
cos g + 1

1l + cos g
senl (1 + cos 9)

sen8 (1 + cosH)

2p - 2
sustituyendo 1 - cos ® = sen“H

volviendo a simplificar, obtenemos ; 2
sen0

1

csch
sen

it

2n _
iSustituyendo ahora sen‘f = o i

Para concluir,

se ha empleado la relacidn reciproca ‘ 2
1
» Para demostrar que el primer miembro de la ewﬁ

cscl= seng 1 “cscZf
cidn es idéntico al sequndo. Por lo tanto, |

csc40

. 2 :
Multiplicando el numerador y el denominador por ¢sc“6 , nos
sen @ .
i veda:
cotB+ e =1 csc O q
2 csc?f
1

EJEMPLO 2.

| Por lo tanto, la identidad
Demostrar que: I

1
2 =
2 ]} T \K 0800 . 2 1 + cos B
2 = e
csc 8 1 + cos-6 % 1 - cos 6

* queda demostrada.
SOLUCION:

Pese a que existen otras formas de verificaF identida~=~
debemos de dominar los procedimientos antericres con el
fin de evitar el error frecuente de suponer gue los dos miem
bros son iguales, Trabajando con cada uno de los m%embr?s

| Por separado, no haremos suposiciones que pudieran invalidar
1 1

Se escoge el seqgundo miembro de la ecuacidn para hacer
las transformaciones respectivas
primero.

dés,
y demostrar que es idénticod

+

la demostracidn.
1 + cos O

1l - cos 6

sumando las fracciones de este miembro:

1l - cosB + 1 + cosh
(1 + cosB) (1 - cosh)
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AUTOEVALUACION 2. JUTOEVALUACION DE LA LECCION 1.

Demostrar las siguientes identidades: subraya la respuesta correcta.

- sen A bl o
senff cotf cos 6 9.- cos?f+tan’6+sen’d = ® .- Una relacidn del: 'tipo: Tan A = — =~ 8e denomina: .

cosf tanB =  senf 10.- sec?Bcot?6 = csc?0 1) En forma de cociente. 2) Pitagdrica.

i 4) Ninguno.
roca.
1 + senf - a4 Regip
— = ] csc §
senf '

sen 6 sec = tanf N . . 2vy e
Simplifica o reduce a su minima expresion log enuncia--
dos siguientes: : 3 :
tan® _ -
— = secB .~ l-senfcosftandf= cos’@ sen’B
senf S
cos“B

cos 6 §qno sen® ~ tanb 4) Ninguno.

2
sen’O+ccs?® L _  secB 1 1) Tan’B 2) cot’B 3) (1-cos’B)

‘ 2 2
cos 6 sech — senf + tanf .- Cos’A + Sen’A + Cot“A.
= cotH .=~tanf =
tan O 1 + cos O

1) Sec’a 2) csc’a
4) Ninguno.

>, 1 o
seczezcscasen9+———?—- cosB= secO - tand senf
cot26

1 + tan’a

f 8 Csc? A
csc?0 e — 228 Y Ran 0= seil 5
1- sen 6 1) TanzA 3) Csc A

4) Ninguno.

SenzA -1
Cos2A -

1) 0 2) =1 . 3) Tan’a
4) Ninguno

Selecciona el nlimero de la respuesta correcta que forma
4 - : 3
¢on los siguientes enunciados una identidad trigonométrica.

. 6.- Sen A . Sec A.

1) Csc a 2) Tan A 3) Cos A
4) Ninguno. ‘




1 1

A LECCION 1.
C BER oo \ESPUESTAS A LAS AUTOEVALUACIONES DE LA
Csc A - Cot A Csc A + Cot A

7 A

1) Csc A 3) 1

AUTOEVALUACION 1.
2) 2 Csc A

4) Ninguno.

1.-
Sec A - Tan A . Sen A

1) Cos A 2) Sen A
3) 0

4) Ninguno.

Selecciona correctamente los siguientes nlimefos,

indio
do la secuencia correcta. ‘

a) 1 2

Seczx . CsSCx

[ HARARAREY
b) Sec?x + Csc?x + /1 - cos’x

c) O 2

Sen?x + cCos“x

————

1
d) Sec x el L o
Ccos X

2
1
3
2
0
1
3
2
3
0
3

e) Cos?x
COS X . sec X
tan x

f) Sen x

=

g) Cot x

14.-
15.=
16.~-

17.-
18.~

AUTOEVALUACION DE LA LECCION 1.
o= 6.- 2
-1 2
=g o

b,f,a,d,g, (en orden des-
cendente) .




AREA I1. UNIDAD V.
ECUACIONES CONDICIONALES.

En esta unidad veremos las ecuaciones trigonométricas
condicionales. Aprenderds a resolverlas a través de tus co-
nocimientos de dlgebra. También aprenderds a graficar dichas
soluciones. Al igual que en el algebra, la comprobacion de
los resultados debe efectuarse sustituyendo las soluciones
encontradas en la ecuacion para eliminar las rafces absurdas.

Te deseamos mucho éxito en el aprendizaje de esta uni--
dad ya que deberds ser capaz de:

0BJETIVOS:

1.- Resolver correctamente ecuaciones trigonométricas condi-
cionales de primer grado para valores positivos del an-
gulo 6, donde 0° < 6 < 360°; comprobando las soluciones
encontradas. |

A través de los métodos de factorizacion o formula cua-
dratica, de algebra, resolver correctamente ecuaciones
trigonométricas condicionales cuadraticas, para valo--
res positivos del dngulo 6, donde 0° < 6 < 360°; com--
probando las soluciones encontradas. —

PROCEDIMIENTO. SUGERIDO.

1.- Estudia la leccidn 2 del capftulo IV. Cabe mencionar
la importanica del dominio que debes tener en los méto-
dos algebraicos de ecuaciones cuadraticas como 1o son
el método de factorizacion o formula cuadratica.

XEX




Para que resuelvas satisfactoriamente tus objetivos
) 0

bes tener presente tus conocimientoes de la unidad g

rior, puesto que para resolver cualquier ecuacidn tyj

nométrica, ésta debe de estar en términos de una sol;

funcidn. En ca i
s so contrario, debes usar 1 i
a
fundamentales de la unidad anterior.  reladis

Deberas comprobar tus raices encontradas, con el fin.

CAPITULO &4 e
FCUACIONES TRIGONOMETRICAS CONDI ci-;gmgs oo

LECCIN 2.

} 4-6 INTRODUCCION.

Antes de empezar a resolver ecuaciones trigonordé't'riCas,
cabe mencionar la importancia de dominar los métodos de reso
lucién de las ecuaciones algebraicas (las lineales y las cua
driticas en una variable), por lo que sugerimos, para recor-
dar esos conocimientos, consultar tu libro ‘de &dlgebra (Gordon
Fuller, cap. 8), o cualquier otro que tengas ala mano,: va
que nos serviran para resolver ecuaciones trigonométricas.
Ademds, asi como en algebra, las soluciones trigonométricas
debes comprobarlas en la ecuacién original con el fin de sa-
ber si satisfacen la igualdad y poder desechar aquellas rai-
ces extrafias a la ecuacidn. :

4-7 FCUACIONES TRIGONOMETRICAS CONDICIONALES.

Cuando hablamos de ecuaciones en dlgebra, generalmente .
n(?s referimos a ecuaciones condicionales, puesto queé las ecua
ciones idénticas se denominan identidades. ILa resolucidn de
ecuaciones trigonométricas depende de los métodos previamente
estudiados en Algebra. A fin de recordar los diferentes méto
dos, a continuacidn se hace un breve repaso por medio de ejem
Plos trigonométricos que requieren un procedimiento similar a
los algebriicos.
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EJEMPLO 1.

Resover para 0 si
de primer grado:

0° £ 0 < 360° la siguiente ecuagif

4 cot 6 - 3 = 2 cot 6-1

SOLUCION :
\

El procedimiento que se sigue es idéntico que para lg
ecuaciones algebraicas de primer grado. Entonces, reordent
do. asi, '

|
4 cotb- 2 coth = -1 + 3

sumando, 2 cot O= 2

y simplificando coti 6= [T

, Existen dos respuestas para 6 que satisfacen
cidon de cotf = 1, debido a gue cot 45°= 1
= cot 6. Por lo tanto,

la condi

y cot (180°+ i

0 = 45°, 225° (es la respuest

EJEMPLO 2,

Resolver para® en radianes

si
ecuacidn de sequndo ~rado.

0 < 62 21 la siguientt

R aba~8)-/\ < - cosf

SOLUCION:

Una ecuacidn cuadritica se debe escrib

ir primero en la
forma general,

es decir, en la forma ax?+ bx + c =0,

2 cos?0 + cos 6- 1 =0

- b+ / b%- dac
2a

ytilizando la férmula general, x =

nos queda:

simplificando,

entonces,

5 : s = =1"
cost = 1/2 15} j Y co ‘
Debido a la condicidén de cosf = 1/2, e*%sten doi rispgeg
tas: 60° y 300°; y debido a la otra. condicion cgse = -1, 2
exi;te una respuesta, 180°. Por lo tanto, estos angulos expre
sados en radianes son:

57

(ol esta)
9 =&, T, 3 (es la respu st

(Obsérvese cdmo se procedid para interpretar el hecho de
que cosf = 1/2). : .

(Se deja al estudiante la comprobacidn de la resolucion

" de la ecuacidn anterior por el método de factquzacion)}

Si la ecuacibn dada estd en términos de dos o mésifugc;g
nes, se pueden efectuar sustituciones y SimpllflcaCiOniS ei
igual manera que en las identidades, hasEa transformar ao e
una ecuacidn que contenga una sola funcidn. Este proc?f <)
siempre es necesario, asi que debe examinarse la ecua01og o
da antes de transformarla. Por ejemplo (tan® - 3) (4 cos =
= 0 puede resolverse ficilmente igualando a cero cadé unod e
los factores, sin necesidad de transformarla en términos de
una sola funcidén. . :
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Tal como sucede en dlgebra, la comprobacidn debe efec. |
tuarse sustituyendo en la ecuacidn original los valores o

nidos. Si alguno de estos valores no satisface la ecuacigy
. - -
recibe el nombre de "valor extraiio" Y NOo es una raiz de lj.|

ecuacidén. Las raices que son imposibles de interpretar ep

una ecuacidn reciben el nombre de "rafces absurdas".

* ¢ion:

EJEMPLO 3.

.
Resolver para 8§ la siguiente ecuacidn si 0° <6< 360°;
sen 6 - 1 = 2 cos?9 .

SOLUCION::
Haciendo la sustitucidn de cos?f® = 1 - sen?6
sen 6- 1 2(1 - sen?0 )

sen 6- 1 2- 2 sen?®

reordenando los términos y simplificando:

2 sen®6+ senf - 3 = 0

factorizando,
(2senb + 3) (sen 6 - 1)
igualando a cero cada factor,

2 senb +3 =0 & sen 6~ 1 =0

Si 2 sen 6+ 3 = 0, entonces sen 6= - 3/2, lo cual obvia
mente no es posible interpretar, para valores reales de 6,
porque |sen® | <1. por lo tanto, - 3/2 es una raiz absurda

Si sen 6- 1 = 0, entonces senf =1 y 0 = 90°, lo cual
se comprueba facilmente mediante el cilculo mental.

Por lo tanto, 90° es la finica raiz que satisface la ecl
-
cidn.
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obsérvese, ahora, cdmo se procede-en los siguilentes
14 Y

ejemplos:

EJEMPLO 4.

pesolver para 0, si 0°< § < 360° , la siguiente ecua- -

cos 0= —-0.766.

SOLUCION:

Buscamos en las tablas trigonométricas el valor del angu
lo cuyo coseno sea 0.766 y encontramos que corresponde para
(o)

un dngulo de 40°.

i el
Pero la funcidén coseno es negativa en el II.como en
. - ¥ :
III cuadrante, nos queda gque los tridngulos semejantes son

140°
220°

(180°- 40°) =
2 6 (180°+ 40°) =

g b.’ —
Por lo tanto, las soluciones para la ecuacion cos 0

- 0.766 siendo 0° f'e<360° son:

e — 1400 y 2200

EJEMPLO 5.

.~
si 0 <0<2w, la siguiente ecuacion:

Resolver para 6 ,
sen = tand.

SOLUCION:

i i tales, buscamos
Haciendo uso de las relaciones fygdamentérmi;os 5
cuacion gn k
aquella que puede expresar a la e seng v e
sola funcidén. Sustituyendo tanf =
nos queda:

cosb

senf tanb

senf

senf cosf




\multiplicando los dos miembros de la ecuacidén por cos 8, B SOLUCION:

. - L) - -
cos B. senf = send Removiendo los terminos de la ecuacion y despe]andq
~ - _— -

C'OS Gl tenemos:
removiendo los términos de la ecuacidn.

cos’® «25 =40

cosf . senB - senb = 0 cos20 .25

factorizando: / cos?0 0.
senf (cosf - 1) =0 cos 6 0.5

Ahora, como en la ecuacidn equivalente nos quedd en ff

5 o sea que, cosf = 0.5 & cos 6 = -0.5.
cidon de dos factores, tenemos que:

. - ‘
‘f Buscando en las tablas trigonométrlcas, un angulo cuyo

P o
senb 0 o cosf - 1 0 | coseno valga 0.5, encontramos que el angulo es de.§0 ?

il o\ i i oy : Debido a cosf® = 0.5, hay dos angulos (uno en e}{éggdfante
I y otro en el IV cuadrante), que cumplen esta cond1c;9n:
60° y 300°, (360°- 60°).

entonces, B = 0°y 180° & 8 = 0°y360°

Pero como las soluciones nos la piden en radianes |,

(usando la equivalencia 1°= /180 radianes), nos queda: ido a cosf = -0.5, también hay dos angulos' (uno-
Y deb

— L | en el II y otro en el III cuadrante), que cumplin con esta
‘ o
5, 3600(120) S§ 00(?56—4 = 0 radianes . condicidn: 120°, (180°- 60°) y 240°, (180°+ 60 ).__

| i5 § 6 - 0.25
z . luciones de la ecuacidn cos © .
e <& 6= 180°(3EET—-) = 1 radianes . Por lo tanto, las so |

' =0 son: O = 60°, 120°, 240° y 300°.
Por lo tanto, las soluciones de la ecuacidn senf = tai
0 O.rad- EJEMPLO 7. : K
6 = 7 rad. Resolver para 6, si 0° < ® <360°, la siguiente ecuacion:
2 - . \—
I ct?0 = coth . .

EJEMPLO 6. SOLUCION:

i 0° < 0 <3609 sigui ciom 1 .2
> Resolver para 6, si 0 __0 3609 la siguiente ecua Benoviands los Lormthos de lacduatitn,
cos” B- 0.25 = 0. ]
cot?9 = cot 6

cot?6 - cotb= 0
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factorizando
’ AUTOEVALUACION DE LA LECCION 2.
cotl (coth - 1) =0

Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométricas para
: 0o <360° y rechaza las raices absurdas.
igualando a cero cada factor, g1y &1 0° < 6 <36 y

cotf 0 o cot O0- 1
sec’6- 2 sechb = 0
o-sea que, cotb = 0 5] cot O =

p0) 30°, 330° 1) 45°, 225° 2) 60°, 300°
Debido a cot® = 0, encontramos dos soluciones: 90°y 118 3) 80°, 280°

Y debido a cot 0= 1, encontramos las otras dos soluelrd

cos?0 + 2 cos 6- 3 =0
nes: 45° y 225°,

0) 0°, 300° 1) 0°, 360° 2) 270°, 330°
Por lo tanto, las soluciones de la ecuacién cot20= e 3) 90°, 180°

son: 6= 45°, 90°, 225° y 270°
cotf = tanb

0) 30°, 90°, 210°, 325° 1) 45°, 135°, 225°, 315°
2) 60° , 180°, 270°, 320° 3) 30°, 120°, 210°, 300°

3 cos?0 + cos 6- 2 =0

0) 48°10', 311°50', 180° 1)- 49°10', 312°50',. 90°
2) 50°10', 313°50*', 270° 3) 37°10', 127°10', 180°

tan 6= 3.487

0) 74°, 254° 1) 38°, 321° 2) 106°, 286°
3) 176°, 196°

Resuelve las siguientes ecuaciones para 9..éi:Qi?9;<2ﬂ,
Y rechaza las raices absurdas.

6.~ sen?6= 1
3 2) 172 , 3 /2

3) n/4 , 5M/4




2 senf +1 =0

AUTOEVALUACION DE LA LECCION 2.

RESPUESTAS A LA

5
0) '3—1T,

3) 7 /6, 11 /6

2 sen’d + cosf = 1

0) 0, 21/3, 21/3, 2m 1) %»n,

2
2) 7n/6, = W Y 3
3 3) 4n/5, ! _ : i
, Mw

il

fttml’!‘u%mm"'h..
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jo. SEMESTRE. AREA II. 'UNIDAD VI.
RESOLUCION DE TRIANGULOS OBLICUANGULOS.

Al estudiar trigonometria recuerda que debes leer con to
4o cuidado la teorfa y los ejemplos antes de intentar la re-
colucion de los problemas. Las férmulas y los simbolos de--
en leerse como si estuvieran expresados en palabras. Los
ejenplos debes resolverlos en una hoja aparte hasta alcanzar
la certidumbre de haber comprendido cada uno de los pasos
que conducen a la solucidn.

En esta unidad, estudiaremos y aprenderemos a resolver
sialquier tridngulo oblicudngulo (o sea, conocer todos los
lados y éngulosg, por las leyes de los senos y cosenos, de-
pendiendo de los datos conocidos.

Al término de esta unidad el estudiante estard en condi-
cion de:

OBJETIVOS:

1.- Aplicar correctamente 1a ley de Tos senos para resolver
tridngulos oblicudngulos, cuando se conocen:

a) Un lade y dos dngulos cualgquiera.
b) Dos lados y el dngulo opuesto a uno de ellos.

2.- Para el inciso b) del objetivo anterior, analizar los
datos del tridngulo ABC y determinar en cada caso el ni-
mero de soluciones que presenta, una, dos o ninguna.

=3“'Ap1i;arfcorrectamente la ley de los cosenos para resol--
ver tridngulos oblicudngulos, cuando se conocen:

a) Dos lados y el angulo que forman.
b) Los tres Tados.
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PROCEDIMIENTO SUGERIDO.

1.- Estudia el capitulo V de tu libro de texto.

te que, cuando vayas a resolver cualquier tridngulo o
cuangulo, tengas presente lo siguiente:

a) Debes dibujar una figura donde indiques los datos g
nocidos.

b) Determinar el caso a que pertenece, para que escoja

Ta férmula a emplear y asi puedes determinar el ni
ro de soluciones posibles.

Estudia tus ejemplos antes de resolver las autoevalua
nes que se incluyen dentro del capitulo.

S1_ya crees dominar 10s objetivos, resuelve la autoei
cion del capitulo, volviendo a estudiar el objetivo da
los problemas en que hayas salido mal.

Es impons

trfa y veremos los nimeros complejos.

AREA II. UNIDAD VII.

LOS NOMEROS COMPLEJOS.

i terminamos el estudio de la trigonome-
i tn uvidad La matemdtica, al
i i ds anti
‘ la trigonometrfa, es una de las ciencias m i
1%‘::] qgf)mo se hg visto, en la mente dg los antiguos ya exis
gfaia idea de la relacién de las longitudes y los dngulos.

En esta unidad aprenderds a reprgsentar gréficament$]1cs
nfimeros complejos y estards en condicién de operar con ellos
y a representarlos en sus dos formas.

Aprende a excelencia la unidad, ya que al final de la
misma deberds ser capaz de:

OBJETIVOS:

Definir con tus propias pa1abras‘1os conce?tqs: numero
real, nimero imaginario puro y numero Comp ejo.

ini i tos: forma
Definir con tus propias palabras los concep
rectangular, forma polar, argumento o fase y médulo .

Representar grdficamente 10s niimeros complejos en cual-
quiera de las dos formas.

Transformar correctamente los ndmeros complejos det1§
forma rectangular o algebraica a la forma polar o trigo
nométrica y viceversa.

Efectuar correctamente las 4 operaciones bés1cas]cop ]2f
ndmeros complejos y expresar su resultado en cualquier
de las dos formas conocidas.




PROCEDIMIENTO SUGERIDO.

1.- Estudia el capftulo VI de tu 1ibro de texto.

2.~

Los objetivos 1
de comprenderlos
teoria de esta u
todo el capftulo

» puesto que, en ellos se basa toda |;
nidad, por lo que te recomendamos Teg

Para los objetivos 3 y 4 estudia las secciones 3 y§
resuelve Tla autoevaluacifn 2.

Para el objetivo 5 estudia las secciones 4 Yy 65 resy
ve las autoevaluaciones 1y 3. 2
Como autoevaluacién de esta
luaci6n del capftulo.

unidad resuelve la autoep

y 2 son de suma importancia que tratuf

CARITULO: B
ResoLucION DE TRIANGULOS OBLICUANGULOS.

5-1 INTRODUCCION.

la tri-
oblicuén

Una de las aplicacionés mas c§fu??? ?e
gonometria es la resoiu?iozni:rZr;inzggzzntran Y
. El1 fisico y el ing 2 en ntr
giizzentemente frente a problemasuée ?itiﬁzliz.czﬁ
dice que un tridngulo gqueda reaﬁﬁ¢§i %uaxgara L
nocen sus lados, sus &ngulos y su h:eé: ;Ins R8s
solver un trifngulo es necesarlio c0unc¢r‘b {adé,
mentos siendo por lo menos uno §e 2 un,_J
A continuacidn, presentaremos diver
itiles para este propdsito. Tres
tridngulo, incluyendo por lo menos
dos, pueden ser dados de los siguile

| S
{

¢

®
4 oo !

Bomom o

b

&
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Dos angulos y un lado.

Dos lados y el dngulo opuesto a uno de ellos
Dos lados y el &ngulo comprendido.

Tres lados. ~

B

¢

!
|

A2 C

Fig, <. Fig 2

! lDebe observarse que el caso A es equivalente a dar tres
ngulos y un lado, puesto que el tercer dngulo se puede obte
ner restando de 180° la suma de los dos &ngulos dados |

Para ?aICular un elemento desconocido de un tridngulo,
es necesario seleccionar una férmula que comprenda los tres
elemenpos conocidos y el desconocido.

¢-2 LIY DE LOS SENOS.

Consideremos un tridngulo de &ngulos A, B y C y cuyos
lados opuestos sen a, b y € respectivamente. Tracemos una
perpendicular desde cualquiera de los vértices al lado opues
to, o a la prolongacién del lado opuesto y sea D el punto
de interseccidn y h la longitud de la perpendicular. Consi~
derando cualquiera de las figuras 1 y 2 se tiene:

sen C E
a

por tanto, h a senC

Por otro lado, utilizando la figura 2,
h

sen A = —

c

h = c sen A

El &ngulo DAB de la fig. 2, es el angulo relacionado de
CAB. En consecuencia, sen A es numéricamente igual a sen DAB.
Ademds ambos tienen el mismo signo puesto que cada uno e€s po
sitivo y menor de 180°

Luego, haciendo uso de la fig. 2, se tiene:

sen A sen DAB
h

Cc

por tanto, h= c sen A

Igualando las dos expresiones del valor de h, se tiene:
a sen C =c sen A

Dividiendo por sen A sen C, se tiene:

a (&

sen A - sen C
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Esta relacién entre los lados de un tridngulo y los S~

nos de los &ngulos opuestos puede expresarse en la forma:

= = D = —S (1)
sen A sen B~ gen C

que viene a ser la expresidn simb8lica de la ley de los se-,
nos que damos a continuacidn.

Ley de 2os senos,

En un tridnqulo cualquiera, las razones obtenidas al dj
vidir cada lado por el seno del &ngulo opuesto, son iguales,

Esta ley también se suele expresar diciendo:

En un tridngulo cualquiera los lados son Proporcionales
a los senos de log dngulos opuestos.

La ley de los senos se puede usar cuando se conocen tres

de las cantidades comprendidas en cualesquiera dos de las
razones.

Debe hacerse notar que dos cualesquiera de las razones
de la férmula (1) comprenden dos lados y sus &ngulos opues--
tos. Por tanto, por medio de esta fOrmula se puede resolver

un trifngulo que se encuentra en cualquiera de los siquien--
tes casos:

Caso A. Dos éngu%os Yy un lado.

Caso B. Dos lados y el a&ngulo opuesto a uno de ellos.

5-3 ARFA DE UN TRIANGULO.

sébemos que el rea de un tridngulo es igual al semipro

ducto de la base por la altura.
tura es h y la base es b.
A, de un tridngulo es:

En las figuras 1 y 2, la al
Por tanto, una f&rmula del Zrea

cualesquiera de

bh

ab

sen C (2)

pPuesto que la notacidn empleada es general, se tiene:
u

TEOREMA 1.

El &rea de un triingulo es igual al semiproducto de dos

los lados por el seno del &ngulo comprendigoy

Despejando "a'de la ecuacién obtenida, considerando ;os

dos primeros miembros de (1), se tiene:

b sen A
= " sen B

sustituyendo este valor en (2),

se tiene:

b?sen A sen C

A=

2 sen B

esta férmula puede expresarse comMo sigue:

TEOREMA 2.

. « 2 ro-
El &rea de un trifingulo cualquiera €s i?ualq:io:egiplos
ducto del cuadrado de unoc de los lados poxr 208 ser 3

Js : . 1
ngulos adyacentes, dividido por el senoc de

CASO A.

Con el objeto de ilEstrar
das, se resolverd el tridngulo
10' y C = 84°20' . En estas
car la ley de los senos puesto

ingule dpﬂ?9t°'

el uso de las férmulas qbtegi
en el que a = 12.30, A= 48

condiciones es posible apli--
que se conocen tres de lag -~

tanto
cuatro cantidades implicadas en ella. Por '
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c
84°20"

= 12.30
sen 48° 10!

(12.30) (sen 84°20')
sen 48°10"

(12.30) (0.9951)
0.7451

= 16.427

ademis,
B = 180°-(48°10' + 84°201)

B = 47°30°

am
’

b \ 12.30
sen 47°30" sen 48°10°'

por tanto,

= £12.30) (sen 47°30")
sen 48°10!

b = (12.30)(0.7373)
0.7451

b = 12,171

Para calcular el &rea del trign
ma 1. Escogiendo b y ¢

gulo se utiliza el teore
como lados, se tiene: £

A = 1/2 bc sen a

162

A

_(12.171) (16.427) (sen 48°10")
2 :

_(12.171) (16.427) (0.7451)
2

= 74.485

AUTOEVALUACION 1.

Resolver los trifingulos cuyos elementos se dan en los
siguientes problemas: :

l.- A = 35°30' B = 47°30'  ; 13.24

2.- A = 69°30' ; B = 57°30' 0.6243

3.- A = 26°20' ; C = 79°40' 123. 4

B = 121° = 17°20" 0.4273

B 26°40" 15°30" 46.13

67°50" 37°50' ; 4891

= 76°10' ; 23° 0.04216

100°40" ; = 21°10' ; 627.3

54°40' ; = 39°30' ; b = 96.29

0.~ Dos casas A y B quedan a 1200 m una de otra sobre la
misma margen de un rio, y una tercera casa C queda en
la margen opuesta. Si el &ngulo CAB = 62°20' y el épgg§
lo CBA = 36°10' , hallar la distancia de C a A y a B.

11.- Un poste vertical situado en una pendiente que forma un
&ngulo de 7°con la horizontal, proyecta hacia abajo de
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la pendiente una sombra de 36.3 m de longitud.

dngulo de elevacién del sol es de 269
tud del poste.

Si el
calcular la longj

12.- Un aeropuerto A queda 560 kildmetr
B. 'Un piloto viaja en la direccid
go en la direccién 200° B.
tal recorrida.

os al norte de otro
n 130°de A a C y 1ye-
Determinar la distancia to

CASO B. UN CASO AMBIGUO.

En geometria plana se demuestra que dados dos lados y
el angulo opuesto a uno de ellos no siempre es posible cons-
truir un tridngulo. Por otra parte, tal como se demuestra e

la siguiente discusidn, segfin sean los datos,el problema pue-
de tener ninguna, una o dos soluciones.

Cuando se dan el &ngulo A y los: lados a y b, el método
dtrico para construir el tridngulo es: 1) se construye
geo:i lo A; 2) se traza la distancia AC = b; vy 3) con C
elmo gzntro y con un radio igual a "a" se traza un arco. --
co v .
pueden ocurrir los casos siguientes:

1) El radio puede ser demasiadc. corto para intersectar el
lado inicial del &ngulo A (ver fig. 3. a, b) ¥ en conse
cuencia no hay tridngulo posible.

El arco puede cortar el lado inicial en un punto o 522"
tangente a €l (fig. 3,c,d,e). En cada uno.de estzzs__*
sos existe solamente un trifdngulo que satisfaga 1 S .;
condiciones.

El arco puede cortar el lado inicial en dos puntos y te
nergse asi, dos triangulos (fig. 3,f).

. - i ! A'
Si los lados dados son a y b, y si el angulo dado es
se tiene:
b-sen A

(4)
sen B = a

son
de acuerdo con la ley de los senos. Pue§to que a, b iszcuen
conocidos, el valor de sen B estd determinado. En ?gnes uen
cia B pueée calcularse a partir de i;b?ebliqdzngz?21CUYd e
a - B = B' es también ur :
turales. Ademas, 180 B S
no es igual a sen B. Por tanto, B y B' son laieg:§ E:af g
dades para el &ngulo opuesto al lado b. Se p
uno de estos &ngulos si,
A +B < 180° y A+B' < 180°
*b i 1l o ma
Sin embargo, si cualquiera de estas sumas ei 13:i°r e
or cue 180°, se debe descartar el correspondlend: it ind
g o g? puesto que la suma de los tres dngulos
’
gulo es 180°

b et £




1
entonces, B = 90°, y en consecuencia,

180 - B= B'
B'= 90°
y existe s8lo una solucidn. Si la ecuacidn (4) da un valor ma
yor que 1, se tiene sen B > 1. Por tanto, no existe solucién
ya que no existe un dngulo cuyo seno sea mayor que la unidad,
No es necesario memorizar las diferentes posibilidades
dadas, en virtud de la sencillez con que en todo problema se

determina si B 6 B', o ambos, pueden ser &ngulos del tri&nqu-
lo que contiene a A.

AUTOEVALUACION 2.

En los problemas 1 a 10, analizar los datos para el - -
tridngulo ABC y determinar en cada caso el nfimero de solucio-
nes que presenta una, dos o ninguna.

l.- B =30°, b=15, a= 20

A = 30°, 20, 10

C = 48°, 40, 25

118°, 70,
45°, 18,
60°,

163°,

5.4 LEY DE LOS COSENOS.

La sequnda ley fundamental para la resolucién de tri&n-
gulos oblicudngulos es la ley de los cosenos. Para deducir
esta ley consideremos el tridngulo ABC de la figura 4.

A partir de cualquier vértice, B, tracemos una perpendi
cular al lado opuesto o su prolongacidn.

Aplicando el teorema de Pitdgoras a cada tri&ngulo de
la fig. 4 se tiene:

(1) = h2%+ (pa)?

s
pero, = a sen C, puesto que sen =

ademis, Y =k + DC




b - CD, puesto que DC= -CD

b - a'cos C, puesto que (os c=@
a

Sustituyendo en (i) estos valores de h y de DA, se
tiene:

(a sen C)2+ (b - a cos C)?
£ a2sén?C '+ b2- 2ab '6os\C + alcos? C

= az(senzc + cos? C) + b%- 2ab cos C
Por tanto:

2| af+ b%-|9abl cos C (5)

Dado que la demostracién es independiente de la nota--
cidn empleada, se tiene la siguiente ley.

Ley de Los cosenos 1.

El cuadrado de un lado cualquiera de un tridngulo, es
igual a la suma de los cuadrados de los otros dos lados, me
nos el doble producto de estos lados por el coseno del énjﬁ
lo comprendido entre ellos.

Si despejamos cos C de (5) tenemos:

2 2 2
a“~ + b® - ¢
cos . C—= >3 (6)

Dado que la demostracidn es independiente de la nota- -

cidén empleada, se tiene la sequnda forma de la ley de los co
senos.

Ley de Los cosenos 2.

El coseno de un &ngulo cualquiera de un trifngulo es -
igual a una fraccidn cuyo numerador es la suma de los cuadra
dos de los lados adyacentes, menos el cuadrado del tercer la

1168

do, y cuyo denominador es el doble proaucto de los lados que
forman el &ngulo.

El primer miembro de (5) contiene dos de los lados yLeli
gngulo que forman, y permite determinar’el tercer lgdo. band
srmula (6) permite obtener uno de los angulos cuando ge. ofT
i:n los tres lados. Por tanto, la ley de }os co?enifvié:szmi
ciente para resolver los casos Cy D indicados! anteriorms

te.

EJEMPLO 1.

Dados a= 20, b= 30, C= 11°, resolver el triangulo.

SOLUCION:
De acuerdo con la ley de los cosenos, se tiene:

c? = a%+ b?~ 2ab cos C
(20) 2+ (30)2= 2 (20)(30) (cos 11°)
400 + 900 - 1200 (0.9816)
122.047

Por tanto, ¢ = 1140475

Para obtener los &ngulos Ay B, emplearemos la segunda
forma de la ley de los cosenos Yy tendremos :

pi4 cf- a*

2bc

A =

900 + 122.047 .4+ 4C0
662 .85

0.9384

20°12'30"

2
a’+ c%- b
ademis, - 2ac

de donde,
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400 + 122.047 - 900
441.90

=371..953
441.90

1 08553

de donde, B 148°47' 30"

El valor de B se obtuvo funddndose en el hecho de que,

cos &ngulo relacionado de B = 0.8553
dngulo relacionado de B 31° 12:030"
B 180°- 31°12' 30"
B 148°47*' 30"

Como comprobacién se tiene:

A+ B + C = 20°12' 30" 4+ 148°47' 30" + 11°= 180°

EJEMPLO 2.

Determinar los &ngulos del tridngulo cuyos lados son:
a= 15, b= 20 y c= 25.

SOLUCION:

Empleando la segunda forma de la ley de los cosenos,
se tiene:
(15) *+ (20) 2~ (25)2

SaR & - 2(15) (20)

225 + 400 - 625
600

por tanto, 90°

(15) 2+ (25)2- (20)2
2(15) (25)

ademés,

225 + 625 - 400
750

450
750

0.6000

por tanto, 53° 7' 48"

Andlogamente,

(20) 2+ (25)2%2- (15)2

2 {(20(25)

800
~ 1000

0.8000

de donde, A = 36° 52' 12"

y como 90°+ 53°7' 48" + 36°52' 12" = 180°, gueda comprobada
la solucidn.

AUTOEVALUACION 3.
En los siguientes problemas, calcular la longitud del la
do que falta.
l.- a=20, b=>50,
2,- b =8. c
3.
4 -




12, b= 13, c= 20, hallar A.

500, b= 300, c= 200, hallar C.

Si, a= 24, b= 60, e¢= 40, hallar B.

si, 12,—b="13|, 1/c=20,) N\hallar C.

Determinar los tres &ngulos de los trifngulos de los
pProblemas o vy 10.

9.- a= 15, b=
10.- a= 500, b= 300, c = 400

11.- Los puntos B y C quedan en los lados opuestos de un pan
tano. El punto A, accesible a By a C gqueda en una ori
lla. se mide AB, AC y el &dngulo BAC, obteniéndose: AB=
2000 m, AC = 3000 m, y el &ngulo BAC = 30°. Calcular
la distancia de B a C. A

Un piloto viaja con velocidad relativa al aire de 200
millas por hora y rumbo de 225°. El viento sopla prove
niente del este a razdn de 25 millas por hora. Detenﬂ
nar la velocidad del aeroplano con relacién a la Tierra
y la direccidn del vuelo si no hubiera viento.

RESOLUCION DE LOS CASOS C Y D POR MEDIO DE TRIANGU-
LOS SEMEJANTES.

Ciertas propiedades de los tridngulos semejantes hacen
posible la resolucidn de algunos trifngulos por medio de la
ley de los cosenos. Debe recordarse que los angulos de los
tridngulos semejantes son respectivamente iguales y los lados
homélogos son proporcionales.

EJEMPLO 1.

Dados a = 26, c= 39, b= 52, resolver el trifngulo ABC.

SOLUCION :

En un trifngulo semejante al trifngulo dado, a; = 2,
¢c;= 3, b;=4. Este tridngulo se puede resolver ficilmente
pér la ley de los cosenos y los angulos que se determinen se
r4n respectivamente iguales a los del trifdngulo propuesto.

EJEMPLO 2,

Resolver el trid&ngulo ABC, dados A = 42°20', b= 63,
c= 105.

SOLUCION :

En un trifngulo semejante al tridngulo dado, A;= 42°20',

b;=3, ;= 5.

Los elementos a;, B, y C, se pueden calcular por la ley
de los cosenos y por la ley de los senos.

(A1 hallar "a", debe tenerse en cuenta la sigquiente ad-
vertencia) :

deentencia.

ARungque B =B, yC=C 2 que cada )
tridngqulo originai se divié16 entfe 21. Este proceéso abrevia
do, frecuentemente es de gran utilidad, pero debe emplearse
gon mucho cuidado. Siempre que se aplique debe tenerse pre--
sente que se estd trabajando con un tridngulo semejante al ~--
trifnqulo dado.-

a= 21a; , ya que cada lado del

i e A T T NN AW ST T =




AUTOEVALUACION DEL CAPTTULO Vs -
7.- Dado A= 120°, a= 40, c= 80; resolver el triangulo ARBC.

Subraya la respuesta correcta.: 1) B= 24°40' 2) 5°20"
C= 35°20' = 54°40!
Dos senos de dos angulos de cualesquier triangulo tieney b= 19.28 ' 4.3

la misma razén que los dos lados opuestos a ellos.

A= 4° 20! Indeterminado.
1) Ley de los senos. 2) Seno inverso. B= 55°40"'

3) Teorema de Pitagoras. 4) Ley de los cosenos. b= 3.48

Sea ABC un triangulo oblicuidngulo y se desea conocer .- Dado A= 24°, c=8 cm, a= 6 cm, resolver el tridngulo. ABC.
(b%+ %= a?). ¢cual de los incisos es la respuesta?
0) B= 18°50' 1) B= 123° 9' 37"
1) -2bc Ca§/A. 2)|12p€ \Cos A. = 147°10" €= /32°50" 29"
3) Sen A. 4) Cos A/2bc. 4.762 cm b= 12.349 cm

En dos tridngulos semejantes, los lados homdélogos son: 147°10" B= 32250}
18°50' C="124840"
1) Proporcionales. 2) Iguales. 8 cm b= 4.762 cm
3) Perpendiculares . 4) Desiguales.

4) No hay solucidn para el tridngulo.
En cualquier tridngulo, a mayor lado se opone:
Un barco zarpa de un muelle y navega 12 millas nauticas
1) Mayor ceseno. 2) Menor seno. hacia el este, después navega en la direccidn S 45°E has
3) Mayor angulo. 4) Menor angulo. ta encontrar el punto de cruce con la direccidn del mue-
lle formando un &ngulo de 30° con ella. ¢A qué distan--

Si en un tridngulo ABC se conocen los tres lados, éiqué cia estd el muelle cuando se encuentra en ese punto?
férmula se utiliza?

1) 8 V2 2) 12 V2
3) 10/ 2 4) 5

1) Teorema de Pitdgoras. 2) Ley de los senos.
3) Ley de los cosenos. 4) Seno inverso.

. ! : i a= =4 =2; calcula Cos A.
En los siguientes problemas aplica la ley de los cosenos Sk @mdy bed, i

bien la de los senos, dependiendo de los datos que se dan.

1) 11/16 _ 2) 15/16

4) 5/16
6.~ Si a=10, ©=8, B=45°; encuentra Sen C. s ? IFE

2/2 7 .- Calcula el perimetro del tridngulo ABC para el cual a=9,
L) Jirres 2) 2V 2 ,
> c=6, Cos B= 1/12.

3) /5/5 4) Indeterminado.

1) (15+ 5 V3) 2) (15 + 3 V/3)
3) (15+ 6 V/3) : 4) 21 V3




) RESPUESTAS A LAS AUTOEVALUACIONES DEL CAPITULO V.
12.- Si a=4, b=2, c=6; encuentra el coseno del anqulo menor. R

AUTOEVALUACION 1.

1) 1 2) 0
3) 2 4) 5

g 16.81, c= 22.63, 97°, Area 110.45
- 0.6933, 0.5912, 53% Axrea
- 55.64, 120.58,
0.3314, 0.1485,
115.88, 77.47,
3239.4, 5085.1,

o.172§
Relaciona correctamente las columnas: 73%60 . Area 33092
41°40', Area = 0.0211.
137.50', Area 1199.5;»
74°20', Area = 7.628x10°
0.1048, 0.1065, 80°50', Area = 2.180%10
542.3, 230.5, 58°10', Krea = 61420.1
9.- 1177 75.08, 85°50', Area =3605.2

10.- 716.03 m, 1074.6 m.

11.- 18.97 m

a) Menor de 90° semi-perimetro del triangu-

b) (A+B4C) /2 4O NAEC .

c) Mayor de 90° angulo agudo.

d) bek d2- a2 a. Csc A.

@ ~3 (=} o L= w o =t
. . . . . . -

e) 90° un cuarto de circunferencia,

f) (a+b+c)/2 2bc Cos A.

g) b/Sen B

12.- 669.34 Km

AUTOEVALUACION 2.

1.~ Dos.
'2.- Una.
3.~ Una.

4.~ Ninguna.

5.-  Una.

'AUTOEVALUACION 3.

k-l ¢ 43.59
2.- a=5.83
3.- b 435.89

Ninguna.
Una.
Dos .
Una.

Una.

137°52' 25"
106° 11' 29"

69°, 4' 31"
85°4' 58"
25950 3™
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170.48 10.- A= 117016' 47"

= 350 11" 2»

OO

AUTOEVALUACION DEL CAPITULO V.
1

2

B=: 26°23" 3"
C= 36°20" 10"
1614.84 m

218.39 millas por hora,
229°38"' 34"

13.- f,a,g,e,d

CB& Pl il 0 b
Los Nimeros CoMPLEJOS.

6-1 INTRODUCCICN.

En la antiguedad, los matemdticos no .considera-
ban a los nimeros negativos. La razdn era simple,
puesto que en aquellos tiempos, los Gnicos niimeros
que habian eran los nimeros naturales (enteros posi
tivos) y los usaban para contar sus pertenencias,
propiedades, etc. Posteriormente, a través de la
idea de direccidn nacen los niimeros enteros negati-
vos, Asi, despuds vinieron el nacimiento de 1los '
nimeros fraccionarios y los niimeros que no podfan
ser expresados como una decimal exacta y que su re-
sultado no era un nfimero periddico (nlimeros irracio
nales). Al final todos estos niimeros se unieron -
para formar el conjunto de "LOS NOUMEROS REALES".
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La invencidn de los niimeros negativos did lugar a un -
nuevo problema para los mateméticps antiguos, y era que, hz
bia ecuaciones que no podian ser investigadas en el campo
de los niimeros reales, tales como por ejemplo, la ecuacidn:
x2 + 1= 0. Esta ecuacidn no tiene solucidn en el campo de
los nimeros reales ya que, al resolverla, tenemos que:

0
=1

|| | T

vemos que, el cuadrado de cualquier niimero real nunca es ne-
gativo, y en nuestro caso si lo es. Incluso el gran matema-
tico René Descartes, dijo que tales raices eran imaginarias,
Puesto que habria que considerarlas sobre la escala numérica
Cincuenta afios después de la muerte de Descartes, la inven-
cidn de una nueva clase de nfmeros hizo posible trabajar con
aquellos niimeros conocidos como "imaginarios".

Por Giltimo, al estudiar estos conjuntos de niimeros con-
juntamente surgid el estudio de "LOS NOMEROS COMPLEJOS".

6-2 I10S NOMEROS COMPLEJOS.

Antes de ver cOmo se representan los niimeros complejos,
daremos las siguientes definiciones:

Ndmeros imaginaniod punos. La ratz cuadrada de un ndme
ro negativo, como por ejemplo v-3 , V=7 , V=9 ; recibe el
nombre de niimero imaginario puro.

. .

La forma de representar a las raices cuadradas de nu@e—
ros negativos, se hace mediante el simbolo 4, que significa
/ inicid j s ante
~1 . Asi, por definicion, tenemos que,en los ejemplo 1

riores:
3 =/ /3 =4 /3
Vo7 =/ T =1 T
/=9 =v/-1./9 =3i

- ; 5
Esta forma de adoptar a las raices cuadradas de numeros
- y
negativos es la normal para expresar a estos numeros.

La propiedad del simbolo 4, es que al elevarla a la
segunda, tercera y cuarta potencia,tenemos que:
i%= (/-1 % = -1
i3= (SN = (-1) (/=1) =-i
i% (A2 (/1) = (D=1 = 1

Si nosotros siguiéramos elevando a otras potenclas, se€
repetirian los mismos valores 1, =1, =i,

%
0S -
El operar correctamente con esta forma, i estoieztzzr
i i i i ipilidad de cometer ¢
imaginarios, nos evita la posibilida

errores comunes. Asi,
/5 ./a =(/1) (/3 ./3) = i/36 = 6i,

pero /=9 /-4 # /36 I
2 S

lo correcto es: /-9 V-4 = (J:T)Z(/g..JZ) = 12/36 6

Un nimero de la forma a + bi,

i tmero
donde a y b son nimeros reales, recibe ela;;mbi:aZe(z?m i
complejo; donde el primer término es la parie P

] 2 : bi).
sequndo término es la parte Lmaginaria purtd (b4)

Los nimenos complefos.




6-3 REPRESENTACION GRAFICA DE UN NCRERO COMPLEJO.

La forma de graficar los numeros complejos es andloga

a la‘que se utiliza para graficar parejas ordenadas (x )2
un sistema rectangular de coordenadas. "

LOS numeros COHlplelos se re[)reselltall pOI ].a pare ja Orde-

A Eje imaginario (i)

> Eje real (R)

En la fi = bori
gura,el ¢j= horizontal representa a los nimeros

real j ; j i
g gs o'eJe real; el eje vertical representa a los nimeros
i N/ : :
; ginarios o ej? imaginario y el plano que forman los dos
ejes, se le denomina plano complejo.

Pl(erd)=6+4(

In la figura anterior, tenemos ‘el punto P que represen-
ta la grafica del nimero complejo 6 + 4i. En el punto 0 se
encuentran las coordenadas (0,0) y representa al nlmero com--—
plejo 0 + 0i. Todos los puntos situados en el eje horizontal
tienen coordenadas de la forma (a,0) y corresponden a los n-
meros reales a + 0i = a; por esta razdén al eje horizontal se
le 1llama eje real. Todos los puntos situados sobre el eje
vertical, tienen coordenadas de la forma (0,b) y corresponden
a los numeros imaginarios puros'0 + bi = bi.

6-4 RECORDANDO LAS OPERACIONES CON LOS NOMEROS COMPLEJOS.

Como ya se vid anteriormente en un curso de algebra las
operaciones con los nimeros complejos, veremos en esta sec--
cidn un repaso general de dichas operaciones con el fin de
que el estudiante las recuerde.

Ad{cibén. Para sumar dos nimeros complejos, se suman,
separadamente, sus partes reales y sus partes imaginarias pu-
ras.

EJEMPLO 1.

(3+21) +(5-41) (3+5)+(2-4) i

8 - 2i

Sustraccedbn. Para restar dos nimeros complejos, se res-
tan, separadamente sus partes reales y sus partes imaginarias
puras.

EJEMPLO 2.
(8+4i)-(3-2i) = (8-3)+(4-(-2)] i
5 + (4+2)i

5 + 6i




2 ) ”
Multipk ccaccdn. Para multiplicar dos nimeros complejos
1
se efectla la multiplicacién como si fueran dos blnomlos al-

gebraicos corrientes, y se sustituye el valor de i°

por su
correspondiente que es -1.

EJEMPLO 3.

(5+2i) (=3-2i) (5) (=3)+(5) (=2i)+(2i) (=3)+(2i) (-2i)
=15 - 10i - 6i - 4i?
=-15-10i - 6i + 4

-11 - 161

‘ Divisibn. Para dividir dos nimeros complejos, se multi-
plican el numerador y el denominador de la fraccidn por el --
conjugado del denominador.

EJEMPLO 4.

(1) 2=(i)?

P ——
1= 32

1+ 2i -1
1 - (-1)

2i
2

AUTOEVALUACION 1

Realiza las operaciones indicadas, dando la respuesta en’
su forma mas simple.

21°-41° T 8is (6-21)+(2431)

10.= (4-2i)-(2+3i)

3 =2

A= 3T 4%

4 (2-1)?
13.+ (2% /:3)(3-2/ ~4)
‘14.-_(142/7-3) (2- /“")

61%+2i' - 61 125

(3+41)+(5-31)
(5+71)— (6+31)

41(61-7) 15:7 (°+31)(3+21)

/2 + 31)(/5 - 34) 16.= 21 (3+4)
2+ 3i -

- T

150

(1+i) % (2+31) -

6-5 LAS DOS FORMAS DE REPRESENTAR A UN NOMERO COMPLEJO.

En la seccidn anterior vimos cdmo representar a un nime-
ro complejo de la forma a+bi. A esta forma de representar al
nimero complejo, recibe el nombre de foxuma rectangular.

e aie

T SR T SR




Todo nlmero complejo se puede representar en el plano
complejo no solamente mediante un punto P, como lo muestra 1la
figura de 1la izquierda, sino también mediante un segmento de

recta dirigida o vector OP, como lo muestra la figura de 1a
derecha.

Bajo este nuevo sistema, a+bi no representa la longitud
del vector, sino indica los dos movimientos rectangulares ne
Ccesarios para localizar el punto extremo del vector. asi
PU€S, en este sistema, un nimero complefo estd rnephesentado
pPof un veeton, no solamente por la longitud de dicho vector,

sino por su longitud y direccidn, determinados por los dos mo
vimientos en angulo recto. "

Ahora, consideremos el niimero complejo a+bi representado
por el vector OP.

(blr P=0 +bl

I
:b= rené

FCogso «a R

para determinar la longitud del vector

Ny
r 77, hacemos uso del
teorema de Pitagoras, quedandonos:

r = Va4 b?

También observamos que, por_triqonometria,”la.fo;majdeh
relacionar los lados a y b y el radio vector , es mediapte_
las funciones seno, coseno y tangente para: el éngulo 8. S

Senf = b/r, Cosb a/r, ' Tan® *;b/a:?.

entonces, podemos determinar las partés'real-e'ihaginaria en
terminos del radio vector r y 8, quedéndonosi Ay :
a = r Cesb, b.=r sen @ ;. .
luego un nimero complejo de la formavafbi{.loapgdémés igpre—~
sentar tambi&n en otra forma donde intervighgnf”f‘y; 0:
a+bi (n Cos6) + (n Senb Ji .
n(Cos6+ L Senp) . -

La expresion #(C0s6+ £ Sen 8) - se denomina fa forma

polan o trigonométnica, h =/ a’+ bZ es ol médulo y 6 es Llama

do angumento ¢ fase, se escoge generalmente, como el menor an
gulo positivo tal que, tan 0= b/a. : :

Por consiguiente, conociendo a4 y b siempre se pueden de
terminar % y 0y viceversa. Llamaremos a "r" y "0" - Las coonrde
nadas polares del punto para distinguirlas de las coordenadas
rectangulares. : :

A continuacidn se resuelven varios problemas para que el

estudiante visualice un tanto mejor las dos formas de repre--
Sentar a un nimero complejo. :

EJEMPLO 1.

Expresar el nlimero complejo 1 - i V3 en forma polar.

SOLUCION:

Notese que &ste es un complejo de la forma a+bi, donde
a=1, y b=- V3. Rhora, puesto que r = /é + b, tenemos que:




=/ ’+ (- /)2
=1 + 3
Va

2 (ya que el radio vector siempre
es positivo)

Péra ca}cular 0, primero hagamos la grafica del niimero
complejo a fin de determinar el cuadrante al que pertenece.

J La grafica muestra que el A
angulo pertenece al cuarto cua

drante. Por tanf= b/a, tenemos
que:

tanf = - /3/1
tanf = - /3

6 arc.

+%>
U

tan (-/_5)
0 360°- 60°
) 300°

Sustituyendo estos valores de "r" y "0" en a= r cosf y
b= r sen-0, se tiene:

2 cos 300°
2 sen 300°

- »
despueés, sustituyendo estos valores en at+bi, se tiene:

a + bi

1~- i3

r (cosO+ i senb)

2(cos 300°+ £ sen 300°)

EJEMPLO 2.

Expresar el numero-complejo 8(cos 210°+ i sen 210%) ¢n
forma rectangular. J

SOLUCION:

Notese que este es un nimero complejo de la forma ¥ (cos
8+ i senf), donde el médulo es r=8y el argumento es 0= 210°.
Graficando vemos qué nos queda en el tercer cuadrante.

Ahora, encontremos los valo
res de las partes real e imagina
ria por a= r cosb y b= r sen 0. ]
P°

S

- cos 30°

- /3/2

Cos 210°

entonces:

a = 8 cos 210°

a = 8(-_v3/2)
a = - &¥3

Sen 210°=

entonces:
8 sen 210°.

8 (-1/2)
-4
Sustituyendo estos valores de "a" y: "b" en la forma at
bi, nos queda:
r (cosf+ i senf)

8(cos 210°+isen 2109 =




A P i G jos, ‘tendre
S ) efectuando la multiplicacidon de los numeros comple]os,.Fe (&
1 mos :

Expresar cada uno de los siquimntes problemas ya sea en ) i _ ozt l serBa)
forma polar o rectangular, segiin sea el caso. (a+bi)(c+di) ri(cosfi+ i senf). ra( 2

2 ) ( S

senf+ senGlcosﬁz)] ]
+:01 9.= -7 - 24i

=X rz[Cos (6,40,) + i sen (6,+ Qgﬂ
10.~ 2 (cos 30°+ i sen 30°) .

2i 11.- /2 (cos 45°+ i sen 45°) Del mismo modo, el producto de "p" numeros complejos es
: ta dado por:
(O ESR] 1§ 12.- 5 (cos 150°+ i sen 150°)

Hie Rpe Mgoon iy JJC08(0,40,+ .. 40 +0 sen(0,40,+.. .+ en)!

8 /3 - 8i 13.- 6 (cos 270°+ i sen 270°)

il % il S Divisidn. EL modulo del cocdente dg qOA nume&oA'gom@(e
‘ ' fos es Agual al mbdulo del divédendq dLv&d&dq por ‘el moduxq

det divison, y el argumento def cociente es Lguaf ak anQuTeu
to def dividendo menos ek -arngumento def divison, es decir:

6-0 MULTIPLICACIEN Y DIVISION EN FORMA POLAR.

Ky (cos0 14 1. HE 5lﬁ{p04(ﬂ1-62)+ i sen(6y- 65))
*7;(?04021* L AenBz) Ny

En esta seccidn veremos las demostraciones de la multjs-
plicaci6n  y divisidn de ntmeros complejos en forma polar. , »
: Deme s thacibn.
Mul tiplicacibn. EL médubo del producto de dos ndmencs
compiefos es el producto de sus médulos Yy ef arngumento def --
producto es La swna de sus arngumentos, es decir:

Partimos de considerar que:

a+bi  _ rilcosO;+ i senOj)
c+di * ra(cosf+ i senBj)

Wl 87 R4 . - A ) 5
n, (cosh +4 send ). n, (cos0, +4 sen B.4= dla2tCuu(6 +0.) + 4

. = s o jugado
Sen (91+62t] si multiplicamos el dividendo y el divisor por el conjug

del divisor, que es (cosP,- i senf;), nos queda:

Demos thacidn.

ri(cosl+ i senf;) | (cos Bo- 1 sen@z;
- ' i i : Ei -1 gen
Sean los numeros complejos (a+bi) y (c+di) de tal manera ro (cosfa+ i senfy) (cos fo~ 1 B2

que:

atbi = rj(cosfj+ i sen 04)
c+di = rjy(cosfs+ i sen 05)

190




r)(cosBjcosfr- i cosexsen924 i senfjcosfs-i senelsemﬂﬂ
r2(cos? 0, —i2 el )
reordenando .y sustituyendo el valor de i2 por -1, nos queda:

r1 (cosBjcosBa+ senbisenfz)+ i(senficosOr- ~cosfsendy)
rg(coq292+ ‘sen? 92)

pero, por identidades, nos queda:

r; cos(0;~- 6,) +i sen (01-65)
r (1)

-‘Fos (01-82)+ i sen(8;- 62)]

Sl apllcamos estos prlnc1p109, la multiplicacion y diwvi-

sion de nGmeros complejos expresados en forma polar puede
efectuarse a simple vista.

AUTOEVALUACION 3.

Realiza las siguientes operaciones en forma polar.

2(cos 120°+ i, sen 120°) . 3(cos 60°4 il san 60°)
4

3:.0/3 " =34
31 (1 =i /BN (B i)

(3 - 3i) (4 - 4i)

21 (cos 33°+ i sen 33*)

5.~ 3 (cos 93°+ i sen 93°)

6 (cos 270°+ 1 sen 270°)

6.~ 3 (cos 135°+ i sen 135°)

(4/%}

e S

BEBYIRGATasa s IR R,

VP ity S TN

S




AUTOEVALUACION DEL CAPITULO VI.

l1.- Un nimero de la forma a + bi se denomina:

1) Nimero real. 2) Namero compléjo.
3) Numero ficticio. 4) Namero imaginario.

Desarrolla las operaciones indicadas, dando el resultédp
en la forma a+ bi. :

(4 + /-1) - (6 + /=)

1) V3 - 3i 23113 |+ \ig
33 -1 /3 8312+ 1= WD i

(5 %+ /-12) + (3 & &£27)

1} 7 + 5i /3 ' iv 3
W7+ i3 id 3
(et ed -

(5 + 4i) (-4i+5)
1) -40 + 41i 2) 40 + 411
3) 41 4) 41 - 40i

Ixpresa en forma polar los siguientes numeros complejons:

3+ 4i
1) (cos 53°10" + i sen 53°10")
2Y Sfcos I6°S50" + 7 aon Y oRyry

3) Sfecos 53°7'48" + i sen 53°7° 48")
4) (cos 36°50' + i sen 36" 501")

194

2/ 3 - 24

1) 4(cos 300°+ i sen 300°)
2) 4(cos 330°+ i sen 33Q°)
3) 2(cog 315°+ i sen 315°)
4) cos 330°+ i sen 330°

Expresa en forma rectangular el siguiente nlEnexd comple-
jo: 8(cos 60°+ i sen 60°)

1) 242i V3 B 1LY
3) 4 + 41 93 ‘ 4) 5 - V31

Efectﬁa las siquiedtts operaciones dando»cl rc‘ulta‘n

en 13 forma polar.

B

R

{3 + 41!!3 - 4

4 Ot 00 1 Y

23) S (cos 360°+ i sea 3°)
3} 18 (oom 135°¢ i sen 135°)
qg 25 @sga“o i mﬁ‘} ’

“4‘jcos 90°+ i sen 90°)

2 (cos 0°% t sen 9’)

19 2 (cos - 90° - 1 sen 90°)
2) 2 {(cos 90°+ i sen 90°)

3) 2 (cos 0°+ i sen 0°)

4) cos 90°+ i sen 90Q °




RESPUESTAS A LAS AUTOBVALUACIONES DEL CAPITULO VX.

AUTOEVALUACION 1.

L.~ 7 + 2i 2 - 51

3.- % : 17/25 + (642584
s.- 1 /17

s

(644780, (3VE
8+ (3/Ri
134

-8 + 6i--

5/2 + (1/2)1

-6 + 4i

AGTOBVALUACION 2.

ﬁﬁ-_ v 2”%&95 45° 4 i &

&= 4. (cos 0% + 1 se

&< 2 (cos 90° + i sem 9
5.- (cos 270° + i sen2/0°)

&.- 16(cos 330° + i sen 330°)

A e R Sy S TR U S TV R G R S R S st
R i Ard e

7.- 2 /7 (cos 300° + i sen 300°)

8.- /5 (cos 153°26' 6" + i sen 153°26' 6" )
9.- 25 (cos 253°44' 23" + i sen 253°44' 23" )i
10.~ V3 % 4
1M1.- 1+ i

.57

12.- 3

13.- -6i




14.~ -0.6157 + 0,7880 i
AUTOEVALUACION 3, ' e e
1.4 6 (cos 180° + 1 sen 180°)
2.~ 2/3 (cos 30° + i sen 30°)
3.7 12 (cos 60° 4 i sen 60°)

4.~ 24 (cos 270° + i sen 270°)

RESUMEN DE FORMULAS TRIGONOMETRICAS.

Férmulas para un &ngulo.
5.- 7 (cos 300° + i sen 300°)

sen A

6.~ 2 (cos 135° + i gen 1359)
7

<~ 4/3 (cos 90° + 1 sen 90°)
cos A
AUTORVALUACION DEL CAPLTULO VI.
1.~ 2 , 6.~
.- 4 : 7= A
3.- 1 8.~ 553%2 tan A %Ei—% = cot R
.= £ .

5.- ) J b g lin(90°-l)ﬂ‘ioq & sen(30°+ A)
cos (90°-A)= sen A cos (90°+ A)
tan (90°-A)= cot A tan (90°+ A)
sen(180°~A)= senA sen (180°+a)
cos (180°=A) =-cosA cos (180°+A)
tan(180°=A)==tanA tan(180°+A)

1
tan &

L]
o

sen (270°-A) =-cosA sen(-A)

cos (270°=A) =-genA cos(-3a)
tan(270°-A)= cotA tan(=A)

2o OB P o P PP

senZA + coszA = 1
sec?a = 1.+ tapzA

csczﬂ = 13+ cotzA




14.~ -0.6157 + 0,7880 i
AUTOEVALUACION 3, ' e e
1.4 6 (cos 180° + 1 sen 180°)
2.~ 2/3 (cos 30° + i sen 30°)
3.7 12 (cos 60° 4 i sen 60°)

4.~ 24 (cos 270° + i sen 270°)

RESUMEN DE FORMULAS TRIGONOMETRICAS.

Férmulas para un &ngulo.
5.- 7 (cos 300° + i sen 300°)

sen A

6.~ 2 (cos 135° + i gen 1359)
7

<~ 4/3 (cos 90° + 1 sen 90°)
cos A
AUTORVALUACION DEL CAPLTULO VI.
1.~ 2 , 6.~
.- 4 : 7= A
3.- 1 8.~ 553%2 tan A %Ei—% = cot R
.= £ .

5.- ) J b g lin(90°-l)ﬂ‘ioq & sen(30°+ A)
cos (90°-A)= sen A cos (90°+ A)
tan (90°-A)= cot A tan (90°+ A)
sen(180°~A)= senA sen (180°+a)
cos (180°=A) =-cosA cos (180°+A)
tan(180°=A)==tanA tan(180°+A)

1
tan &

L]
o

sen (270°-A) =-cosA sen(-A)

cos (270°=A) =-genA cos(-3a)
tan(270°-A)= cotA tan(=A)

2o OB P o P PP

senZA + coszA = 1
sec?a = 1.+ tapzA

csczﬂ = 13+ cotzA




Yl - cos?a
Y1 + tan’a
+ /1 + cot’n

El

Valores numéricos de las funciones t

ciertos &ngulos,

signo es + § -, segiin el cuadrante en que se hall

rigonométricas

ANGULO SENO

COSENO

a1 o}

1

1/2

(1/2)/3

(/2%

(1/2)V2

(1/3) 3

1/2

A\ .

0

no: definido |

Formulas para la.resolucidn de tridngulos planos.

Ley de Los senos:

a
sen A

sen

Ley de Los cosenos:

np2+ c?- a?
2bc

cos A =

c24 a2_ p2
LR g be

2ca

B

2
a‘= b 4\ 2bc cos A

2 2 )
5, b= e+ a’="2¢a cos B

2
a’+ b2 ¢ 2
COsC s ————r——— 35 C

2 2
= a“+ b=
2ab

Medidas angulares.

Medida sexagesimat. segundos (*) =
. minutos
. grados

Medida: en nadiames. m

radianes

1 radian

Signos y valeres numéricos de las
cas.

2ab cos. C

1 minuto (")
*)

1 anguleo recto-

1 grado:

180°

1§0\ = 57917 45*

T yad= 0.01745

radianes

funciones trigonométri

Cuadrante en el que

= Primero
~se halla el angulo

Segundo

Tercero

Funciones (y sus re
ciprocas) que son
positivas




I VALORES DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS. Y- DE- RADHANES.
Grodos |Radiunes): Sen  Cic | Tan  Cot | Sec  Coes [ ;
0° 07 [ iooo [..0000 —— | 0000 —— | 1000 10000 f 15708 | 90

2 0
10 | 029§ 029 3438 | ooo-  oto b 6 | SO
30/ |:.0087 7 46| .00 1146+ 1 ooo: [ 1563 |- 30
407§ 16 F 116 8598 8594 [
50,. 5 Z & " ; 1 4 3 68{7‘5‘ g
7. 5729
- 49.00-
gagh |
2- 3819 | I
SR, - O, - g N
k24 1
2864 |. 1.
2543 |
24:54. |
2290 | ¥
21.4% |
20.2F |,
19.08 |
2 i 18.07 |
‘B8% 120 - 17:37 L
-3 .9610 ¥ 16.38 |
v 640 1564 [ 15.60 |
665 1496 14.G2- |
§06g8 1434 | 14.30: | :
Ly 7ay 1387 13.73 974 |
8- 788 1323 | 13:20 | 975
-.078% 1298 | . 12:71 .003 .996g-
- 814 1239 | 12.25 | 967- |
_,'__\'»8‘4-3; 11.87 11.83 4.

b} 388

BE AL R BYeER S

=

e e L

A

i e ol kil TN B 2

o872 1147 } .0 11.43 | 1.004 .9ub2.
. 9or - 11.10-| 904 11,06 |- 004 959
929 10.76 4 1031 | o004 57 ¥
9958 10.43 | 10.39 | 1.005  .995¢
0087 1033 10.08 005 (1] & S
1016 9839 | 1022 9.788 005 948 |
1045 9.567-| .10S5F 9.514 | 1.006 9925 |
<074 9.309 | eBo 9255 | ©06 932 §
L. 163, 9.065 | Iro. 90K | 006 939
1132 8834 | 1139 8.777 | 1.006 9936 | 1.4573. |
161- 8.614 169. 8556 007 932 I 544
. 199 8.405 | 198 8.345 | 007 929 F 515 |
1219 8.206. | .1228 B.144 | 1.008 9925 F T 5486 |
248 8016 | 257 7.953 008 922 457 |
275 7.834 287 7.770 o008 Q18 § 428
1308  7.66r | .1317 7.506 | r.009 9914 f 1.4399
334 7.496°| 346 7.429 | o009 91r |- 370 |
363 7.337 | 376 7.269: | 009 907 | 341 |
1392 7.185. | 1405 7.vi5 | 1.010 9903 |1 4312 | B
421  7.040 | 435 6.968 o1o 899 | 283 |
449 6.900 465 6.827 ol 894 | 254 |
21478 6.765 | .1495. 6.691 | r.orr 98¢0 [ L4224 |-
507. 6.636 524  6.561 o012 886 { 195,
536, 6.512 | 554 6.435 012 88r | 166 |
L ors6s 6392 | 1584 6314 | Lotz o877 B
" Cos Sec Cot Ten | Cs _Sen_ |.Radisnes

i
&=

203




ae MEaRICAS v DE RADIANES

VALORES DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS ¥ Db RADIANLS
lanesf - .| Tan.  Cot | See  Cos |
0 - 1571 | 1564  6.302 | .1583 \ 6.314 | 1.012 9877 RITRY
S0t 503 277 1 614 197 | o013 872 108 [
629 | 622 166 644 6.084 013 868§ o079 |
- -1658-[:.1650  6.059 | .1673 5.976 | 1.014 9863} 1.4050 |
© 687 F 679 5.955 703 871 OFk4. 858 | 1.4021 |
0' | 716 | 708 “8ss | 733 760 | ors  seyprioil
|ibas §.1736 5759 | 2763 5.671 1.015  .9848 Fy ;.65 |
© J7a L 765 665 793 576 | 016 8uz | o34 |
. 8oq 794 575 823 485 | o016 838-F o4 |
‘7;.1323 ] _--'.ngz 5487 | .1853  5.306 [ 1.017 9833 F ¥.3875.
862 F 1. 403 |- 883 . o018 87 I 3
1 8gr § Sgo ;zg:‘ 912_.i% . 018 82; 314? -
ESUET) Lgos 5:24% | 1934 5.145 x-.Fgﬁ.gsw‘t. SLoo
949: ' 937 164 | .197. 066 | o1 811 759 I
o78 | 965 o8y -2332 2.989 020 &l);r 3 ;gg
. +2007 | .1994-  5.016' | .2035  4.915 | 1.020 97991 1.3701
036 |-.2022  4.948. | o065 843 oz2r 793 F. 672 |
%5 | ost 876 | o095 773 | oz2 87 6a3 |

Grados _—Rt:;dicnos Cot Sac Cos
e 0 142 : 3.236 3.078 | 1.o51 51T | 1 25660
i7) 047 | 052 502 537
2: ;g(l) 8 3.0?8 053 492 508
307 3229 | .317; LIS 2.989 | 1.054 .9483 | 1.2479
40 3 960 | 056 474 450
¢ 932 | 057 465 421
2.904 | 1.058 9455 | 1.2202
877 | 059 446 363
850 060 436 334
2.824 | 1.061 .9426 | 1.2305
768 062 417 275
773 063 497 246
2.747 | 1.064 9397 § 1.2217
725 065 387 188
699 066 377 159
2.675 | 1.068 0367 | 1.2130
651 ahy 356 101
628 c70 346§ o72
2,605 | 1.071 9336 | 12043
583 072 325 § 1.2014
560 | o074 315 § 1.1985
2.539 | 1.075 .93C4 { 1.1956
517 076 203 926
496 | o077 2833 897 |
2.475 | 1.079 9272 § 1.1868
455 | o8o | 261 839
434 081 250 810
2.414 | 1.082 9239 ) 1.1781
294 64 228 | 752
378 085 216 §
E“;ﬁv 1,086 .q;ﬁ—os_
337 | o088 | 194
318 08y 182
2.300 | 1.090 G171 § 1.1606
282 052 150 577
26M| o9 L .
2.246 | 1.095 .9135 10510
229 | o6 1244 490
211 097 112 461
2.194 | 1040 QTGO § 1.1432
177 100 o83 403
161 o754 L 374 H \
2.145 103 79063 44.1945 | 68
128 | 105 o5t 216
112 : 286
2.097 108 9026 | 1.1257
01 ¢ 013 228
066 9001 199 |

2,050 1113 8988 L1170 | 847

>
-

|

b3
23§ 8Eje|58 8 8Yq

-3
<

S |-2079 4810 | 2126 4708 1.022 9781 §-
123 | 108 745 156 638 | 023 g5 b ew.
153 136 682 | 186 574 024 %5 B
<2182 | 2164 4.6%0 2217 . 4.513 | 1.024 9763 F
251 193 360- 025 757k
p 23 %02 | 278 300 6 750
278 e | 339 737 40 |
306 336 x ! 730 |- :
.2;14 4.28¢ | .2501 g ! 9724 §.1.3352
. 33 232 g 717 f 323 |
L 391 182 b2 030 710 2934
| 219 4134 | 2493 A 9703
447 086 | 524 3 ; 696 1 235
476 3.039 | 35: 689. 1 206
| -2504  3.994 3 033 9681 F 1.3877
532 950 z 674 148
| 560 906 667 | 1ty
| 2588 3.864 9659 |
616 822 X 652 |° 061
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