"Un angulo

generalizado es una figura plana que congj
te en dos lados:

uno inicial y otro terminal, con un punto]
comfin inicial O; y un lado dirigido de un cfrculo (con cen{
tro en 0), cuyos extremos terminan en los dos lados. Estes
arco puede ser de cualquier longitud, o sea, la que se puei
medir directamente, mids la que resulte de sumarle n veces |
longitud de la circunferencia.en una misma direccién." a

La medida en grados de este arco, junto con su signql
se define como la medida de un &ngulo generalizado. EL si.
no es positivo, si la circunferencia se recorre en el senti
do contrario a las manecillas del reloj, y es negativo, eni
el caso opuesto. £
E
Desde ahora retiraremos el término "generalizado" y |
usaremos solo la palabra "&ngulo" para referirnos a ambas -
clases, a los dngulos de la geometria plana y a los &ngulos
generalizados acabados de definir.
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2-3 OTRA FORMA DE DEFINIR LAS FUNCiONES TRIGONOMETRICAS.

En trigonometria, se emplean con frecuencia, las le-
tras del alfabeto griego para representar, de un modo gener:
el nlmero de grados de un &ngulo. Algunas letras griegas |

son: o (alfa), B (beta), vy (gama), © (theta), ¢ (fi), w (om
ga) . : '

i
!
i
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a) Radio vectonx.

Supongamos que una recta OB sobre el eje horizontal,
tal como se muestra en la figura 2-9, gira en torno de 0, €
sentido contrario al de las manecillas del reloj, generari |
un dngulo positivo © (figura 2-10). '

g ig. 2-10.
Fig. 2-9. ¥ig

Desde B, un punto cualquiera del ladouterminai;)tgazig:
mos BA- perpendicular al eje horizonEal (flguralz— ) ei i;_
ta manera se forma un tridngulo rectidngulo en e cza L
do OA es la abscisa del punto B, BA es la ordenada ¥y

i i "radio
" conoce como la distancia del origen al punto o como "r

- n_
vector" Si el punto B se tomara en otrq posicidn, las l;o
gitudes de los lados del tridngulo variarian, pero las rzes
nes de lados homdlogos continuarian siendo las mlsmag, pl

: : 2
to que los tridngulos son semejantes para cualquier angu
dado 0.
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b) Degindicidn.

la figura 2-12 muestra un angulo en cada uno da*ﬁ'

cuatro cuadrantes y en cada caso s

e e ha trazado nd|

ejea;oi?zoii:fe u;lpun?o cualquiera B del ladou::rﬁiigim%

o raéio tridngulo formado por la abscisa lé'%

T R vector, como se muestra en cada um’) de €1>I

considerané ; e el nombre de "trif&ngulo de referenci: )
© las razones entre dichos segmentos defggi:'&

iy g€

ordenada (de B)
radio vector

abscisa (de B)
radio vector

ordenada (de B)
abscisa (de B)

abscisa (de B)
ordenada (de B)

radio vector
abscisa (de B)

radio vector
ordenada (de B)

s permiten escribir expresiones pa

s de cualquier magnitud, ya que -=
ector se tendrén

Estas definiciones no
ra las funciones de &ngulo
cualquiera que sea la posicidn del radio v
los mismos valores para la abscisa y la ordenada.

| ¢) Signos de Las funciones trigonoméinicas .

Tan pronto como apliquemos estas definiciones a &ngulos
diferentes de los agudos, debemos de considerar los signos

ya que:

a) "En el primer cuadrante la abscisa y la ordenada son

ambas positivas."




"En el segundo cuadrante la abscisa es negativa y Iaj
ord enada es positiva." .
L
"En el tercer cuadrante la abscisa y la ordenada son i
bas negativas." :

"En el cuarto cuadrante la abscisa es positiva
denada es negativa."

y la of?

"El radio vector se considera siempre positivo."

Los signos de las seis funciones trigonométricas de §
penden del cuadrante, en el que el lado terminal de 8 cae,
diremos que "0 esti en el segundo cuadrante" si, colocado¢

lado inicial en el lado positivo de eje x, el lado terminall

cae en el segundo cuadrante,

y asi nos expresaremos para Llog
otros cuadrantes. E

_ Observamos que el sen 6 es positivo cuando 6 esté.ené
primer o segundo cuadrante, dado que la ordenada es posit
va en el primer y en el sequndo cuadrante y el radio vector!
es siempre positivo. En cambio,sen® es negativo, cuando |
es un dngulo del tercer o cuarto cuadrante, porque la orden:
da es negativa en esos cuadrantes. La situacidn se resume ¢
la siguiente tabla, que el estudiante puede verificar
mismo.

TABLA 2-1,

. Cuadrante Cos Tan

B oseno y de 1a t

=
fEotangente seraf.
‘rres

por sif

I + +

II

i - del
uestran los signos del seno,

scen a diferen-
dngulos que pertenece £ oen
s de la cosecante, secan e
los mismos que los de su o

coseno Y tangente.

a 2-13 se m
angente de
Los signo

naturalmente,
s seno,

En la figur

es CuadrantES .

pondientes reciproca
)

L genec=4g
Cﬁ}$€3“=‘3f5
TANOS =-4/3
o -

sehe=-%> } N
cose=3/g
”Téﬁn€>=-445

Fig‘ 2—13.

i o s negativo, ¢en qué cua

&
- 42/5 y €L B0
figura donde
o de referencla) -
co funciones rest

e gse muestre la posi- -
Calcular el va--
antes de .

gi la tan ¢ =
drante estd ¢? (Hacgf uni
' ¢ibn correcta del trlang§
lor de cada una de las cin




SOLUCION ::

' AUTOEVALUACION 1.

El Gnico cuadrante en que la tangente

y el seno son M
gativos es en el IV cuadrante. Y si la : b

ada uno de los siguientes conjuntos de anguloes, se--
De C
a el cual:
I i uel angulo para
Llec01onar aq’

farf o = nOECenAdE
abscisa

'5 0) 98° 1) 294° 2). 26802
2 3)..,135° 4)..332°
5

%1,# La tangente es positiva.

La secante es positiva.

por lo tanto, la abscisa del radio vector = 5, (ya que la 4
abscisa de un punto en el IV cuadrante es positiva), la ord

0) 1850 l} 2430
da del radio vector = -12 y el radio vector, calculado por | 3) 325° 4) 95°
el teorema de Pitdgoras, es: - |

El seno es negativo.

radio vector Y(5)2%+ (~12)2 0) 54° 1) 198°

st T 3) 167° 4) 100°
V25 + 144 .

i El coseno es negativo.
=" 7169 i

=]
0) 128° 1) 283° 2) 296

350°
radio vector 13 3) 315° 4;

‘s El seno es positivo y la cotangente positiva.

] 0) 321° 1) 280° 2) 245°
; ¢f'\5 3) 128° 4) 30°

La cotangente es negativa y coseno positivo.

0) 189° 1) 228° 2) 99°
3) 74° 4) 330°

La secante es negativa y la tangente nggatlva.

0) 85° 1) 138° 2) 190°
3) 250° 4) 324°




'2 4 FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DR ANGULOS DE CUALQUTER MAG
NITUD.

8.- La cosecante es negativa y el coseno negativo.
0) 305° 1) -312° 2) 242¢°

H Illuchas 1 A POItan s €n Ono! 2
) 4) 286 £ (ie!]t (!a(ies im te t t 3

3 do. Y esto se
- ue hacer uso de ellas muy a menu s R
tgndrem0$5Q_,bte todo cuando los &ngulos con los que estamos
: pres.e-nta’-: So_ : de 90° 2 Porque, por ejemplﬂ las ta
Si tan 0 = -2/3 y el coseno es positivo; contesta ] .abajando sean mayoxes de. L. i * 2 i f*»ﬁﬁgﬂ_ﬁf_:
guiente : "B 1as de valores de las funciones trigonométricas, est St
: has para &ngulos cuyos valores se encuentran gntxghg ianr*
' ' ; ] dos de reduccion -
9.- ¢En qué cuadrante estd el adngulo ? | solamente. Necesitamos por lo(:ggtoé)mézzno(180°+ZGY;- Sl
| 3¢ expresiones tales como sen s S e
0) I 1) Iz Ligsoag g}, otc. a forsas RAs seaglllap oie conteng§n7§&§: =
3) IV Y 4ngulo 6 y en donde 8 es un gngulo mayor de 0°y menor 4e
o0, (0°< B < 90°).
El valor de la funcidén sen 0. ?
i
0)=2v 13/13 1) -2 ¥ 5/5 -3/ 13/13 i
3) -3 /5/5 4) - Y13/13

a) Funcioheé de dngulos mayones de 90° g'meno?ea de 180°.

de oD a fin de determinar un &ngu

Consideremos un giro le nir :
r de la posicidn original, consl

% lo agudo @, despuds, a parti - el
v e !'derezos el'giro de OB necesario para formar un angulo 32 !

D 3 e 1y 2 B/ . . 1312 ! (180°- §), que es un dngulo en el segundo cuadrante. (Véeas

e 4) V13/13

El valor de la funcién cos 6.

| figura 2-14).

El valor de funcidén cot 6. ; 5

0) - /2 1} =372
3) - /5/3 4) = /13/3

El valor de funcidén sec 6.

0) 3/2 1) - V5/2
). « 1372 4) V1373

El valor de funcidn csc 0.

0) - V13/3 1) - v5/3
e IR A KL 4y =372




EJEMPLO 1.
Ficilmente se puede demo

tridngulo OBA son semejantes

riamente, congruentes). por consiguiente, gusg lados
pondientes son proporcionales, pero las funciones en 1
interviene OA, como es negativo, serin de signo contra

las otras. pPor lo tanto, la figqura 2-14, si OA = - qﬁ;
sigue que: # Lt 8

strar que el tri&nguio ODC y¢
(algunas veces, pero no neceg

=

Hallar el valor de tan 155

SOLUCION:

o - 250

15Ee = 100°

| : o 1o tanto,
oD

sen (180°- § ) BA

OB

tan 155° = tan (180°-25°)

=-tan 25°
OA

OB

cos (180°- @9 )

=— 0.4663

BA

tan (180 = 8 —?ﬁr—

) =

oD
DC
ocC

EJEMPLO 2.

Lo anterior nos permite obtener el valor numérico de |
Cualquier funcién trigonomé&trica para angulos comprendidos |
entre 90° y 180°, recurriendo a las tablas de valores numér}
cos de las funciones de dngulos comprendidos entre 0o y 90¢

[=]
Hallar el valor de csc 1139

SOLUCION:

113° = 180° - 67°

por lo tanto,

De lo anterior, podemos decir, si 90° < 0 < 180° csc

cse (180°— 677)
67°

% o
. que | 113

"El seno de un 3nqulo es i
y ambos son positivos."

csc

1.086

gual al seno de su suplemento

"El coseno de un angulo

+ n valor absoluto, es igual al
coseno de su suplemento pero de signo contrario."

"La tangente de un in

gulo es igual en valor absoluto,all |
tangente de su suplem

; AUTOEVALUACION 2.
ento pero de signo contrario,” & ;

i i i tablas de las funciones trigonométricas
ey i Utilizando las

en cada una de las demis funciones, se utiliza | hallar los valores de:

erio que se ha aplicado a sus razones recipro--

(Nota:
el mismo crit
cas) .

l.- sen 171°

2) 0.1478

0) 0.1382
3) 0.9877

1) 0.1564
4) 0.9903




tan 164°

0) 0.2679
3) -3.271

cos 148°

0)-0.8480
3) -0.5381

sen 118°

0) 0.4695
3) 0.8910

csc 98¢

0) 7.185
3) 0..008

csc 154°

0} 2203
3) 2.2812

cot 104°

0) 3.732
3) ~0.2493

tan 112°

0) =2.4751
3) -2.3839

cos 160°

0) ~0.3256

3) -0.9455

0.3057

-0.2867

1) 0.4540
4) 0.8746

1) 1.0098
4) 6.392

1) 2.366
4) 1.113

1) =0,3057
4) -0.2679

1) -C.4640
4) -2.356

1) -0.3420
4) -0.9336

2) -3.487

2) -0.5150

2) 0.8829

2) 1.122

2) -3.487

2) -0.3839

2) -0.9397

R e o o e e e - =

e

T

eSS

1) -2.281 2) -2.459
4) -2.3662

ib) Funciones de dngulos mayones de 180° y menones de
Lo,
|

Consideremos un giro de OD pgfa foFmér un éngu%g agudz
) después, a partir de la p05101o? original, cggil Tremzp
el'giro de OD correspondiente a un angulo de (18 : ?5), que
es un angulo del tercer cuadrante. (Véase figura 2- 2

Fig. 2-15.
Se puede demostrar ficilmente que el tri&ngulo ODC y el

tridngulo OBA de la figura2-15 son semejantes. Por lo tanto,
si OA = -0C y BA = -DC, entonces tendremos:

67




épor consiguiente,
sen (180° 408 ) 22 i ‘l 1 sap 2IR6 sen (180° + 48°)
. -sen 48°
cos (180° +9 ) OA

boande : o 74
OB : ot .

tan (180° +9 ) = _BA e

ORI TREE B

EJEMPLO 5.
. Hallar el valor de sec 149¢°
De todo lo antérior em r :
, podemos decir_quei‘ SOLUCION:

“Cualquifr funcidn de un &ngulo expresadd-como'18655 3 L ° ?
(9 men?s) ug angulo agudo, es igual, en valor absoluté}?a' = v B
misma funcidn del &ngulo agudo. igno o con @l i
e i igulo agudo, con el mismo.s;gno,p-gppnélqmm consiguiente,

ario, dependiendo del cuadrante en que se encuen : 318

Seo i bt b : SR sec 149° = sec (180° - 31°)

= ~-gec 31°

=1 . 67
EJEMPLO 3, -

Hallar el valor de cot. 197°,
SOLUCION: :

§ AUTOEVALUACTON 3.
. Ya que, :

por consiguiente,

EJEMPLO 4.

1979 = (180° + 170)

oot 197° = cot (180° + 17°)
- cot 17° A
3.271

Hallar el valor de sen 228¢2-

SOLUCION ;

Ya que

\

228° = (180° + 48°)

|68

éhallar los valores de:
‘ Tan 215°

0) 1.428

3) 0.7265

sen 213°

0)=0.5299
3)=0.5446
esc 235°

0)-1.2208
3)-1.236

8 Utilizando las tablas de las funciones trigonométricas

1) 0.7002
4) 1.483

1)-0.8480
4)-0.8387

1)=1.743
4)-1.788

69

2) 0.6745

2):0.5592




