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FCUACIONES TRIGONOMETRICAS IDENTICAS.

AUTOEVALUACION 3. i RODUCCION
-1 INT 'CION.

B R j Las funciones trigonométricas que ya conocemos se corre
lacionan en distintas formas de gran utilidad. En este capi
tulo nos familiarizamos con muchas de estas relaciones que
son herramienta poderosa para atacar problemas de matemati--
cas avanzadas y que también sirven para aclarar conceptos ba
sicos en los campos de la fisica clisica y moderna.

4-2 ECUACIONES.

La palabra "ecuacidn", como cominmente se emplea, se re
flare a una "ecuacidn condicional® tal como: '2x +3'=.7, en
la cual los dos miembros son iguales para ciertos valores de
la variable x, pero desiguales para otros; en este caso, sOn
iguales solamente si x = 2. Sin embargo, también considera-
remos "ecuaciones idénticas" las cuales son siempre ciertas;
es decir son ciertas para todos los valores permitibles de
la variable.




Del dlgebra, podemos recordar un ejemplo familiar de -
identidad, tal como: (x+1) (x-1) = 52 - 1; esta ecuacidn eg
cierta para cualquier valor de x; entonces también seri c1a_}
ta, cuando x se sustituye por "sen 0"; esto es:

(sen O + 1)(sen 6 - 1) = sen®® - 1

donde "sen?8" significa "(sen §)?" y se lee "seno cuadrado
de 9".

Una ecuacidn que contiene al menos una variable qgue in-§
volucra angulos en posicidn ordlnarla, se llama "ecuacidn E
trigonométrica". Una ecuacidn trigonométrica, tal como -
(sen ® + 1) (sen ® - 1) = sen?§ - 1, que es cierta para todol
los valores de las variables, para los cuales, ambos miembrosh
estan definidos, se llama "ecuacidn trigonométrica idéntica',

Antes de proceder con ecuaciones trigonométricas idénti-
cas, debemos de aprender algunas relaciones que dependen de
las funciones trigonométricas y del dlgebra de los niimeros
reales, llamadas "identidades trigonométricas fundamentales".

4-3 IDENTIDADES TRIGONGMETRICAS FUNDAMENTALES.

a) Relaciones en forma de cocdente.

En la figura 4-1, 0 representa un &ngulo cualquiera po- |

- v A .

sitivo o negativo, habiéndose colocado en el primer cuadrantéf
casualmente. Supongamos que "a", "o" y "r" representan la oif

cisa, la ordenada y el radio vector, respectivamente.Entonces

sen @

cos ©

ahora, si cos 6 # O,

senf

cosB

pero, tan 0=




|
|

Por lo tanto,

tanf = "3929_ (para;cualqujgr 8 que P
cosl sea mdltiplo impar de 9y

?igu

. Puesto que tanf no esti definida para 90° y 270°, 138
igualdad se cumple para todos los valores permisibles, cong
cuentemente, es una identidad.

Analogamente, si sen 6 # 0,
a

cos 0O
sen B

P figura 4-1,
R 54,

(el simbolo £ se jee "idéntico a").
jente, "la tangente de un &ngulo siempre es

ngulo dividido entre su coseno vy la cotan-
siempre es igual al coseno del angulo divi

por consigu
al al seno del a
tente de un &ngulo
dido entre su seno."

b) Relacioned pitagdricas . .
' Sea PBes un angulo cualguiera ,CoOmo el que se muestra en %a
u otro &ngulo cualquiera; representamos la absci-

la ordenada y el radio vector por UE Rl il Tep ol respe;ty

. vamente.

pero,

Por lo tanto,

cosb (para cualguier @ diff
senf rente de 0° mdltipl)
de 180°) '

Nuevamente, esta relacidn se considera como una identii®
debido a que es ciertapara todos los valores permisibles,wé
que cotangente de 0°, 180°, 360°, etc.: no estdn definidas. ]
Por lo tanto, para todo valor permisible de 6 , aceptamos @&

5enb b

Man g = =

cesb

send

124

Entonces, por el teorema de pitdgoras,

2
X

: 2
dividiendo entre r

y puesto que

entonces,

andlogamente,

entonces,

2 -
por lo tanto, son’B + cos“0 = 1.

Por consiguiente, "la suma de los cuadrados del seno y
igual a uno."

del coseno del mismo &ngulo siempre es 1




Nuevamente, a partir de

; y ‘ £ csc %0
02+ a2 | asi que, 02
y dividiendo entre a?

@ T e e
02 por lo tanto, 1 #agL8 2 esel
—t+ 1 : 2 £

a2 (para todo 8 cuya cotangente y cosecante estén deflnldas}f

por consiguiente, "el cuadrado de la cosecante de un an-
Egu]_o'siernpre es igual a uno mds el cuadrado de la cotangente
' Je dicho angulo." - -

Del estudio del teorema de Pitdgoras en dlgebra y geome-

% tria, debe recordarse qug, fgecugntemgnte, ei trabajg se sle.-
! plifica cuando se usa a'= r'- 0" o bien a=t ¥ r°- en lu
gar de la forma a?+ 02 = r%. Del mismo modo resultan Gitiles

algunas de las siguientes formas que tienen las relaciones pil
tagéricas u otras similares a ellas.

y

0
a
02
aZ
r
a
2
X

asi que 5
. a

por lo tanto, fon?0 + 1

= R T T
sen?f = 1 - cos?0 senf = vV 1 ~ cos

‘ 2q = 2 =%/ 0 ~gen®
(para todo @ cuya tangente y secante estén definidas) . ) cos’® = 1 - sen’® cos?

= T
tan?8 = sec?0® -1 tanf = /:sec B -1

Por consigquiente, "el cuadrado de la secante de un &nguld

: : = 2 2y _ =+ v/ csc?6 -1
Siempre es ilgual a uno mis el cuadrado de la tangente de dichf it T e cREY e
&ngulo". cecl o tan®e = 1 sech = + v tan®@ +1

Una vez mas: 024+ a2 csc?f cot?d = 1 cscl = £ ¥ cot®6  +1

dividiendo entre : :
¢| Refaciones heclprocas.

Anteriormente ya se habia habladc de las razones reci--
procas. Con frecuencia se hace referencia a ellag como rela
ciones reciprocas y se emplean casi del mismo modo que i
relaciones en forma de cociente o las pitagdricas cuando se
trabaja con ecuaciones. Asi pues,

sengs ' = Lagkes - AkmeliaselE A
a5 8 ;




cosb = AecB cos8 = 1

z 1
+ & i
fan® = I i s
o cot B tand cot 8 = 1

Todas las identidades trigonométricas fundamentales jun-f
to con las propiedades de los nlmeros reales, nos permiten g
cribir cualquier expresidn que contenga valores de las funcigh
nes trigonométricas de un &ngulo 6, en términos del valor df

senf o de cualquier otra funcién trigonométrica de 0.

4-4 EMPLEO DE IAS REIACIONES TFUNDAMENTALES.

Enel estudio de las identidades trigonométricas y de laf

ecuaciones condicionales, se presentarin, muchas situaciones

en las que habrd necesidad de efectuar sustituciones y sim-- |

plificaciones en que intervengan las relaciones en forma de
cociente, las reciprocas y las pitagbricas.

EJEMPLO 1.

Expresar tanf® . cosb

trigonométrica.

en términos de una sola funcién

SOLUCION :
Usando la relacidén tanf = §22§A
4 cosf
ficando, obtenemos:

senf

tanf . cosf —_
cosf

senf

por lo tanto, tanf . cosf = senf (es la respuesta).

y si,

, sustituyendo y simplif

EJEMPLO 2.

_ﬁij_n. + sen?0 + tan’f en términos de una

Expresar
sec ; ;
trigonométrica.

sola funcidn

SOLUCION:

—_— = 0 entonce . =
- o - -
Ccos ’ =] _ZF

sec 0
cos?f, sustituyendo esto, tenemos:

‘Usando la relacidn

1

2 i 2
o = cos“f + sen‘® + tan®0.
secD

+ sen?® + tan’®

2
ahora, usando sen?f + cos?f 1, tenemos:

cos?p + sen’f + tan?8 1 + tan?8

1 + tan?6 sec?d

obtenemos, por lo tanto,

+ sen’f + tan?@

= 2
i = sec‘f® (es la respuesta).
sec?@ ,

EJEMPLO 3.

Encontrar en términos de cosf , una expresidn equiva--
lente a (secO - tan 6) (1+ senB ).

SOLUCION:
senf .

Usando las relaciones secfH = coshH

; ;
ik tan 0 =
cos 0 Y : & 1

y sustituyendo obtenemos,

1 senf

. : o 0
cosf cosf LA B A En )

(secB -~ tan® ) (L + senb ) = (




