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40. SEMESTRE. AREA II. UNIDAD VIII.

CONCEPTQS BASICOS DE GEOMETRIA
ANALITICA BIDIMENSIONAL.

Con esta unidad damos comienzo al estudio de l1a geome--
tria analitica bidimensional, o sea, a través de los ejes
coordenados rectangulares. ' Aprenderas a graficar relaciones
definidas por una ecuacidn o desigualdad y estards en condi- .
ciones de aplicar tus conocimientos algebraicos para determi
nar el rango y dominio de cualquier relacidn. '

Aprende a excelencia la importancia de los conceptos bd
sicos en la comprensidn para su correcta aplicacion.

Al término de esta unidad, el estudiante estard en condi
cidn de:

OBJETIVOS:

1.- Definir con tus propias palabras GEOMETRIA ANALITICA BI-
DIMENSIONAL.

Definir con tus propias palabras los conceptos: relacion
dominio y recorrido 0 rango.

Explicar brevemente en qué consiste un sistema coordena-
do rectangular, definiendo cada una de las partes de que
consta. \

Construir correctamente la grdfica de un relacidn defini
da por una ecuacidon o desigualdad.

Determinar correctamente el dominio y rango de cualquier
relacion definida por una expresion algebraica.




PROCEDIMIENTO SUGERIDO:

i

Estudia el capitulo I de tu libro de texto de Geometria
Analitica. Antes de proceder a'resolver tus objetivos,
estudia primero el capitulo entero, para que comprendas
mejor 1o que se pide. También te sugerimos que, confor
me vayas avanzando en el estudio de la unidad, hagas to
das las anotaciones que creas importantes, asi como de
las formulas que se expongan en:el capitulo, ya que las
estaremos usando continuamente.

Para los ebjetives 1y 2, lee todo el capitulo y una

vez que las hayas definido, trata de comprender lo mejor
que puedas estos conceptos, ya que son la-base para re-
solver los demas objetivos.

Para el objetivo 3,/ dibuja en tu cuaderno un sistema -
coordenado rectangular donde senales todas las partes
que creas sean importantes, para que posteriormente las
definas.

Para los objetivos 4 y 5, analiza primero tus ejemplos,
donde se construyen diferentes grdficas de relaciones;
sobre todo pon especial:.atencién en la secuencia que se
sigue para graficar una desigualdad. Despudsy es nece-
sario, para el objetivo 5, el que hayas comprindido el
significado de los-ebjetivos 1 y 2, ya que en este. obje
tivo los vas a aplicar. - Una vez que hayas estudiado 10s
ejemplos, resuelve la autoevaluacidn.

Si ya crees estar seguro del estudio de esta-unidad, re.
suelve la autoevaluacidén de la unidad, contestando la
autoevaluacion del capitulo.

CAPITULO 1.

ConcePTOS BAsicos DE GEoMETRIA ANALITICA

BIDIMENSIONAL.,

1-1 INTRODUCCION.

Con este capitulo damos comienzo al estudio ?f
la Geometria Analitica Bidimenééonal. 'VéreT?SaEO
mo emplear el término de rel§c1on v oa §§Eerm12den
el rango y dominio de expresiones gue bien pue
ser ecuaciones o desigualdades.

1-2 DEFINICION.

p 2 p ne L B 14-."
resen tale)ﬂ (1e ares Ordellado& dae num O3 reaie

por medio de puntos del plano ¥ estud¥a 7 o0 e O
< ‘ v . . o 2 < 3 a
juntos de puntos definidos por medio de eXxpr

en dos variables.




EJEMPLOS.

Estos son algunos ejemplos de formas obtenidas a través
de expresiones en dos variables. Estas expresiones pueden
ser ecuaciones o inecuaciones, representadas por "Sxu".

Ahora bien, la representacidn de Sxy la hacemos a tra--
vés de un s4stema coondenado bidimensdonal rectangular, don
de representamos los pares ordenados (x,y) de nimeros reales
por medio de puntos, obteniendo asi las diferentes formas de
Sxy.

Como ya sabemos, bidimensional significa en dos dimensio
nes, y quiere decir que el sistema coordenado esta formado --
por dos ejes unidimensionales.

by ()
- Pix,y)

b

I




Un sistema coordenado bidimensional rectangular como el

anterior, consta de dos ejes unidimensionales perpendicula- -
res entre si; su punto de interseccidn recibe el nombre de —-
ofdgen 'y sus coordenadas son ¢: par ordenado (0,0). Los - -
ejes se identifican usualmente por medio de letras como se
muestra en la fig. 1. EL eje x es el horizontal,con su eje
positivo hacia la derecha y el efe ¢ es vertical con su sen-
tido positivo hacia arriba. Cabe mencionar que el sentido po
sitivo de los ejes es convencional y se usa comiinmente asi.
Los ejes coordenados dividen el rlano en cuatro regiones lla-
madas = cuadrantes, los cuales se enumeran T, II, IITI y IV.
El cuadnante T es 1a regidn en la cual todo punto tiene am--
bas coordenadas positivas. EL cuadrante IT es la regidn en
la cual todo punto tiene abscisa negativa y ordenada positiva.
EL cuadrante I11 es la regién en la cual todo punto tiene am
bas coordenadas negativas, y por Gltimo ef cuadrante IV es 1a
reqidn en la cual todo punto tiene abscisa positiva y ordena-
da negativa.

Por medio de un sistema coordenado bidimensional se pue-
de establecer una correspondencia biunivoca entre los puntos
del plano y los elementos del conjunto de pares ordenados de
nimeros reales, es decir,a cada punto P de un plano se asocia
un par ordenado de nimeros reales (x1,y1) y viceversa, a todo
par ordenado (x;, y;) de ntmeros reales se asocia un punto.

Podemos resumir "la Geometria Analitica Bidimensio--
nal estudia las graficas de ciertas expresiones en dos varia-
bles analizandolas y facilitando la construccidn de graficas
de otras relaciones mediante la localizacidn de un nimero 1li-
mitado de puntos",

1-3 LA GRAFICA N UNA RELACION (R).

Una %efacdén R, en un conjunto U, es un conjunto de pa-
res ordenados de niimeros reales cuyos elementos o componentes
estdn en U. El modo mis comiin de especificar una relacién es
por medio de una expresidn Sxy con dos variables, cuyo uni--
verso es U. La notacidn que usaremos es:

R = {(x, y) ISxy }

y nos indica el conjunto de todos los pares ordenados de niime
ros reales que satisfacen la expresidn Sxy. Un par ordena-
do (c,d) pertenece a una relacidn si, y sblo si, la expresidn
Sab es cierta, es decir, cuando (c,d) € R.

La ghdgdica de £a expresibn Sxy en las variables X y
Y es la grafica de la relacidn:

R = {(x, y) ISxy }

Ahora bien, en la seccidn anterior mencionamos que la ex
presidon Sxy puede ser una ecuacidn o desigualdad. Supbngase
que la relacidn R estd definida por una ecuacidén E(x,y)= 0,
es decir,

R ={(x,y)| E(x,9)=0}

En este caso {a ghdfica de La ecuacibn E(x,y)=0, es la
grafica de la relacidn R.
\

Grdgica de La relacibn R definida por E(x,y) = 0.

Puesto que una relacidn R puede tener como miembros un
sin nmero de pares ordenados de niimeros reales, no se puede,
en general, tabularlos todos. Sin embargo, se puede casi - -
siempre proceder como sigue: a) en la ecuacién E(x,y)=0 se
sustituye sucesivamente a X por numeros reales escogidos de
algln modo y luego, para cada uno de esos niimeros reales se -
busca el valor correspondiente de Yy tal que satisfaga a la --
ecuacidn; b) se elabora una tabla de pares ordenados de nﬁmg
ros reales que pertenecen a R; c) se construyen los puntos
que tienen como coordenadas esos pares ordenados y d) se ob-
tiene la grafica de R uniendo esos puntos mediante un trazo
continuo.




EJEMPLO 1. EJEMPLO 2.

Construir la grifica de la relacidn: Construir la grifica de la relacidn:

Ri = {(x,y)| y= x%- 1}

R, = {(x,v)| y=x +3}

SOLUCTION : SOLUCION:

Dando valores a x de -3 a 3 se obtienenlos valores de Para construir la grafica de esta relacidén definida por

. - . ra
la ecuacidn y= x+3, vemos que es una ecuacidn lineal y su z a
; re
fica es una recta, por lo tanto, con tres puntos que encon e

= 2 A8 s 2 ) & = 2—: .
vil= (=3)2Y% L ya= H1c £ ys= (1)e =1= 0 mos son suficientes.

= Loy = Ko | N2\ = (22 -1= 3 _ B =
Yo (2141 yi= Ko} Y6 ¢ Wt it BT e Hee o3 y,= (0) +3 = y3= (3)+3
Y7= — =

O sea que,
luego, hacemos una tabla de pares ordenados:

P
Py 2 P3 Py

3 22 < 0
8 3 -1

|

cuya grafica

Graficando los puntos y uniéndolos se obtiene 1la grafica
de la relacidn R definida por, 1a ecuacidn y= x?- 3 (fig. 2).




Grdpica de La nelacién R definida porn una inecuacién o
des{gualdad.

Para graficar una relacidn R definida por una inecua-
cidn se procede como si fuera una ecuacién primero, para dar
le valores a «x Y encontrar los respectivos de Y, para des-
pués hacer una tabla de valores. Después se grafican estos
puntos y se procede a unirlos con un trazo continuo si la —-
inecuacidn es 2 (mayor o iqual) o < (menor o' igual) y
€on un trazo interrumpido si es <. 0 > simplemente. Por
Gltimo se sombrea el drea, seqiin sea el sentido de la desi--
gualdad.

Debe tenerse cuidado al sombrear el area, por lo que se
recomienda que se escoian puntos al azar con el fin de com--
probar a través de la inecuacidn el drea sombreada.

EJEMPLO 3.

Construir la grafica de 1la relacién:
Ry = {(x,y)| y>x}

SOLUCTON:

Para graficar esta inecuacidn primero damos valores a x
Yy encontraremos los de .

P Py Pj

-8

-3

Ahora grafiquemos los puntos encontrados y undmoslos con

un trazo interrumpido(fig.4) puesto que,la inecuacién nos indica
que es Y > X pero no igual.

Fig. 4.

Observa que el area que se sgmeeé.fue la de arribi dzs
la recta, puesto que, la inecuaciog indica todos los za gz & |
de Y mayores que X, y esto nada mas sucede en la parber O
arriba (sentido positivo de y) de la rgcta. Para ?rg at e
desigualdad, escojamos un punto cualquiera que esté dentr

area sombreada.

1, 1) Pyy (=2,

5 10

y >x y >X

1 >-1 T >-=2

Como se ve también, si escogiéramos cualquier punto so--
bre la recta trazada, comprobaria@os-que no se Sumpli pag: ig
tos puntos, la inecuacidn. Para'}ndlcaF que 1o=.pun Zimo 2
recta no pertenecen a la inecuacidon la interrumpimes

muestra la grafica.

EJEMPLO 4.

Construir la grafica de la relacidn:

Ry = {(x,y) (Y 2.32" Y}




SOLUCION:

Primero trabajemos la inecuacidn como una igualdad para

darle valores a X, y encontrar lios respectivos de Y.

L 2
yi= (=2)°= 1 =23 yi= (0)%- 1= -1 ¥5= (2)*%= 3

= — 2— =
v257 (<) 1=0 ve= (3)%= 1

vaE OME- 1= 10

Ahora hagamos una tabla de pares ordenados:

P, y P3 Py Ps Ps

-2 0 1 2 3

<] 0 8

para después graficar los puntos obtenidos. Luego, unamos di

ue la grafica
yZ2x= 1, incluye

chos puntos con un trazo continuo (Hig. 5), ya

de la relacidén definida por la inecuacidn
también los puntos que estdn sobre la curva

by

Observa que el drea que se sombred fue la de arriba de
la curva que indica que son todos los valores mayores o igua-
les que Y. Para comprobar el drea sombreada escojamos el pun
to (-1,2).

2

Con lo cual 'se comprueba que es correcta el area zombreada.

1-4 INTERSECCION Y UNION DE EXPRESIONES Sxy.

La 4nternseccibn de los conjuntos A y B se indica por
ANB y se define como el conjunto cuyos elementos son comu--
nes a ambos. En geometria analitica representaremos la inter
seccidn de expresiones, tales como, Sxy y Txy en las varia
bles X e Yy como:

{x,) | sxy v Txy}= {(x,y) | sxy} O {(x,y)] Txy }

La unibn de los conjuntos A y B se indica como A U B
y se define como el conjunto cuyos elementos pertenecen a A
0 aB. En geometria analitica representaremos la unidén de ex—-
presiones, tales como, Sxy y Txy en las variables X e Yy co
mo:

{(2,9) | sxy y/o Txy}= {x,y) [ sxy} U {(x,y)| Txy }

EJEMPLO 1.

Construir la grafica de la relacidn:

Rs= {(x,y) [y =x y y= -x}




SOLUCION:

La relacidén R 1a podemos escribir como:

Rs= {0x6,3) |y=x} O\ {(x,y) | y= —x}

Haciendo una tabl

a de pares ordenad
] g Os para c
las expresiones y GraE p ada una de

icando tenemos que (fig. 6):

¥ =%
y = -x

Py Pg
-1 0

Fig. 6.

Por consiguiente 1a grafica R

L es el punt i
cion de las expresiones y=x punto de intersec-

€ ¥= -X, o sea el punto (0,0).
EJEMPLO 2.

Construir la grdfica de 1a relacidn:

%= {(X'Y) ‘ V=X y/o y= _x}

SOLUCION:
La relacidn R la podemos escribir como:
Ro= {(x,v)| y=x} v {(x,y) |y= -x}

gue nos indica que la grafica es la unidn de las graficas

{ (x,y) [y=x} y de {(x,vy) |y= -x}. La grifica de la fig. 6

es la misma que &sta con excepcidn de que la relacidn estad
formada por todos los puntos que pertenezcan a las dos expre-
siones.

Obsérvese que, mientras en el primer ejemplo la grafica
de la relacidn es un solo punto, en el segundo ejemplo lo
son todos los puntos que pertenezcan a las dos lineas. EI1 es!
tudiante debe tener cuidado al escoger qué pares ordenados --
pertenecen a la relacidén, dependiendo de la unidn o intersec-
cidn.

1-5 DOMINIO Y RECORRIDO.

Hay dos términos muy importantes que intervienen con Ire
cuencia en una relacidn R y son: Dominio y Recorwrido o Ran-

go.

El domini{o de una relacidén R en un conjunto U es el
subconjunto de U cuyos elementos son las primeras componen-
tes de los pares ordenados que pertenecen a R.

El neconrido o nango  de una relacidn R en un conjunto
U es el subconjunto de U cuyos elementos son las segundas com
ponentes de los pares ordenados que pertenecen a R.

El dominio D de una relacidén R, cuyo universo es el
conjunto de los.nimeros reales, es el mayor subconjunto de nd
meros reales que tienen la propiedad de que: a€D si, y sé
lo si, existe un nlmero b real, tal que (a,b) € R.




Para especificar estos subconjuntos del dominio
a, b, + ©, - o, que se usardn como:

haremos uso de

[a;rﬂ, [a;b),

(- o ; foo) |

(a;b], fa; + @), (= oo 5],

Ademds usaremos loc pParéntesis
que los nlmeros no alcanzan a pertenecer

bien son exclusivos$ los paréntesis

meros son inclusives, O sea que pertenece
cién R,

Lo anterior 1o podemos definir como:

(a;b) =
(ain] =
[a;b) =
(a;b] =

[a;+w)

{x]a <x < } (- ©; a)
x <b } (a;+ o)
<b }
{x|a <x <b }

{ka <x }

{xla

{x]|a <x (= ©;a )

(= ;)

A "través ge
el dominio Y rango o recorrido,
congjuntos,
pues del punto Yy coma,

los nimerosg Yeales intermedios entre ello
lacidén R.

Asi, tenemos que,
riores:

a) Para R;:
R :

Rj3:

Dominio +%) y Rango

b) Para Dominio +®) 'y Rango

c) Para Dominio +%) y Rango

d) Para Ry: Dominio +0) vy Rango

e) Para Rg: Dominio Y Rango

f) Para Rg¢: Dominio +%°) y Rango

las notaciones anteriores,

y rango

(a;b),

(@; +o), (- w;a) Y
( ) para indicar

a la relacién R, o

indican que los nii-

n también a 1la rela

{x] a>x }
{x] a<x }
{x| a>x }

conjunto de los nd
meros reales (Re).

cabe observar que

especificado a travéds de sub-
debe ir primero el nlimero menor

(@) y luego, deg—-

el nimero mayor (b), indicando asi que

AUTOEVALUACION 1.

Exl un sis tema COO¥X denado r cons tI Llya y mar que Cada uno de
g = dran e —
lOS SE uien.tes puxl tOS lIldlCandO a la vez a que cua t per

tenecen.

(-3, 0)

L= 1 4353

-3
2.- (-4, 2) o R

(0, 4)

=2 -2)

(0,0)

4.- (9, 0)

. - eS
Si el universo es el conjunto de los numeroz réa%o v =
- - i
construya las graficas de cada relacién y dé su domi y n

go.
6 }

9.- R = {!x,y)| x+y=

10.- R = {(x,y)| y%*=x}

1M.- R=A(@x,y)| y=51}

12.- R =

{x,9)|] x=

{(xry)l &

{(xly) I 4




- RUPSIRS. A, L AUSORVALUACION Dol CAPITOLO, T, 40. SEMESTRE AREA 11 UNIDAD IX
0. % & "

dis Cuad
rante TI. Sobre el eje x negativo.

_ LA LINEA RECTA.
Sobre el eje y negativo. PARTE 1.

Cuadrante IT.

Cuad
adrante IIT. -~ Sobre el eje y positivo.

Sobre el eje x positivo. 8.- origen , Un hilo tirante dd una idea intuitiva de la linea recta,
’ ' la cual suele definirse como aquella que tiene todos sus pun
tos en una misma direccion. Asi, por ejemplo, se comprueba
Dfminio = (- 4% 1. By si el borde de una regla es recta, dirigiendo una visual por
’ » Recorrido . uno de sus extremos, para ver si todos sus puntos quedan -
) WL ) ] . ocultos detrdas del primero. Para trazar lineas rectas se em
ecorrido ; ) plea, generalmente, una regla, una escuadra o un cordon bien
Domsnid > " IR tirante.
Ddmi A ‘ - : En esta unidad nos concentraremos al estudio de varias
Recorrido ; 0). formulas que nos servirdn para aprender a encontrar la dis--
Dekinio - . JULLL tgncia entre dos puntos, !a pendiente y determinar cugndo dos
; ecorrido %; ; lineas rectas son perpendiculares o paralelas entre sf.

Domini 5 s 3 3 2
minio Recorrido Aprende a excelencia esta unidad, ya que deberds ser ca
paz de:

OBJETIVOS:

1.- Demostrar correctamente la formula de la distancia entre
dos puntos y la formula del punto medio de un segmento
de recta.

Aplicar correctamente las formulas del objetivo anterior
a problemas que las involucren o en demostraciones pedi-

das.

Explicar y distinguir claramente el significado de los
conceptos pendiente e inclinaci6n y paralelismo y perpen
dicularidad entre dos rectas.




4.- Bajo el objetivo anterior, encontrar la pendiente y/o

inclinaci6n de una recta, dados dos puntos cualquiera
que pertenezcan a dicha recta.

Aplicar correctamente el conce i
| . pto de pendiente y los
principios de paralelismo y perpendicularidad, para de-

mostrar cuando dos rectas son ar i
alelas o perpendicula-
res entre si. P PR we

PROCEDIMIENTO SUGERIDO:

1.- Esfudla 1§ ]eccién 1 del capitulo II de tu texto "Geome
tr1a Analitica". Para los primeros dos objetivos inter
vienen dos conceptos importantes Yy que debes saber dis-
tinguir para poder demostrar las formulas. Ten presen-

tes estas formulas i i
¢ » ya que las aplicaremos en unidad
posteriores. P 51

Una vez que hayas estudiado 1os ejemplos que vienen en
tu texto, resuelve como prictica del objetivo 2, la au-
toevaluacion 1. ’

Los objetivos 3, 4 y 5 estédn intimamente ligados, por lo
que te recomendamos trates de comprender bien el objeti-
vo 3, ya que es la base para resolver satisfactoriamente
los otros dos objetivos. ™ Ve y analiza los ejemplos que

Sé exponen para que luego trates de resolv
52 er 1
luacion 2. a autoevg

Si ya lograste contestar satisfactoriamente 1a unidad
resuelve la autoevaluacidn de la leccién. '

CA&PITUL 02
LA LINEA RECTA.

LECCION 1.

2-1 INTRODUCCICN.

Un hilo tirante d3 una idea intuitiva de la linea recta,
la cual suele definirse como aquella que tiene todos sus pun-
tos en una misma direccién. BAsi, por ejemplo, se comprueba
si el borde de una regla es recta, dirigiendo una visual por
uno de sus extremos para ver si todos sus puntos quedan ocul-
tos detrads del primero. Para trazar lineas rectas se emplea
generalmente, una regla, una escuadra, o un corddn bien tiran
te.

Por ejemplo, los carpinteros y aserradores emplean, para
trazar rectas sobre la madera, un cordel bien estirado impreg
nado de una materia colorante, que se hace vibrar a lo largo
de las piezas o troncos gue se quieran aserrar. Los jardine-
ros tienden un cordel entre dos estacas para guiarse en los
surcos o plantios que quieran hacer en linea recta. Los alba
niles se sirven también de un cordel tendido a lo largo de -
las paredes que construyen, para mantener su alineacidn y de
la plomada, para asegurarse que dichas paredes suben vertical

mente.




En general, 1a linea recta es el camino mis
corto entre dos bPpuntos analiticamente hablando,
€S una ecuacidn lineal o de primer grado en dos
variables. Reciprocamente, la representacidn -
grafica del lugar geométrico cuya ecuacidn sea
de primer grado en dos variables, es una recta.

Una recta queda determinada completamente
Si se conocen dos condiciones, por ejemplo, dos
de sus puntos © un punto y su d. reccidn.

El aprendizaje de 1a Geometria Analftica no
es dificil, sdlo requiere estudio Y trabajo con-
cienzudo. El material elaborado esta expuesto
en forma clara Y sencilla, éspecialmente para -
aquellos alumnos que dan sus primeros Pasos en el
estudio de esta rama de las matemidticas.

Para estar en condiciones de empezar a anali
zar las ecuaciones lineales en cualquiera de sus
formas equivalentes, en esta leccidn, aprenderis
a comprender el significado de conceptos como:
distancia entre dos puntos, coordenadas del punto
medio, pendiente, inclinacidn, asf como las con-
diciones de pParalelismo y Perpendicularidad.

2-2 LONGITUD DE SEGMENTOS PARALELOS A LOS EJES.

Supongamos que Aj; y Az son dos puntQS.de una recga gg;:—
lela al "eje x". Entonces podremos escribir sus coorden o
como Aj(x1, a) y Aa2(x2, a) (fig. 1)7 Ahora qg;rgm;issA.c
la longitud de A; Apy la forma de exprésarla. 'Dl uje Coo;de
y AzD perpendiculares al eje f’ Entonces.c tiene ior ooras
nadas (=1, 0) y D(x2,0). Ademas, las longltuges ?1 2y
son iguales por ser lados opuestos de un rectangulo.

Y

Al(xl,aq) A2i(x2, a)
F- -9

o)

i

: |
| |
' o

&
Cixl, D (x2,0)

Fig. 1.
De los conceptos anteriores podemos saber que:

CD |X2- x1| |X1 - Xp_l

de ahi que:
Ay By = xpm x| =[x - x|

Esto nos da el siguiente teorema:

La longitud de un segmento paralelo al eje "x", entre
A, (xy, a) y A,(x,, a) estd dada por:

Ap By = |x,- x| = |x; - %,




2-3 DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS.

Una demostracidn seme

jante sirve para enunciar el si- -
guiente teorema:

Uno de los conceptos mas importantes de la Geometria Ana
litica es la formula que da la longitud de un segmento Pé Pi_
o la "distancia" entre los puntos P, ¥ P> en términos te
sus coordenadas. Para obtenerla, consideraremos los gun ozns
Py (x1, y1) ¥ P2(xX2, y2) del plano coordenado (fig. )i ce =
truiremos un triangulo rectangulo cuya hipotenusa sea f S 3"
mento PPz, trazando al efecto por P; una paralela ai ejio

y por Py una paralela al "eje Y"; designemos por R e pun)
TR de interseccidn de ambas y cuyas coordenadas son R(x2, vi

Entonces, se tiene que:
]

La longitud de un segmento paralelo al "eje y" entre
B, (a, Y B, (a, Y,) estd dada por:

BIRoT ,yz— yl' \: lyl_ yz'

Encontrar 1la longitud de 1los segmeritos uniendo los si- -
guientes pares de puntos: kY
a) 91(213) Y Q2(513)

b) S;(-3,-5) "y §$,(-3,-7)

©) Ry(-4,2) y R,(7,2)
SOLUCION:

a) Como la unidn de los puntos

Q; ¥ 9, resulta un segmen
to paralelo al "eje X" , tenemos que:

h05 = %55\, |\ 5 =2 = [3] = 3

(xLO)

b) Como la unidn de los puntos S

1 Y S, resulta un segmen
to parelelo al "eje y", tenemos que:

FIG—-2
S

Sa = [¥o= ¥i|= |-7-1-5)| = [-745] = Kol =
1 ) YIl l l l ' ' , La longitud del segmento P;P, puede ser calculado por el
IR\ PR & 268 paralelo al "eje X", tene- teorema de Pitagoras (en un triadngulo rectangulo cualqulerg,
S el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los cua ra
dos de los catetos); a partir de este teorema,
RRy = Ixpm x| = |7- (-4 | ={|7+4| = |11 =

(P1P2)% = (P1R)? + (RP))?




y consecuentemente,

(Plp2)2 = IXZ‘ X1 2 * Yo= yllz

y como;

EE i (xp-1%))2 Yom ¥3|%= lyys vy 2

de aqui que:
(PyPy) 2=l i(x,~ x1) 2+ (y,- y))?
Observamos que es verdad, aunque la recta P, P, sea pa-

ralela a uno de los dos ejes. Lo que prueba el siguiente
teorema:

"1 (P AR5 Y \yPal(xa, Y2) son dos puntos cualesquiera
del plano coordenado, la distancia d entre los puntos P; y
P, estd dada por 1a férmula:

d = V- K02 (yi- 3102

Esta ecuacidn se va a designar con el nombre de "formula
de la distancia™.

Notese que como (%= x1)2% = (x,- %)% y (y,- v1)? = i@~
vy)2, se puede escribir:

d = V(x;- x,)2+ (Ya- y2)?2

O sea que, en el empleo de 1a férmula de 1a distancia para en
contrar la distancia entre dos puntos, Cualquiera de ellos
puede ser designado como (%1, ¥ 'y el otro como (%5, y,).

EJEMPLO 1.
y (-2, 5)

y y (5, 1)
(61_1) Y (-41—3)

SOLUCION:

Usando la férmula de la distancia se encuentra que:

= -4)2 _(= 2
a) d = ¥ (x,- x)2+(y,- y )2 =/ (-2-4)2+ [5-(-3)]

d= /35 + 64 = /100 = [0

b) d = /(xz- x1)2 +(y,- v,) 2= /[5-(—2ﬂ S 3R

49 + = /33

v £4-6 P+ [-3-(-1)] 2

V(x,- %) 2+(y,~ y,)?2

= /100 + 4 = /104 2 V26

EJEMPLO 2.

Demostrar que los puntos A(3,8), B(-11,3), C(-8,-2) son
los vértices de un tridngulo isdsceles.
st A (3,8)

B (-11,3)




SOLUCION:;

P 5 : ; . g o
or la formula de la distancia: 81 para el triangulo con vértices en A, B y C se cumple
que (aB)? + (BC)? = (AC)?, entonces ABC es un tridngulo rec

b=y
= 2 2
e Y3+ 4 (8-3) 196+25 tdngulo en B; y como

/ 2
AC V(3+8)% 4+ (8+2)2 /1214100 (AB)? + (BC)?2 =29 + 116 = 145 = (aC)?

LU T O AN
. > 2 2 . . - 1

BC V(=11+8) 2+ (3+2) V9+25 en consecuencia, el triangulo ABC del presente ejemplo es
; = rectdngulo en B.

Omo 'se encontrd que AB = AC, el tridngulo dado es isdsce

EJEMPLO 4.
EJEMPLO 3.
D Demostrar que los tres puntos siguientes son colineales:
! ?mo§trar que los puntgs A(7,8),/ | B(2,3); C(6,-7) son gprg et 2? i p g
©S vertices de un tridnqulo rectingulo. Ri—de et o i

5
4
3
2

I

L " . e

-3-2 -1 0
o

-2

A3-2)
-3

-4

SOLUCION:
Por la formula de la distancia:

AB V(5+3) 2 +/(2+2) 2 /64 + 16 4 /5
SOLUCION:
AB AT21 2 (5302 = Bei BC = /(9-5)% +/(4-2)2 /16 + 4 2 /5

2 2 = =
BC /(2612 + G+ % = JiErioe AC = V((9+3)%+/(4+2) V144+ 36 6 /5
AC V73:377—1—7§:77y = ik y como AB + BC = AC, o sea 4 5 o+ 2 6 /5 los pun--

+1 ; .
44 tos anteriores son colineales.

24
25




Z-4  PUNIO MEDIO DE UN SEGMENTO.

Frecuentemente se desea encontra

punto medio del segmento que une dos
dadas.

r las coordenadas del
puntos de coordenadas

Consideremos los puntos Pi1(x1, y1) vy Pz(xa, ¥2) como
los extremos del Segmento PP, y P(x,y) su punto medio; se
V€ que para estos puntos se cumple la igualdad P1P =
Por cada uno de estos tres puntos trazare

mos paralelas a los
ejes coordenados como S€ muestra en la figura 6, de modo de

(ver

fFormar triangulos rectingulos congruentes P QP y PRP
6), en los que P1Q = PR porgue P,pP = PP,.

Ty

figura

Rﬁﬁgﬁ)

Ahora, P10 = x-X1 ¥ PR = X3~ X , de donde:

X — X1 = X2~ X

reordenando 2x

y despejando

Analogamente,

op =

Y = ¥1 Y2 ¥
reordenando 2y vit y2

Yit V2

despejando y 2

lo que se demuestra el siguiente teorema:

"Si Pyj(x3, Y1) ¥ Pa(x2, y2) son dos puntos cualesquiéra
plano coordenado, las coordenadas (x,y) del punto medio
segmento PP, estan dadas por:

X1t X2 yit yo

EJEMPLO 1.

Encuentre las coordenadas de los puntos medios de las si-
guientes parejas de puntos:

a) Ay (3,7)

b} R;(6,-5)

SCLUCION:

M . oy -
a) Sea Af(x,v} el punto medio del segmentc AjAs. Por el
: . o 34 de] n-
teorema anterior, las coordenadas del punto medic del segme
£ _T) . A
to que une los puntos A;(3,7) y A,(5,-5) son:
7 -5

¥y = ===

2




P S 3- ;
O sea gue A es el puntoe (4,1). B JEMPLO :
Demostrar, analiticamente, que las diagonales del parale
b} En forma semejante se €neuentra que R (el punto medig on. v el som lon pURbESs (AlLT 3], B
del segmento RiR2) tiene como ceordenadas., logramo cuy

c(4,1), D(-3,2), cortan por mitad.
63 3

= 2 W

O 'sea que R es el punto (3/2, =3/2).

EJEMPLO 2.

Un segmento de recta tiene por extremo e] punto Pj (1,-2)

Y eomo punto medio a p (4,3). Encuentre las coordenadas del
otro extremo.

SOLUCION:

Si el punto P2(x2, y2) es el otro extremo; sustituyendo
H=AE §wox = 42dn X 14| o

¥ = 5 AL G obtiene:

l+X2

4 = ~ 5 + O sea 8 =1 + x, SOLUCION:

+ {+1 ebe co
de donde Xo= 7 Para usar los métodos de Geometria Analitica, se d o

S = locar el paralelogramo dado en el plano coordenado. (Flg. 7Y%
““alogamente i +
’ ustltuyendo yl = - 2, )’_3 V1 Y2

: . as coordena--
resulta: € Por el teorema anterior, se encuentra que 1

e > e las

das del punto medio del segmento AC son: (1, 1ily ??). as

=-=2 4 % coordenadas del punto medio del segmento BD sop iéen ,el =
] que prueba gue los puntos medios de AC y BD coinc vy

teorema enunciado ha sido demostrado.

-2 +
3 = "~23~—zz-, O sea 6

de donde y,= 8.

- . a naliticosr
- >ometricos por metodos a
Por lo tanto las coordenadas del otro extremo son Py(7,8) Al demostrar teoremas geome i ae o mh mialens
debemos de tener cuidado al colocar la fig ido dado En par
% - = a .
. . | as de lo que ha sido . —
Muchos teoremas de 1a Geometria Plana Elemental pueden coordenado, de no suponer'g dosamente al dibujar la figura,
- . . 5 2 ~ = U
demostrarse "analiticamente", empleando Ias ideas y los proce ticular, debe evitarse cuida

dimientos de la Geometria Analitica.

. : A id cierta.
El siguiente ejemplo suponer que la conclusidn es
aclara el concepto.




AUTOLVALUACION 1.

En los problemas del 1 al 10,

encontrar la longitud de
> Segmentos uniendo los bPares de puntos siguientes:

(2,39 y (5,3)
(=33 -S) % =3, 27)
(H4 2 6720
(5,5) y (5,-6)

(0,0) 'y (4,3

y (7, -5)

y (13,6)

y (0,0)
(-6,-9) y (-6,-11)

En los problemas del 11 a1l 20,

eéncontrar la distancia en
tre los siguientes Pares de puntos.

11.- (-6,0)

12541 (451)

y (0,8) 16.
y (=1,1) .
13.-1(6,-2) y (-3,7) 18.
14.- (5,8) .y (=3,2) 19.
¥5.~(2,%3). vy 1373) 20.

(3,4)
iy B) y
(3,-2) y
¥
Y

y (9,11)
(-5,5)
(4,1)
(-4,1)
(2,-2)

(0, 3)
(21-6)

En los problemas del 21 al 30,

encontrar las coordenadas
del punto medio entre 1os siguientes

pares de puntos.
21.- (2,3) y (
(7,7) b
(6,-2)
(4,4)

(—31 2)

6,1)
(5,9)
Vi §3,%)
y (2,0)
y (7,-6)

26.-
27.-
28.-
29.-

(4,-2) y (1,3)
(3,-1) y (1,-2)
(9,3) y (8,6)
(-2,-4) y (2,6)
(0,2) 'y (4,-8)

22.-
23.-
24.-

25.- 30.-

31.- Demostrar, aplicando la formula de distancia,

que el
trianqulo A(2,-2), B(2,8), C(~2,0)

es rectangulo.

Demostrar aplicando la férmula de distancia

l, que los pun-
tos A(0,1), B(1,0), Cc(-1,-4), D(-2,-3) son los vértices
de un paralelogramo.

3 Demostrar, aplicando la formula de la disténc%a, que los
. puntos A(2,4), B(5,1), C(6,5) son los vertices de un

tridngulo isdsceles.

34.- Demostrar que los puntos A(-2,-2), Bf2:2), c(2 /_,-2 /3)
. son los vértices de un tridngulo equildtero.

35.- Demostrar que los puntos A(4,4), B(4,-2), C(-4,-2) son
- los vértices de un tridngulo escaleno.

36.- Aplicando la fdrmula de distancia, demostrar que los pun
. tos A(1,3), B(-2,-3), C(3,7) son colineales.

37.- Encontrar las coordenadas del centro de una circunferen-
. cia que tiene los puntos A(-4,6) y B(2,0) como extremos
de un diametro.

38.- El extremo de un segmento es (-3,6) y su punto medio es
- (-1,2) Encuentre las coordenadas del otro extremo.
22) .

39.- El extremo de un segmento es (5,-1) y su punto medio es
. (5/2, -5/2). Encuentre las coordenadas del otro extre-

mo.

4,6), B(2,-2), C(-11,-1) y

Demostrar que los puntos A (4, -

D(-13,-9) son los vértices de un paralelogramo y que
r

las diagonales cortan por mitad.




2-5

INCLINACION Y PENDIENTE DE UNA RECTA.

A partir de una recta L, que no sea paralela al "eje y"
Y qug pasa por los.puntos Pi{xi1, yi) y Pa(xz, y3), (fig; 8)
consideremos las Siguientes definiciones: ) -

"La ‘inclinacidn 0 de una recta L,
gulos que dicha recta forma con
Yy se mide, desde la parte positi
en el sentido contrario al de 1
limites 0° < Br<ri80 ")

es el menor de los an-
el semieje positivo de las X
va del "eje X" a la recta L,
as agujas del reloj, entre los

La inclinacidn de un

a recta paralela al "eje x" =
. - . - ) es O
la inclinacidn de un ’

y
a recta paralela al "eje Y" es de 90°.

"La pendiente M
de inclinacidn".

de una recta es la tangente del angulo
En estas condiciones,

m = tan 0
(siendo " Q" el angulo de inclinacidén y "m" la pendiente).

La perdiente de una recta que pasa por dos puntos Pj(x,,
vi) ¥ Po(x%Xy, y3) es:

tan @

Yo=Yy
Xo— X,

cualesquiera que sean los cuadrantes en los que estén situa-
dos los puntos P,y P; .

La pendiente de una recta paralela al "eje X" (o sea,
cuando, y,- y;= 0) es cero. La pendiente de una recta para-
lela al "eje Y" (o sea, cuando x,- X3 = 0) no estd definida.
Y puesto que: '

Y2 S¥Vy
XZ—X]_

Yi— V2

X1— X3

asi que para el calculo de la pendiente no importa la denomi-
nacion de los puntos.

EJEMPLO 1.

Hallar la pendiente "m" y el angulo de inclinacidn O de
las rectas que unen los pares de puntos siguientes:

a) (3,4),(4,1)

b) (-8,-4), (5,9)
e) (10,=3), (14,-7)
d) (=11,4), (-11,10)
e) (8,6), (14,6)




y en las tablas trigonométricas se observa que el angulo agu-
do cuya tangente es 3 es 72° (tomando al entero mas préximo)
y por consiguiente:

180°- 0O, = 722
donde O;= 180° - 72°

por lo tanto, Gy = 108°
y asi,

b)

c)

d)

e)

SOLUCION: EJEMPLO 2.

a) Usando 13 ecuacién m = -Y2~ Y1 = tan @ Demostrar, aplicando el concepto de pendiente, que los
tra que "m" esti dada por: X2- x) n 0, se encuen-- puntos A(-3,4), B(3,2) y C(6,1) son colineales.

SOLUCION:
m

+

Pendiente de AB

Pendiente de AC 6 +

O sea, que tan@1= -3,
mayor de 9Q°
se escribe:

siendo Oo.i 0 A80d v | b e césd O Como la pendiente de AB es la misma que la de AC, los

(va que la tangente eos negativa) . tres puntos estdn situados sobre la misma recta.

Para hayar 0

tan (180° - Q) = - tan @ = 3

34




RECTAS PARALELAS Y PERPEND ICULARES.

Consideremos los siguientes teoremas:

"Si dos rectas L

1y Lz tienen la misma pendiente, en--
tonces son paralelas."

L; H Ly

La demostracidn es inmediata,

puesto gue si dos rectas
tienen la misma pendiente,

tienen la misma inclinacidn y por
lo tanto, son paralelas. O sea que, si m=m se concluye
que tandi= tan92, lo que implica que 0,=0, § en virtud de que
la inclinacidn de una recta esta restri

ngida a 0°< & < 180°
Y porque existe un s6lo dngulo que satisface esta desigualdad

Entonces, como 0;= 0,, L) Lo

"Dos rectas I, y L2 son perpendiculares,
tes son reciprocas y de signo contrario."

Li _L_ L2

si sus pendien-

1
—y m = - —

my

L, L L = m m, = -1

Fig.

Para demostrar el teorema anterior, sgpongamos que Ly
L, son perpendiculares entre si y que sus 1ncllnac;on§it:iz;;
pectivas son 0, y 0, (figura 1) . Po? el punto de i ? o}
cidén de L; y Lz trazamos una intefrumplda L, paralelala iou
"eje X"; entonces 0; y Oz son los adngulos acotados en la figu
ra 11 con:

@2 = 61 90°
o bien, @2 Ol 5

tan0, tan (03 + 20°)

+90°)= -

Yy consecuentemente

como tan (0, cot Oy

cot G,
1
tan O3

1
mj

resulta tanB,




por lo tanto,

lo que prueba que:

|
By el o gy

EJEMPLO 1.

Demuestre que la recta L1,
los puntos A (-3
pendiente m2,

de pendiente M1, que pasa por
VTR y B(2,07) )\ ed paralela a la recta L2, de
que pasa por los puntos C(1,-9) y p(6,2).

SOLUCION:

Determinando 1a pendiente de cada

una de las rectas, se
€ncuentra que:

Pendiente de aB 1]

s

5

Pendiente de CD

Y como ml = mz ’ Ll

EJEMPLO 2,

Demuestre que la recta Ly,
los puntos A(-2,-4) y B(1,3),
Lz, de pendiente mj,

de pendiente m;, que pasa por
€S perpendicular a la recta
que pasa por los puntos C(3,2) y D(-4,5).

SOLUCION:

Determinando 1a

pendiente de cada una de las rectas, se
encuentra que:
Pendiente de AB m;

Pendiente de cp

y como estas pendientes son reciprocas y de signo contrario,
L1 _|_ Laz.

EJEMPLC 3.

Aplicando el teorema anterior, demostrar que }os puntos
A(8,6), B(4,8) y C(2,4) son los vértices de un triangulo rec-
’ ’ r
tangulo.

SOLUCION:

Pendiente de AB

8

Pendiente de BC 4

y como la pendiente de AB es el reciproco con signo contrario
de la pendiente de BC, estos dos lados del tridngulo son per-
pendiculares.

AUTOEVALUACION 2.

Hallar la pendiente de las rectas que unen los pares de
puntos siguiente:
(3,-2),
(2,4),
(1,-3),
(=3,=3),
(=3,4),

(3,5)
(3,15
(2,6)
(~-4,2)
(5,4)

(3,4),
(85,81,
(6,0),
(1,3),

(2,4),

(1,-2)
(2,-3)
(6, v3)
(7,1)

(-2,4)

- 1
Hallar la inclinacién de las rectas que unen los pares
de puntos siguientes:

Voo (i, =3Y, (<5,=9) 16.- (2, v3), (1,0)




(3. 2) (5,6) : (2,3) (1,4) RESPUESTAS A LAS AUTOEVALUACIONES DE LA LECCION 1.

(-2,5), (-1,3) . (3, =2), (3.5) AUTOEVALUACION 1.

(2I—5)r (—31_1) . (v3 :2)1 (OI]) (4’2)

(6,8)

(416)1 (113) . (214)1 (—214)

Aplicando el concepto de pendiente, averiguar cuiles de - i (972, 3/2)
los puntos siguientes son colineales. (3,2)
(2,-2)
(5/2, 1/2)
(2, -3/2)
(17/2, 9/2)
(0,1)
(2, -3)

21.- (2,3), (-4,7) y (5,8)
22.- (4,1), (5,-2) y (6,-5)
23 (-0, >4F (2, 507 47] =2)
24.- (0,5), (5,0) y (6,-1)
251 (=8, 1), (3712 (6} 3)

2 2 2
J s AB) "= (BC) “+ (AC)
26.- Determine que la recta L) de pendiente m; que pasa por {E8) (8€)

los puntos A(1,6) y B(-1,2) es paralela o perpendicular ' AB =CD=v2; BC=DA= 2 /5
a la recta L,, de pendiente My, que pasa por los puntos ) AC = BC = V1T
C(-7,0) y D(1,-4).

AB = BC = AC = 4 /2
Determine que la recta L;, de pendiente my, que pasa por AB # BC # AC
los puntos A(3,0) y B(0,2) es paralela o perpendicular a | ) ’
la recta Lz, de pendiente mj, que pasa por los puntos S AB + AC BC
C(6,0) y D(0,4). (-1,3)
Aplicando el concepto de pendiente, demostrar que los = 3 (1. 7=2)

puntos siquientes scn los vértices de un triangulo recténgulo. (0,~4)
r

28.- (6,5), (1,3) y (5, -7) g .~ BB=CD= V/68; AC=BD= /274

y sus diagonales cortan
29.- (3,2), (5,-4) y (1,-2) por (9/2,-3/2)

30.- (2,4), (4,8) y (6,2)




AUTOEVALUACION 2.

0°
No
Si
NO
Si
No
Perpendiculares

Paralelas.

40. SEMESTRE. AREA II. UNIDAD X.

LA LINEA RECTA.
PARTE II.

En 1a unidad anterior haciamos referencia a la linea -
recta acerca de varios ejemplos. En realidad, la 1inea rec
ta tiene gran importancia en todos los medios. Asi, por -
ejemplo, los carpinteros y aserraderos emplean, para trazar
rectas sobre la madera, un cordel bien estirado impregnado
de una materia colorante que se hace vibrar a lo largo de -
las piezas o troncos que se quieren aserrar. Los jardineros
tienden un cordel entre dos estacas para guiarse en los sur-
cos o plantios que quieren hacer en 1inea recta. Los albani
les se sirven también de un cordel tendido a lo largo de las
paredes que construyen, para asegurarse que dichas paredes
suben verticalmente.

En general, la Tinea recta es el camino mas corto entre
dos puntos y, analiticamente hablando, es una ecuacidn lineal
0 de primer grado en dos variables. Reciprocamente, la re-
presentacidén grafica del lugar geométrico cuya ecuacidn sea
de primer grado en dos variables, es una recta.

En esta unidad aprenderds a representar graficamente
cualquier 1inea recta y estards en condicidn de representar
su ecuacion en cualquiera de sus formas equivalentes.

OBJETIVOS:

1.- Construir correctamente la grafica de una recta, dados
un punto y la pendiente.

2.- Determinar la ecuacion de la 1inea recta, dados un pun-
to y la pendiente.
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Expresar bajo el objetivo 2, la ecuacifn de la linea

recta en cualquiera de las formas conocidas | objetivos en que hayas salido mal al resolver los pro-

‘ blemas.

Determinar, dadas un par de ecuaciones de lineas recug
cudndo son paralelas, coincidentés o superpuestas y c
tantes, sin necesidad de graficar.

Encontrar correctamente la distancia de un punto a un{
recta, dados el punto y la ecuaci6n.

PROCEDIMIENTO SUGERIDO:

I.- Para resolver la unidad, estudia la leccién 2, del capi
tulo II. Es importante, para resolver la unidad, que
hayas aprendido a excelencia la unidad anterior, ya qui
continuamente vamos a usar el concepto de pendiente y ©
la formula de la distancia entre dos puntos; por To que
te sugerimos vuelvas a repasar, en caso de que exista
alguna duda, la unidad anterior, pregintandole a tu ase
sor la duda que tengas. ?

Para el objetivo 1, te recomendamos resuelvas la auto--
evaluacion 1 en papel cuadriculado o en hojas de papel
milimétrico. u

I
Para los objetivos 2, 3y 4 lee y estudia los ejemplos
que se exponen en el 1ibro antes de contestar la ayto-:
evaluacion 2. En el objetivo 3 recuerda que las formas
pueden ser: a) punto-pendiente, b) comin, ¢) intersec=
cion con los ejes o forma simétrica y d) en forma gene-
ral.

Para el objetivo 5 resuelve la autoevaluacidn 3, fijan-
dote detenidamente en los ejemplos, para que, observes '
cudndo el punto queda abajo o arriba de la recta sin ne.
cesidad de graficar. i

2.~ Como autoevaluacidn de la unidad, resuelve 1a autoeva--
luacidn de la leccibn, volviendo a estudiar aquellos |

VI




LA LiNEA RECTA.
(CONTINUACION) .

LECCIN 2.

2-7  INTRODUCCICN.

Fue Renato Descartes (1596-1650) quien, al
publicar en 1637 su obra .La Geometrie", puso
los cimientos de la Geometria Analitica. Es -
por ello por lo gque a veces, en memoria de su
fundador, se le denomina geometria "cartesiana";
en resumidas cuentas, es el estudio de la geome
tria mediante un sistema de coordenadas que 1lle
va asociada un algebra.

Existen dos problemas fundamentales en la
Geometria Analiticas

12 Dada una ecuacidn en "x" e "y", dibujar
su grafica o representarla geométricamente
como un conjunto de puntos en el plano.




Dado un conjunto de puntos er el plano,
por ciertas condiciones geomét
cidn cuya representacidn
te a aquellos puntos.

relacionados -
ricas, encontrar una ecy
grafica correspanda enteramen.

Este segundo problema es conocido geométricamente con ¢
nombre de "problema de los lugares geométricos". Un lugar

geométrico es en geometria lo andiogo a wna relacidn en &dlg
bra y lo definiremos @& la siguiente forma:

"Un lugar geométrico es un subconjunto del conjunto de
los puntos del plano”.

Un lugar geométrico esti definido por condiciones
tricas, expresadas generalmente mediante palabras. Si
Presenta un punto arbitrario del plano,

ge omé!
P re
los siguientes ejem-

pPlos nos.definen diversos lugares geométricosy

a) { P/P est3d a una distancia r constante del punto C }
el lugar es una circunferencia del radio «x y centro (

b) | {“p/pa =B Siendo A vy B puntos fijos }; es el lugar &
la mediatrigz del segmento AB,
El problema que se nes plantea cuando definen un lugar
geométrico es encontrar una ecuacidn. cuya representacidn gri)
fica corresponda con lo definido. ;A'eété ecuaci6n se le de-|
nomina "ecuacidn del lugar". Una vez encontrada dicha ecua-

citn, estudiaremos sus propiedades algebriicas y deduciremos
de ellas -las. propiedades del lugar.

Hemos estudiado los conceptos de dis
tos, coordenadas del punto medio y pendie
cuando han sido definidas mediante coorde

tancia entre dos pu
nte de una recta,
nadas relativa a wm

istema rectangular de ejes. Vamos a considerar a contlnugf—
Sl . . -~ -

idn algunos problemas que guardan cierta relacion con lo di
(5t

cho anteriormente.

2-8 LA LINEA RECTA.

Una linea recta, analiticamente, es‘una ecuaciénlllgzaie
o de primer grado en dos variabl?s.. Rec1procament§én Zea Se_
sentacidn grafica del lugar geométrico, cuya ecuaci
primer grado en dos variables es una recta.

Una recta queda determinada completamente si se conocin
j nto
dos condiciones, por ejemplo, dos de Eus puntos, en un pu
y su direccidon (pendiente o inclinacidn), etc.

EJEMPLO

Construya la grafica dﬁ_l? recta que pa§a por elapunto
P;(2,1): a) con pendiente\2/3: b) con pendiente -2/3.

SOLUCION:

a) La ecuacidn:

= Y2- Y1

T T x
establece que la pendiente de una recta no vertlzal Zz
igual a la diferencia de ordenadas.entre dos pun.osS &
la recta, dividida por la diferen?la.de sus.ab501za o
madas en el mismo orxrden; por consiguiente, se guelz oo
del punto dado P;(2,1) a'un.segundo puntopPzP e 3 e
ta, avanzando 3 unidades hacia la derecha qéfglpy A
cia arriba, localizadndose asi un segundo punto Pz ”
que también pertenece a la recta fig. 12.




La grafica pedida es la recta que pasa por P1y P, puesto

aue pasa por Pj;(2,1) y tiene 1la i
bas pendiente deseada, 1
es facil comprobar por qué: T

Localic? un segundo punto P de la recta que va a pasar
por Py (2,1), avanzando 3 unidades a la derecha de este

punto y 2 unidades hacia abajo, el i
punto localizado
eINB/(5,+1) ,) Eiq . +T. ' " 4

Note que se llega igualmente a P2 bajando primeramente 2
unidades a partir de P, y después yendo 3 unidades hacia la
derecha. Como comprobacidn, se calcula la pendiente de la
recta que pasa por los puntos P, y P,:

=1 = =2

1
5 - 2 3

AUTOEVALUACION 1.
En cada uno de los siguientes problemas construya la rec

ta que pasa por el punto dado y que tiene la pendiente que se
especifica.

(-1, 2), 1/5 (0,5), m=
(1,-3) ,m=
(3,4), m=
(0,4) , m=

(3,-4) ,m=

2-9 FORMAS DE LA ECUACION DE LA RECTA.
Si una recta L es paralela al "eje Y" (fig. 14), todos
los puntos de L tienen la misma abscisa; si esta abscisa es

"a", entonces el punto P(x,y) pertenece a L si,

X = a

‘o sea, que L es la grafica de la relacidn:

{x, v) |x=2a1}




FIG.- 14

Si una recta L no vertical que

' pasa por el punto P;(x:
con pendiente " g

m" A(fia. 15), y que el punto P (x,y) sea otro
Y

FIG.— 15

punto cualquiera de la recta diferente de Py; entonce P (x,y)

pertenece a L si la pendiente del segmento PP; es "m", o sea:

P(x,y) pertenece a I <—-—>1a pendiente PP;es '"m"

o también:

pertenece &4 I ¢—> XL Y1 _

P(x,y) e 0

Como L no ez vertical, x # x;, por lo gue para
Fiz,y) diferante de P; (%3, v1), la ecuacidn

S 3 S

X = X3

se puede escribir como sigue:

P (x,y) pertenece a L<—> y - y;= m(x - x;)

v se puede observar ahora que la afirmacidn anterior, sigue
siendo valida cuando se suprime la restriccidn de gque P de-~
be ser diferente de P;; asi, esta ecuacidn nos dice que la
recta L gue pasa por P)(x,, y«) con pendiente "m", es la gra
fica de la relacidn: -

{x,9)| v - yi= m(x - %) }

o sea que L es la grifica de la ecuacidn:

[ Yy - y1 =m(x - xf71

A esta forma de la ecuacidn de una recta que pasa por
un punto con una pendiente determinada se le llama "forma de
punto y pendiente"” de la ecuacidén de la recta.

Y si una recta L es paralela al "eje X", (m=0), fig.

16, todo punto de L tiene la misma ordenada; si esta ordena

da es "b", entonces el punto P (x,y) pertenece a L si, vy =Db
Y




> sea que L

diciones dadas:

a)

b)

c)

d)

es la gréfica de la relacidn:

{ (%, y)] v =b}

EJEMPLO 1.

Encuentre la ecuacidn de la recta que satisface las cop

Paralela al "eje x"

(horizontal) que intersecta al "eje
Y" en el punto (0,3)

Paralela al "eje y"

(vertical) que intersecta al "eje ¥
en elpunto (-1, 0)

Que pasa por el punto P, (-4,3) y tenga de pendiente 1/

Que pasa por los puntos P (4,6) y Py (-1,3).
SOLUCION:

La ecuacidn de una recta paralela al "eje X" es y=b; don-
de "b" es la ordenada en el origen (en este caso, b=3),
entonces, la ecuacidn pedida es:

o bien,
y = 3=0

La ecuacidn de una recta paralela al "eje Y" esg X=a; do
de "a" es la abscisa en el origen (en este caso, a=-1),
entonces la ecuacidn de 1a recta pedida es:

Con x;= -4, y1= 3, m= 1/2 vy aplicando la ecuacidn y-y)

= m(x - x1) se obtiene que:
y - 3
y -3

maltiplicandc toda la ecuacidn por 2,

1/2 [x -(-4)}

es decir, 1/2 (x + 4)

2y -6 =x + 4

o bien, X = 2y + 10 = 0

Y2Z Y1 g encuentra que la pendien-

. -
Usando la ecuacidn oo >

te es 3/5.

Aplicando ahora y - yi1= m(x = x3), con m= 3/5, x1= 4 y
y1 = 6, se tiene:
y - 6 = 3/5 (x-4)
multiplicando la ecuacidn por 5,
S5y = 30 = 3(x - 4)
5y - 30 = 3x - 12
3x - 5y +18 = 0

es decir,

o bien,

Se puede comprobar esta respuesta mostrando q?? las co?g
denadas de P; (4,6) y Py(-1,3), satisfacen la ecuacidn obteni-

da:

12 - 30 + 18

3(4) - 5(6) + 18

3(=1) -~ 5(3) + 18 = -3 - 15 + 18

Toda recta no vertical corta al "eje Y" en el punto .
B(0,b), en gque "b" es la ordenada al origen de la recta (fig.
v r X
17).




Iy .o \17<

. ) Fig. 18.
Aplicando la ecuacidn Y = ¥1 =nm(x - x;) se encuentra

g?e la ec?acién de la recta L que pasa por B(o,b) con pen- 0 sea que L pasa por los puntos A(a,C) y B(0,b). Usando
lente "m" es:

zﬂ.- Y\
m =

Yy - b m(x - 0) S

. tos
es decir, Yy - b mx para encontrar la pendiente de la recta que pasa por es

; se tiene que:
o bien, y mx + b puntos,

que es la "forma comiin" de la ecuacidn de la

b -0
0 a

EJEMPLO 2.

N5 ' s rigen es "b", entonces,
Encontrar la ecuacidn de 1la recta, cuya ordenada en el . sim = - b/a y la ordenada en el orig

S —_ +b
. ) 2 . 2 "forma comun", y= mx+b,
origen es 2 y cuya pendiente es =3. . aplicando la ecuacidn de la recta en

obtenemos:
SOLUCION:

Con b= 2, m= -3 y aplicando la ecuacidén y= mx + b, se of
tiene que la ecuacidn pedida es: multiplicando la ecuacidn
Yy "3x + 2 ay =
O bien, 3x +y-2= 0 es decir,

Supdngase ahora que a # 0 Yy b # 0 son, respectivamente, bx +ay

la abscisa y la ordenada en el origen de una recta L (Fig. 18] y finalmente, dividiendo la ecuacidn por "ab", nos gueda:

Y _ 1-
b




que es la "forma simétrica" de 1a ecuacidon de la recta.

EJEMPLO 3.

Encontrar la ecuacidn de larecta cuya abscisa y ordenads
¢n el origen son 4 y 3, respectivamente.

SOLUCION:

Con a=4, b=3 y aplicando la ecuacidn + % =
ne que la ecuacidn pedida es:

X
— + X =| ¥
4 3
; ;b I
Ya se ha visto que la ecuacidn y=
ecuacién de primer grado en "x" y "y", tiene como grafica una

recta no vertical; consecuentemente, se demuestra que la ecua
cidn en "forma general"” de primer grado en dos variables es:

mx + b, gque es una

AX + By + C = 0

en donde A, B y C son nlineros reales arbitrarios, con la sola
condicidén de que A Y B no sean simultdneamente nulos. Enton-
ces podemos enunciar el siguiente teorema:

"La grafica de toda ecuacidn de primer grado en dos va--
riables de la forma

AX + By + C = 0
o sea la grafica de la relacidn:

{(x, y) |ax + By + c = 0}

es una recta".

Demostracidén. Si
se puede escribir como:

B #

0, la ecuacidén Ax + By + C =

By - Ax - C

dividiendo esta ecuacidn por B, se obtiene:

-_ A__ ¢C
= B B

que por comparacién con la ecuacidn de una recta en forma co-
min (y= mx + b), es la ecuacidn de una recta de pendiente - -

y de ordenada en el origen - C
B -

Se ve entonces que toda ecuacidn de primer grado en do§
variables es la ecuacidn de una recta; para construir su gra-
fica es suficiente, en virtud de que dos puntos determinan --
una recta, encontrar dos pares ordenados de Eﬁmeros reales --
que satisfagan la ecuacidn, construir las graficas d? esas Eg
rejas y hacer pasar una recta por los dos puntos a51’o?ten1—
dos. Como precaucidn, es aconsejable construir la gréflca de
un tercer par ordenado que también satisfaga la ecuacidn y --
comprobar que los tres puntos estdn en linea recta.

Como resumen, establecemos las siguientes formas de la -
ecuacidén de una recta:

&) Punto-pendiente. La ecuacidn de la recta que pasa por
.Bhnto Py (x3, y1) y cuya pendiente es "m" es:

Yy - y1 = m(x - x;1)

Comin. La ecuacidn de la recta de pendiente "m" y corta
al "eje Y" en el punto (0,b) siendo "b" la ordenada en
el origen, es:

Y=mx+b

Simétrica. La ecuacidn de la recta que corta a los ejes
coordenados "x" y "y" en los puntos (a, 0), siendo "a"
la abscisa en el origen, y (0,b), siendo "b" la ordenada
en el origen, respectivamente, es:




d)

General. Una ecuac1on lineal o de primer grado en las
variables "x" y "y" es de la forma:

AXx + By + C = 0

en donde A, B y C son constantes arbitrarias. La pendien

te de la recta escrita en esta forma es:

C)\a
B

Y su ordenada en el origen es:

EJEMPLO 4.

Construya la grafica de la recta cuya ecuacidn es
3x — 4y + 12 = 0.

Escriba la ecuacidn de la recta en la forma comiin y a

partir de ésta determine su pendiente y su ordenada en
el crigen.

Dé el dominio y el recorrido (o alcance) de la relacidn:

= {(x,y)| 3x - 4y + 12 = 0}

SOLUCTION:

Para construir su grafica es suficiente encontrar dos
pares ordenados que satisfagan la ecuacion, en este ca-
SO conviene usar las coordenadas en el origen de la rec-
ta: en donde la abscisa en el origen se encuentra hacien
do en la ecuacidn la y-0, cutonces:

3x - 4y + 12 =0
sustituyendo, 3x -4 (0)+ 12 0
o bien, 3x

y despejando, X =
2 1

o sea, el punto en que la recta corta al "eje X' es ?
(-4, 0); y la ordenada en el origen se encuentra héClen—
do en la ecuacidn la x = 0, entonces en'forma semejante
se obtiene y = 3 como ordenada en el origen, o sea el --
punto en que corta la recta al "eje Y" es P (0,3). Para
encontrar un tercer punto hacemos, por ejemplo,.§=4, 1o
que implica que la y=6 para satisfacer la ecuacidn; a
continuacidn se grafican los puntos P,; (-4,0) y P,(0,3),
se traza la recta L definida por ellos y se observa que
P3 (4,6) pertenece a la recta (fig. 19).

i L L L

|
4
Py ////’ -3 -2 -

Fig..19.

Para escribir la ecuacidn en la forma comin, (y=mx+b),.
tenemos que despejar "y" de la ecuacidn dada, o sea, si
3x - 4y + 12 =0

= I 3
entonces, y 3/4 %

en donde su pendiente m = 3/4 y su ordenada en el or%ge?
es b= 3; esta Gltima ya habia sido encontrada en el inci

SO a).

Para la relacidn R especificada se
Dominio de R= (-®; +®), recorrido

57




Sabemos que dos rectas en un plano, o bien se cortan en
un punto, o son paralelas o estan Superpuestas. Supongamos
que estadn dadas por las ecuaciones lineales:

A1X + Bjy + C;= 0 y A2x + Byy + Cp= 0,

con B)# 0 y By# 0; las graficas de estas ecuaciones se cor- -
tan, o son paralelas o coinciden. Podemos determinar cuil eg
el caso escribiendo las ecuaciones dadas en la forma comin:

YT ik 4 oy Yy = max + b,
y haciendo 1las siguientes observaciones:
a) Si m# my, las rectas se cortan.

b) = simy=m; y bi# b,
igual pendiente pero

las rectas son paralelas por tener
diferente ordenada en el origen.

Si m;= myy b;= by las rectas coinciden, por tener pendien

tes iguales y ordenadas en el origen también iguales.

EJEMPLO 5.

Determine en cada inciso si las graficas de las diferen-
tes pares de ecuaciones, se cortan; en caso afirmativo, deter\
mine las coordenadas de Su punto de interseccidn.

a) 2x = y= -4
3x + y= 9

b) 4x+3y= 12
8x+6y= 18

c) 2x+3y= 6
4x+6y= 12

SOLUCTION:

a) Escribiendo las ecuaciones dadas en 1la

forma comiin,se ob
tiene:

2x + 4

y:
¥ ==3x1. N9

En este caso mj= 2 y mp= -3, o sea que m;# my y las 13-
neas se cortan; las coordenadas del punto de intersec-
cién se obtienen resolviendo como simultaneas por cual-
quier método de eliminacidn las ecuaciones.

Fig. 20.

Por ejemplo, resolviendo por suma y resta, se tiene:

2x -y

3x +y =
5x =

finalmente, S

Sustituyendo este valor de "x" en cualquieré de las ecua
ciones se encuentra que y=6. Entonces la soluc1on_es el par
ordenado (1,6), del cual se puede observar que satisface am
bas ecuaciones.

- .
b) Escribiendo las ecuaciones dadas en la forma comin, se
obtiene:

y ==4/3x + 4
y

=-4/3x + 3




En este caso my= - 4/3, my= - 4/3, b= 4 y by= 3; por
“onsiquiente las rectas son paralelas. (Se deja al estudiap
“e la comprobacién grifica de este inciso).

<) Escribiendo las ecuaciones dadas en la

forma comiin, se
obtiene:

y -2/3x+ 2
y <2/3%+ 2

Aqui las rectas coinciden por ser iguales entre si sus
pendientes y sus ordenadas en el origen.

EJEMPLO 6.

)
Encuentre la ecuacidén de la recta que pasa por el punto

(2,-3) y es paralela a la recta que une los puntos (4,1) y
("272) -

SOLUCION:

Lag | hotasagfaralelas tidinen la misma pendiente. Enton--
la pendiente de la ecuacidn de 1la recta pedida es igual
a la pendiente de la recta gue pasa por (4,1) y (-2,2) o sea|
la pendiente de la recta que une los puntos (4,1) y (-2,2) es

2 -1 !

T T

ces,

Por lo tanto, conm = - 1/6 y Py (2,-3), aplicando la ecuacidn
Yy = yi1=m(x - xX,), se obtiene:

v + = - 1/6(x-2)
simplificando, x + 6y +\6 = 0

que es la ecuacidn de la recta pedida.

EJEMPLO 7.

Encuentre la ecuacidn de la recta que pasa por el punto
(-2,3) y es perpendicular a la recta 2x - 3y + 6 = 0.

SCLUCION:
£1 las rectas son perpendiculares, la pendiente de una

de ellas es el reciproco con signo contrario de la pendiente
de la otra.

La pendiente de 2x - 3y + 6 = 0, que estd escrita en la
forma general Ax + By + C = 0, es - A/B = 2/3, luego la pen-
diente de la recta pedida es - 3/2.

Con m = -3/2 y Py (-2,3) aplicando la ecuacidn y - yi=

m(x - x;), se obtiene que:
y=- 3 =-3/2 (x+2)
simplificando, 3x+2y 0

que es la ecuacidn de la recta pedida.

AUTOEVALUACION 2.

En cada uno de los problemas del 1 al 10 construya la
gréafica de la relacidn que se da.

{(x.y)]y 4= 0}

6.- {(x,y)l2x-3y—6 0}

{(X,Y)lx 3= 0} {(x,y)l3x+2y+6 o}

{x )y = 2x } 8.- {(x,1 2x+y-5 = 0}

{(x,y){2x+7 = 0} 9.- { x,y)} x-2y-5 = 0}

L) |x/5 = y/a= 1} 10.- {x,p)] %/3 + y/2 =




En cada uno de los problemas del 11 al 30 encuentre 13
ecuacion de la recta que pasa por el punto dado con la pen-.
diente que se indica, o por los dos puntos dados.
1M1.- : 21.

(2,1); (=1,2)

(0,0); (=3,2)

127 22,

18« H 23- (2r—3); (412)

14. : 24 . (-4,1); B,-5)

15. 25. (7,0); (0,4)

16. 26 (0,0); (5,-3)

27- (5"’3); (572)

(0,4); 28. (=5,2)C003; 2)

(0,-1); 0 29. (-1,3): (7,4)

(0,3): -4/3 30. (~3,4)E41,-2)

En cada uno de los problemas del 31 al 38 encuentre las

coordenadas en el origen y la pendiente de cada recta.

31.- 3x+4y-12 = 0 35.- 4x- y =0

32.- 3x-2y+6 = 36.- 7x + 3y + 21

33.- 2x -~y =4 =0 37. 5+ 2y + 10

34.- 3x + y+ 3 = 38. x + 3y - 6 =

En cada uno de los problemas del 39 al 44 determina si
las graficas de las ecuaciones dadas se cortan; en caso afir
mativo, encuentre las coordenadas del punto de interseccion.

Xk 2y =
% = Iy =

6x - 3y =
2x - Yy

2% - 3y =
x +y

Encuentre la ecuacidn de la recta que pasa por el punto
(1,2) y es paralela a la recta 3x - 2y + 6 = 0

Encuentra la ecuacidn de la recta de abscisa en el ori-
gen -3/7 y que es perpendicular a la recta 3x + 4y - 10=
0.

Encuentra la ecuacidn de la perpendicular a la recta 2x+
7y - 3 = 0 en su punto de interseccidn con 3x - 2y+8=0.

Encuentra la ecuacidn de la recta que pasa por los pun--
tos (-3,-5) y (4,7); y diga si el punto (1,1) pertenece
a dicha recta.

Encuentra la ecuacidn de la recta que pasa por el punto
de interseccidn de las rectas x - 3y + 1 = 0 y x+2y-4=0
y que es perpendicular a 3x -y - 4 = 0.

Encuentra la ecuacidon de la recta que pasa por el punto
de interseccidn de las rectas x - 3y + 2 = 0 y 5x+6y-4=0
y que es paralela a 4x +y + 7 =20

2- 10 DESIGUALDADES LINEALES EN DOS VARTABLES.

En la seccidn anterior se vid que toda recta no vertical
es la grafica de una ecuacidén de la forma y= mx + b, en la --
que "m" es la pendiente de la recta L y "b" su ordenada en
el origen. Considere ahora dos puntos de igual abscisa Pj
(X1, v1) v P2 (x1, V2), este Gultimo sobre la recta L; con
ayuda de la fig. 21 (a) se ve que P; estd arriba de L +yi>w,
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O, c€omo yz=mx;+ b,
P; estd arriba de I <> Y1> mx;+ b

Analogamente, de la fig. 21_(b) se ve que:

P) estd debajo de I <—> i< va,

O sea;

P; estd debajo de L <—> vi<mx,+ b

p- Ahora bien, como de la definicidn de
cion P estd sobre L. <—> y =

mostrado el siguiente teorema:

grafica de una ecua
mx + b, de donde ha quedado de-

"El punto P, (x,,

Y1) estd arriba de 1a grafica de y=mx+b,

si,
Y12 mx;+ b

y esta debajo de ella, si,

Vi< mx;+ b."

. s
-Omo consecuencia del teorema anterior, se ve que toda

recta L no vertical, que es la grafica de,

Ry = i(X,Y‘| y= mx + b}

divide el planc coordenado en dos partes,que son las graficas
de las relaciones:
w={x,y)| y>mx +b } vy Ry= {(x,y)| y<mx + b}.
La grafica de Ry estid formada por todos los puntos que
quedan "arriba" de L vy la de K3 por el conjunto de puntcs si-

tuados "debajo" de L; cada una de las graficas de Ry y Rj ,
se desigria con el nombre de "semiplano".

es una linea vertical que es la grafica de
{(x,y)[ x = a}, entonces el semiplano de la " derecha " es la
grafica {ix,y)‘ x>a} vy el semiplano de la "izquierda" es
la grafica de { (x,y)| x <al}.

Si L

EJEMPLO 1.

Determina si cada uno de los puntos siguientes:
P; (-2,5)
Py (6,-2)
Py (7,0)

sobre, por arriba o por debajo de la recta 3x+7y-21=0.

SOLUCION;

Despejando la "y" de la ecuacidn dada se encuentra la

forma comiin,
y =-=-3/7 x + 3
de 1z cual podemos demostrar que:
a) El punto B, (-2,5) estd por arriba de la recta dada, ya
que cumple con la desigualdad vyi>mx)+ b, o sea,

53> (=3/7)(=2) + 3

5> 6/7 + 3

5> 27/7.
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b) El punto P, (6,-2) esti por debajo de la recta dada, vya
que hace que la desiqualdad Y1 <mx;+ b, sea verdad, ¢
sea:

"2<:(‘3/7) (G) + 3
=2.< =-18/7 + 3
-2 < 3/7
El punto Py (7,0) estid sobre la recta dada, ya que cum--
ple con la ecuacidn YINT DRy + b, ‘o sea:
0 (H3/7 N + 3
0 =-3+ 3
0 0

EJEMPLO 2.
Construya la grafica de 1la relacion:

R= {(xsy)] 3x + 2y>6)

su dominio y su recorrido.
SOLUCION:

De las propiedades de las desigualdades se ve que

3% + 2y > 6
es equivalente a:

y > =3/2 x + '3

de modo que:
R={(x,y)]3x + 2y>6} = {x,v)| y>-3/2 x + 3}

Del teorema antes visto se deduce que el punto P, (xy,v))
pertenece a la relacidn R={(x,y)l y>-3/2 x + 3}, si el pun-
to Py (x31,y1) queda arriba de la grafica y = -3/2 x + 3; en
consecuencia, la grafica de R estid formada por el conjunto
de puntos del plano coordenado que estdn situados arriba de
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la grafica de la ecuacidn y = -3/2 x + 3. Dicha grafica es
la parte sombreada de la fig. 22. E1 dominio R es (—00; +00)
y su recorrido es también (-«; +w),

by
e

5

Fig.

NOTA:

La grafica de una desigualdad lineal es el semiplano som
breado que puede o no contener a la recta. Una "recta a tra-
zos" no forma parte del semiplano; una "recta continua" se in
cluye en el semiplano, véase fig. 23,

EJEMPLO 3.

Construya la grafica de la relacidn:

R = {(x,y)| 2x - 4y < -8}

SOLUCION:

De las propiedades de las desigualdades se ve que:.

2x - 4y < -8




equivalente a:

y > 1/2 x + 2

modo que:

R = {(x,y)]| 2x-4y < -8} = {(x,y) |y > 1/2 x + 2}

consecuencia, la grafica de R estid formada por el conjun-
de puntos situados, sobre y. por arriba, de la ecuacidn de
recta 2x - 4y = -8. Entonces, en este caso, sombrearemos
semiplano superior y dibujaremos la recta de un solo tra-

continuo para indicar que es parte de la grafica (fig. 23),

y

AN

2x—4y = -8

*EJEMPLO 4.

Construya la grafica de la relacidn:
R= {(x,9) |2x +y >3 y  x-2y < -1}

y dé su dominio y su recorrido.

Tratando como simultaneas las ecuaciones:
2x +y =3
X= 2y =i-—1

y = 3,

. § . - .
se encuentra que los puntos de interseccidén de sus graficas

Son (1,1)%00;3) v&(5;3)-

De los resultados anteriores se obtiene gque: el dominio
de R = (0;5); y el recorrido de R = (};3).

2-11 DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA.’

Una recta L puede ser vertical, horizontal (fig. 26),
u oblicua respecto a los ejes coordenados. Sea "d" la distan
cia PM del punto P(x;,y1) a la recta L, siendo M el punto de
interseccidn de I con la perpendicular a ella que pasa por
P. Si L, es vertical, es la grafica de {(x,y)1 x=a }, enton-
ces, como se puede ver en la fig. 26 (a): d = |x1— al.




SOLUCION:

Si la grafica de cada desigualdad es un semiplano, e?tog
ces, la grafica del par de desigualdades es la intersecci?n
de estos dos semiplanos. Por lo tanto, la relacidn anterior
se puede escribir como:

R={(x,y)| 2x + y > 3} A {(x,y) |x - 2y < -1}

Siguiendo las propiedades de las desiqualdades se puede
demostrar que esta relacidn es equivalente a:

.
R={(x,v)] v>-2x +3}0{(x,y) |y >3 %% 172}

Dibujaremos primero las dos rectas. encontramos que la

(a) (b) grafica de y > -2x + 3 determina el semiplano de la derecha
Fig. 26. de la ecuacibn 2x + y = 3 y que la grafica de y > l{2 X+ 1/2
determina el semiplano de la izquierda de la ecuacidn x-2y=-1.

Sl l e ) I r’fjc X — q (@) CO] a las (i()s se Solnb[ea conmo en la flq. 24.
r S h( rizonta r €S a g a a de { ( ty) l§ b} r e Ia region mun
tOIl(..eS.

—or
3

\_.

B
- \
36

d = |yi- b

como se puede ver en la figura 26 (b)

Si L no es paralela a ningln eje coordenado, para ha--i
llar la distancia "d" del punto P(x;, y1) a dicha recta, se
aplica el siguiente teorema, cuya demostracidn se pide en el
problema 22 de la autoevaluacidén de esta seccidn: !

"La distancia d del punto E(x1, y1) a la recta no ver
tical L, de ecuacidn Ax + By + C = 0, esta dada por:

et |ax1+ By, +
 a%+ B2

Fig. 24.

O i : | Tratando como simultdneas las ecuaciones:
que es la formula que da la distancia de un punto a una rec-
tall. I

2x +y =3

x - 2y= -1

; : o
se encuentra que el punto de interseccidén de sus graficas es
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(L700)

De los resultados que se acaban de obtener se ve que el
dominio de R = (-*; +®); el recorrido de R = (1; +).

Este ejemplo es tipico para dos desigualdades. Pero po
demos considerar tres o mas desigualdades simultaneas. Las
ideas y el procedimiento son los mismos.

EJEMPLQO 5.

Construya la grafica de la relacidn:

R={0ey) [2x +y >3 y

X.z|2y< -1 y. y £ 3}

y dé su dominio y su recorrido.
SOLUCION:
La relacidn anterior se puede escribir como:

R= { (x,y) | 2x+y> 3} N {(x,y) |x-2y < -1} ) {x,y)| y< 3}

y esta relacidn es equivalente a:

R = {(x'y)l v >—-7‘<+?} n ((_Y,\‘/) 'y > % x4+

%} N {x,y)| v < 3}

Las dos primeras desigualdades son las mismas que en el
ejemplo 2; asi que anadiremos, sencillamente la tercera a la
fig. 24. Esta recta divide la regidn sombreada de la fig.24
en dos partes. Vemos que vy <3 determina su semiplano mas
bajo. Por lo tanto, la grafica deseada es el interior del --
tridngulo sombreado en la fig, 25.

EJEMPLO

Encuentra la distancia de los siguientes puntos a la
recta de ecuacibn: 4x + 3y - 11 = 0:

a) P(6,4) b)
c) P(-2,3) d)

P(-6,-5)
P(3r_2)

SOLUCION:

Por el teorema anterior, la distancia "a" del punto
P(x:, vp) a la recta del enunciado, estid dada por :

l4x1+ 3y;- 11[
5

d =

aplicando la ecuacidn anterior se obtienen los siguientes re-
sultados:

[4(6) + 3(4) - 11|
5

a) d =

__|a-6) + 3(-5) - 11]
5

= 10

[4(=2) +3(3) - 11 ]
5

=2

4 2 ]43) +3(=2) = 1]
5




AUTOEVALUACION 3.

i En cada uno de los problemas del 1 al 4, determina si
= =

1a uno de los puntos dados esti sobre, por arriba o pord!
bajo de la recta correspondiente. ]

L.>"2x & 3y ‘65107 (3,1), (-1,1), (2,3)
B by 6 B0 T6000d , \(=5,-1), (2,3)
312y 5026 = 05 (25,1), 00,- 13/6), (10,0)

3x 2y-F(6 =0z -[(222),| (LB, - (-2,5)

| Constfuya la grafica de cada una de las siguiente rel;
clones y dé el dominio y el recorrido de cada una de ellas

5. R =/{(x,¥)] 2x + 5y >10}
6.8 R ={l=9)] ==+ ¢ <kl

R = {(x,y) | 4y> -12}
8.~ R = {(x,y)] 3 7y <14}
9.- "R £/ (x5 ) 2y < 4}

10.- R = {(x,y) | 3y >12 y 4x - S5y > -20}
|

11.- R'=
Tlo=R™= {(x,y) | 3y 12y 4x-5y>-20 y 4x-y < 12%

12.- R =
R = {(x%) 3y 12y 4x=5y>-20 'y dx-y > 12|

‘ En.cada uno de los problemas del 13 al 18 encuentra la
distancia del punto dado a la recta correspondiente.

13.- x4+ 4 =0;  (3,2)
14.- 2y + 7 = Q; (21-3)

15.- 3x + 4y + 5 = 0; (-2,4)

OF (11—2)
O; (01—5)

= 0; (2,5)

Encuentra la distancia del punto de interseccidn de las
graficas de las ecuaciones x - 2y + 1 = 0 y x-y-1= 0 a
la grafica de 5x + 12y - 13 = 0.

Encuentra la distancia entre el par de rectas paralelas
cuyas ecuaciones son: x+2y-5=0 y x+2y+10=0.

Encuentra la longitud del radio de una circunferencia de
centro (-1,4) y que es tangente a la grafica de 3x+4y-24

=0.
Demuestre el siguiente teorema:
“"La distancia "d" del punto P(x;,y2) a la recta no verti
cal L, de ecuacidén Ax+ By + C = 0, estd dada por:
l Ax;+ By;+ C |
/A% 4 B2

a —

Sugestidn: Si L es una recta no vertical de ecuacidn

y= mx+b, encuentra las coordenadas del puntoM de inter—-
seccidén de I con la perpendicular a ella que pasa por P;
después usa la fdérmula de la distancia entre dos puntos
para establecer que:

(y1- mx)- b)2
m2 + 1

ar =

y a partir de este resultado hacer ver que, si la ecua--
cidén de L es Ax + By + C = 0, entonces:

| ax;+ By; + C

/aZ + B2




RESPUESTAS A LAS AUTOEVALUACIONES DE LA LECCION 2
AUTOEVALUACION

AUTOEVALUACION 2. 1.- Arriba de la recta, debajo de ella, arriba de ella.

2.- Arriba de recta, debajo de ella,arriba de ella.

Arriba de recta, sobre ella, debajo de ella.

i

|

l 11.- -

( 3 - y 4.7 .= (4,0), (0,3), m= -3/4

12.- 5x-y = 0 ;
Sx-y .= (=2,0), (0,3), m= 3,2 A

'wm 130~ 3x-4y+11 = ¢ 2 ‘ |
&(ﬂ =t S (2,0), (074), m= 2 4.- Debaio de la recta. sobre ella, debajo de ella.

.—2—_ : 9| B e O . i H
. \1,0),(0,-3). me =3 5.- Dominio (- ®; + ®); Recorrido © )
L b st 14| A 6.- Dominio (- ; + ®); Recorrido ; + )

, i 3x_ +2=O ‘ Pl . . ~ 5 »: - . 2 .
l | M emalay,10,-73, 5= <773 7 Dominio (- ©; + ®); Recorrido + )
17.- 2X§X+3 <0 8.- Dominio = (- ©; + «); Recorrido s

(=2,0), (0,-5), m= -5/2

Pr

18.~ x-3y+12
19.~ Y\E 1=

20.- 4x+3y-9

(6,0),(0,2), m= -

(2,3)

Son paralelas.

9.- Dominio
10.- Dominio

11.- Dominio

Recorrido

Recorrido

Recorrido

+ @)

21.- x43y-5 = 0 ) (0,-2) 12.- Dominio Recorrido

22.- 2x+3y= 0 e

= )
B S By PN = (1,3) [
15.
116/
r |

25.- 4y +7y-28 45.- 3x-2y + 1 = 17

24. = 6x+7y+17 - (3,4)
< ’

18.
19.
20.

26, -
; 3x+5y 46.-  28x%-21y + 12

27— x - B #| . 4724 \Tx% Py ¥ {6\ =

28.- y - 2 48.- 12x - 7y + 1
29.- x - 8y + 25 = ¢ 49.- x + 3y - 5 =
30.- 3x + 2y + 1 = 0 50~ 12x + 3y - 2
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40. SEMESTRE. AREA II. UNIDAD XI.

LA CIRCUNFERENCIA.

En esta unidad veremos el estudio de una fomra de sec-
cion conica 1lamada LA CIRCUNFERENCIA. Una circunferencia,
analiticamente, es una ecuacién de segundo grado con dos va
riables y queda completamente determinada si se conocen su
centro y su radio.

En esta unidad aprenderds a comprender por qué a la cir
cunferencia se le 1lama conica y estards en condicion de re-
presentar e interpretar la ecuacion'de la circunferencia y a
valorar la importancia de sus aplicaciones.

Aprende a excelencia la unidad, ya que 'al final de la
misma deberds ser capaz de:

OBJETIVOS:

Definir correctamente el significado de circunferencia.

Demostrar la ecuacidn de la circunferencia en sus dos
formas conocidas.

Determinar correctamente la ecuacidon de la circunferen-
cia, dados cualquiera de las condiciones siguientes:

a) E1 centro y el radio.
b) E1 centro y un punto que pertenezca a ella.
c) Las coordenadas del didmetro.

Determinar correctamente la ecuacion de la circunferen-
cia, dadas 3 coordenadas-de ella, dando su lugar geome-
trico. :

il
g




PROCEDIMIENTO SUGERIDO.
1.

i

Expresar el lugar geométrico de cualquier ecuacién que
pertenezca a la forma general de una circunferencia.

Construir correctamente la grdfica de una relacidn, de-
finida por cualquiera de las expresiones siguientes:
2= 2}
2 2}
2}
<
/‘}

Si 3 y-k)
y-k)
y-k)?
y-k)
y=k)

(
S3 (
S3 (
Sk, (
Ss (

2

2

Estudia el capitulo III de tu libro "Geometria Analiti-
ca“. A manera de recomendacion, te sugerimos, conforme
vayas avanzando en el estudio de la unidad, anotes to-

das las cuestiones que creas importantes y, sobre todo,|
las férmulas que se expongan dentro de la unidad.

Para el objetivo 2, es necesario que comprendas el sig-
nificado de circunferencia, para que luego apliques la
formula de la distancia .entre dos puntos para demostrar
la ecuacién de la misma. '

Para el objetivo 3, basta con conocer dos condiciones
para determinar su ecuacion. Para ello, analiza primen
Tos ejemplos que vienen en tu dibro y luego, en base a
ellos trates de resolver la autoevaluacién 1. Igualmen
te para el objetivo 4, te sugerimos analices los ejem-
plos, puesto que, en este objetivo se necesita del domi
nio, de cémo resolver un sistema de ecuaciones lineales
en 3 incégnitas. As1 mismo, en caso de no recordar cé-|
mo se resuelve un sistema como estos, estudia la regla
de Cramer, que viene en el 1ibro del 2do. Semestre, o
bien el método algebraico de sustitucion.

!

para el objetivo 5, resuelve la autoevaluacidén 2. Para
ello, es indispensable que domines bien el método de
completar el cuadrado (visto en el 3er.semestre), ya -
que lo usaremos para este objetivo. Las 3 cond1c19nes
a que da lugar la representacion del lugar geométrico
de 1a ecuacidon en forma general:

¥ D # By HF = 10,
pueden ser:

a) La ecuacién de una circunferencLa. Su lugar geomé--
trico queda descrito por las coordenadas del centro
y su radio.

b) Un solo punto. Su lugar geométrico queda descrito
por las coordenadas de dicho punto.

¢) Conjunto vacfo. No hay lugar geométrico posible pa-

ra esa ecuacion.

Para el objetivo 6, estudia los ejemplos que se inclu--
yen en tu texto y luego procede a resolver la autoeva--

Tuacion 3.

Una vez que hayas resuelto todos tus objetivos, aplica
tus conocimientos resolviendo la autoevaluacidn del ca-
pitulo, estudiando de nuevo aquellos problemas que hayas
resuelto mal.




CAPITULO 3,
LA CIRCUNFERENCIA,

3-1 INTRODUCCION.

Una manera de generalizar la ecuacidn que representa la
linea recta Ax + by + ¢ = 0, es afiadir a la misma todos los
téxrminos cuadriticos posibles (términos de segundo grado en
e, " et = 32 :

x" e "y"). Obtenemos asi la ecuacidn generalizada:

Ax’+ By?+ Cxy + Dx + Ey + F = 0

Como se ve, es una ecuacidn general de 2o0. grado en ca-
da una de las variables (siempre que A, B y C no sean nulos).

Vamos a considerar algunos casos especiales de esta ecua
cidn, ya que el caso general es bastante complicado; al con-
junto total de puntos cuyas coordenadas (x,y) satisfacen 1la
ecuacidn anterior se le denomina "secci®n cénica". Esta deno
minacién proviene de que puede obtenerse mediante la intersec
cidn de wn plano con un cono de revolucidn de dos mantos:

Si el plano es perpendicular al eje del cono, (o sea, pa
raiclo a la base), la interseccidn es una circunferencia -
(fig. 1) ¢ @n punto, segln que corte a un manto o pase por el
Vértice.

Si el plano es paralelo a una generatriz del cono y cor-
ta a todas las demds, la interseccidn es una parabola (fig.2).
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Si el plano no es perpendicular al eje, pero corta a to-
da generatriz, la interseccidén es una elipse (fig. 3).

Si el plano corta los dos mantos del cono y no pasa por
el vértice, la interseccidn es una hipérbola (fig. 4).

No vamos a demostrar los postulados anteriores porque se

ria necesario utilizar Geometria en el Espacio, pero en la --
forma descrita fue como los antiguos griegos obtuvieron la --
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circunferencia, la paradbola, la elipse vy la hipérbola; mu- -
chas de las propiedades de estas curvas fueron establecidas
por ellos con métodos de la Geometria en el Espacio.

Consideraremos que en las ecuaciones de las secciones
cbnicas no oxistira término en "xy"; debido a gue en el estu
dio que haremos de la parabola, la elipse y 1la hipérbola,
los ejes de las mismas coincidirdn con, o serin paralelas a
los ejes coordenados.

Nuestro estudio de las secciones cdnicas en este capitu-
lo y en los posteriores, estd condensado en el siguiente teo-
rema:

"Si la gr@fica de Ax’+ By2+Dx+Ey+ F=0 consiste cuando
menos en un punto, entonces es, bien una seccidn cdnica o
dos rectas paralelas.

a) Si A B = 0, la grafica es una recta.

b) Si A =B # 0, la grafica es una circunferencia, un punto
o una Cchunferenc1a imaginaria.

c) Si alguno de los coeficientes A Yy B es cero, la grifica
es una paradbola, dos rectas paralelas, una sola recta o
una parabola imaginaria.

Si A . B >0, la grafica es una elipse, un punto, o una
elipse imaginaria.

Si A . C <0, la gridfica es una hipédrbola o un par de
rectas que se cortan.

3-2 LA CIRCUNFERENCIA.

La circunferencia es el conjunto de puntos de un plano
que equidistan de un punto fijo en el plano llamado "centro";
la distancia de éste a cualquier punto de la circunferencia
se llama "radio".
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Una circunferancia, analiticamente, €S una ecuacidn ds
segundo grado con dos variables y queda completamente detefl
nada si se conocen su centro y su radio.

l
Consideremos que el punto fijo C(h,k) sea el centro del

una circunferencia de radio "r", en que "r" representa un&

mero real positivo y al punto P (x, y) cue estard a "p" um§
des de C. '

by

Pigd 5.

]

El pmnto P(x,y) pertenecerd a la circunferencia si su |
distancia a C(h,k) es igual a "r"; en otras palabras, la cir
cunferencia de centro C(h,k) y radio "r" es la grafica de ﬁ
ecuacidn: i

[po| = ¢ |

© sea, por la formula de distancia entre dos puntos del capf
tulo anterior, se encuentra que: ’

V(x-h)? + (y=k)? =
o también, elevando los dos miembros al cuadrado, obtenemos:

(x-h)? + (y—k)2 r?

lo que demuestra el siguiente teorema:

L8 ==

"La circunferencia de centro C(h,k) y radio "r"
la gridfica de la ecuacidn:

(x-h) 2 + (y-k)2= y2

que recibe el nombre de "forma reducida" de la ecuacidn de lal
circunferencia. Si el centro C esti en el origen, entonces
h= 0 y k=0 y la ecuacidn anterior se escribe:

X2 + y2 - r2

EJEMPLO 1.

Encontrar la ecuacidn de una circunferencia que satisfa-
ga con las condiciones dadas:

radio 4.
radio 2.

a) Con centro en C(2,3)
b) Con centro en C(-1,5)

radio 1.
que pase por el punto A(6,2).

d) Con centro en C(0,4)
e) Con centro en C(3,-2)

Yy
y
c) Con centro en C(0,0) y radio /3 .
Yy
Y

SOLUCION:
Como la ecuacidn de una circunferencia en la forma redu-
cida es (x-h)Z+ (y—k)2 = r?; cuyo centro es el punto - -
C(h,k) y su radio es de "r" unidades; vamos a sustituir
en esta ecuacidn los valores conocidos, que son h=2, k=3
y r=4 y se obtiene:

(x-2)% + (y-3)2 = 16

que es la ecuacidn buscada.

b) Sustituyendo los valores conocidos de h= -1, k=5 y r=2
en la ecuacidn en la forma reducida, nos queda:

(x+1)2 + (y-5)2 =
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Igualmente, sustituyendo h
misma ecuacidn, se tiene:

X2 + y2

Asimismo, ahora, h= 0, k y r =1, tenemos:

x24+ (y-4)2 = 1
i hmMm Como el radio "r" es la distancia entre C(3,-2) y cuald
| i quier otro punto de la circunferencia dada, usaremos lj
formula de distancia entre dos puntos para encontrar x;

¥ ,CAI

V(6-3)2 4 (242)2

|
Luego, sustituyendo los valores de h=3, k=1-2
la ecuacidn (x-h) %+ (y—k)2 = r?

y-r =5 m{

se tiene:

(x=3)2 %+ (y+2)2 = 25

que es la ecuacidon buscada.

Desarrollando la ecuacidn (x—h)2 +(y—k)2= rz, (elevando

al cuadrado los binomios "x-h" y "y-k"), se obtiene:

X2 2hx +h*¥ y2- 2ky + ki=  p2

reordenado, llegamos a:

20y dhx £ 2y (+ h3R02L 2 = g

Estn es un caso particular de 1la ecuaciodn:

Aax* + By? + Dx +Ey + F =0
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donde A= B # 0, (lo cual constituye una condicidn necesaria
ve la ecuacidn de la seccidn 3-1 sea una circunferen--

et B N

cia), en gue A = B =1, D= -2h, E= -2k y F= h"+ k-~ r

Queda asi demostrado el siguiente teorema:

"Cualquier circunferencia es la grafica de una ecuacidn
de la forma:

2

x’+ y2 + Dx + EBy +F =0

llamada "forma general" de la ecuacidn de la circunferencia.

EJEMPLO 2.

Encuentra la ecuacidn de una circunferencia er forma re
ducida y forma general que tiene los puntos A(-3,2) y B(5,2)
como extremos de un didmetro. Construya la grafica corres- -
pondiente y dé su dominio y su recorrido.

SOLUCION::

Designando por C(h,k) el ceniro de la circunferencia
cuya ecuacidn se busca y por "r" su radio; y como el centro
C(h,k) es el punto medic del segmento que une (-3,2) con - -
(5,2) usando la férmula de las coordenadas del puntc medio,
se obtiene:

- 2+ 2
B = = k= S =2

2

vy como 'Y"es la distancia entre C{1,2) y cualquicra de los ex-
tremos del didmetro dado, usando la férmula de Jdistancia en--
tre dos puntos para encontrar r:

r |CB|
A (5-178 &N 2-2)?
Y 16 + 0
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Sustituyegdo los valores h=1, k=2 y r=4 en la ecuacid
reducida (x-h)*“ + (y—k)2 = rz, se obtiene: f

(x-1)2 + (y-2)? = 16 |

que es la ecuacidn buscada.
|
Para construir la grdafica de la circunferéncia de esu‘
ejemplo, trace el centro (1,2) y luego, con una abertura g

compas de r = 4 y haciendo centro en C, trace la circunferq
cia deseada. La grafica se muestra en la fig. 6. ‘

Fig. 6.

Siendo su dominio y su recorrido:

L-3: 5]
[—2; 6]

Dominio

Recorrido

Y para representar la ecuacidn de esta circunferencia
en la forma general, basta desarrollarla de la siguiente ma-
nera:

(x-1)2% + (y-2)2 = 16

x%- 2x + 1 + y%- 4y + 4 = 16

pasando todos los términos al miembro izquierdo de la ecua--
cidén, simplificando y reordenando los términos para darle --
forma como €l de la ecuacidn x2+ y2+ Dx + Ey + F = 0, se ob
tiene: 2

X%+ y2- 28 =4y - 11 =0
que es la misma ecuacion buscada, pero en forma general.

0 también, para obtener la ecuacidn de una circunferen
cia en la forma general a partir de la forma reducida, se —=
puede proceder como sigue: la ecuacidn dela forma x2+ y2+
Dx + Ey + F = 0 es la ecuacidn en la forma general de una
circunferencia, en donde, D = -2h, E = =2k y F= h?+ x2- r2.
Entonces, sustituyendo los valores conocidos de h, k y r se
obtiene que D= -2, E= -4 y F= -11; y sustituyendo, ahora, D,
E y F por sus respectivos valores en la ecuacién en la forma
general, obtenemos. la misma ecuacidn:

x24+ y2- 2x - 4y - 11 = O

Si una grafica G contiene un punto P sobre el eje X,
la abscisa de P es una abscisa en el origen de G; es decir,
un nimero "a" es una abscisa en el origen de una grifica G
si P(a,0) € G. Andlogamente, una ordenada en el origen de
una grdfica G es un nimero "b" tal que P(0,b)€ G. Como y=0
es la ecuacidn del eje X, las abscisas en el origen de una
grifica pueden cbtenerse haciendo y=0 en la ecuacién de la --
grafica y resolviendo respecto a "x" la ecuacidn resultante.
Andlogamente, las ordenadas en el origen de una grafica pue--
den obtenerse haciendo x=0 en la ecuac¢idn de la grifica y re-
solviendo con respecto a "y" la ecuacidn resultante. Una grd
fica dada puede tener varias abscisas en el origen (o una, o
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Ninguna) y tambi®n varias ordenadas

en el origen, o una, oﬁ
ninguna.

Por ejemplo, la circunferencia con centro en el origen
y radio 5, de ecuacidn x?2 + y? = 25, tiene dos abscisas en
el origen que son . 5 y -5 y dos ordenadas en el origen, que
también valen 5 'y -5 (ver fig. 7).

| Y

T's

Para hallar las abscisas en el origen de la circunferen:

del ejemplo 2 haremos y=0 en la ecuacidén (x-1)2%+ (y—2)%‘
para obtener:

(x-1)? + 4 = 16
por lo tanto, %41 = ¥ /12

O sea que las abscisas en el or
son 1 + V12 y 1- Y12 .
el origen
do:

igen de esta circunferencia
Para encontrar sus ordenadas en
haremos ahora, x=0 en la misma ecuacidn; resultal

[

1+ (y-2)2

por lo tanto, y=-2

88

o sea que las ordenadas en el origen

son 2+ Y15 y 2 - /15.

de esta circunferencia

EJEMPLO 3.

Encuentra la ecuacidn en forma general de una circunfe
rencia que pasa por los puntos A(2,3), B(-2,-1) y C(-6,3);
determina su centroc y su radio; y dé asimismo las coordena--
das en el crigen de la gréfica correspondiente.

SCLUCION:

Dado que todos los puntos que pertenecen a la curva sa
tisfacen su ecuacidn, sustituiremos los tres puntos dados en
la ecuacidn:

x’+ y?+ Dx + Ey + F = 0

para formar un sistema de tres ecuaciones lineales con tres
incégnitas (D, E y F) vy después resolver.

(Consideraremos que el alumno estd capacitado en la re-

solucidn de un sistema de ccuacioncs lineales con tres incog-
nitas) .

Procediendo asi, tenemos: Para el punto A( 2, 3):

#2)% + (#3)% + D(+2) + E(+3) + F =0

4 +9 + 2D+ 3E

¢ bien,

2D+ 3E + F
Para el punto B(-2,-1)

(-2)% + (-1?% + D(-2) +
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o bien,

-2D - E + F =

Para el punto C(-G,3):

62+ A(32t D(-6) + E(3) + F =

36 4+ 9 - 6D + 3E + F =0
o bien,
—eD k13 4| | = &85

Por lo tanto, tenemos el siguiente sistema de ecuacione

[}
con tres incognitas: :
|

\
2D+ 3E + F ~13

-2D - E + F - 5
-6D + 3E + F =45

Resolviendo algebridicamente este sistema de ecuaciones
tenemos que: D= 4, E= -6 y F = -3,

Sustituyendo los valores de D, E Yy F en la ecuacidn en
la forma general de la circunferencia, se obtiene:

x2+ y2+ Dx + Ey + F 0
x%+ y2+ (4)x +(=6)y+ (-3) = 0

2
X #* y2+ 4x - 6y - 3 0
que es la ecuacién de la circunferencia buscada

Para localizar las coordenadas del centro y la longitud
del radio de esta circunferencia, se procederd asi: si D=-2h,
E= -2k y F= h+ k2= r2; entonces h= -D/2, k= -E/2 ¥ r’= ht
E: = F; o sea:
h = -4/2 k= -(-6)/2 %= (=21 % (3) 2= (-3)
h = -2 k= 3 r’=44+9+ 3 =16

r =4

por lo tanto, el lugar geométrico que representa la ecuacidn
de la circunferencia, queda determinado por C(-2,3) y r= 4.
Entonces la ecuacidn en la forma reducida de la circunferen-
cia es:

(x + 2)%+ (y - 3;2= 16

Para encontrar las abscisas en el origen, le damos a la
"y" el valor de cero en la ecuacidn anterior y tenemos que:
siy = 0:
(x + 2)2+ (-3)2= 16
(x + 2)%+ 9 = 16
(x + 2)2

X + 2

X 2+ /7
luego de donde, las abscisas en el origen son:

-2 + J7 y -2 = J7

Para encontrar las ordenadas en el origen, le damos a
la "x" el valor de cero en la misma ecuacidn y tenemos que:

gi x = 0:
(2)%+ (y-3)% = 16
4+ (y-3)? = 16
(y-3)2 = 12
y-3
y 3 +/12

en donde, las ordenadas en el origen son:

e y 3- /12
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[x2+ Dx+(D/2)ﬂ-F{y2+ Ey+(E/2)q

Surge ahora la siqu1ente pregunta:

¢La grafica de una
2
ecuaciodn de 1la forma X"+ y 24 Dx + Ey + F = 0, es siempre g
circunferencia?

Para resolver esta pregunta, debemos de convertir la ecu;

cidn de la forma general de la circunferencia a la forma reg
cida.

|
N
|
o

Para lograr la reduccidn de la ecuacidn utilizaremos el |
método de completar al cuadrado, de la siguiente forma: .

Primeramente pasaremos al miembro derecho de la ecuacion,
el término constante F:

x4 y2+ Dx + Ey = - F \

después, reordenaremcs los términos de tal manera que agrupe
mos las variables en "x" e "y"

(x%+ Dx) + (y2+ Ey) = -F

sumamos a ambos miembros de la ecuacidn una misma cantidad
tal que, podamos formar trinomios cuadrados perfectos. Para
ello, ‘las cantidades buscadas sén los cuadrados de la mitad
de los coeficientes en "x" e "y", (o sea, completar los cua-|
drados en las variables "x" e y") resulta:

o
(D/2)* + (E/2)2 - F
ﬂ
factorlzando el lado izquierdo de la ecuaciodn, expresandolo
como la suma de dos binomios al cuadrado y efectuando las M
operac1ones indicadas en el miembro derecho de dicha ecua- -
cidén, tenemos: ‘
2
(x + D/2)

+ (y + E/2)2 p?/4 + E%/4 - F

O sea,

(x + D/2)°+ (y + E/2)2

Si en esta ecuacidn la expresidn 1/4(D + E - 4F)> 0
(o sea, es positiva), entonces la ecuacidn x%+ y +Dx+Ey+F 0,
es de la forma (x=h) %+ (y- k) = r?, y su grifica es una cir-
cunferencia que tiene por radio un nfimero real positivo "r"
en gque:

r? = 1/4 (D*+ E? - ar)

Ahora, si la expre51on ¥/4 (D%?+ B%- 4F) = 0, entonces
la ecuacidn x2+ y 24 Dx + Ey + F = 0, tiene por grafica un
punto solamente, cuyas coordenadas son (-D/2, -E/2).

Y si la expresidn 1/4 (D%+ E - 4F)€ 0, (0 sea, es nega-
tiva), entonces la ecuacidn x2+ vy 24 Dx + Ey + F = 0, no tiene
gréfica dentro del conjunto de elementos de todos los pares
ordenados posibles de niimeros reales, por lo tanto, se dice
que su grafica es una "circunferencia imaginaria" (o el con-
junto vacio) .

Queda asi demostrado el siguiente teorema:

"Para determinar la grafica de la ecuacidn

x2+ y2+ Dx + Ey + F =0
escriba la ecuacidn en la forma reducida equivalente

(x +D/2)2 + (y + E/2)2%=

len qué t=1/4 (D2+ E2= 4F) . Entonces:

a) Si t>0, la gradfica es una circunferencia de centro
(-D/2, -E/2) y radio ¥ t.

b) Si t= 0, la grifica es un solo punto (-D/2, —E/2?.

Si £<0, la grafica es una circunferencia imaginaria

(o conjunto vacio).




iones indicadas en el lado derecho de dicha ecua-
EJEMPLO 4. opfrac10
cion:
Détermlna si la'graf1ca de.cada una de las s1g91enteb (x~512 & (y+4)2 -5 +(5)2 4 (4)2
ecuaciones es una circunferencia, un punto o una circunfeyy

. . . - . - . - 2
€la lmaginaria: si la grifica es una circunferencia, dé ¢ (x-5)% + (y+4) =5+ 25+ 16
centro y el radio. (x-5)2 + (y+4)2 36

2 2
iR S AN y como en esta ecuacidén t >0, la grifica de la ecuacidn
‘ b) x*+ y®+ ex - 2y +10 anterior es una circunferencia en C(5,-4) y r = /&
| “%mu""nﬂ%

I

: = /36 = 6.
) | x%+ .y llgx' 10y +50 “

1 SOLUCION :

iguin
el

Escribiendo la segunda de las ecuaciones propuestas en

la forma reducida, siguiendo los pasos anteriores, se --
Ll a) (Para la solucidén de este ejemplo, consideraremos que . tiene:
i [

inwol | alumno estd capacitado en el método de completar al cus " 5

drado visto en 2o0. semestre). (x+3)"+ (y-1)"=0
i= . e la grafica es el punto (-3,1).

Para poder transformar la ecuacidn x2+ y2- 10x+8y+5=0 § A T = i

la forma reducida, ahora, usaremos el método de complet;

> G Escribiendo la tercera de las ecuaciones propuestas en
al cuadrado, de acuerdo con los Slguientes pasos:
]

la forma reducida, se tiene:
Primer paso, pasamos al miembro derecho de 1la ecuacidn, 5 5
el término constante (F), (x + 4)” + (y - 5)°= -9

x’+ y?- 10x + By & -5 ! se ve que la gradfica es una circunferencia imaginaria

(o conjunto vacio).

Segundo paso, reordenamos los términos de tal manera que

. B
podemos agrupar las variables en "x" e "y"; Asociadas con la circunferencia, que es la grafica de

r la relaciodn:
2

(x°= 10x) + (y°+ 8y) = -5

i 2 2
. S = {(x,y) |[(x-n)? + (y-k)2 = ¢
Tercer paso, sumamos a ambos miembros de la ecuacidn una,
misma cantidad, tal que, podamos formar trinomios cuadri
> . i D
dos perfectos Para gllo las cant1da§e§ buscadas: ?on si= {{.9) |(x—h)2 + (y-kj2 <
los cuadrados de la mitad de los coeficientes de 'x" e

2
"y" (o sea, completar al cuadrado en el lado izquierdo). s;= {(x,y) |(x=h)? (y-k)© >

estdn las graficas de las relaciones:

Y

7 — = 2 —] R
[x?-10%+(10/2) ] + [v*+8y+(8/2) %)= “s4(10/2) 24 (8/2) 2 S3= {t,y) =) ® + Uy ‘)2-—
su= {(x,y) |(x-h)? + (y-k)

|
Cuarto paso, factorizamos Yy expresamos el lado izquierdo)
como la suma de dos binomios al cuadrado y efectuamos laf
|}
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en donde la grafica de § consiste en todos los puntos del pla
no que estédn dentro de la circunferencia S y la de S; en to-
dos los puntos del planoc que est@n fuera de ella; la grafica
de S, consiste en todos los puntos del plano que estidn den--
tro de, o sobre la circunferencia § y la de S, en todos los

puntos del plano que quedan fuera de, o sobre ella.

(Observe que SNS,= F , 50s,= 85 y SN, = 5).

EJEMPLO 5.

Construir la qracha de la 51qu1entc lacion, estable--

ciendo su dominio y recorrido.

{(x,y) | x+1)2 4 (y+2)2
SOLUCION:

El lugar geométrico que representa a la ecuacion de la re
lacidn es: C(-1,-2) y r = 2.

Graficamos el punto del centro de la ecuacidon de la cir--
cunferencia y con un compas lo abrimos de tal manera, que ten
gamos un radio igual a 3 y con apoyo en el centro dibujamos
la grafica de la relacion. |y

#1 dominio y el recorrido queda determinado por:

pominio t 'ﬂ
Recorrido [ 1

EJEMPLO 6.

Construir la grdfica de la relacidn dada por R= {(x,y}(
w2y (y_3)2<9}, y estableza su dominio y recorrido.

SGLUCION:

La grafica de la relacidn consiste en todos los puntos
del plano, que estén dentro de la ecuacidn de la circunferen
cia dada por X 24 (y- ;) 9,

Para graficarla, graficamos primero el centro determina-
do por las coordenadas de (0,3) y, con apoyo en &l, abrimos
nuestro compas hasta tener un radio igual a 3 y dibujamos una
circunferencia interrumpida (punteada), que representa que el
conjunto de puntos que estdn sobre la circunferencia no perte
necen a la relacidn. En seguida, sombreamos la parte inte- -
rior de la circunferencia representando, por esta drea som- -
breada, al conjunto de puntos que pertenecen a la relacidn da
da. De lo anterior tenemos que:
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Dominio = (-3;3)

Recorrido= (0;6)
EJEMPLO 7.

Construir la grafica de la relacidn sicuiente, estable-
ciendo su dominio y recorrido.

R {(x,y)l (x-3) 2 + y?> 9}

SOLUCION:

La grafica consiste en todos los puntos del plano, que |
estan fuer% de la ecuacidn de la circw rerencia, dada por: |
{

(EB)Y 1+ v B9

Para encontrar la grafica usamos un compas y lo abrimos |
de tal manera que tengamos un radio igual a 3 y con apoyo.
al centro (3,0) dibujamos una circunferencia interrumpida --
(punteada) . Dicha eircunferencia punteada representa al -
conjunto de puntos que estadn sobre la circunferencia y que
pertenecen a la relacidn dada. En seguida sombreamos la pat
te exterior de la circunferencia para representar, asi, al
conjunto de puntos que si pertenecen a la relacién. De lo
terior, tenemos que:

Dominio

Recorrido

EJEMPLO 8.

Construir la gradfica de la relacidn siguiente, estable
ciendo su dominioc y recorrido.

= {(x,9)| ¥*+ (y-3)2
SOLUCION:

La grafica de esta relacifn consiste en todos los pun-
tos del plano, que estén dentro O sobre la ecuacidn de la
circunferencia x2+ (y—3) = 9; siendo h =0, k = 3 y r=3.

Para graficar la relacidn, usamos un compds y lo abri-
mos de tal manera que, tengamos un radio igual a 3, con apo-
yo en el centro (0,3) dibujamos una circunferencia seguida
(sin puntear) y sombreamos la parte interior de la circunfe--
rencia. De lo anterior tenemos que:




Bstablece su dominio y racorrido. EJEMPLO 10.

Dominio = Construir la grdfica de la siguiente relacidn estable--

- ciendo su dominio y recorrido.

R = {(x,y)]| x*+ y?°< 4 (x-2)2 + y? < 4}

EJEMPLO 9.
SOLUCION:

Construye la grafica de la relacidn siguiente, estable--

. - - . . » » -
ciendo su dominio y recorrido. La relacion estad definida por la interseccién de las ex-
presiones:

R = {(x,y)]| x%+ y* >4}
s;= {(x,9)]| x*+ y?< 4}
So= {(x,y)]| (x-2)% + y?< 4}

Procedamos a encontrar primero las grificas de cada ex-
presion:

La gréfica de Sy , consiste en el conjunto de puntos del
planozque estdn dentro, o sobre la ecuacidn de la circunferen
cia x'+ y'= 4. De tal manera gque su grifica es:
by

3
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La grafica de S, , consiste en el conjunto de puntos g
plano quezestég dentro, o sobre la ecuacidn de la circunfery
cia (x-2)° + y°= 4. De tal manera que su grafica es:

- i
Fig. 14 r
\
P2ro como lo que nos piden es la interseccidon de las do
expresiones, tenemos que la grafica correspondiente, es el -
conjunto de puntos del plano comunes a las dos expresiones.
De tal manera que, la grafica de la relacidn es:

Fig. B

Siendo su dominio y recorrido:

pominio = { 0; 21
Recorrido= [— /3 ; /3]
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AUTOEVALUACION Bizl CAPTIGLO TII.

En cada una de los problemas del 1 al 8 construya la qréi

fica de la ecuacidn dada y dé& el dominio v el recorrido de
la relacidon determinada por ella; dé asimismo las coordena--
das en el origen de la grafica correspordiente (abscisa y or

denada en el origen correspondiente) .

(eI T T A 5

(x ) - (y +3)°

2 2

X+ (y-3) 36

(x +2)2 +y 2= 49

En cada uno de los problemas del ¢ al 16 determina la --
ecuacidn de la circunferencia que satisface las condiciones
dadas y escribela en la forma reducida y en la forma general.

9.- Centro (3,4) y radio 5.
10.- Centro (5,0) y radio 2.
11.- Centro (1,-2) y radio /3.
12.- Centro (-1,-4) y radio 3.
13.- Centro (0,-6) y radio 7.

14.- Centro (-2,3) v pasando por el punto (4,4).

Con los puntos (-2,0) y (2,0) como extremos de diidmetro.

Centro 2,1} y tangente al eje X.

En cada uno de los problemas del 17 al 26 determina si
1a grafica de la ecuacidn dada es una circunferencia, un pun
to ; una circunferencia imaginaria. Si la grafica es una
circunferencia, d&é su centro y su radio..

17.- x"+ y®- Bx + 6y + 29 = 0

18.- x2+ y>= 10x - 24y = 0

19. y*+ 10y - 75 = 0

20. y2+ 4x - 6y + 13

2. - BX 10y + 34

22. 6x 6y + 19

23 % 6X 8y + 16

24. 2x - 8y + 20

25. 2x dy + 5 =

26. 6x 4 =0

27.- Encuentra la ecuacidn de la circunferencia que pasa por
los puntos (5,3), (6,2) y (3,-1). ¢Cudl es el centro y
el radio de esta circunferencia? Sugestidn: Usar la
forma general de la ecuacidn de la circunferencia; como
la circunferencia dada va a pasar por cada uno de los
puntos dados, las coordenadas de cada uno de ellos deben
satisfacer su ecuacion.




35.- Construya la grafica de la relacidn Ri{(x,y)l x%+ yzg

.- Encuentra la ecuacidn de una —ircunferencia que pasa p
los puntos (4,-2), (-5,1) y (2,2). Determina su centy
y su radio.

.- Encuentra la ecuacidn de una circunferencia que pasa

los puntos (8,-2), (6,2) y (3,-7). Determina su centy!
y su radio.

I

.— Encuentra la ecuacidén de una circunferencia que tlene‘
por diametro la porcidn de la recta x + 2y - 6 = 0 con
prendida en el primer cuadrante.

Encuentra la ecuacidn de una circunferencia que tiene ¢

mismo centro que la circunferenci: x2%+ yz— 4x - 4y + K

y cuyo radio es 4.

Encuentra la ecuacion de una 01rcunferen01a que tiene ¢
mismo centro que la circunferencia x2+ y - 2x - 2y =
y cuyo radio es 5.

Encuentra la ecuacidn del conjunto de puntos G que ti
ne la propiedad de que para todo punto P€ G, la distas
cia entre P y (6,-2) es igual a 9.

Construya 1a gradfica de la relacién R={(x,y)| (x+2)2
+ (y-3)° <16 }

y (x-1)% + (y-2)2 <9}

RESPUESTAS DE LA AUTOEVALUACION DEL CAPITULO ITII.

circunferencia con centro en (1,4), radio = 1; dominio=
{0;2]; recorrido= {3;:F]; el origen es 4.

Circunferencia con centro en (2,-3), radio = 2, domi- -

i = [O A' recorrido = [ 1; -5]; no tiene abscisas en
_1 origen; vy la ordenada en el origen es -3,

Circunferencia con centro en (-3 ,5), radio = 3; dominio=

( 6; d]- recorrlﬂﬂ’[ :8]1; no tiene abscisas en el origen
y la ordenada en el oricen es 5.

Circunferencia con centro en (-1,-6), radio = 4; dominio

= [-5; il reccerrido = [-10; —2] no tiene abscisas en
el origen; y las ordenadas en el origen son /15 - 6 y

- /15 - 6.

Circunferencia con centro en (0), radio = {3 ; dominio=
(-5 V5] las abscisas en el origen son - V5 y /5;
ﬁ;las org%radas en el origen son -v/5 y V/5; recorrido=
Circunferencia con centro en (0,0) radio= 5; dominio =
[fs;Q]; recorrido = L -5:5]; las abscisas en el origen
son 5y -5; las ordenadas en el origen son 5 y =5.

Circunferencia con centro en (0,3), radio = 6; dominio=
(-6; 6] recorrido [—3,9], las absicas en el origen son

V27 'y - V27 ; y las ordenadas en el origen son 9 y -3.
Circunferencia con centro en (-2,0), radio = 7; dominio=

[;9 5]: recorrido = [-7; 7] las abscisas en el origen
son 5y -9; y las ordenadas en el origen son 3 /5 y

-3 /5.
(x-3)2+ (y-4)2= 25; x2%+ y?- 6x .- 8y = 0
(X_5)2+ y2 = 4 : X2+ y2- 10 + 21 =0

(x-1)2+ (y$2)%2=3; x%+y2 -2x+4y +2=0
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2, 2 e T
12.- (x+1) %+ (y#4)2 = 9; x2+ y2+ 2x + By + 8 = 0 e xt y - 4x - 4y - 8=0
2 Z = o= =
13.- x%+ (y+6)2 = 49; x2+ y2 + 12y - 13 = 0 32.- x*+ y' - 2x -2y -23=0
2, 2 - A1 &
14.- (x+2) %+ (y-3)2= 37; x%+ y%+ 4x - 6y - 24 = 0 33.~ x°+ y' - 12x + 4y - 41 = 0

15~ 2% y2= 4; x4+ y2— 4 =0

16.- (x=2)%+ (y-1)2%= 1;  x®+ y?- 4x - 2y
17.- Circunferencia imaginaria.

18.~- Circunferencia; con centro en (5,12)
19.- Circunferencia, con centro en (0,-5)

20.- Punto (-2, 3)

21.- Punto (3,5).

I 22.- Circunferencia imaginaria.
T
i A
I i

"

.N,.‘ ‘”;:,,"

23.- Circunferencia ; con centro en (3,-4) y radio =

24.- Circunferencia imaginaria.
25.- Punto (-1,-2).
26.- Circunferencia; con centro en (-3,0) y radio = V5.

2 = 2k yz_ 8x 2y + 12 0; con centro en (4,1) y radio

2/5.

28.- x°+ y2+ 2x 4y 0; con centro en (-1,-2) y radio
= 5.

|
V
|

|
29.~ *FF yz— 6x 4y = 0; con centro en (3,-2) y radio

=5. |

2

30.- x4+ y%- 6x




4o. SEMESTRE. AREA 11. UNIDAD XII.

LA PARABOLA.

La pardbola es el lugar geométrico de todos los puntos
que equidistan de un punto fijo, y de una recta fija. El1 -
punto fijo se 1lama foco y la recta fija se 1lama directriz.
La recta que pasa por el foco y es perpendicular a la direc-
triz se 1lama eje de simetria de la pardbola. La pardbola
es una seccidn conica que se puede obtener geométricamente,
mediante el corte producido en un cono circular recto por un
plano paralelo a la generatriz.

Para construir la pardbola por trazo continuo, se apli-
ca una regla a la directriz, y en el vértice de una escuadra,
opuesto al cateto menor, se sujeta uno de 1os extremos de un
corddn de longitud igual al cateto mayor; el otro extremo del
cordon se fija en el foco. Después, haciendo resbalar el ca-
teto menor de la escuadra a lo largo de la regla, se describe
la curva por medio de un lapiz, aplicado contra la escuadra,
cuidando de mantener el cordén bien tirante. La curva asi
descrita es una parabola.

Para construir la pardbola por puntos, se traza primero
el eje de 1a pardbola perpendicular a la directriz, se sefia-
Ta el foco y se fija el vértice de la pardbola en el punto -
medio, entre el foco y el corddon con la directriz. Se trazan
luego, a la derecha del vértice, diversas perpendiculares al
eje, y se les corta, tomando por el centro el foco, con arcos
de radios iguales a sus respectivas distancias a la directriz.
Se obtienen asi puntos de la parabola, que basta unir con un
trazo continuo para obtener la curva pedida. Efectivamente,
todos estos puntos equidistan del foco y de la directriz.

René Descartes inicio la Geometria Analitica en 1637.
Por esta razon se le suele 1lamar geometria cartesiana, que
esencialmente no es mds que un método para estudiar la geome-
tria por medio de un sistema de coordenadas, a cual se asocia
el dlgebra.
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PROCEDIMIENTO SUGERIDO.

1.- Estudia el capitulo IV de tu 1ibro "Geometria Analftici

Estudia cuidadosamente esta unidad ya que al final de

la misma deberds ser capaz de:

OBJETIVOS:

Definir correctamente la parabola. ‘

I

5 a l
Reconocer la ecuacion de una pardbola en los dos casos
siguientes:

a) Referida a su vértice y cuyo eje de simetria coinci
de con un eje coordenado.

b) No referida a su vértice y cuyo eje de simetria es
paralelo a un eje coordenado.

Dada la ecuacion de una parabola, calcular correctamenf
te sus elementos.

Establecer correctamente el dominio y el recorrido (al:
cance) de la relacion determinada por la ecuacidn dada

Construir correctamente la grafica de una parabola def
nida por la ecuacion: :

y/ = ax>+ bx\ +\C donde a # 0.

|
Encontrar graficamente la unién o la interseccidn de ud
pardabola con una recta, dadas sus relaciones respectiwi
especificando su dominio y su recorrido o alcance.

Lee primero todo el capitulo, para que veas 10 que vas
estudiar. Después, trata de comprender el significado
del concepto parabola para que estés en condiciones de
poderla definir.

para el objetivo 2, estudia los teoremas 1 y 2 ya que
son la base para este objetivo, junto con los ejemplos

que se plantean, para que luego trates de resolver 1la
autoevaluacion 1.

Para el objetivo 3, estudia la seccidn 4-5 de tu texto
y los ejemplos que ahi se resuelven. Luego resuelve
los problemas de la autoevaluacion 2.

Para el objetivo 4, puedes practicar con todos los ejem
plos que vienen en el capitulo y con los problemas de
las autoevaluaciones en general, mostrdndole a tu maes-
tro asesor la respuesta, para que estés mas seguro de
ella, o en caso contrario, te pueda asesorar debidamen-
te. Te sugerimos que construyas primeramente la grafi-
ca de la ecuacidon, determinando las coordenadas del vér
tice a partir del cual, se obtiene el dominio y el ran-
go, utilizando la notacién o Tos simbolos para especifi
car subconjuntos.

Para el objetivo 5, estudia la seccibn 4-6, donde encon
traras la forma de determinar los valores maximos y mi-
nimos, para después graficar. Resuelve después la auto
evaluacion 3.

Para el objetivo 6, estudia los Gltimos ejemplos que -
vienen en el capitulo, para que veas como se grafican,
sobre todo, las desigualdades, para que puedas saber -
cudndo el drea va adentro o fuera de la ecuacion. Como
practica de este objetivo, entre tus compafieros y ti -
ponganse problemas para que los resuelvan bajo la super
vision de su maestro asesor.

Una vez que te sientas seguro de tus objetivos, resuel -
ve la autoevaluacion del capitulo, para que asi comprue
bes tu aprendizaje logrado. Ademds consulta todas tus
dudas con tu maestro asesor.




g
i CAPITULO u,
i T ;

i LA PaArABOLA,

L

1
|
|

Ll

L AELS

4-1 INTRODUCCICN.
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Conforme los matemidticos estudiaban los lugares geométri
cos de los puntos equidistantes de dos puntos y los lugares L
geométricos de los puntos equidistantes de dos rectas, era -
natural gue debieran considerar el lugar geométrico de los

puntos equidistantes de un punto y una recta. Este lugar
geométrico es la paribola.

=== —a 0]

e n)

1= =3

—
3

Una parabola es el lugar geométrico de los puntos cuyas
distancias a una recta y un punto fijo son iguales. EI1 pun-
to fijo se llama foco y la recta fija se llama directriz.

Se sabe que muchos objetos en movimiento describen tra-
yectorias parabdlicas. Una pelota lanzada al aire, el pro--
yectil disparado por un cahdn, la bomba que se deja caer des
de wn avién, un chorro de agua gue sale por una manguera se-
guiria wna trayectoria parabdlica si pudiera despreciarse la
resistencia del aire. Por lo tanto, al disparar una granada
de artilleria, si se conocen el angulo de elevacidon del ca--
fin v su velocidad inicial, es posible calcualr la ecuacién
de su trayectoria en el aire. Entonces es posible calcular
Previamente a qué distancia caera el proyectil y cudnto tiem
por tardard en llegar hasta esa distancia. Haciendo variar
el &ngulo de elevacidn del caidn, puede hacerse variar la tra
yectoria del proyectil_en el aire.
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De manera semejante, puede determinarse la ecuacidn de |

la trayectoria de la bomba que sc¢ deja caer desde un avian.
A partir de la ecuacidn, la velocidad del avidn, la altura af 4-7 LA PARABOLA
la cual se encuentra éste y la posicién del blanco, puede ¢} .

terminarse cuando cae la bomba. eH A 2
La ecuacion de la parabola la deduciremos a partir de su

. . .
definicidon como el lugar geométrico de un punto que se mueve

la a alidad imi a caniza
En ctualidad, el procedimiento esta tan me do de acuerdo con una ley especificada.

que el bombardeo no necesita considerar la ecuacidn; es mis,
ni siquiera necesita saber de su existencia. Sin embargo,
i las gersonas respénsables de esa mecanizacidn @el procedhﬁq
T M to tienen que aplicar con amplitud estas ecuaclones.
W |

LI
i

J Una pardbola es el lugar geométrico de un punto que se
mueve en un plano de tal manera que su distancia de una recta
fija, situada en el plano, es siempre igual a su distancia -
La curva parabdlica también es Gtil en la construcciélﬁ de un punto fijo del plano y que no pertenece a la recta.
muchos objetos fisicos. Frecuentemente se usa el arco parakh
lico en la construccidn de puentes porque es mas resistente El punto fijo se llama foco y la recta fija directriz de
que cualquier otro. la pardbola. La definicidn excluye elcaso en que el foco es-
ti sobre la directriz,

Las curvas parabdlicas se usan ampliamente en la cons-
truccidén de reflectores de luz, sonido y calor.

nas de radar son ejemplos de reflectores parabdlicos que se
i obtienen haciendo girar una parabola alrededor de su eje. Ia

I T
|

B g Los proyectores, faros buscadores, fanales, y las antep

!ﬁ“‘ superficie asi formada se llama paraboloide de revolucidn.
mwf Inversamente, si rayos paralelos chocan contra una supé
i, R ficie parabdlica, los rayos reflejados convergeran al foco d
la pardbola. Esta propiedad se aplica en algunos de los te-
lescopios de reflexidn. Los rayos que provienen de los cuer
pos celestes son muy aproximadamente paralelos cuando pasan
a través del telescopio. Estos rayos se concentran en el fo
co del espejo parabdlico del telescopio, formando asi una im

gen relativamente brillante y clara.

i
i N e

it}
1T At

El alumno que empieza a estudiar este libro, puede pre-
guntarse con toda razdn: éQué es la Geometria BAnalitica? Qb
gano al estudiarla? Muchas famosas instituciones de ensenal
za superior han reconocido los beneficios positivos que pued
obtener todo aquel que estudie esta rama de las matemética&‘

El estudio de la Geometria Analitica es parte esencial®
la preparacién gue necesita el ingeniero,hombre de ciencia, |
arquitecto y dibujante para tener éxito. EIl carpintero, maf Fig. 1.
nista, hojalatero, cantero, artista, disefador, etc., todos | )
aplican los principios de la Geometria Analitica en su trabd| Designemos por F y"r" (fig. 1) el foco y la dirsctriz de

nw_n

. 1 g - 2 .

jo. Una pardbola, respectivamente. La recta"a"que pasa por F y es

gelpendlcular a "I'" se llame eje de la pardbola.Sea A el punta
€ interseccidn del eje y la directriz.
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El punto V, punto medio del segmento AF, estd por deﬁf
nicién, sobre la pardbola; este punto se llama vértice. Fg]
segmento de recta BB' que une a dos puntos cualesquiera dijf
rentes de la pardbola se llama cuerda. En particular, la -|
cuerda que pasa por el foco como CC' se llama cuerda focal,
La cuerda focal EE' perpendicular al eje se llama lado rect
o ancho focal.

4-3 ECUACION DI LA PARABOLA CON VERTICE EN EL ORIGEN Y EL
EJE DE SIMETRTA COINCIDE CON UN EJE COORDENADO.

Veremos que la ecuacidn de una pardbola toma su forma -.
mds simple cuando su vértice estd en el origen y su eje coin
cide con uno de los ejes coordenados. De acuerdo con esto,
consideraremos la pardbola cuyo vértice esti en el origen - .
(Fig. 2) y cuyo eje coincide con el eje X. Entonces el foq
F estd sobre el eje X, siendo (p,0) sus coordenadas.

L ‘ W

Por la definicidn de la pardbola, la ecuacidn de la di--
rectriz"l" es x = -p. Sea P (x,y) un punto cualquiera de la
pardbola. Por P tracemos el segmento PA perpendicular a"l"
Entonces por la definicién de la pardbola, el punto P debe
satisfacer la condicidn geométrica:

| F¢ | = | P& | (1)

Usando la fdrmula de la distancia entre dos puntos tene-
mos de la figura 2:

| 7P |

y | |

/(x—p)2+ y2
| x + p|

por tanto, la condicidn geométrica (1) esti expresada, anali-
ticamente por la ecuacidn:

v (x-p) “+ y° = Ix + p!

Si elevamos al cuadrado ambos miembros de esta ecuacidn
y simplificamos, obtenemos:

y2 = 4px (2)

Cuya relacidn estd representada por:

{ x| y* = apx }

Ahora discutiremcs la ecuacidén (2). Evidentemente, la
curva pasa por el origen y no tiene ninguna otras interseccidn
con los ejes coordenados. La Gnica simetrfa gue posee el lu-
gar geométrico de (2) es con respecto al eje X. Despejando
"y"de la ecuacidn (2), tenemos:

(3)

Por tanto, para valores de "y" reales y diferentes de 0, p y

X deben ser del mismo signo. Seglin esto, podemos considerar
dos casos:

p >0




i

|

Si p > 0, deben excluirse todos los valores negativogg
X, y todo el lugar geométrico se encuentra a la derecha dg
oje Y. Como no se excluye ningldn valor positivo de x, y g Recorrido (-0 ; )

|
|
|

Dominio (-w; 0]

"

puede tomar todos los valores reales, el lugar geométry
de (2) es una curva abierta que se extiende indefinidaments En este caso, la grdfica de la relacién representada por
hacia la derecha del eje Y y hacia arriba y abajo del ejeff 1la ecuacién (2) es la indicada en la figura 3 y se dice que
it SO relacidn cuyo doninio y recorride se expresa en la forma sif 1la pardbola se abre hacia la izquierda.

guiente:
l i‘llwm-‘W

i
ot

SegGn la ecuacidn (3), hay dos puntos sobre la pardbola
Dominio Lo; =) que tienen abscisa igual a p; uno de ellos tiene la ordenada
2p y el otro la ordenada -2p. Como la abscisa del foco es p,
se sigue que la longitud del lado recto (ancho focal) de la
pardbola es igual al valor absoluto de la cantidad 4p.

Recorrido (~c0; )

La grafica de la relacibén representada por la ecuacid
2) es la indicada en la figura 2 se dice que la parabol; . 4 = : :
1 L N AN S ol (akiini X - parsby Si el vértice de la parabola estd en el origen y su eje
se abre hacia lz derecha. . : -
coincide con el eje Y, se puede demostrar analogamente, que
la ecuacién de la pardbola es:

x> = 4py (4)

cuya relacién se representa como R = {(x,y)| x%= 4py} en
donde el foco es el punto (o,p). Puede demostrarse facilmen-
te que, si p>0 la pardbola se abre hacia arriba (fig. 4-a),
siendo el dominio y ¢l recorrido de la relacidn representada
por la ecuacién de la pardbola, los siguientes:

Dominio (- ; )

Recorrido Lo ;=)

X=-p ; p<0

Pligi 1232

Andlogamente si p < 0, todos los valores positivos de
ben de excluirse en la ecuacidn (3) y todo el lugar geométl
co aparece a la izquierda del eje Y, es una curva abierta ¢§
se extiende indefinidamente hacia la izquierda del eje Y y!
cia arriba y abajo del eje X, relacidn cuyo dominio y recol
do se expresan:
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8i p < 0, la pardbola se abre hacia abajo (fig. 4-b)
siendo el dominio y el rccorrido los siguientes:

r

(= ;0 )

(- w; 0]

Dominio
Recorrido
Las ecuaciones (2) y (4) se llaman a veces la primera
ecuacién ordinaria de la pardbola. Como son las ecuacioneg

mas simples de la pardbola, nos referimos a ellas como a lag s
formas candnicas.

Los resultados anteriores se resumen como sique:

TEOREMA 1.

La relacién de una pardbola de vértice en el origen y
eje de simetria sobre el eje X, es: r

R = {(x,y)| y* = 4px }
en donde el foco es el punto (p,0) y la ecuacidn de la direc
triz es x = -p. Si p >0, la pardbola se abre hacia la dere-

cha; si p “0, la parédbola se abre hacia la izquierda.

Si el eje de una pardbola coincide con el eje Y, y el
vértice estd en el origen, su relacidn es:

R =

{(x,y)| x* = 4py }

écuacidén de la directriz y la longitud de su lado recto.

Tra
zar la grafica correspondiente.

SOLUCION :

por el teorema 1, la ecuacidén de la pardbola es de la
forma:

2

X< = (4) ;

4py p <o

como la pardbola pasa por el punto (4,-2), las coordenadas
de este prunto deben satisfacer la ecuacidn (4), y tenemos:

16z 4P(-2)
'Y

directriz y=:2

K g o

2
A ) de donde, = L2 la ecuacidn buscada es, x = -8y.
en donde el foco es el punto (o,p), y la ecuacidn de la direc i y !

triz es y = -p.  Si p>o0, la pardbola se abr¢ hacia arriba;
si p < o, la pardbola se abre hacia abajo. En cada caso, la
longitud del lado recto esti dada por el valor absoluto de
4p, que es el coeficiente del término de primer grado,

EJEMPLO 1.

Una pardbola cuyo vértice estd en el origen y cuyo eje
coincide con el eje Y pasa por el punto (4,-2). Hallar la
ecuacidn de la pardbola, las coordenadas de su foco,la
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También por el teorema 1, el foco es el punto (o,p), o
sea, (0,-2); la ecuacidén de la directriz es:

B

o sea y =2

‘ Y la longitud del lado recto es |4p| = 8, En la figura 5,se
ha trazado el lugar geométrico, foco, directriz y lado recto.
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FJEMPLO 2.

Encuentre el vértice, el foco, los puntos extremos de]
lado recto y la ecuacidén de la directriz de la parébola,
y’= -8x; construya la curva y dé el dominio vy el recorridg

de la relacidn:

R = {(x,y)l y2 = -8x }

SOLUCION:

La ecuacidn, y2= -8 es de la forma y2= 4px con p= -2,
de modo que el vértice estd en el origen, el {oco es F(-2,0
y la ecuacidn de la directriz, x= 2. Se encuentra también
gque la longitud |RL] del lado recto es|4;) = L8|:=8,o sea qi
|FL| - IFR‘ = 4 y los puntos extremos del lado recto son --
L (-2,4) y R (-2,-4). Hasta aqui, sabemos que la parébola
tiene su concavidad hacia la izquierda y que los puntos 0(0)
L(-2,4) y R(-2,-4) pertenecen a la pardbola.

Para obtener puntos adicionales haga uso de la ecuacidn
de la curva; por ejemplo, si x = -4 se obtiene y2= 32 y si
x = -6, y’= -48, de donde se ve que los puntos (-4, 4 v 2),
(=4, -4 2, (=B, & ¢ 3) y (-6, -4 V/ 3) pertenecen a la pa
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répola, la cual se muestra en la fiqura 6.

En esta figura se
ve claramente que:

’

Dominio de R = (-w: 0]

Recorrido de R= (-w ; ®)
Esta pardbola es simétrica respecto al eje X, pero no lo
es respecto al eje Y ni respecto al origen.

EJEMPLO 3.

Hallar la ecuacidn de la pardbola de vértice en el ori-
gen y directriz de la recta, y - 5 = 0, encontrar la longitud
del lado recto, las coordenadas del foco y establecer correc—

tamente el dominio y recorrido de la relacidn; trazar la cur-
va.

SOLUCION :

Debido a que la ecuacidn de la directriz es, y- 5 = 0,
0 sea la recta y = 5, es paralela al eje X y como la pardbola
tiene su vértice en el origen, se observa que el valor absolu
to de la distancia del vértice a la directriz y al foco es
igual a 5. Por lo tanto, por el teorema 1, la ecuacidn de la
pardbola es de la forma:

x%= dpy (4) ; p <o

El eje de simetria de la pardbola coincide con el eje Y
las coordenadas del foco son: F (0, -5), la ecuacidn de la pa
rébola es: x° = 4(-5)y = -20y por lo que la longitud del lado
recto es, [—20] = 20 y paralelo al eje X cortando a la pard
bola en los puntos (-10,-5) y (10, -5).

De la figura 7 es ficil observar que el dominio y reco--
rrido son: (- ®;® ) y (- ®; 0] respectivamente.
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EJEMPLO 4 .

Hallar la ecuacion de la paradbola de vértice en el ori--
gen gue satisface la siguiente condicién: con foco en la pat
te positiva del eje Y y lado recto de longitud 8. Construw;
la curva y dé el dominio y recorrido de la relacidn asi como
la ecuacidn de la directriz.

SOLUCION :

La longitud del lado recto es igual a 4p = 8; por lo:
que p = 2; el foco estd en la parte positiva del eje Y y a
una distancia p del vértice (0,0). Las coordenadas del fo-
co son ¥(0,2) y la ecuacidén de la directriz es, y= -2 por lo
que la parabola abre sus ramas hacia arriba y por el teorema
1 su ecuacidn es:

dpy; p > o

4 (2)y

8y

#

\

Fig. 8.

Los extremos del lado recto tocan la curva en los pun--
tos cuyas coordenadas son, (-4,2) y (4,2). EL dominio y reco

rrido se obtiene facilmente del lugar geométrico de la curva
en la figura 8.

Dominio (= o0;

; B

Recorrido Lo ;)

AUTOEVALUACION 1.

Encontrar las coordenadas del foco, las coordenadas de
los extremos del lado recto y la ecuacién de la directriz de
cada pardbola. Bosqueje la cruva.




| en donde las coordenadas del foco F son (p, o) referido a los
. : o = :
Escriba la ecuacidn de la pardbola con vértice en el o nuevos ejes. A partir de la ecuacidén de la pardbola referida
N . : 2 -
gen y que satisface la condicidn dada. 1 a los ejes originales X y Y, podemos obtener la ecuacidn (5)
usando las ecuaciones de transformacién siguientes:
4.- Foco en (3,0)

X = x' + h; =iy
Directriz x + 6 = 0

y
ooyt y =k

de donde, x'= x - h

Lado recto 12 y se abre hacia abajo.

si sustituimos estos valores de x° y y' en la ecuacidn (5),
I

: AN ¥ . tenemos :
Eje a lo largo del eje"” y 'y pasa a través de (4,-3). ghten

(y-k)* = 4p (x-h) (6)
Se abre hacia la izquierda y pasa a través de (-1,-1),

Andlogamente, la pardbola cuyo vértice es el punto (h,k)
y cuyo eje es paralelo al eje Y tiene por ecuacién:

T LA

&

| | 'Y : (x~h)? = 4p (y-k) (7)
i : LCUACION DE UNA PARABOLA DE VERTICE EN (h, k) Y EJE PA
T b RALELO A UN EJE COORDENADO. ?

oL L )

AR
i

g

en donde |p[ es la longitud de aguella porcién del eje com- -
; % ‘ prendida entre el foco y el vértice.
i Frecuentemente necesitaremos obtener la ecuacidn de um
i R - . - . 5
b pro parabola cuyo vértice no esté én gl origen y cuyo eje sea pi Las ecuaciones () y (7) se llaman generalmente, segunda
imm, ralelo, y no necesariamente coincidente a uno de los ejes co ecuacidn ordinaria de la pardbola.
i denados. De acuerdo con esto, consideraremos la parabola, -
{fige 9{ Sy gy e el punto (h,k) y cuyo eje es parale Los resultados anteriores, junto con los obtenidos en el
lo al eje X. Si los e?es coordenédo§ son trasla?ados de tal teorema 1, conducen al siguiente:
manera gue el nuevo origen O' coincida con el vértice (h k),

se sigue por el teorema 1 que la ecuacidn de la pardbola de
referencia a los nuevos ejes X' y Y' esti dada por :

TEOREMA 2.

(5)
‘Ly y12-4px!

b
|

La ecuacidn de una pardbola de vértice (h, k) y eje para
lelo al eje X, es de la forma:

(y-k)? = 4pix-h)

siendo |p| 1a longitud del segmento del eje comprendido entre
el foco y el vértice.

Si p >'o, la paribola se abre hacia la derecha y el do-
minio y recorrido son respectivamente, [b;‘”) Y (- ;a),
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Si p < o, la parébola se abre hacia la izguierda y el g
. . . s B
minio y recorrido son respectivamente, (- ; h] Yy (ST

Si el vértice es el punto (h, k) y el eje de la parjh,.
la es paralelo al eje Y, su ecuacidn es de la forma:

(x-h)? = 4p(y-k)

Si p >0,la pardbcla se abre hacia arriba y su dominioy
recorrido son respectivamente, (-« ;o) y [k;o).

Si p <o, la pardbola se abre hacia abajo y su dominio y
recorrido son respectivamente, (- ;o) y (-a);k]_

’

EJEMPLO 1 .

Hallar la ecuacién de la parébola cuyo vértice es el
punto (3,4) y cuyo foco es el punto (3,2). Hallar también §

ecuacidén de sit directriz, la longitud del lado recto, el dai
nio y el recorrido.

SOLUCION :

Como el vérticeVy el focoF de una pardbola estan sobre
su eje, y como en este caso cada uno de estos puntos tiene
la misma abscisa 3, se sigue que el eje "a" es paralelo al
eje ¥, como se indica en la figura 10. Por tanto, por el --
teorema 2, la ecuacidén de la pardbola es de la forma:

como el vériice
cribirse:

la ecuacidn puede es--

(x=3) 2

Rhora bien, |p| = |[FV| = | ' . Pero, como el fo-

|
[P ! 4
co F estd abajo del vértice Vv, ! ar&bols e abre hacia aba
KT

joy p es negativo. Por tanto, cuacidn de la

pardbola es:

y la longitud

& o

Designemos por A el punto en que el eje “a” corta la di-
rectriz 1. Cuue V (3,4) es el punto medio del segmento AF,
se sigue que las coordenadas de A son (3,6). Por tanto, la
ecuacion de la directriz es y = 6.

De la figura 10, ficilmente se observa que el dominio y
el recorrido son respectivamente, (o ;o) y (- ; 4y .

I

EJEMPLO 2.

pardbola cuyos extremos de
su lado recto son los puntos (3,1) y (3,5) si su foco estd a
la derecha del vértice. En: re tambié&n la scuacidn de la

S
dominio y el recorri-
do.
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SOLUCION ;

Hiqgd| || Ll

Observamos de los datos del problema que los extremos
del lado recto de la parébola tienen ambos abscisa 3. Si el
foco de la pard@bola estd a la derecha del vértice la parabok
abre sus brazos hacia la derecha. El foco se encuentra log
lizado exactamente a la mitad de la longitud del lado recto,|
por Lolgue sus coordenddas son/F(3,3).

Si la longitud del lado recto es (5-1) = 4, entonces

|4p| = 4 y por lo tanto p = 1. El vértice C estd en (2,3)]
la ecuacidn de la directriz es, x = 1 (fig. 11). E1 dominio
es, [2: ) y el recorrido es, (- o,t0 ). r

BEJEMPLO 3.

Establezca la ecuacidn de la pardbola cuyo vértice estd

en (-3,4) y cuyo foco es (-5,4); halle las coordenadas de 16

extremos del lado recto, la ecuacidn de la directriz, constll
ya la curva y dé el dominio y el recorrido.

SOLUCION :

Fig. 12.

Como el vértice y el foco de una pardbola estin sobre su
eje, y como en la pardbola dada, estos puntos tienen la misma
ordenada 4, se deduce que el eje es horizontal como se ve en

la fig. 12. Entonces por el teorema 2 la ecuacidn buscada
es de la forma:

(y-k) 2 4p (x-h)

siempre es igual a VF, en este caso se tiene:
p = =5 - (-3)
= =2
y haciendo h= -3,

k =4 y p= -2 se obtiene:

(y-4)% = -8 (x+3)

Coric ecuacidn.

;3“-

Rl

SA

5

V.

SRR

M;ﬂ
CHL S

=2
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Como |2pi = 4, los extremos del lado recto estdn respec
tivamente 4 unidades arriba y ak=z2jo del foco (-5,4), o sea
que dichos extremos son R(-5,0) y L(-5,8); la directriz es
vertical y estd a dos unidades a la derecha del vértice =
(-3,4), por lo gue la ccuacidén de la directriz es x = -1. De
la figura 12 se observa facilmente que el dominio y el reco--
rride son respecctivamente (= o ; —ﬂ y (—o ;o).

]

4-5  FORMA GENIRAL DI LA ECUACION DE UNA PARABOLA.
Si desarrollamos y trasponemos té€xminos en la ecuacidn,

(y—k)2 = 4p (x-h)

obtenemos:
y?- 4px - 2ky + k%+ 4ph = 0
puede escribirse en la forma:
hy24.Dx + Dy + F= 0; A#0, D#0
donde A#0, D= -4p, E= -2k, F= k’+ 4ph.
Reciprocamente, completando el cuadrado en y, podemos de
mostrar que una ecuacién de la forma (8), representa una paré

bola cuyo eje es paralelo al eje X o superpuesto a &l.

Una discusién semejante se aplica a la otra forma de la
segunda ecuacidn ordinaria de la pardbola,

(x-h)? = ‘ 7-k)

Por tanto, la grdfica de
Bx’+ Dx + Ey + F = 0, (9)

en que B # 0 y E # 0 es una parabola de eje paralelo al eje ¥
o superpuesto a él.

EJEMPLO 1.

Demostrar gue la ecuacién, 4x*- 20x - 24y + 97 = 0 re--
presenta una pardbola, y hallar las coordenadas del vértice
y del foco, la ecuacidn de su directriz y la longitud de su

1ado recto.

Por la ecuacidn (9), la ecuacidn, 4x°- 20x - 24y + 97=0
representa una pardbola cuyo eje es paralelo al eje Y. si
reducimos la ecuacidén dada a la segunda forma ordinaria, com
pletando el cuadrado en x, obtenemos:

(x - 5/2)% = 6(y-3)

de esta ecuvacidn vemos inmediatamente gque las coordenadas del
vértice son (5/2, 3). Como 4p = 6, p = 3/2 y la pardbola se
abre hacia arriba. Entonces, como el foco estd sobre el eje
de lapardbola y el eje es paralelo al eje Y, se sigue que las
coordenadas del foco son: (5/2, 3 + 3/2), o sea, (5/2, 9/2).
La ecuacién de la directriz es, y= 3 - 3/2, o sea, y= 3/2 y
la longitud del lado recto es |4p| = 6. Se recomienda al
alumno que dibuje la figura correspondiente a este ejemplo.

EJEMPLO 2.

Encuentra el vértice, el foco y los extremos del lado

® recto de la pardbola representada por la ecuacién:

3x’- 4x - 6y + 8 = 0

construya la curva, dé las ecuaciones de la directriz y del

eJe. Establezca correctamente su dominio y recorrido.

>
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SOLUCTON -

Fia. 13.

Dividiendo la ecuacifén dada entre 3,

2 4 5
- = S — 0
X 3 X 2y + 3

y completando el cuadrado en Xx se tiene:

2% 10
B ) YA\ A
(x 3) (y 5 )

Por tanto, el vértice estd en V( 2/3, 10/9) y |4pl
en donde-p.= 1/2 y la pardbola abre sus brazos hacia arriba.
La ecuacidn:del eje de simetria es, x = 2/3 y las coordenads
del foco san,'F( 2/3, 10/9 + 1/2) & F(2/3, 29/18).

La ecuacidn,de la directriz es, y= 10/9 - 1/2 = 11/18
si la lonqltud del lado recto es |4p[ = 2, entonces los pun~
tos: extremOs de.dicho lado recto son respectivamente, (- 13
29/18)i .y . {5/3, 29/18) . De la fig. 13, el dominio y el recort!

i e

132

do son respectivamente, (o ;o) vy (10/9;m).

AUTOEVALUACION 2.

Escriba la ecuacidén de la pardbola, en forma ordinaria
satisface las condiciones dadas.

v(0,3), F(4,3)

v(2,3), F(6,3)

vi(3,3), F(=3,3)

V(-1,-2), lado recto 12, se abre hacia .abajo.

v(2,1), ertremos del lado recto, (=1,=-5) y (-1,7)

Exprese las ecuaciones de las pardbolas siguientes en
forma ordinaria. En cada caso encuentre las coordenadas del

vértice del foco y de los extremos del lado recto. Bosqueje
la curva.

yz— 8x + 8 =
12x - 48 (0]
4x 16y + 4
+ 6x + 16
+ 8x - 28
+ 6y -8 =0

14y - 24x - 119 = 0
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Encuentre la ecuacidn de la pardbola en forma general,

13.- V(-1, -2); eje vertical, pasa a través de (3,6).
14.- Eje horizontal, pasa a través de (1,1), (1,-3) y (-2,0),

15.~ Eje vertical, pasa a través de (-1, -3), (1, -2) y (2,))

4-6 LA FUNCION CUADRATICA.
La forma, ax2+ bx + ¢, en donde a, b y ¢ son constantes

do grado, y puede ser investigada por medio de la relacidn:

y a # 0, se llama funcién cuadrdtica de x o trinomio de sam+

y = ax’+ bx + ¢ (10)

bola cuyo eje es paralelo o coincide con el eje Y. Por tant

La ecuacidn (10) se representa grificamente por una pa%

las propiedades analiticas de la funcidn cuadratica pueden &
tudiarse convenientemente por medio de las propiedades geoné:
tricas de la parébola (10).

Si reducimos la ecuacidn (10) a la segunda forma ordina
de la ecuacién de la pardbola, completando al cuadrado
obtenemos:

ria
en x,

b2

2 Ly + )
al'y da T ©

(x + > )

s
;
T

rig. 14-a. Fig. 14-b.

que es la ecuacidn de una pardbola cuyo eje es paralelo a o
coincide con el eje Y, y cuyo vértice es el punto (- b/2a,

c - b’/4a). si a>0, la pardbola se abre hacia arriba (fig.
14-b) .

Un punto de una curva continua cuya ordenada sea alge-
braicamente mayor gue la de cualquiera de los puntos vecinos
a él se llama punto maximo de la curva. Andlogamente, un
punto cuya ordenada sea algebraicamente menor que la de - -
cualquiera de los puntos vecinos a &l se¢ llama punto minimo
de la curva. Evidentemente, si a > 0 (fig. 14-a), la pardbo
1a {10) tiene un solo punto minimo, el vértice V. De manera
semejante a < Q (fig. 14-b), la parébola (10) tiene un Gnico
miximo, el vértice V.

La interpretacién analitica es bien obvio. Comc las
coordenadas del vértice V de la pardbola son (- k/2a, C—H?4a),
§& sigue que si a > 0 la funcidn cuadrdtica tiene, para X =
- b/2a, un valor minimo igual a c - h2/4a y si a < 0 tiene,
para x = - b/2a un valor mdximo igual a ¢ - b*/4a .

Resumimos estos resultados en el siguiente:
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TEOREMA 3.

s S 2 - -
LLa funcidén cuadrdtica, ax + bx + ¢, a # 0 esta represen.
tada graficamente por la paradbola:

y = ax‘+ bx + c (10)

cuyo c¢je es paralelo a o coincide con el eje Y, y cuyo vérti
ce es el punto (- b/2a, ¢ - b®/4a) si a> 0, la pardbola (10)
se abre hacia arriba y su vértice es un punto minimo, la
funcidn cuadratica tiene un valor minimo igual a ¢ - b"/4a
cuando x = = b/2a.

Si a < 0, la pardbola (10) se abre hacia abajo y su vér-
tice es un punto maximo la funcidn cuadratica tiene un va--
lor mdximo igual a ¢ - b“/4a cuando x = - b/2a.

AUTOEVALUACION 3.,

Encuentre las coordenadas del punto minimo y mdximo de
la gréfica de cada una de las siguientes funciones y compro--

3 L T o o
var el resullado yraficalente.,

x’~ 8% + 10

1 - 6x - x?

4x°+ 4x + 1

9 - bx - x?

5’ 1 Sx N, 4
4x%+ 16x + 19
24x - 3x°- 47

x?= 6x + 9

O O N U s W N
K & N B e N

4x - 2x*- 5

;.7 INTERSECCION DL UNA PARABOLA CON UNA RECTA.
Asociadas a la pardbola R, grafica de la relacién
R = {0,y |y* = 4px}
oxisten las grdficas de las relaciones:
R1 = {(x,y)| y*>4px }
R2 (x,y) | y*<dpx }

Y

|
|

)

/.

1
1/ 1/

Fig. 15.

La grifica de R; estd formada por todos lcs puntos del
plano exteriores a la pardbola R representados por el area
sombreada de la fig. 15.

Andlogamente, la grdfica de Rp estd formada por todos
los puntos del plano interiores a la pardbola R representa--
dos por el 4rea no sombreada de la fig. 15.

137
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EJEMPLO 1.

Construya la grdfica de la siguiente relacidn,
= {(x,y)l yz < 2x vy y >x - 4}

y establezca correctamente su dominio y recorrido.

SOLUCION :

La grafica de la relacién R dada arriba, es la interse

cidén entre las dos desigualdades de la relacidn. O sea qué
la grdfica de R es la interseccién de las graficas de:

Ry = {(x,y)l y2 <2x }

y R2 {x, 9| v>x -4}

como la grédfica de R) consta de todos los puntos interio
res a la pardbola y la de R, estd formada por los puntos que
estdn por atriba de la recta L (fig. 16), se concluye que la
grafica de R es el conjunto de los puntos comunes a las de
Riy Rz , que es la parte sombreada en la fig. 16. Los puntos
de 1nterse001on A y B entre la recta y la pardbola se determl
nan resolviendo simultidneamente sus ecuaciones.

De la grafica de la figura 16 y del conocimiento de las
coordenadas de A y B, se deduce que:

Dominio de R = (0; 8)

Recorrido de R= (-2; 4)

EJEMPLO 2.

Establecer correctamente el dominio y el recorrido de
la relacidn:

y<(x—4 }

R = {tx,y)| y°<2x y
utilizando la gradfica de la figura 16.

SOLUCION :

La grdfica de la relacién R dada es la interseccidén de
las grificas de:

=1{y) 1vs 2% 4

Ry= {(x,y) | y < x-4}

Como la grafica de R; consta de todos los puntos interiores a
la parébola y la de R estd formada por los puntos que estan
3
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por abajo de la recta I, (fig.
ca de R en ecste ejemplo es el conjunto de los puntos Comungg

a las de 3] Y Ry , que ©s la parte no sombreada en la fiquy
16. De dicha figura se¢ obtiene:

16) , se concluye que la grafij.
|

Dominio de R = (2;%)

Recorrido’de R=" (-o ; w)

Se puede observar de la figura 16 que las graficas de |
parabola y de la linea recta estin trazadas con lTnea punte;
da. Esto significa que sus relaciones respectivas son desj..

gualdades y por tanto, el dominio y el recorrido se encierry
en paréntesis circular.

AUTOEVALUACION DEL CAPITULO IV.

A partir de la relacidon de la siguiente pardbola, encuen
lo siguiente:

R {(x,9)] x* = - 16y }
Determine las coordenadas del vértice.

0) (0,4)
3) 2,2)

1) 4,0) 2)

Determine las coordenadas del foco.

O) (ol°4)
3) (0,4)

Encuentre la ecuacidn de la directriz.

0) x = 4 1) y = 4 2) x = -4

3) y=0
Identifique el eje de simetria:

0) Simétrica respecto a y = 4.
1) simétrica respecto eje X.
2) simétrica respecto eje Y.
3) Simétrica respecto a x = 4.

Dé el dominio.

0) (0; =)
3) (- ®; =)

D& el recorrido.

0) (- ®; =)

1) t°°; 0)
(= ; O]




Encuentre las ecuaciones de las pardbolas de vértice
en el origen, que satisfacen la siguiente condicién:

Tee

Pasa por el punto (2,4) y tiene su foco en el eje X,

2

y2= 4ax

) %
3) y2=

8y 2) y’= 8x

Tiene como directriz la recta, x -~ 3

0.

0) y2= -12x 1) x?2

= -12y 2) x’= -4y

A partir de la definicién de la parébola, encuentra la
ecuacidn de la pardbola de foco (0,-5) y directriz y=3,

0) x*+16y+16=0

1) x*+ 16
3) y*+ 16x + 16

o)

1 2) y*+ 16

A partir de la siguiente relacién, contesta lo siguien-[
te:

R {(x,y) |y2<4x y y > x-3 }

€ el dominio.

(0; 6)
(0; 9)

Dé el recorrido.

0)
3)

(=1; 1)
(-4; 8)

RESPUESTAS A LAS AUTOEVALUACIONES DEL CAPTITULO IV.

AUTOEVALUACION 1.

F(1,0); lado recto en (1,-2), (1,2); directriz x= -1.

F(0,.-5/2); lado recto en,
y= 5/2

F(-3/4, 0); lado recto en,
directriz 4x 3

Y2=
yi= 24x

2
x“=

(-5,-5/2),(5, -5/2), directriz

(-3/4, -3/2), (-3/4, 3/2);

12x%

-12y

3x%+ 16y = 0

Y 3G

AUTOEVALUACION 2.

16x
16(x - 2)
-24 (x - 3)

l- (y-3)2
(y-3)%
(y-3)?
(x + 1)°2
(y-1) 2=
y 2 8¢

-12 (y + 2)
-12

(x - 2)
x-1); v(1,0)
(x-4); V(4,0) F(1,0);
16y; V(-2,0) F(-2,4); (-10,4) (6,4)

-6x; V(0,4), F(=3/2, 4); (=3/2, 1), (-3/2,7)

-8(x-4); vV(4,-2); F(2,-2); (2,-6), (2,2)

F(3:O); (31""4)1 (314)

y2= =12 {1,-6), (1,6)
8.

9.

(x+2) 2=

(y-4) 2=
10.- (y+2) 2




(x=4) %= -6(y-4); v(4,4); F(4, 5/2); (1,5/2), (7, 5/2)
(y+7) 2= 24 (x+7) ; V(-7,-7); F(=1,-7); (=1,-19), (-1,5)

x%4 2x - 2y - 3 =0

y2—x+2y—2=0

5x?+ 3x - 6y - 20 = 0

AUTOEVALUACION 3.

1.-

(4,6)
(-3,10)
(-1/2, 0)
(-3,18)
(L/2, -19/4)

AUTOEVALUACION DEL CAPITULO IV.

(2)
(0)
(1)
(2)
(3)
(3)

8o. SEMESTRE. AREA TTI. UNIDAD XIII.

LA ELIPSE.

La elipse es el lugar geométrico de todos los puntos ta
les que, la suma de las distancias de cada uno de ellos a
dos puntos fijos del mismo plano, es contante. Los puntos
fijos se 1laman focos, las rectas que unen a cualquier punto
de la curva con los focos se denominan radio vectores. La
recta horizontal que pasa por los focos y termina en la elip
se se 1lama diametro mayor o eje focal; la recta perpendicu-
lar en el punto medio del eje focal se denomina didmetro me-
nor o eje no focal; la distancia entre los focos se 1lama -
distancia focal. ET punto de interseccidn de los ejes se 1la
ma centro de la elipse.

Para construir la elipse por trazo continuo, se toma un
cordon de longitud igual al eje focal, se fijan sus extremos
en los focos y por medio de un 1dpiz se mantiene el cordbn -
tirante y se describe la curva.

La elipse es una seccion cénica que se puede obtener -
geométricamente, mediante el corte de un cono circular recto
por un plano obliculo que no sea paralelo a la generatriz.

René Descartes, pensd la forma de aplicar el algebra a
la geometria, y la geometria al dlgebra y de esta manera in-
ventd la Gtil rama de las matemdticas denominada Geometria
Analitica; cuyo objeto es el de estudiar las propiedades re-
lativas a los conjuntos de puntos, entre los cuales estd la
elipse aqui descrita.

Estudia esta unidad ya que al final de la misma deberds
ser capaz de:

OBJETIVOS:

l.- Definir correctamente el concepto, la elipse.
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(x=4) %= -6(y-4); v(4,4); F(4, 5/2); (1,5/2), (7, 5/2)
(y+7) 2= 24 (x+7) ; V(-7,-7); F(=1,-7); (=1,-19), (-1,5)

x%4 2x - 2y - 3 =0

y2—x+2y—2=0

5x?+ 3x - 6y - 20 = 0

AUTOEVALUACION 3.

1.-

(4,6)
(-3,10)
(-1/2, 0)
(-3,18)
(L/2, -19/4)

AUTOEVALUACION DEL CAPITULO IV.

(2)
(0)
(1)
(2)
(3)
(3)

8o. SEMESTRE. AREA TTI. UNIDAD XIII.

LA ELIPSE.

La elipse es el lugar geométrico de todos los puntos ta
les que, la suma de las distancias de cada uno de ellos a
dos puntos fijos del mismo plano, es contante. Los puntos
fijos se 1laman focos, las rectas que unen a cualquier punto
de la curva con los focos se denominan radio vectores. La
recta horizontal que pasa por los focos y termina en la elip
se se 1lama diametro mayor o eje focal; la recta perpendicu-
lar en el punto medio del eje focal se denomina didmetro me-
nor o eje no focal; la distancia entre los focos se 1lama -
distancia focal. ET punto de interseccidn de los ejes se 1la
ma centro de la elipse.

Para construir la elipse por trazo continuo, se toma un
cordon de longitud igual al eje focal, se fijan sus extremos
en los focos y por medio de un 1dpiz se mantiene el cordbn -
tirante y se describe la curva.

La elipse es una seccion cénica que se puede obtener -
geométricamente, mediante el corte de un cono circular recto
por un plano obliculo que no sea paralelo a la generatriz.

René Descartes, pensd la forma de aplicar el algebra a
la geometria, y la geometria al dlgebra y de esta manera in-
ventd la Gtil rama de las matemdticas denominada Geometria
Analitica; cuyo objeto es el de estudiar las propiedades re-
lativas a los conjuntos de puntos, entre los cuales estd la
elipse aqui descrita.

Estudia esta unidad ya que al final de la misma deberds
ser capaz de:

OBJETIVOS:

l.- Definir correctamente el concepto, la elipse.
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Calcular correctamente los elementos de una elipse cong
cida su ecuacion. 3

Encontrar la ecuacién de una elipse en los siguientes .
Casos:

a) Los ejes de simetria coinciden con los ejes coorden
dos. .

b) Los ejes de simetria son paralelos a los ejes coordg
nados. I

Construir la grdfica de una relacién definida por la e
presion general:

S = ((,y) | BB AL

y determinar correctamente el dominio y recorrido

Describir el lugar geométrico que representa cualquier
ecuacion que pertenezca a la formula geneval:

A(x + D/2AR)?+ C(y +-E/2C)* = M

PROCEDIMIENTO SUGERIDO.

gs

Estudia el capitulo V de tu libro "Geometria Analitica.
Al igual que en la uniddd anterior, te sugerimos que, -
primero leas todo el capitulo en una forma rapida, ‘par
que puedas observar lo que vas a contestar.

En cada seccidn del capitulo se exponen ‘ejemplos ilus-
trativos, para que observes el prcedimiento, para que,
luego trates de resolver las autoevaluaciones que se in
cluyen a lo largo del capitulo. A continuacidn, se dat
las secciones que se proponen para los objetivos:

OBJETIVO 1.

Estudia todo el capitulo para que logres
comprender mejor el concepto de elipse y luego estudia
la seccién 5-2 para que la definas.

XVIII

OBJETIVO 2. Estudia la seccidon 5-2 del capitulo y lue-
go resuelve los primeros & problemas de la autoevalua--
cion 2.

OBJETIVO 3. Estudia las secciones 5-3 y 5-4 del capitu
lo y resuelve las autoevalaciones 1 y 2. o

OBJETIVO 4. Estudia los ejemplos que vienen en el capi
tulo para que construyas sus graficas y luego trates de
encontrar su dominio y recorrido. Para ello, te sugeri
mos que encuentres las coordenadas de los puntos extre-
mos de los didmetros mayor y menor.

OBJETIVO 5. Estudia la seccidn 5-5 del capitulo y re-
suelve la autoevaluacion 3. Para una mejor comprension
de este objetivo, te sugerimos que, después de que es--
cribas la ecuacidn de la elipse en la forma:

A(x + D/2A)? + C(y + E/2C)? = M,
puedes hacer las siguientes observaciones:

a) Sé, M = 0. La grafica es un solo punto; o0 sea:
(-D/2A, -E/2C)
b) S, M>0.
puede escribirse como:
(x + D/2A)?

(fl + E/ZC)Z o

c) 8¢, M<0. La grafica es el conjunto vacio, puesto
que no pueden existir ejes negativos, o bien, al ob-

tener la raiz cuadrada en la ecuacidn, siendo M nega

tivo, obtendriamos un nimero imaginario.

Por G1timo, una vez que te sientas.seguro de tus objeti

vos, resuelve tu autoevaluacidn, para que asi comprue--
bes tu aprendizaje logrado. Todas tus dudas, consilta-
las con tu maestro asesor.

XIX

La grdfica es la ecuacidn de la elipse que
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CAPITULO 5,
LA ELi1iPsE,

5-1 INTRODUCCI(N.

e ey i o S

Recordemos que la circunferencia es el lugar
geométrico de los puntos gue se encuentran a una -
distancia dada de un punto fijo. Consideremos aho
ra un lugar geométrico asociado con las distancias
a dos puntos fijos.

e e =

{
|

La elipse es el lugar geométrico de todos los
puntos para los cuales la suma de sus distancias a
dos puntos fijos es una constante.

Los puntos fijos se llaman focos de la elipse.

Puede obtenerse una construccidn mecé@nica sen-
cilla de una elipse con la ayuda de dos chinches y
un trozo de cuerda (ver fig. 1). Coldguense dos
chinches en una mesa de dibujo en los puntos F; ¥y
F,. Estos puntos serin los focos de la elipse. A
continuacidn tdmese un trozo de cuerda cuya longi-
tud sea mayor gue la distancia Fi1 F2 . Fijense
los extremos de la cuerda a las chinches. Coldgue -
se un 18piz en el F,P F, y mfevase manteniendo la
cuerda tirante. Entonces F,P + F,P es constante
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y la curva trazada serd un elipse. Nuevamente, ¢l
estudiante debe descubrir las diversas formas de
la elipse cuando F;F2 se mantiene fija y se hace-
variar la longitud de la cuerda.

La elipse puede construirse con regla y compéis
pero en esta discusidn estamos principalmente inte

resados en las propiedades y aplicaciones de 1a ¥
curva.

Frecuentemente se usa la elipse para lograr
efectos artisticos. A menudo se ven formas elipti
cas en los jardines, paseos, albercas y en loza y
muebles. En la construccidn se usa el arco elipti
co donde se desea lograr la belleza y los requeri-
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mientos de resistencia no son criticos. E1 arco eliptico se
ansidera méds bello que el arco parab&lico.

En las midquinas se usan engranes elipticos donde se re-
quiere un avance lento y un retorno répido.

Los astrdnomos han demostrado que las drbitas de los
planetas son elipses con el Sol en uno de los focos. Nuestra
Tierra, por ejemplo, en su viaje anual alrededor del Sol reco
rre una trayectoria eliptica con el Sol en uno de los focos.
por lo tanto, en las diferentes estaciones del afio, la distag
cia del Sol a la Tierra variari.

De modo semejante, la trayectoria 'de la Luna respecto a:
la Tierra es una elipse con la Tierra en uno de los focos.
Las 6rbitas de los satélites de ' otros planetas también son
elipticas. En la astronomia es esencial el conocimiento de
lag trayectorias (lugares geométricos) a lo largo de las cua-
les se mueven estos planetas y sus satélites. Los astrdnomos
pueden expresar estos movimientos mediante ecuaciones y, a
partir de estas ecuaciones, predecir con un alto grado de
exactitud cosas como los eclipses lunares y solares.




La elipse, como la pardbola, tiene una propiedad geomé-
trica que la hace (til para reflejar la luz y el sonido
(ver fig. 2).

Dos rectas trazadas desde los focos F) y F2 hacia cual-.
quier punto P sobre la elipse formaran dngulos congruentes
con < RPF =€ spr, . Dehido a esta propiedad geométrica
y a Ja propiedad de las superficies reflectoras mencionada en |
la discusidn de los reflectores parabélicos, si se coloca una

[ k“ﬂw fuente de luz en cualquiera de los focos de una superficie

‘THMﬂ i clivtisa, 10§ rayos incidentes sobre QG la superficie se re--
Pt flejar3n hacia el otro foco. FEn realidad, cuando se usan re-
it oo Al Flectoros elipticos, la superficie reflectora es la que se ob

e t tiene al hacer girar la elipse alrededor de la recta FFj.

Esta superficie se denomina elipsoide de revolucidn.

Abw_q“f: Las ondas sonoras se reflejan en la misma forma que las
| MR L ondas luminosas. Por lo tanto, si al techo de un cuarto se
! ‘ le da la forma de un semielipsoide, un sonido débil que se Los dos puntos fijos se llaman focos de la elipse. La
il produjera en uno de los focos se escucharia con claridad en F dgfhﬁc%én de una elipse excluye =l caso en que el punéo md
Nwﬂti?‘ ! el otro foco que puede estar a una distancia considerable. Ge} vil est@ sobre el segmento que une los focos. o
5“%ﬂﬂ“k ! neralmente el sonido no se escucha en los otros puntos. Loca-
les construidos de esa maneéra se conocen como galerias de log Designemos por F y F' (fig. 3) los focos de una elip-
Lt e Ziés.Lj recE@l 1  que jpasa PeE lOS'fOCOS tienen varios nom--
R ‘€S; veremos que es conveniente introducir el término de
il ejet?cal para designar esta recta. El eje focal corta a
1iﬁllpse en dos puntos V y V', llamados vértices. La por
cion del eje focal comprendida entre los vértices, el segmeH

to W', se llama ej : =

. je mayor. EL punto C del e

Una elipse es ¢l lugar geométrico de un punto que se mue medio del segmento que une los fgcos <& llamieC§iial, pznto
- ’ ro. a

ve en un plano de tal manera que la suma de sus distancias @ § recta 1' que pasa por C vy es perpendicular al eje focal
- : : : eje
dos puntos fijos de esc plano es siempre igual a una constan- § tiene varios nombres; encontraremos conveniente 'nz odocz'i %
' s ; %A introdu
te, mayor que la distancia entre los dos puntos. el término eje no focal para designarla. El eje no f cirl'
- oca

| ;ww,,u |

mirmu) ]nq_

P e

5-2 LA BRDRSL .

corta i
a la elipse en dos puntos A y A', y el segmento AA' se

1lam j
& eJe menor. Un segmento tal como BB', que une dos pun--

Eziziiére;tes cualesquiera de la elipse, se llama cuerda.
e’ EE}cu ari una cuerda que pasa por uno de los focos, tal
I i se. lama cuerda focal. Una cuerda focal tal como

» perpendicular al eje focal 1 se llama lado recto. Evi

dent . .
; eémente como la elipse tiene dos focos, tiene tambidn dos
ados rectos.
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5-3 ECUACION DE LA ELIPSE CON CENTRO EN EL ORIGEN Y Ejgsi
SIMETRTIA SUPURPUESIOS A LOS EJES COORDENADOS.

ﬂy

A

V’/O v

s P
\ Flco) y .

Fig. 4.

Consideremos la elipse de centro en el origen y cuyo
focal coincide con el eje X (fig. 4). Los focos F y F' g
sobre el eje X. Como el centro O es el punto medio del
mento FF', las coordenadas de F y F' seran, por ejemplo,
(c,0) y (-c, o), respectivamente, siendo ¢ una constantef
sitiva. Sea P(x,y) un punto cualguiera de la elipse. Po
definicién de la curva, el punto P debe satisfacer la coni
cibén geométrica,

|Fp| + |F'P| = 2a (1)
en donde "a" es una constante positiva mayor que"c".

Por la férmula de la distancia entre dos puntos ten

|Fp| V(x-c) 2+ y?

|77p| Y (x+c) 2+ y2

de manera que la condicidn geométrica (1) esta expresada?
liticamente por la ecuacidn:

e i i A a3 S A
V(x-c)*+ y +  V(x+c)®+ vy = 2a (2

Para simplificar la ecuacidn (2), pasamos el segundo ra
dical al segundo miembro, elevamos al cuadrado, simplificamos
- . .
y agrupamos los términos semejantes. Esto nos da,

cx + a® = a V(x+c) 2+ y

elevando al cuadrado nuevamente y simplificando obtenemos:

(a2_ Cz)X2+ a2y2= a2(a2_ CZ) (3)

2 2 - <
Como 2a > 2c¢ y a“- c¢“ es niimero positivo que puede
ser reemplazado por el nlimero positivo bz, es decir,

(4)

: 2 2 2
si en (3) reemplazamos a“- c¢“ por b“, obtenemos:

2, 2

b2x’+ a2y2= ab

y dividiendo por a’p? ; se obtiene finalmente

2
X y
=z vz )

Por tanto, el punto P estd sobre la elipse cuya ecuacidn
estd dada por (5).

Por ser "a" y "-a"las intersecciones con el eje X, las
coordenadas de los vértices V y V' son (a,o0) y (-a,0), res—-—
pectivamente, y la longitud del eje mayor es igual a 2a, la
constante que se menciona en la definicién de la elipse. Las
intersecciones con el eje Y son"8'y"-b" Por tanto, las coor-
denadas A y A' del eje menor son (o,b) y (o,-b), respectiva--
mente y la longitud del eje menor es igual a 2b.

Por la ecuacidn (5) vemos que la elipse es simétrica con
respecto a ambos ejes coordenados y al origen.

&

Si de la ecuacién (5) despejamos"y", obtenemos:
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(6)

Por tanto, se obtienen valores reales de "y" solo para
valores de % en el intervalo,

“aIS NS a

Si de la ecuacién (5) despejamos x, obtenemos :

de

manerd gue se obtiepen valores reales ue x, solo para va-
lores de "y" dentrc del intervalo,

<4 3 < b4 < b
de aqui se deduce que  la elipse estd limitada por el rectan H
gulo cuyos lados son las rectas x = *a, y= tb. Por tanto,
la elipse ©5 una curva cerrada.

La abscisa del foco F es c.

S5i en (6) sustituimos x por
CH e \/riJ'.uL ’

S ObLiwiien las ordenadas correspondientes que

SOn:

Y

de donde, por la relacién (4),

y:

t_)'
a

por tanto, la longitud del lado recto para el foco F es

Andlogamente, la longitud del lado recto para el foco

F' es 2b2/a.

Consideremos ahora el caso en que el centro de la elipse
estd en el origen, pero su eje focal coincide con el eje Y.
Las coordenadas de jos focos son entonces (o,¢) v (o,~c). En
este caso por el mismo porcedimiento empleado para deducir la
ecuacién (5), hallamos que la ecuacién de la elipse es,

152

2 2
X

= 7)
__.2,+_Y_2_ 1 (

en donde "a" es la longitud del Segnieje mayor , "he 1z lOl’lgi—
tud del semieje menor, y a =b + ¢ .

Las ecuaciones (5) y (7) se llaman, generalmente, prime
: o -
ra ecuacidn ordinaria de la elipse y son las ecuaciones mis
simples.

Los resultados anteriores se pueden resumir en el si- -
quiente,

TEOREMA 1.

La ecuacidn de una elipse de centro en el origen, eje
focal el eje X, distancia focal igual a 2c y cantidad cons--
tante igual a 2a es:

Si el eje focal de la elipse coinicde con el eje ¥, de
manera que las coordenadas de los focos sean (o,c) y (o,-c),
la ecuacidon de la elipse es:

x2

b2

Para cada elipse, "a" es la longitud del semieje mayor,
"b" la del semieje menor y, a,b,c estdn ligados por la rela-
cidn,

También para. cada elipse, la longitud de cada lado recto
2
es 2b“/a,
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NOTA.

Si reducimos la ecuacién de una elipse a su forma orgf
naria, podemos determinar ficilmente su posicidn relativaa\
los ejes coordenados comparando los denominadores de los tg
minos en x? Yy yz. El denominador mayor estd asociado a la
riable correspondiente al eje coordenado con el cual coincifl
el eje mayor de la elipse.

EJEMPLO 1.

Una elipse tiene su centro en el origen y su eje mayor

coincide con el eje Y. Si uno de los focos es el punto (o}
y el semieje focal es 6, hallar las coordenadas del otro f
las longitudes de los ejes mayor y menor, la ecuacidn de 13
elipse, la longitud de cada uno de sus lados rectos y el do

nio y el recorrido de la relacidn representada por la ecua-
cidn.

SOLUCION:

Como uno de los focos es el punto (o0,3), tenemos c=3,
y las coordenadas del otro foco son (o,-3).
focal es 6, a=6. Tenemos también:

Como el semieje

b = /éz— c2

V36 -9 =/27 =/9 ¢« /3
3 /3

Por tanto, las longitudes de los ejes mayor y menor
12 y 2b = 6 V3, respectivamente.

Por el teorema 1, la ecuacidn de la elipse es,

la longitud de cada lado recto es, =9

20?2 2(27)
a 6

El lugar geométrico es representado en la fig. 5 y evi-
dentemente el dominio y el recorrido son respectivamente,

[—3 V3 ; 3 /_3_] y [-—6; 6]

EJEMPLO 2.

; 2 2 -
Construya la grafica de la elipse, 16x°+ 25y = 400 g aé
el dominio y el recorrido de la relacidn, R= {(x,y)| 16x”+
25y%= 400},
SOLUCION :

Dividiendo ambos miembros de la ecuacidn dada entre 400,

'se obtiene la ecuacidén equivalente,

2
i
25 T8 d
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y como 25 > 16, esta ecuacidn es de la forma,

2
X

ai

con a?= 25 y b?= 16, por lo que la grafica de la ecuacidn da.
da es una elipse con centro en el origen y con sus focos so-.
bre el eje X.

Para esta elipse, a=5 y b=4, por lo que c?= a?- b= 25
16 = 9 y c=3; entonces los vértices son, V; (5,0) y V2 (-5,
los extremos del eje menor estdn en B;(0,4) y Bz (o,-4) y los
focos son, F;(3,0) y F, (-3,0). Ademés,

el |11l 2oy} 32

|R1L1I=IR2L2| = a 5 5

de modo que los extremos de los lados rectos son, R; (3,—1@&’

L; (3, 16/5), Ry (-3,-16/5),
se encuentra en la fig. 6.

L, (-3,16/5) . E1 lugar geométrico

Es evidente que el dominio y el recorrido de la relacidn
representada por la ecuacidn son respectivamente:

Dominio = (rS; 5]
Recorrido = [—4; .4]

AUTOEVALUACION 1.

Halle las coordenadas de los focos, los extremos de los
ejes y los extremos de cada lado recto en los problemas si- -
guientes. A partir de esta informacidn bosqueje las curvas
y establezca su dominio y recorrido.

x2

Les 169

4.- x%+ 4y®= 9
5.- 2x%+ 3y? = 12

Escriba las ecuaciones de las elipses cuyos ejes coinci-
den con los ejes coordenados, y que satisfacen las condicio--
nes dadas en los siguientes problemas.

6.- Foco (2,0); vértice (5,0).

7.~ Eje menor 12; vértice (9,0).

8.- Extremo del eje menor (5,0); longitud del lado recto
50/13.
/6 , 2).

9.~ Pasando a través de

(3, V2) y
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5-4 ECUACION DE LA ELIPSE DE CENTRO (h,k) Y EJES PARALEL
A LOS COORDENADOS.

Ahora consideraremos la determinacién de la ecuacién gf
una elipse cuyo centro no estd en el origen y cuyos ejessME
paralelos a los ejes coordenados. Segln esto, considerenog [
la elipse cuyo centro estd en el punto (h,k) y cuyo eje fq.
cal es paralelo al eje X, tal como se indica en la fig. 7,

y i ‘y'
|

—
[}
|
]

Fig. 7.

Sean 2a y 2b las longitudes de los ejes mayor y menor &
la elipse, respectivamente. Si los ejes coordenados son trs
ladados de manera que el nuevo origen o' coincida con el ¢
tro (h,k) de la elipse, se sigue, del Teorema 1 que la ecua
cién de la elipse con referencia a los nuevos ejes X' y ¥'4
td dada por:

12
+ —bLz & 1 (8)

De la ecuacidén (8) puede deducirse la ecuacidén de la
elipse referida a los ejes originales X y Y usando las ecua
ciones de transformacidén siguientes:

Xi= x! : y=y'+k
-k

x'=x - h; y =Y

P

si sustituimos estos valores de x' y y' en la ecuacidn (8)
obtenemos :

(x-h) 2 (y-k) 2
S ol B (9)

que es la ecuacidn de la elipse referida a los ejes origina-
les Xy Y.

Andlogamente, podemos demostrar que la elipse cuyo cen-
tro es el punto (h,k) y cuyo eje focal es paralelo al eje Y..
tiene por ecuacidn:

(x-h) 2 (y-k) *
—_— +
b2 a (40)
Las ecuaciones (9) y (10) se llaman, generalmente, la
sequnda ecuacidn ordinaria de la elipse. Los resultados pre
cedentes, junto con el Teorema 1, nos dan el siguiente:

TEOREMA 2.

La ecuacidn de la elipse de centro el punto (h,k) y eje
focal paralelo al eje X, estd dada por la segunda forma ordi-
naria:

(x=h) % (y-k) % _

a2 b2 -

Si el eje focal es paralelo al eje Y, su ecuacidn estd
dada por la segunda forma ordinaria.

(x-h) 2 (y=k) 2
b2 ; a2

. Para cada elipse, "a" es la longitud del semieje mayor,
"b" es la del semieje menor, "c" es la distancia del centro
a cada foco, y a,b y c estin ligadas por la relacién:
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También, para cada elipse, la longitud de cada uno de
lados rectos es 2b%/a.

EJEMPLO 1 .

T A
‘ RSl b

il Emmw Los vértices de una elipse tienen por coordenadas (=3,)
P | y (-3,-1) y la longitud de cada lado recto es 2. Hallar]é

il i

?wp; [ ecuacion de la elipse, las longitudes de sus ejes mayor y me
‘JLE“L‘ nor, las coordenadas de sus focos, y el dominio y el recorri.
o do de la relacidn.

SOLUCION :

""

| T gy

A TMNIN g

Fig. 8.

Como los vértices V y V' estdn sobre el eje focal y sus
abscisas son ambas -3, se sigue (fig. 8) que el eje focal es

paralelo al eje Y. Por tanto, por el Teorema 2, la ecuacién
de la elipse es de la forma:

(x-h) * (y-k)* _
b2 a2 =1

El centro C es el punto medio del eje mayor VV', y sus
coordenadas son, por lo tanto (-3,3). La longitud del eje
mayor VV' es 8, como se puede ver facilmente.

por tanto, 2a=8 y a=4. La longitud del lado recto es
sz/a = 2. Como a=4, se sigue que 2b°= 8, de donde b=2, y
la longitud del eje menor es 4. Luego, la ecuacidn de la
elipse es:

(x+3) 2 (y-3)*_
4 16

También, c?= a?- b%? = 16 - 4 = 12, de donde ¢ = 2 V3.
por tanto, las coordenadas de los focos son:

F (-3, 3+2V3) vy

F'(-3, 3 -2 V3)

El lugar geométrico de esta elipse es el representado
en la fig. 8 y se puede observar claramente que el dominio
y el recorrido son respectivamente:

(-5 -1]
(-1: 7]

Dominio

Recorrido

EJEMPLO 2,

Halle la ecuacidn de la elipse con centro en C(-1,2),
con un vértice en V;(-1,5) y con un foco en Fi(-1, 2 + V5) .




| SOLUCION : e 2

|
i

| A partir de la siguiente ecuacidn -de una elipse, encuen-
\ tre, el centro, los focos, los vértices, los extremos del eje

menor, las longitudes de los ejes mayor y menor asi como la

‘ del lado recto, las coordenadas de los extremos de ambos la--
| dos rectos y, finalmente, construya la curva y dé& el dominio
y su recorrido.

B0 ) i 1
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‘hwuwk'i%? Big{/ M.

De los datos: ¢ = |CF,| =/ 5 y a= |cvy|= 3; usando
b%= a%- cz, se encuentra, b= 9 - 5 = 4, de modo que b =2;

que la elipse es la grdfica de:

(x41)2
4

El otro vértice estd en V (-1,-1) y el otro foco es
(-1, 2 - V/5); los extremos del eje menor son B3 (1,2) y B f
-3, 2); la longitud de cada lado recto es 2b2/a, igual a8
en este caso, por lo que los puntos extremos de los lados
tos son Ri(1/3, 2 + ¥ 5), Li(-7/3, 2 + ¥5), Ra(1/3, 2 /&
y Ly (-7/3, 2 - V/5).

F
(

. Fig. 10.
El lugar geométrico de esta elipse se muestra en la fif

9 de donde se ve facilmente que el dominio y el recorrido & Como 25 > 9, esta ecuacidén es de la forma:
respectivamente:

x=h)® | (y-k)*_

Dominio [—3; 1] b2 = a2 -

Recorrido [—1; 5]

1
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| en la que a’= 25 vy b’= 9; en consecuencia, la gré&fica de |
ecuacidén dada es una elipse de eje mayor vertical con centr
| ‘ en C(-3,2). Como a=5,b=3ycs= Va®- bz, c = /16 = 4,
\ los vértices son Vl(-3,7) y Va (-3,-3), los extremos delek
il menor estan en Bi (o0,2) y B2 (-6,2) y los focos en F1 (-3,6)
| ‘ y F2 (—3,—2} la longitud lRLl de un lado recto estd dada py

' ' I CUTCE " ali |- > - =
‘ﬂ wwww a 5 5

3 ‘
(it | ;” de modo que los extremos de los lados rectos son (fig.10):
L A

o A R1 (-6/5, 6), L1 (-24/5, 6), Rz (-6/5, -2) y L2 (-24/5, <),

b
i s

2
|RL| 5 2D Ty 2(9) - 18

El lugar geométrico de esta elipse se muestra en la fig
10 siendo su dominio y recorrido los sigyuientes:

Dominio [—6;6}
Recorrido ‘:3; il

Fig. 11.

il i EJEMPLO 4.
i | I P De acuerdo con los datos del problema, la elipse es hori

I
|

gl 11
il At | zontal = . = . = - = i 2= 2_ b? =
Fﬁ&wwwMJ Halle la ecuacidén de la elipse con centro en (-4,-2) ﬂj‘ PZ? :an{ozalos1géc2 esééZb g’(b7 g; 8l C( 1a 5 iy e
it Al su eje mayor es horizontal y mide 10 y el eje menor mide 8. | S A s estén en Fi1(-7,-2) y F2 (-1,-2) y los

i - vértices estdn en Vi (-9,-2), V2 (1, -2) B; (-4,-6) Bo

1 b Encuentre los elementos de la elipse, trace la curva y estaf (-4.2) LR o iad i 'd 1, % ' 2£2 _
blezca correctamente su dominio y recorrido. 32/é 3 o : ado £gto QadEEERRaNES /A=

e

SOLUCION : i s
El lugar geométrico es el que se muestra en la fig. 11

cuyo dominio y recorrido son respectivamente:

Dominio (-2:1]
Recorrido -6 2‘}




AUTOEVALUACION 2. pPals aly?~ 2b%hx = 2a’ky + B2H24 a2k?L w2624 0

Reduzca las siguientes ecuaciones a la forma ordinarj;
En cada una, halle las coordenadas del centro, los vértica,
los focos y los extremos del eje menor. Bosqueje cada Cury, AxZ+ Cy2+ Dx + Ey + F
y establezca el dominio y recorrido.

la cual puede escribirse en la forma:

=0 (11)

La ecuacidén (11) es la forma general de una elipse en

2 2
16x + 25y~ - 160x - 200y + 400 = 0O donde, A= bz, C= az, = ~2b2h, E= -2a’k y F= b2h2+a2k2-a2b2.

| T 3x%+ 2y®- 24x + 12y + 60 =0

L

Evidentemente, los coeficientes A y C deben de ser del
2 2 mismo signo. -
36(x + 2)“°+ 100(y-2) “= 3600
Reciprocamente, consideremos una ecuacidn de la forma
(11) y reduzcémosla a la forma ordinaria (9) completando cua-
drados. Obtenemos:

225(x+2) *+ 289 (y+3) 2= 65025

Escriba la ecuacidn de la elipse que satisface las con- Alx + D )2 Cly + E )2 = M

(12)
diciones en cada problema. Bosqueje la curva. 2a 2C

Centro (5,1), vértice (5,4), extremo del eje menor (31|

Ex@gemos del eje menor (-1,2) y (-1,-4), foco (1,-1).

- "J'
Un punto se mueve de modo que la suma de sus distancish
desde (-4,3) y (4,3) es 12. Halle la ecuacién de sutn
yectorigs 1

entonces:

a) SiM=0, la grdfica es un solo punto, (-D/2A, -E/2C)
llamado usualmente una elipse punto.

Si M>0, la ecuacidn (12) puede escribirse,

1 (13)

2 2 2
CION PERTENECE A LA FORMA GENERAL: A(x + D/2A)2+ C(y * | e
E/2C)2= M.

que es la ecuacidn de una elipse con centro en (-D/2A,
-E/2C) ; el eje mayor es horizontal o vertical segilin que
M/A sea mayor que M/C o viceversa.

Consideremos ahora la ecuacidén de la elipse en la form

=1

(x-h) 2 + _lyk) -
a? b2

Si M < 0, la gré&fica no representa ninglin lugar geométri

) ' ' co real y por lo tanto es el conjunto vacio.
Si quitamos denominadores, desarrollamos, trasponemos {

ordenamos términos, obtenemos:
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Una discusidén semejante se aplica a la otra forma de
segunda ecuacién ordinaria de la elipse. Por tanto, tenemy
el siguiente:

TEOREMA 3.

Si los coeficientes A y C son del mismo signo, la rels
cidn,

{(x,9) | ax*+ cy®+ Dx + Ey + F = 0}

representa una elipse de ejes paralelos 2 los coordenados, ¢
bien un punto, o no representa ningin 1 gar geométrico real,

EJEMPLO 1.
La relacidn de una elipse es:
{(x,y)l %2+ 4y2+ 2x - 12y + 6 = o}

Reducir esta ecuacién a la forma ordinaria y determinx
las coordenadas del centro, de los vértices y de los focos;
calcular las longitudes del eje mayor, del eje menor, de Ca
lado recto, mostrar el lugar geométrico en un diagrama ye£l
cificar el dominio y el recorrido.

SOLUCION : q

Vamos a reducir la ecuacidén dada a la forma ordinarig,
completando los cuadrados. Resulta:
(x%+ 2x) + 4(y*- 3y) =
v (x242x+1)+ 4(y®-3y+9/4) = -6 +1 + 9
3/23% = 4

de donde, (8 4+ 1) €+ AN -

de mancra que la forma ordinaria es:

(x+1)2 (y-3/2)*
4 1

168

Las coordenadas del centro C son, evidentemente, (-1
3/2), y el eje focal es paralelo al eje X. Como a’= 4, a;2 y
las coordenadas de los vértices V y V' son: (1,3/2) y (-3
32), respectivamente. Como c?= a*- bz, resulta, ¢ = /4 : 1

Fig. 12.

= f;: y las coordenadas de los focos F y F' son, (-1 + vﬁr:
3/2) y (-1- /5, 3/2), respectivamente. La longitud del eje
mayor es 2a=4, la del eje menor es 2b=2, y la longitud de ca-
da lado recto es, 2b2/a = (2)(1)/(2) = 1. El1 lugar geométri-
co es el que se muestra en la fig. 12 cuyo dominio y recorri-
do son respectivamente:

Dominio =(-3; 1 1
Recorrido= | 1/2 ;5/21

EJEMPLO 2.

Determine si la gr&fica de la siguiente relacidn es una
elipse, un punto o el conjunto vacio.

R = {(x,y) |9x?+ 4y®- 36x - 8y + 76 = 0}
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Jow oy
R

SOLUCION:

Para reducir la ecuacidén dada a la forma ordinaria g
los siguientes pasos:

2 2
9x"+ 4y° -~ 36x - 8y + 76= 0
9x” + 4y2— 36x - 8y = -76 (trasponiendo)
(9%% =~ 36x) + (4y2— 8y) = -76 (agrupando)
9(x?*- 4x) ¥ 4(y2— 2y) = =76 (factorizando)

9 (x?-4x+4) + 4(y*-2y+1) = -76+36+4 (completando cuaiy
dos)

9(x-2)2+ 4(y-1)? = -36 (rec aciendo)

de aqui se ve que M< 0O, por lo que la grdfica de la relaci
dada no tiene lugar geométrico real, o sea es el conjuntow
cio.

EJEMPLO 3.

U
Determine si la grafica de la siguiente relacidn, es r
una elipse , un punto o el conjunto vacio.

R = {(x,y)| x"+ 4y~ 2x - 8y + 5 = 0}

SOLUCION:

para reducir la ecuacién dada a la forma ordinaria set
los siguientes pasos:

x2+ 4y2- 2x - 8y + 5

x4+ 4y2— 2x - 8y

(x2- 2x) + (4y2— 8y)

(x%- 2x) + 4 (y°- 2y)

(x2- 2x+1) +4(y2- 2y + 1)

(- 1% 2y - 1

Es fdcil ver que M = 0 y que la gradfica de esta rela- -
es el punto (1,1).

EJEMPLO 4.

Reducir la relacidn dada de una elipse a la forma ordina

R = {(x,y) |25x%+ 9y*- 50x + 36y - 164 = 0}
SOLUCION:

(25x2- 50x) + (9y’+ 36y) 164
25(x%- 2x) + 9(y’+ 4y) 164
25(x%- 2x + 1)49(y2+ 4y+4) 164 + 25 + 36
25(x%- 1) + 9(y°+ 2) 225

(x-1% | _(y+2)® _
9 25

Centro en (1,-2), vértices (1,3) y (1,-7); focos en
(1,2) vy (1,-6).

AUTOEVALUACION 3.

En cada uno de los ejercicios siguientes determine si la
grifica de la ecuacidn dada es una elipse, un punto o el con-
junto vacio; si la grifica es una elipse, dé el centro, los
focos, los vértices, los extremos del eje menor y la longitud
y extremos de los lados rectos y finalmente, construya la cur
va y de el dominio y recorrido.

4x?+ 9y%- 8x + 18y + 12 = 0
9x% + 25y%+ 18x - 50y - 191 =

x*+ 2y%- 10x + 12y + 43 = 0




4.- 4x’+ 3y*+ 16x - 6y + 31 =0 AUTOEVALUACION DEL CAPTTULO V.

5-6 EXCENTRICIDAD DE UNA ELIPSE. A partir de la relacidn dada de una elipse, encuentra lo
siguiente:
Un elemento importante de una elipse es su excentricjggh
‘ que se define como la razén c/a y se representa usualmente R = {(x,y)‘ 9x + 25y = 225}
.{'M“““““ por la letra e.
i kmnw .- Las coordenadas del centro.

|’ uu:\m,

(k|14 A

c/a 0) (5,3) 1) (0,0)
TR /a2 - p? 3) (25,9)

ww, 1
i '

f " )
it R .- Las coordenadas de los vértices.

et

iy
A e Como ¢ <a, la excentricidad de una elipse es menor que 0) (0,5) y (0,-5) 1)

(0,3)
la unidad. 2) (5,0) y (-5,0) 3) (3,0)

Los focos.

0) (0,3) y (0,-3) 1) (3,0)

Los puntos extremos del eje menor.

0) (0,3) y (0,=3) 1) (4,0)
2) (3,0) y (-3,0) 3) (0,4)

La longitud de los lados rectos.

0) 18/25 1) 18/5 2) 5/18
3) 25/18

El dominio.

0) [-3;3] 1) [-5;5) 2) (-5;0)
3) (0;5)




7~ E scorrido.
) o= EL 2ecorklao 11.- Las coordenadas de sus focos.

2; [:;f ;11 o) (5 -N7, -6) y (5 +47, -6)

L2 B2 +d7, 1) 'y (2 <7, #)
xra ‘ 2) (5, =3) y (8, =3)

8.~ Construya la curva. 3) ({7' & e J7-, _6)

| Encuentra la ecuacidn de la elipse con centro en el ori-

| o gen, que satisface la siguiente condicién:

e El eje menor mide 12 y uno de los focos estid en (8,0).

Toiaes -y

itligg
il 0) x%+ y?= 10 1) 6x%+10y%=100 2) 36x2+100y2=3600
", o .

2 2
i gl 3) 36x%+ 100y°=36

i i

A partir de la siguiente relacidn, encuentra lo siguien

R = {(x,y)| 36x*+ 27y%*= 972}

El dominio.

0) 1-343; 33) 1) (-6;6)
Los vértices de una elipse son los puntos (14-6) y (§ 2) [:6 $3; 6‘J§] 3) (6,0)
-6) y la longitud de cada lado recto es 9/2. Hallar:

e
T ot i
‘} s S o El recorrido.

}‘ il 9.- La ecuacidn de la elipse. 0) [6;01 1) [0;61 2) {6; 0]

2
(x-2) * (y-1)°* _ (x+4) 2 (y=-1° _. 3)[-6:6
o T 25 . R R I-6:8}

, 3 En cada uno de los siguientes problemas determine si la
2 (x-5)2 r (y+6) 2 ) 3 (x-3) ) (y=2)8 N grafica de la ecuacidn dada es una elipse, un punto o el con
16 9 9 * junto vacio.

10.- La excentricidad. 15.- ax*+ 9y2— 8x + 18y + 12 =

= 0

2 L
0) V5/2 Oy 1%, 37) 1) 4(x-1) + 9(y+1) =
3) V7/4 2) Conjunto vacio.

16.- x*+ 2y%~ 10x + 12y + 43 = O

0) Conjunto vacio. 1) (x-5)2+2(y+3) %= 1
2) (5,-3)




RESPUESTAS A LAS AUTOEVALUACIONES DEL CAPTTULO V.
17.- 4x*+ y2— 8x + 4y 1 /2 =0

z 2 TOEVALUACION 1.
0) Conjunto vacio. 1) 4(x=1) +(y+2) = B

li 2y (1,-2)
!_

1.- F(+12,0), V(+ 13,0), B(O,+ 5); (12,+ 25/13), (-12,+
25/13) -

F(0,+ 3), V(0,+ 5), B(+ 4,0); (+ 16/5, -3), (+ 16/5,3)

A 52

' i |ﬁf‘h~m¢ . F(i\rg' 0), V(+ 3,0), B(0,+ 2); (-5, + 4/3), (V5,+
L e ot 4/3)

?,ilm:“\:“ F(+ / 0), V(+ 3,0), B(0,+ 3/2); 32£ .+ 3/4),
i MO e (R o=ty £ 3/4)

il g

F(+82, 0), v(+J{6,00, B(0,+ 20; 2, + 2/37/8), (-2,
+2/3 J%6)

X

‘l i
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AUTOEVALUACION . 2.

() 2 _ay 2
RN R0 o Ay=4)”

= ; v'(0,4), v(10,4);

F'(2,4), F(8,4), B'(5,0),
B(5,8)
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c(4,-3), n'(a, -3 -N3)

V' (4,-3+ /3); F'(4,-4), F(4,-2); B'(4- V2,-3), B(4+/jf

c(-2,2), V'(-12,2), V(8,2

F'(-10,2), F(6,2); B'(-2,-4), B(-2,8)

(y+3)*_

(x+2)° e :
225 1 c(-2,-3); V' (=-19,-3), V(15

289
-3); P'(=10,43), F(6,-3); B'(-2,-.3), B(-2,12)

(x-5) 2 (y-12 _
4 9 0

(x+1) ¢ () 2/ |
13 9 T

(y=3)% _
20

AUTOEVALUACION 3.

2 2
. (x-1) (y+1)
Elipse: /4 + 179

= 1; centro (1,-1)

vi(1/2,-1), V2 (3/2, =1)

Fi(1 - V/5/6, -1), Fa(l+ V5/6, -1)

R/3), - 7473)

Longitud 4/9

Extremos (1- V576, = 1/9), (1- V5/6,1
(1+ /5/6, - 7/9), 1+ V5/6,-1

Vértices:
Focos:
B?(lr

Eje menor: B (1,

Lado recto:

(x41) 2

2
. -1
2.~ Elipse: —— S 1

9 i centro (-1,1)

vi(-6,1),
Fl(_511) 7
By (-1,4)

yértices: Va(4,1)
F2(3,1)
Bz (=1,-2)

18/5

Focous:

Eje menor:
Lado recto: Longitud
Extremos (-5, 14/5),

(3, 14/5),

(=5, -9/5)
(3, -9/5)

3.- Elipse punto (5, -3)

4.- Conjunto vacio, 4(x+2)2+ 3(y—1)2= -12

AUTOEVALUACION DEL CAPITULO V.

10.
% 6 1
12,
13..
14.
155
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17.
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4o. SEMESTRE. AREA II. UNIDAD XIV.

LA HIPERBOLA.

Los conocimientos empiricos acerca de la medida de la -
extensidn, vienen de 1a mds remota antigliedad, pero fueron
muy rudimentarios en sus principios.

Las transacciones comerciales, indispensables en la vida
social y el esfuerzo para medir partes mas o menos extensas
del universo, 1levaron al hombre, apenas salido de la barba--
rie, a crearse un embridon de Geometria.

Segiin Aristoteles, las matematicas y en especial la Geo-
metria, tuvieron origen en Egipto, no Gnicamente por la nece-
sidad de medir las tierras, sino también porque la casta de
los sacerdotes disponia de tiempo suficiente para dedicarse a
esta clase de ocupaciones, o sea, cultivaba la Geometria no
sdlo en vista de sus aplicaciones, sino. como ciencia pura.

Desde época muy lejana, que se remonta a mas de veinte
siglos antes de nuestra era, contruyeron los egipcios las =
grandes pirdmides. Un pueblo que emprende obras de esa impor
tancia, debe haber poseido extensos conocimientos.en matemdti
cas practicas y en astronomia, pues esas imponentes construc-
ciones estan perfectamente orientadas.

Nada extrafio, pues, que los antiguos griegos, Tales de
Mileto, Solén, Herodoto y Pitdgoras, hayan ido a Egipto a ini
ciarse en los conocimientos geométricos alcanzados por 1os sa
bios de ese pafs. Pero, como la ciencia egipcia era preponde
rantemente empirica, no constituia una ciencia en el verdade-
ro sentido de la palabra, pues no era un sistema 16gico, basa
do en postulados y axiomas.

No asi los griegos, eminentemente pensadores, no se con-
tentaron con saber el "qué"; sino quisieron averiguar el "por
Qué", y n~ ~. dseron por satisfechos hasta obtener explicacio
nes racionales. En otras palabras: con los griegos empieza
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propiamente la geometria como ciencia. PROCEDIMIENTO SUGERIDO.

En esta unidad, analizaremos la hipérbola, que es qfy 1.- Estudia el capitulo VI, de tu 1ibro "Geometria Analiti-

de las secciones cdnicas.

Confiamos que sientas satisfaccidn con su lecturay.
aprendizaje, ya que al final de la misma deberds ser capy
de:

OBJETIVOS:
1.- Definir correctamente el concepto, hipérbola.

2.- Encontrar la ecuacion de la hipérbola en Tos siguient
€asos:

a) Los ejes de simetria coinciden con los ejes coords
dos y el eje focal estd sobre el eje "x" y es iguil
a 2a.

b) Los ejes de simetria coinciden con los ejes coords
dos y el eje focal estd sobre el eje "y" y es igul
a: 2b.

Calcular correctamente los elementos de una hipérbola
conocida su ecuacion.

Construir la curva, dada la relacién de una hipérbola
asi como susasintotas y dar su dominio y su recorrid.

Encontrar el lugar geométrico de una hipérbola dada pi§

Ta ‘ecuacidn general:

A(x + D/2A)? - C(y + E/2C)% = M

ca". Te sugerimos que leas primero todo el capitulo pa
ra que, conforme vayas leyendo el capitulo, vayas hacien
do todas las anotaciones que creas importantes, para -
luego, porceder a contestar tus objetivos.

En cada seccidn del capitulo se exponen ejemplos ilus--
trativos, para que observes el procedimiento y la forma
de resolver los problemas para que luego, trates de re-
solver las autoevaluaciones como préctica de los objeti
vos a resolver. -

Una vez que estés seguro de tus conocimientos de esta
unidad, te sugerimos que resuelvas la autoevaluacidn del
capitulo, la cual te indicard qué tan bien andas en la
unidad, o bien, te indica qué objetivos debes de volver
a repasar. s
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CAPITULDO 6.
LA HiIPERBOLA

6-1 INTRODUCCION.

Otro lugar geomé@trico asociado con las distan-
cias desde dos puntos fijos es la hipérbola.

La hipérbola es el lugar geométrico de todos
los puntos para los cuales la diferencia de sus
distancias hacia dos puntos fijos es una constan-

te. Los puntos fijos se llaman focos de la hi--
pérbola.

Una construccidn meci@nica de la hipérbola es
la. siguiente, (fig. 1). Se colocan dos chinches
en una meésa de dibujo, en los puntos F; y Fa.
Estos puntos serdn los focos de la hip&rbola. Ate
Se un 1l3piz a una cuerda en P, de manera que la
cuerda no se deslice sobre el lépiz. Pasese uno
de los extremos de la cuerda por debajo de la chin
che que se encuentra en F; y a continuacidn {nase
el otro extremo sobre la chinche en F; . si los
dos extremos Ry y R, coinciden al tirar de la
Cuerda desde ellos o bien desde P, de manera que
RiF; y RyFzse alarguen o se acorten en la misma

181




 #oa

T 5l e

Ty
I |

s

e ol

!

Nl
e

il

el

P el

longitud, entonces PF, PF, seri constante (si 13
cuerda se mantiene tirante). La trayectoria re-

sultante de la hipérbola puede obtenerse invirty

&1
do las funciones de F; y F, E

-

Las aplicaciones sencillas de la hipérbola no
sen tan comunes como las de la pardbola y la elip B
se. En los cursos de geometria analitica se estyl
dian las ecuaciones para varias hipérbola. h

Muchas leyes de la naturaleza se representan mediante
ecuaciones hiperbdlicas. El estudiante de fisica aprende que
la relacién entre el volumen y la presién de un gas es la ~ -
ecuacidon de una hipérbola. Otras relaciones que se represen-
tan graficamente mediante curvas hiperbélicas son, (a) distan
cia, velocidad tiempo; (b) &rea del cuadrado, su longitud, su
ancho; (c) costo total, costo por articulo, nimero de artfcu-
los; (d) corriente, voltaje y resistencia en electricidad.

En la guerra se aplican las hipérbolas para localizar
los emplazamientos escondidos de la artilleria enemiga. EL
navegante de un avidén con frecuencia usa las hipérbolas al de
terminar su posicidn. El sistema esti relacionado con la re-
cepcidn de senales de radio de varias estaciones radio emiso-
ras en posiciones fijas conocidas. Observando los tiempos re
queridos para recibir las sefiales y encontrando el punto de
interseccidn de dos hipérbolas, obtenidas a partir de la cons-
truccidn de las graficas correspondientes a estos tiempos, el
navegante puede determinar la posicidn del avidn.

Si la hipérbola de la fig. 1 se gira alrededor de la rec
ta F,F,, se forma una superficie llamada hiperboloide de revo
lucidén. En ocasiones se usa este tipo de superficies como rg
flector del sonido en la forma de una cubierta para la orques
ta en los grandes anfiteatros al aire libre. Si el sonido de
la persona que habla o el de un conjunto musical se origina
cerca del foco de la cubierta, el sonido se dirigird hacia el
auditorio que se encuentra frente a ella. El sonido se dis--
persari con mayor uniformidad hacia el auditorio si la cubieg_
ta tiene la forma de una paraboloide de revolucidn.

6-2 LA HIPERBOLA.

Una hipérbola es el lugar geométrico de un punto que se
Mueve en un plano de tal manera que el valor absoluto de la
diferencia de sus distancias a dos puntos fijos del plano,
llamados focos, es siempre igual a una cantidad constante, po
sitiva y mehor que la distancia entre los focos.




La definicidén de la hipérbola excluye el caso en que g
punto movil se mueva sobre la recta gue pasa por los focog;
excepcidén del segmento comprendido entre ellos.

tiene varios nombres; nosotros, como lo hicimos para la eli
se, consideraremos conveniente introducir "eje no focal” pa-
ra esta recta. El "eje no focal” 1' no corta a la hipérbo
la; sin embargo, una porcidn definida de este eje, el segmen
to AA' en la fig. 2, que tiene C por punto medio, se llama
eje conjuga?o. La longitud del eje conjugado se dari en el
siguiente parrafo. El segmento que uno dos puntos diferentes
cualesquiera de la hipérbola se llama cuerda; estos puntos —-
e pueden ser ambos de la misma rama, como para la cuerda BB', o
‘1ﬂtjf Ao : [ uno de u?a rama y e} otro de la otra, como para el eje trans-
| : Fl ik gt . B verso VV', 'En particular, una cuerda que pasa por un foco,
‘;?4_ ;‘3. T tal C?mo EE se llama cue?da focal. Una cuerda focal tal co
‘iﬂ)' e mo LL', perpendicular al eje focal 1 se llama lado recto;

(e AL = ) i s e ;

R L ) evidentemente, por tener dos focos, la hipérbola tiene dos 13
GL b dos rectos.

Whe i * m

fHTEN, e
TR+ g

Tmﬂmiﬁ ;n“v : 6-3 PRIMERA ECUACION ORDINARIA DE LA HIPERBOLA.
. '“ A | \ ‘-:; S { %

i£ " :ﬁﬁ \ teL:j fozsblz el punt?tmgilo de este segmento no pueden Consideremos la hipérbola de centro en el kLo i o
me 7?{1 pertenecer gar geométrico. eje focal coincide con el ele X (fig. 3)

B o | - -
‘dj’hﬁd , El estudiante debe observar la estrecha analogia que

Eﬁwwwwmmﬁ$wu existe entre las definiciones de la hipérbola y elipse. 1Ia
il ‘ analogia entre estas dos curvas se encontrara frecuentemente
il g9

|

(i i a medida que avancemos en nuestro estudio de la hipérbola.

En el pArrafo siguiente veremos que la hipérbola const:
de dos ramas diferentes, cada una de longitud infinita. En
la fig. 2 se ha dibujado una porcidén de cada una de estas &
mas; los focos estdn designados por F y F'. La recta'l' qe
pasa por los focos tiene varios nombres; como para la elipst§
creemos conveniente introducir el término "eje focal" para f§
designar esta recta.

El eje focal corta a la hipérbola en dos puntos, V y .V
llamados vértices. La porcién del ejc focal comprendido e
tre los vértices, el segmento VV', se llama eje transverso
El punto medio C del eje transverso se llama centro (£ig. 4
La recta 1' que pasa por C y es perpendicular al eje focal
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Los focos F y F' estdn entonces sobre el eje X. Cmm:J
centro O es el punto medio del segmento FF', las coordenag
de F y F' serdn (c,o0) y(-c,0), respectivamente, siendo ¢y,
constante positiva. Sea P(x,y) un punto cualquiera de laj
pérbola. Entonces, por la definicién de la hipérbola, el
to P debe satisfacer la condicién geométrica siguiente, g
expresa que el valor absoluto de la diferencia de las disty
cias del punto a los focos es una cantidad constante,

l

|Fp| |F'p| | = 2a

en donde "a" es una constante positiva y 2a < 2c.

La condicidn geométrica (1) es eq: ivalente a las dosn
laciones,

|rp| - |F'P|= 2a @)

|Fp| - |F'P|=-2a €]

La relacidén (2) es verdadera cuando P estd sobre lahi
izquierda de la hipérbola; la relacidén (3) se verifica cuaf
P estéd sobre la rama derecha.

Por la fdérmula de la distancia entre dos puntos, teneg
(o N 2. 2
|Fp| V(x-c) 2+ y

|F'e| V(x+c) 2+ y?

de manera que la condicién geométrica (1) estd expresada af
liticamente por:

Y (x—c) 2+ v2 /(x+c) 2+ y? = 2a (4]
/(x-c)?’+ y* V(x+c) 2+ y* =-2a (3]

correspondiendo las ecuaciones (4) y (5) a las relaciones |
y (3), respectivamente.

Por el mismo procedimiento usado al transformar

ficar la ecuacidn para la elipse, podemos demostrar q
ecuaciones (4) y (5) se reducen cada una a:

y simpli
ue las

2 2 2 2. 2 ;
(- a®)x?- a’y’= a?(c’- a?)

(6)

Por ser c >a, cz— a2
: 2
designar por b~.

la relacidn:

es un nimero positivo que podemos
Por tanto, sustituyendo en la ecuacidn (6)

(7)

22 2
obtenemos, b™x - a%y

que puede escribirse en la forma:

(8)

Luego, la ecuacidn (8) es la ecuacidn de la hipérbola.

Estudiemos ahora la ecuacifin (8); las intersecciones con
el eje X son a y -a. Por tanto, las coordenadas de los vérti
ces Vy V' son (a,0) y ¢a,o) respectivamente, y la longitud
del eje transverso es igual a 2a, que es la constante que in-
terviene en la definicidn. Aunque no hay intersecciones con

el eje ¥, dos puntos, A(o,b) y A'(o,-b), se toman como extre-
mos del eje conjugado.

Por tanto, la longitud del eje conjugado es igual a 2b.
La ecuacién (8) muestra que la hipérbola es simétrica con res

pecto a ambos ejes coordenados y el origen.

Despejando"y"de la ecuacidn (8), resulta:

y = + . v x?- a? (9)
g

Por tanto, para que los valores de "y" sean reales, X
estd restringida a variar dentro de los intervalos x > a vy

X< -a. De aqui que ninguna porcién del lugar geométrico - -
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" la estd definida por la razdn c/a. Por tanto, de (7), tene

aparece en la regidn comprendida entre las rectas xX=a y xs,

Despejando x de la ecuacidén (8), se obtiene:

a N o
= +_ = Jy+b
x ™G Y (10
de la cual vemos que "x" es real para todos los valores reg
les de "y".

Segiin esto, las ecuaciones (9) y (10), juntos, con lagh
metrfa del lugar geométrico, muestran que la hipérbola no g
una curva cerrada sino que consta de do- ramas diferentes,
una de las cuales se extiende indefinic¢ :mente hacia la der-
cha, arriba y abajo del eje X, y la otra se extiende indefi;§
damente hacia la hizquierda y por arriba y debajo del eje}

De los resultados anteriores se deduce que si r
R = {(x,y)| b2x%= a%y?= a’b?}

entonces dominio de R = (- oo;—a] U [a;+ ®) y recorrido de

zontales. En el siguiente parrafo veremos, sin embargo, qu

R=GL- P ) .
La hipérbola (8) no tiene asintotas verticales ni hmwl
la curva tiene dos asintotas oblicuas. #

De la ecuacidn (9) y de la relacién (7), hallamos que!
longitud de cada lado recto es 2b2/a.

Como para la elipse, la excentricidad "e" de una hipén®
mos :
g ,
A @4, l
2 2
Ya'+ b® (1)
a

como ¢ >a, la excentricidad de una hipérbola es mayor que It
unidad.

i el centro de la hipérbola estd en el origen pero su
eje focal coincide con el eje Y, hallamos, andlogamente

; g s ue
la ecuacidn de la hipérbola es: 2 4

a? = (12)

Las ecuaciones (8) y (12) son las mas simples de esta
curva y las llamaremos primera ecuacidn ordinaria de la hipér
bola. 4

Los resultados precedentes se resumen en el siguiente:

TEOREMA 1.

La ecuacidén de la hipérbola de centro en el origen, eje
focal coincidente con el eje X, y focos los puntos (c,o) v
(-c,0), es:

Si el eje focal coincide con el eje ¥, de manera que las

coordenadas de ios focos sean (o,c) y (o0,-c), entonces la - -
ecuacidn es:

y
a2

Para cada hipérbola, "a" es la longitud del semieje - --
transverso, "b" la del semieje conjugado, ¢ la distancia del
centro a cada foco, y, a,b,c estén ligados por la relacidn:

b2

También, para cada hipérbcla, la longitud de cada uno de

sus lados rectos es, 2b2/a, y la excentricidad "e" estd dada
por la relacidn:
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NOTA.

La posicién de una elipse con relacién a los ejes coor
denados puede determinarse como se indicé en la nota de la
unidad de la elipse, comparando los denominadores de los tér-
minos en x“y y°. EL denominador mayor estd asociado a law
riable correspondiente al eje coordenado con el cual coincide
el eje mayor de la elipse.

Este método no es aplicable a la hipérbola, ya que puh-!
mos tener a>b, a< b & a =Db. La posicién de la hipérbol |
se determina por los signos de los coeficientes de las varia
ples de la ecuacidén en forma ordinaria. La variable de coefi|
ciente positivo corresponde al eje coordenado que contiene &l
eje transverso de la hipérbola.

EJEMPLO 1.

Los vé8rtices de una hipérbola son los puntos V(o,3) y
v'(0,-3), y sus focos los puntos F(0,5) y F'(0,-5). Hallar
la ecuacidn de la hipérbola, las longitudes de sus ejes trans
verso y conjugado, su excentricidad, la longitud de cada lado
recto y por filtimo el dominio y el recorrido de la relacién. |

SOLUC 'ION :

Como los vértices y los focos est@n sobre el eje Y, el
eje focal coincide con el eje Y. Ademds, el punto medio del
eje transverso estd, evidentemente en el origen. Por tanto,
por el teorema 1, la ecuacidn de la hipérbola es de la forma

2

B

a

La distancia entre los vértices e o, y
eje transverso. La distancia entre 125220002,2i:n?étud del
tanto, a=3, y ¢=5, de donde, b®= c®-a%= 25 - 9 = 16, g
tob = 4 y la longitud del eje conjugado es 2b = 8 ; gor Yany
cién de la hipérbola es entonces: - La ecua-

6 = !

Fig.

La excentricidad es, e=

5/3 la longitud de ¢
lado recto es: r Y ongitud de ?ada

ab” \| B (1§« \/ 62

a 3 3

dmﬂzleiu?ér geoyétrico esEé representado en la fig. 4, en

A Sije C°n3u9&d0‘8§ta indicado por el segmento AA' del

v . 't puede ver facilmente de la grdfica que el dominio
corrido de la relacidn son respectivamente:

Dominio (= ;0 )

(- =;~3)u [3;)

Recorrido
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6-4 ASINTOTAS DE LA HIPERBOLA.

Si para una curva dada, existe una recta tal que, a p.
dida que un punto de la curva se aleja indefinidamente del
origen, la distancia de ese punto a la recta decrece contip
mente y tiende a cero, dicha recta se llama asintota de lj.
curva.

[

Esta definicidn implica dos cosas: a) una curva que tj
ne una asintota no es cerrada o de extensidn finita, sino g
se extiende indefinidamente; 2) una curva se aproxima a la
asintota mas y mds a medida que se extiende mds y més en el |
plano coordenado.

Si de la forma ordinaria de la ecuacidén de la hipérbola
2%’ - B

despejamos "y'", obtenemos:

que puede escribirse en la forma:

aZ

X 1- s

= + —-
y — a X

Frecuentemente se desea investigar lo que ocurre en um
ecuacidén cuando una de las variables aumenta numéricamente
sin limite. Si un punto de la hipérbola se mueve a lo larg
de la curva de manera que su abscisa X aumenta numéricamen
te sin 1Tmtle, el radical del segundo miembro de la ecuacidn
de arriba S§ aproxima mds y mds a la unidad, y la ecuacidn
tiende a la forma:

Sy

b )
Como esta ecuacidn representa las rectas y= — X y Y=
x, esto nos conduce a inferir, de la definicidn de as1ntoﬁ

que la hipérbola es asintota a estas dos rectas.

5.

En la fig. 5 las rectas v=
tas de la hipérbola de ecuacién:

B s ¥
x y y= E—x son a51ntg

Esn..
-

a2

y estdn representadas por las lineas interrumpidas de la figu
ra. B

Estos resultados se resumen en el siguiente:

TEOREMA 2.

La hip8rbola, b?x2- a2y2= a’pb?, tiene por asintotas las
rectas bx - ay = 0 y bx + ay = O.

NOTA ,

Si la ecuacidn de una hipérbola est& en su forma ordina-
:liilas ecuaciones de sus asintotas pueden obtenerse reempla
ando el t&rmino constante por cero X factorlzando el primer
Niembro, Asi, para la hlperbola, 9x“ - 4y 36 tenemos - ——
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9x%- 4y®= 0, de donde (3x+2y) (3x-2y) =
las asintotas son:

3x + 2y 0
3x - 2y 0

)
20 s

para dibujar una hipérbola

zan primero las asintotas y se construyen los vértices y lg
extremos de los lados rectos; después se unen estos puntos
Ik s g con un trazo continuo, usando las asintotas como guias, ya
TEE & o W i que

e il 8 i les

A jan

L
} ]! mo:

indefinidamente.

EJEMPLO 2.

Hallar la ecuacidn de la hipérbola que pasa por el punt

(6,2), tiene su centro en el origen, su eje transverso estd
sobre el eje X, y una de sus asintotas es la recta, 2x-5y=0,
Ademis, encontrar el dominio y recorrido de la relacidn.

iy | I 4
15 4ot

N0 g,
i I Rl LTIV S

2xt5y=-0
~

~
~
~
~
~
— Q|
- \
-
-

-
o

Fig. 6.

Por el teorema 2 anterior, la otra asintota es la recta
2x+5y=0. Las ecuaciones de ambas asintotas pueden obtenerst
haciendo k igual a cero en la ecuacidn:

(2x-5y) (2x+5y) =k
4x?- 25y2= k

0, y las ecuacioneg g

de ecuacidn conocida, se tr.

son lineas gue nunca encuentran a la curva pero a las ou
se acerca mids y mds la hipérbola cuando sus ramas se ale:|
‘

como la hip@rbola buscada debe pasar por el punto (6,2),
las coordenadas de este punto deben satisfacer la ecuacidén de
la hipérbola. Por tanto, si hacemos x=6 y y=2 en la {ltima
scuacibn, hallamos k= 44, y la ecuacidn de la hipérbola que
se busca es:

ax%- 25y*= 44

El lugar geométrico se muestra en la fig. 6. De la ecua
cién de las asintotas se ve que a=5 y b=2, por lo que el domi
nio y recorrido de la relacidn de esta hipérbola son respecti
vamente: A

Dominio (- @;-5] Ul 5;4)

Recorrido (= '®;+ )

EJEMPLO 3.

Construir la grafica de la siguiente relacidén y dar su

| dominio y recorrido.

R = {(x,y) |36%x®- 64y*= 2304 }
SOLUCION:

Dividimos entre 2304 y reducimos la ecuacidn a:

2 2
el e =
64 36

La gréfica es una hipérbola en la que a=8, b=6 y ¢ =
Ya*+ b* = 10. Por consiguiente, los vértices son (+ 8,0) vy
log focos (+ 10,0). Cada lado recto tiene una longitud de
d’/a = 9. Las ecuaciones de las asintotas son, 3x-4y=0 y
3xtdy= 0. A partir de esta informacidn puede trazarse la hi-
pérbola (fig. 7).




que €s de la forma:

2 2
X _ ¥ _,
a2 b2

1
' 2 - .
‘ con a’= 9, b°= 16, por lo que la grafica de la ecuacidn dada
(400”#8;) ; es una hipérbola con centro en el origen y focos sobre el eje
' # T X. Para este hipérbola a=3, b=4, por lo que c?= 224 p2-= 9

I

|

|

16 = 25 y c=5; entonces los vértices son V;(3,0) y V2(-3,0)

y los focos estgn en F1(5,0) y F2(-5,0), la longitud del la-
do recto es, 2b“/a = 32/3, o sea que los extremos de los la--
dos rectos (fig. 8) son Ry (5,- 16/3), L1(5,16/3), R2(-5,-16/3)
y L2(-5, 16/3) .

L (0,-6) La ecuacidon del par de asintotas se escribe:

2
El lugar geométrico de la relacidén se muestra en la ﬁ@r 2 18

ra en donde se observa fédcilmente que el dominio y recorrid oo e
. . uivalente a:
son los siguientes: que B &l

Dominio (-o;-8] ul8;=») y =

Recorrido = (- ; )

3y - 4x =0 y 3y + 4x = 0
EJEMPLO 4. Estas asintotas estdn representadas por la linea inte--

} rumpida de la fig. 8, en donde se muestra el lugar geométri
Construya la grafica de 16x%- 9y?- 144 = 0 y dé el donmi- co.

nio y el recorrido de la relacidn:

R = {(X,y)l 16%2 - 9y2— 144= 0} Para la relacidén R especificada:

SOLUCION : Dominio de R = (-%;-3] U] 3;+w)

Recorrido de R (=% ; 4oo)
La ecuacion dada es equivalente a:




§ g

16 |
Timamad

L9 0 N
b L

6-5 HIPERBOLA EQUILATERA O RECTANGULAR.

"

Consideremos la hipérbola especial cuyos ejes transver

y conjugado son de igual longitud.
Entonces a=b, y la ecuacidn:
b2x? - &y’ a%p2
toma la forma mds sencilla;

2 2 2
¥ - v a

debido .a la igualdad de sus ejes, la hipérbola se llamahi'
bola equildtera. 1

por al teorema 2, las asintotas de la hipérbola equils-
tera son las rectas:
X -y 0
y Xx+y=20
como estas rectas son perpendiculares, resulta que las
asintotas de una hipérbola equildtera son perpendiculares en

tre si. Por esta razdn la hipérbola equilitera se llama tam-
pién hipérbola rectangular.

AUTOEVALUACION 1.

Para cada hipérbola halle las coordenadas de los vérti-
ces y los focos, la longitud de cada lado recto y las ecua--
ciones de las asintotas. Trace cada curva usando las asinto
tas y establezca su dominio y recorrido. N

2 2

1k 7 1

2
25

/ Escriba las ecuaciones de las hipérbolas cuyos ejes es--—
tan sobre los ejes coordenados y las cuales también satisfa--
cen las condiciones dadas en los problemas siguientes:
9.~ Vértice (4,0), extremo del eje conjugado (0,3).
10.~ Foco (6,0), vértice (4,0).

.- Foco (0,5), eje conjugado 4.

2.~ Eje conjugado 6, vértice (7,0).
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Lado recto 5, foco (3,0).

Extremo del eje conjugado (3,0), longitud del lado pg,
to 10.

15.- Pasa a través de (6,5) y (8, 2 V15).

16.- Pasa a través de (3,/2) y (2 V3, 2)

6-6  SEGUNDA ECUACION ORDINARIA DE LA HTPERBOLA.

Si el centro de una hipérbola no estd en el origen, p
sus ejes son paralelos a los ejes coordenados, sus ecuacionm
pueden obtenerse tal como se determinaron ambas formas de I
segunda ecuacién ordinaria de la elipse y el procedimientos
resume en el siguiente: |

TEOREMA 3,

La ecuacidn de una hipérbola de centro en el punto (h§
y eje focal paralelo al eje X, es de la forma:
(x-h)? (y=k) 2
a? - b2

=1

Si el eje focal es paralelo al eje Y, su ecuacidn es:

(y-k) 2 (x-h) 2
a‘ i el r

Para cada hipérbola, "a" es la longitud del semieje - =
transverso, "b" la del semieje conjugado, "c" la distancia
del centro a cada uno de los focos y a,b,c estadn ligados po
la relacidn:

También, para cada hipérbola, la longitud de cada lado

recto es 2b“/a, y la excentricidad "e" esti dada por la rela

cibn: d
Ya%+ p?

a

> 1

EJEMPLO 1,

Trazar la grafica de la siguiente relacién y dar su do-
minio y recorrido.

R = {(x,y)|12y*- ax®+72y+16x + 44 = 0}
SOLUCION:

Primero reducimos la ecuacibén a la forma ordinaria, por
el método de completar cuadrados,

12 (y*+ 6y+9) = 4(x*-4x+4) = -44 + 108 - 16
12 (y+3) 2- 4(x-2)2 = 48

(y+3)* _ _x-2)%_ |
4 12 §

Vemos ahora que a=2, b=2 V3, c= /4+12 = 4 y el centro

de la hipérbola estd en (2,-3). Por tanto, los extremos del
eje transverso estdn en (2,-5) y (2,-1), y los extremos del
eje conjugado en (2= 2 V3, -3) y (2 + 2/ 3, -3). Las coorde-
nadas de los focos, a 4 unidades del centro son (2,-7) y (2,
1). La longitud de cada lado recto es 2b%/a = 12 y por con-
siguiente, los extremos de cada lado recto estin a 6 unidades
del foco correspondiente. Los vértices de la hip&rbola, los
extremos de cada lado recto y las asintotas son suficientes
Para dibujar una grdfica razonablemente precisa (fig. 9)..
Las ecuaciones de las asintotas, aunque no son necesarias pa-
ra su trazo, son:

L o y+3 x - 2

2
2/3 2 2 V3
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El lugar geométrico es el representado en la fig.9d“
donde se puede ver fdcilmente que el dowinio y el Yecorrid
de la relacidon son los siguientes:

Dominio (=00 ;)

Recorrido (—“’;-S] U [—1;“)

AUTOEVALUACION 2.

y
Reduzca las ecuaciones siguientes a la forma ordinati

En cada una halle las coordenadas del centro, los vertice
los focos. Trace el lugar geométrico de cada ecuacidn yé
blezca su dominio y recorrido.

1.- 9x2- 16y%- 54x - 63 =0
2.- 21x%- 4y*+ 84x - 32y - 64

5y2- 4x%- 30y - 32x = 99

202

k- 3yt By + 6x - 1 = 0

Escriba las ecuaciones de las hipérbolas que satisfacen
condiciones dadas en los siguientes problemas.

centro (1,3), vértice (4,3), extremo del eje conjugado
(1:1)

yértice (-4,0), focos (-5,0) y (1,0).

Extremos del eje conjugado (3,-1) y (3,5), foco (-1,2).
vértices (-1,3) y (5,3), longitud del eje conjugado 6.

Un punto se mueve de modo que la difefencia de sus distan

cias desde (-4,3) y (4,3) es num@ricamente igual a 6. Ha
lle la ecuacidn de su trayectoria. -

6-7 LUGAR GEOMETRICO DE LA RELACION DE UNA HIPERBOLA CUYA
ECUACION PERTENECE A LA FORMULA GENERAL: A(x + D/2A)%+
C(y + E/2C)2%= M.

TEOREMA 4.

) Si los coeficientes A y C difieren en el signo, la ecua--
cidn:

Ax’+ Cy?+ Dx + Ey + F =0

representa una hiperbola de ejes paralelos a los coordenados,
Oun par de rectas que se cortan.

; La ecuacidn anterior puede escribirse en la forma equiva-
ente:

A(x + D/22a)2%+ Cly + E/2C) %= M

M = D2/4A + E?/4C - F




Entonces: @wéntricidad es e = c/a = /T§/3.

/

|
i Si M= 0, la grafica estd formada por dos rectas que s
i cortan.

Si M ¥ 0, la gridfica es una hipérbola con centro ej
(- D/2A , - E/2C); su eje transverso es horizontal sj
0 M/A es positivo y M/C negativo, y vertical en caso c.
|=?"W’ trario.
| {0 !
Uittamai

| BT EJEMPLO 1.

Encontrar el lugar geométrico de 11 siguiente relacif
y dar su dominio y recorrido.

R = {(x,y)| 9x2- 4y?- 54x + 8y + 113= 0}

SOLUCION:

vVamos a reducir la ecuacidon anterior a la forma ordim
ria completando los cuadrados. Entonces,

Iy i 9(x2- 6x) -4(y?-2y) = -113
| 5*‘:‘"‘*w~«-m | Para obtener las ecuaciones de las asintotas, aplicaremos
el teorema 2, teniendo en cuenta que el centro de la hipérbo-
de donde 9(x - 3)2- 4a(y - 1)%= -36 la es el punto (3,1) y no el origen. Si los ejes coordenados
son trasladados de manera que el nuevo origen sea el centro

de manera que la forma ordinaria es: C(3,1) la ecuacidén de la hipérbola toma la forma:

A < vy 9(x%-6x +9)-4(y%-2y+1)= =113 + 81 -

|
[
]
il
4

(y=D? | G2 L ¥4
9 4 [ 9

que es la ecuacion de una hipérbola cuyo centro C es el pul de modo que las ecuaciones de las asintotas referidas a los
(3,1) y cuyo eje focal es paralelo al eie Y (fig. 10). nuevos ejes se obtienen de la relacion:

Como a%= 9, a=3, y las coordenadas de los vértices VJ w1 _x_’2 =/0
son (3, 1 + 3) Z (3, 1-3) o sea, (3,4) y (3,-2) respectivan 9 Y,
te. Como c?= a’+ kf, c= /9+4 = /ﬁ, vy las coordenadas dé |
los focos F y F' son, (3, 1+ /13) y (3, 1- /13) respectiva¥  Pero esta Giltima relacidn al ser referida a los ejes ori-
te. La longitud del eje transverso es 2a = 6, la del eje cff 9lnales X y Y, toma la forma:
jugado es 2b=4 y la de cada lado recto es 2b%/a = 8/3. la
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. x = 3 y - 1 x - 3 -
3+2)(3 S=rh (i

(

de manera que las ecuaciones de las asintotas referidas a|
ejes originales X y Y son:

y-1 x~3
+ =
3 2 1

3x + 2y - 11
y 3% - |2y |=='T

Fl lugar geométrico es el representado en la fig. 104

donde el dominio y el recorrido de la relacidon son respecti
mente:

Dominio

Recorrido

EJEMPLO 2.

Determina si la grafica de la siguiente relacidn es U
hipérbola o un par de rectas que se cortan.

R = {(x,y) | ay®- x*+ 2x -1 =0}

SOLUCION:

Completando cuadrados en la ecuacidn anterior tenemos:

4y2— (x?- 2x)

2 2

4y“- (x°= 2x+1)=

206
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8.~

Las asintotas.

0) y= 3x/4

]
3) y= + x/3

construya la curva.

0)

1) y= + x/2

2) y= + 4x/3




4y2- x-1)%=0

2y)%- x-1)2 =0

De lo anterior se observa que el miembro derecho de la
ecuacidén es cero, o sea, M = 0, por lo que la grafica de la
‘ | relacidén dada estd formada por dos rectas que se cortan cuyas
| |E{W ecuaciones son:
) |’"“"\j

v

T [ “' 2Y + x -1
i -
”‘5‘1' 'eh

2y - x +1

AUTOEVALUACION 3.

En cada uno de los problemas siguientes, determine si la
grafica de la ecuacidn dada es una hipérbola o un par de rec-
tas que se cortan. Si es hipérbola, dé las ecuaciones de sus
asintotas y trace la curva.

: 1.- 4x*- 9y’- 16x + 18y - 29 =

1A e i 2.- 9x- 16y*~ 54x + 64y - 127

3
16 L
1

' 3.- x*- y%- 12x + 16y - 28 =
9.- Encontrar la ecuacidn de la hipérbola con centro enél ¥ y .

origen, que satisface la siguiente condicidn: 4.- 9x2- 16y2- 18x + 96y - 135

Las asintotas son: y= + 5x%/12 y uno de los focos esti

ah I(1300) 5 *
1

0) x2/144 - y%/25 = 0 1) x2/144 + y?/25 =
2) y2/144 - x%/25 = 1 2 v2/144 - v2/95 = 1

Determine si la grafica de las siguientes ecuaciones &
una hipérbola o un par de rectas que se cortan.

10.- 4x°- 9y° - 16x + 18y - 29 = 0
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AUTOEVALUACION DEL CAPTITULO VI.
A partir de la relacidn de la hipérbola,
R = {(x,y)| 9x®- 16y*= 144}
encuentre lo siguiente:
1l.- Las coordenadas del centro.

0) (4,3) 1) (0,0) 2) (0,3)
3) (3.0)

Los vértices.

0) (4,0) y (-4,0) 1) (0,2) y (0, -2)
2) (0,4) y (0,-4) 3) (2.0) y (-2, 0)

Los focos.

0) (5,0) y (-5,0) 1) (4,0) y (-4,0)
2) (0,4) y (-4,0) 3) (o,5) y (0,-5)

La longitud de los 1adns rectos.

0) 2/9 1) 9/2
3) 1/2

El dominio.

0) (-»;-4] ula; »)

El recorrido.

0) [-o;+®) 1) (- o;+x] 2)

3) [-®:+]

1) f-2;-4) U (4;+ =)
2) (=»;=4) U (4;+®) 3) [-~;-4] u [4;+ =)

10.- 4x*- 9y?- 16x + 18y - 29 = 0

0) Hip&rbola:

-2)2 =) *
("9 L- (Y4 Lo 4(x-2)%9(y-1)2 = 0

1) Par de rectas:

2

11.- 4y*- x*+ 2x - 1 =0

1) Par de rectas: 1) Hipérbola:
(2y) 2-(x-1) 2=0 y2- x%2=1




RESPUESTAS A LAS AUTOEVALUACIONES DEL capfTULO VI. muﬂﬁNALUACION 2.

2 2
x-3)
AUTOEVALUACION 1. _ i‘TE" - —4-=1; ©(3,0); v'(-1,0), V(7,0); F*(-2,0),

VA+4,0)7 E(+.5,0); 9/2; x/4 - y/3 = 0; x/4 + y/3 =4 F(8,0)

V(+ 6,0); F(+10,0); 64/3; x/6 + y/8 = 0; x/6 - y/8 = x42) 2 (y+4) 2
i—z—— - =2t = 1; C(-2,-4); V' (-4,-4), V(0,-4),

v(0, +3); F(0,+ ¥13); 8/3, y/3 - x/2 = 0; y/3 + x/2=)

F' (—7,-4), F(31_4)
V(0,+ 3); F(0, * V34); 50/3; y/3+ x/5= 0; y/3- x/5= : 2
ed) = M) g, (=4,3) 5 V0 (=8,1), Vi=4,7
V(+ 2,0); F(+ 5,0); 21; x/2 + y/V2 = 0; x/2-y/V21 = . o < ' 2l e

F' (-4:"3) r F(_419)

v(+ 2/5, 0); F(+ 6,0); 16 V/5/5; x/2/ 5 + y/4 = 0; x/2l
X\ -2)2 -1) 2
. (y3 } (x2 ) 1y €(1,2)7 V(1,2 = ¥3), V(1,2 £ ¥3)

v(0,+ 6); F(0, + 6 V2); 12; x+y=0; x-y= 0
F'(lL, 2 - V5), F(1, 2 + V5)
V(+ 7,0); F(+ 7.¥2,0); 14; x+y = 0; x-y = 0

: R 1)2 (y - 3)?%

16 ?

(x + 2)2
4

(x - 3)°?
7

(x.- 2)2




AUTOEVALUACION 3. lo. SEMESTRE. AREA II. UNIDAD XV.
(x=2)* -

2 ' REPASO GENERAL DEL CURSO.
Asintotas: y-1 = + 2/3(x-2)

1.- Hipérbola de ecuacidn:

Geg) = s verdaderamente importante recalcar el papel que desem
s pefian Jas matemdticas y la ciencia en la vic.ia moderna. Debe-
Asintotas: y-2 = + 3/4(x%-3) nos de estar conscientes de que las matemé§1cas son el motor
3 de 1a ciencia moderna y que sin un conocimiento, al menos ele
nental de la materia, quedariamos imposibilitados para parti-
Par de rectas que se cortan: y-8 cipar, o cuando menos comprender, muchas de las actividades
en esta era del espacio.

Hipérbola de ecuacidn:

Par de rectas que se cortan: y-3 : . =
2 flue | sep SR Con el fin de mantener despierto tu interés, los maestros

hemos presentado este curso de matemidticas de modo tal, que
Jogre avivar tu interés y hacerte vislumbrar el enorme valor
que tiene esta materia.

H w | AUTOEVALUACION DEL CAPITULO VI.
SR S . Hemos 1legado a esta unidad de repaso final y dado un pa
ol | G 1 | 7 /0 s0 mis en nuestro aprendizaje. Cuando ascendemos por una -
A lm . abrupta pendiente, solemos poner cuidado en cac?a dificu!tad_
i1t T 0 g{- 0 ‘ que nos presenta el camino. Al 1legar a una cima, es dificil
ol et resistir el impulso de mirar hacia atrds y observar el avance
i 9.- 3 logrado. A veces, al final del curso, puede tenerse esta mis
. ma sensacidn de logro. Hemos enfrentado cada dificultad con-
forme se ha venido presentando, pero sélo al terminar el se--
' mestre podremos evaluar el progreso total.

Rifii (T8 WY i
fy Bl
' ‘. A

Te deseamos mucho éxito en el estudio de ésta, tu dltima
unidad.

OBJETIVOS:

Definir o reconocer las definiciones apropiadas, o distin
quir como verdaderos o falsos los conceptos o términos de
la tabla A anexa a la unidad.

Definir de 2 maneras diferentes las funciones trigonomé-

XXV
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Te deseamos mucho éxito en el estudio de ésta, tu dltima
unidad.

OBJETIVOS:

Definir o reconocer las definiciones apropiadas, o distin
quir como verdaderos o falsos los conceptos o términos de
la tabla A anexa a la unidad.

Definir de 2 maneras diferentes las funciones trigonomé-
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tricas para cualquier dngulo agudo. - Transformar correctamente los nimeros complejos, de la
forma rectangular (atbi) a la fomra polar o trigonométri

Dado el valor de cualquier funcion trigonométrica, gy ca r(cos 6+ i sen 6) o viceversa. -

trar:

Efectuar correctamente operaciones (suma, resta, multi--

plicacion y divisién) con ndmeros complejos; expresando

su resultado en forma rectangular o trigonométrica.

a) Las demas funciones trigonométricas.
b) Sus reciprocas o cofunciones.

Sin necesidad de usar tablas, expresar los valores g
las funciones trigonométricas de los siguientes dngyly
en términos de una razon.

0°LF BOPALT45° 9605 4190, /180" ; 270° ;0360 .- Encontrar correctamente la ecuacion de la linea recta,
dados dos puntos o un punto y la pendiente.

Encontrar correctamente la pendiente o inclinacién de
una recta dados dos puntos cualquiera de ella.

Discriminar entre las funciones trigonométricas, ague. ' '
11as ‘que sean Gtiles parasresolver cualesquier probla .~ Encontrar correctamente la distancia de un punto a una
planteado en relacion con ellas. recta, dados el punto y la ecuacion.

Expresar correctamente las funciones trigonometricasd .- Encontrar correctamente la ecuacion de la circunferencia,
angulos obtusos, c6ncavos 0 negativos, en términos de dados cualesquiera de las siguientes condiciones:
gulos agudos y mostrar su wvalor por medio de tablas.

- ) E1 centro y el radio.
Transformar correctamente angulos de medida sexagesiil ) El centro y un punto de la circunferencia.
; Los puntos extremos de un didmetro.

Tres puntos cualquiera de la circunferencia.

a
b
a radianes o0 viCeversa. C
d

Demestrar‘las relaciones fundamentales y usarlas: cong
tamente para expresar cualquier enunciado en términos@ ‘17.- Describir el lugar geométrico que representa cualquier
otra igualdad. ecuacion de la forma:

Resolver correctamente ecuaciones trigonométricas coni xZ + y® + Dx + Ey + F=0

cionales (lineales o cuadrdticas) para valores positid

del dngulo; expresando sus soluciones en medida sexagl® 18.- Encontrar correctamente la ecuacién de la parabola, da-
mal o radianes. das las siguientes condiciones:

Aplicar correctamente la ley de los senos y cosenos el a) E1 vértice y el foco.
resolucion de tridngulos oblicudngulos, dadas las Sigi b) EI vertice y la directriz.
tes condiciones: c) E1 vértice y el lado recto.

a) Un lado y dos angulos cualquiera.

b) Dos lados y el dngulo opuesto a uno de ©llos.
c) Dos lados y el angulo que forman.

d) Los tres lados.

19-Enc0n§raf correctamente la ecuacion de la elipse; dadas...
las siguientes condiciones. & '

"a) E1 centro, los ejes y los focos.
b) E1 centro, un eje y un vértice.
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c) E1 centro, un eje y el lado recto.
d) E1 centro, un vértice y un punto de la curva.
e) El centro y dos puntos de la curva.

Encontrar correctamente la ecuacidn de la hipérbola, ¢
das las siguientes condiciones:

centro, un eje y un punto de la curva.
centro, un eje y un foco.

centro, un vértice y el lado recto.
centro, un foco y las asintotas.

centro y dos puntos de 1a curva.

centro, un vértice y un punto de la curva.
centro, un vértice y un foco.

Describir el lugar geométrico que representa cualquier
ecuacion de la forma:

a) Ax2 + Cy? + Dx + Ey +F=0
con A.C >0 'y A#C

b) Ax? + Cy>+ Dx + Ey+ F =0
con A.C < 0

PROCEDIMIENTO SUGERIDO.

1.- Para que puedas resolver practica y eficazmente fa uni-
dad, te recomendamos los siguientes pasos:

a) Lee bien tus objetivos y trata de comprender 1o qu
se te pide en cada uno de ellos.

b) En caso de no entender alguno de tus objetivos, pre:

gunta a tu maestro asesor.

"Monsulta con suma atencion tu texto para que puedas
M PDsolver satisfactoriamente tus objetivos. Procud

Mer siempre a la mano papel y ldpiz para resolver
ejemplos y ejercicios que vienen en tu texto ¥
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en tu libro de unidades, comenzando con los que traen
respuestas en las pdginas finales.

Una vez que te sientas seguro, te sugerimos que tra--
tes de resolver los problemas que no traen respuesta,
para que asi tengas mas confianza en tu aprendizaje
logrado.

En caso de no entender algin problema, consGltalo con
tus companeros mas aventajados o bien con tu asesor.

Haz grupos con tus compaferos para que entre todos re
suelvan mds rapido la unidad.

Entre mas te ejercites en la resolucidn de los probie
mas mas facil te serd resolver la unidad. En los te-
mas que tengas mas dificultad, es donde necesitas -
practicar y leer mds para que puedas salir avante en
tus objetivos.

a que puedas contestar satisfactoriamente la unidad,

estudia todas las unidades del curso, sacando todas las

ano
das

Pon
del
cer
dos

Por
tu

Si0
DAS
pla

taciones que juzgues importantes, asi como copia to-
las formulas que vimos para que las tengas a la mano.

en préctica tus conocimientos adquiridos a lo largo
curso en la resolucidén de la autoevaluacion (sin ha-
trampa), cuidando de anotar los problemas equivoca--
para que estudies sus objetivos respectivos.

d1timo, no nos queda mas que désearte.mucho éxito en
vocacion futura esperando habericumplido;con 1la mi--
n que nos hemos trazado cdntigﬁi?ﬁﬁéfes@ge] que APREN
A APRENDER. Esperamos, asi mismd, ‘que hayas sentido
cer en explorar las matemdticas junto ﬁgﬁﬂﬁosotros.
AL AN s
NN
e s g
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Que tus éxitos en el estudio sean los que te lleveny
la satisfaccién de tus mas caros anhelos, te desean tus g

gos:

LOS COORDINADORES .

PEXLTO ENTU VEDA FUTURA!







