FIG.-14

Si una recta L no vertical que
con pendiente "m" (fiqg.

Y

pasa por el punto Pi(x,v1)
15), y que el punto P (x,y) sea otro

FlG — 15

punto cualquiera de la recta diferente de P1; entonce P (x,y)
pertenece a L si 1la pendiente del segmento PP; es "m",
P(x,y) pertenecs a I d==>lz pendiente PP;es "m"

o también:

P(x,y) pertenece a I <—p L X1 _

> S < B

Como- L no es vertical, x # x;, por lo gue para
Fi{x,y) diferante de P;(x;, yi), la ecuacidn

. R o
X &= X3

se puede escribir comc sigue:

P (x,y) pertenece a L <>y - yij= mix'=- x;)

v se puede observar ahora que la afirmacidn anterior, sigue
siendo valida cuando se suprime la restriccidn de gque P de-~
be ser diferente de P;; asi, esta ecuacidn nos dice que la
recta L gue pasa por Pi(x,, ys) con pendiente "m", es la gra
fica de la relacidn: o

{(X.y)l Yy - yi= m(x - x,) }

o sea que L es la gradfica de la ecuacidn:

IY—Y1=m(x-xl)]

A esta forma de la ecuacidn de una recta que pasa por
un punto con una pendiente determinada se le llama "forma de
punto y pendiente” de la ecuacidn de la recta.

O sea:

Y si una recta L es paralela al "eje X", (m=0), fig.
16, todo punto de L tiene la misma ordenada; si esta ordena
da es "b", entonces el punto P (x,y) pertenece a L si, y = b

oY

L

Y




diciones dadas:

a)

b)

c)

d)

> sea que L

es la gré&fica de la relacidn:

{tx, v)| vy = b}

EJEMPLO 1.

Encuentre la ecuacidn de la recta que satisface las cop

Paralela al "eje X"

(horizontal) que intersecta al "ej
¥" en el punto (0,3) fre il

Paralela al "eje y"

(vertical) gque intersect "eje ¥
en elpunto (-1, 0) . T sl

Que pasa por el punto P, (-4,3) y tenga de pendiente 1/

Que pasa por los puntos P, (4,6) Yy Pa(-1,3).

SOLUCION:

La ecuacidn de unarecta paralela al "eje X" es y=b; don-

de "b" es la ordenada en el origen (en

= este caso, b=3)
entonces, la ecuacidn pedida es: /

o bien,
Yy - 3= 0
La ecuacidn de una recta paralela al "eje Y" eg X=a: don

" " 3
de "a" es la abscisa en el origen (en este caso, a=-1),
entonces la ecuacidn de la recta pedida es:

"

Con x;= -4, y1= 3, m= 1/2 vy aplicando la ecuacidn y-y)
= m{x = x;) se obtiene que:

y -3 =1/2 [x -(-4}}

es decir, y - 3 1/2 (x + 4)

multiplicande toda la ecuacidn por 2,

2y - 6 = x + 4
o bien, X -2y + 10 = 0

Y2= Y3

= <. Se encuentra que la pendien-—
D= )

Usando la ecuacidn
te es 3/5.

Aplicando ahora y - y;= m{x - x3), con m= 3/5, x1= 4 y
¥1 = 6, se tiene:

v - 6 = 3/5 (x-4)
multiplicando la ecuacidn por 5,
5y - 30 = 3(x - 4)

es decir, 5y - 30 3x - 12

o bien, 3x ~ 5y +18 0

Se puede comprobar esta respuesta mostrando que las coor
denadas de P; (4,6) y Pz(-1,3), satisfacen la ecuacidn obteni-
da:

3(4) - 5(6) + 18 12 - 30 + 18

3(-1) - 5(3) + 18 -3 - 15 + 18

Toda recta no vertical corta al "eje Y" en el punto
B(0,b), en que "b" es la ordenada al origen de la recta (fig.
1704 :




Fieg. 17z

Aplicando la ecuacidn Y -y =
que la ecuacidn de la recta I
diente "m" es:

m(x - X;) se encuentra
que pasa por B(o,b) con pen

Y - b m(x - 0)

es decir, Yy - b mx

o bien, y mX + b

que es la "forma comn" de 1la ecuacidén de la recta.

EJEMPLO 2.

Encontrar la ecuacidn de 1a recta,

cuya ordenada en el
origen es 2 y cuya pendiente es -3.

SOLUCION:

Con b= 2, m= -3 y aplicando 1la ecuacidn y= mx + b, se ot
tiene que la ecuacién pedida es:

y ==3x + 2

o bien, Ix+y-2= ¢
Supdngase ahora que a # 0 Yy b # 0 son,

respectivamente,
la abscisa y la ordenada en el origen de una

recta L (Fig.1§

Fig. 18.

L pasa por los puntos A(a,C) y B(0,b). Usando

4 i '}

Ha— X

0 sea gue
h =

para encontrar la pendiente de la recta que pasa por estos
puntos, se tiene que:

b 0
0 a

3 1
sim= - b/a y la ordenada en el origen es 'b": entonceslb
> " _—
aplicando la ecuacibn de la recta en "forma comin", y= mx+b,

obtenemos:

b
= - =x+b
Y a

multiplicando la ecuacidn
ay
es decir,
bx +ay ab

y finalmente, dividiendo la ecuacidn por "ab", nos gueda:

2 534 =
[;§_+ b Mi-




que es la "forma simétrica" de 1la ecuacidén de la recta.

EJEMPLO 3.

Encontrar la ecuacidn de larecta cuya abscisa y ordenad;
¢n el origen son 4 y 3, respectivamente.

SOLUCION:

Con a=4, b=3 y aplicando la ecuacidn > +

% = 1 se obtie
ne que la ecuacidn pedida es:

=
4
Ya se ha visto que la ecuacidn Y= mx + b, que es una

ecuacidn de primer grado en "x" y "y", tiene como grifica una

recta no vertical; consecuentemente, se demuestra que la ecua
cidén en "forma general"

AXx + By + C =0

en donde A, B y C son nimeros reales arbitrarios,
condicién de que A y B no sean simultdneamente nulos.

Enton-
ces podemos enunciar el siguiente teorema:

"La grdfica de toda ecuacidn de primer grado en dos va--
riables de la forma

AX + By +C = 0
0 sea la grafica de la relacidn:

{(x, y) |ax + By + Cc = 0}

una recta".

Demostracidn. Si B # 0, la ecuacidn Ax + By
puede escribir como:

By = - Ax - C

de primer grado en dos variables es:

Ca) Pﬁnto—pendiente.
con la sola

dividiendo esta ecuacidn por B, se obtiene:

B a0 -
e Bx B

que por comparacidén con la ecuacidn de una recta en forma co-
min (y= mx + b), es la ecuacidn de una recta de pendiente - -

- B ¢ de ordenada en el origen - C
B B -

Se ve entonces que toda ecuacidn de primer grado en dog
variables es la ecuacidn de una recta; para construir §u gra-
fica es suficiente, en virtud de que dos punt?s determinan --
una recta, encontrar dos pares ordenados de Tu@eros reales --
que satisfagan la ecuacidn, construir las graficas df esas ?3
rejas y hacer pasar una recta por los dos pu?tos a51‘ogten1—
dos. Como precaucidn, es aconsejable construir la gréflca de
un tercer par ordenado que tambié&n satisfaga la ecuacidén y --
coﬁprobar que los tres puntos estdn en linea recta.

Como resumen, establecemos las siguientes formas de la -
ecuacidén de una recta:

La ecuacidn de la recta que pasa por
punto P; (x;, yi1) Y cuya pendiente es "m" es:

Y= sl i)

Comin. La ecuacidn de la recta de pendiente "m" y corta
al "eje Y" en el punto (0,b) siendo "b" la ordenada en
el origen, es:

y=mx + b

Simétrica. La ecuacidn de la recta que corta a los ejes
coordenados "x" y "y" en los puntos (a, 0), siendo "a"
la abscisa en el origen, y (0,b), siendo "b" la ordenada
en el origen, respectivamente, es:




d)

General. Una ecuacién lineal o de primer grado en las
variables "x" y "y" es de la forma:

AXx + By + C = 0

en donde A, B y C son constantes arbitrarias. La pendien

te de la recta escrita en esta forma es:

;L
B

y su ordenada en el origen es:

EJEMPLO 4.

Construya la grafica de la recta cuya ecuacidn es
3x - 4y + 12 = 0.

Escriba la ecuacidn de la recta en la forma comiin y a

partir de ésta determine su pendiente y su ordenada en
el “rlgu_u.

Dé el dominio y el recorrido (o alcance) de la relacidn:

= {(x,¥)}| Bxi~-dy + 12 = a}
SOLUCION:

Para construir su grafica es suficiente encontrar dos
pares ordenados que satisfagan la ecuacidn, en este ca-
SO conviene usar las coordenadas en el origen de la rec-
ta: en donde la abscisa en el origen se encuentra ha01en
do en la ecuacidn la y=0, cuntonces:

3x - 4y + 12 0
sustituyendo, 3x -4(0)+ 12 0
o bien, 3x

y despejando, R ==
X

o sea, el punto en que la recta corta al "eje X' es ?
(-4, 0); y la ordenada en el origen se encuentra h§c1en—
do en la ecuacidn la x = 0, entonces enlforma semejante
se obtiene y = 3 como ordenada en el origen, o sea el --
punto en que corta la recta al "eje Y" es P;(0,3). Para
encontrar un tercer punto hacemos, por ejemplo,.f=4, lo
que implica que la y=6 para satisfacer la ecuacidn; a
continuacidn se grafican los puntos P; (-4,0) y P, (0,3),
se traza la recta L definida por ellos y se observa que
P3 (4,6) pertenece a la recta (fig. 19).

Para escribir la ecuacidn en la forma comin, {(y=mx+b),
. . - e *
tenemos que despejar "y" de la ecuacidn dada, o sea, si

= 4y +12=D

o & . ok 3
entonces, y B4 X

en donde su pendiente m = 3/4 y su ordenada en el or%ge?
es b= 3; esta Gltima ya habia sido encontrada en el inci

S0 a).

Para la relacidn R especificada se
Dominio de R= (-%; +%), recorrido

5




Sabemos que dos rectas en un plano, o bien se cortan en
un punto, o son paralelas o estan Superpuestas. Supongamos
que estdn dadas por las ecuaciones lineales:

Al + Biy ¥ ;=0 y Azx + Bpy + Cp= 0,

con B1# 0 y By# 0; las graficas de estas ecuaciones se cor- -
tan, o son paralelas o coinciden. Podemos determinar cuil es
el caso escribiendo las ecuaciones dadas en la forma comiin:

Yy =mx + by Y = m2x + b,
Yy haciendo las siguientes observaciones:

a) S5i m#¥ my, las rectas se cortan.

b) Si mi= m2 y by# by, las rectas son paralelas por tener
igual pendiente pero diferente ordenada en el origen.

c) Si m;= myy b;= b,las rectas coinciden, por tener pendien

tes iguales y ordenadas en el origen también iguales.

EJEMPLO 5.

Determine en cada inciso si las graficas de las diferen-
tes pares de ecuaciones, se cortan; en caso afirmativo, deter
mine las coordenadas de su punto de interseccidn.

a) 2x - y= =4
3x + y= 9

b) 4x+3y= 12
8x+6y= 18

c) 2x+3y= 6
4x+6y= 12

SOLUCION:

Escribiendo las ecuaciones dadas en la forma comiin,se ob
tiene:

= 2x + 4

Y
Yy ==3%.+ 9

En este caso mj= 2 y mp= -3, O sea que m;¥ m» y las 1i-
neas se cortan; las coordenadas del punto de intersec-
cidén se obtienen resolviendo como simult@neas por cual-
quier método de eliminacidn las ecuaciones.

Fig. 20.

Por ejemplo, resolviendo por suma y resta, se tiene:

2x -~y = =4

e i
5x =05

finalmente, X

Sustituyendo este valor de "x" en cualquie?é de las ecua
ciones se encuentra que y=6. Entonces la SOlUCLOD‘es el par
ordenado (1,6), del cual se puede observar que satisface am--
bas ecuaciones.

b) Escribiendo las ecuaciones dadas en la forma comin, se
obtiene:

y ==4/3x + 4
y =-4/3x + 3




En este caso m= - 4/3, mz= - 4/3, byj= 4 y by= 3; por
consiquiente las rectas son paralelas. (Se deja al estudiap
~e la comprobacidén grifica de este inciso).

‘ol Escribiendo las ecuaciones dadas en la forma comiin, se
obtiene:
% -2/3x+ 2
y = =2/3x+ 2

Aqui las rectas coinciden por ser iguales entre si sus
pendientes y sus ordenadas en el origen.

EJEMPLO 6.

Encuentre la ecuacidn de la recta que pasa por el punto

(2,-3) y es paralela a la recta que une los puntos (4,1) y
(=2;2).

SOLUCION:

Las recctas paralelas ticanen la misma pendiente. Enton-
la pendiente de la ecuacidn de 1la recta pedida es igual

a la pendiente de la recta que pasa por (4,1) y (-2,2) o sea

ces,

la pendiente de la recta que une los puntos (4,1) y (-2,2) es

AP hee 43
w= e

Por lo tanto, conm = - 1/6 y P;(2,-3), aplicando la ecuacién
Y - ¥Y1= m(x - x;), se obtiene:

vy + 3 =~ 1/6(x-2)
simplificando,

X+ 6y + 16 =0

que es la ecuacidn de la recta pedida.

EJEMPLO 7.

Encuentre la ecuacidn de la recta que pasa por el punto
(-2,3) y es perpendicular a la recta 2x - 3y + 6 = 0.

SCLUCION:
&i las rectas son perpendiculares, laz pendiente de una

de ellas es el reciproco con signo contrario de la pendiente
de la otra.

La pendiente de 2x - 3y + 6 = 0, que esti escrita en la
forma general Ax + By + C = 0, es - A/B = 2/3, luego la pen-
diente de la recta pedida es - 3/2.

Con m = -3/2 y P, (-2,3) aplicando la ecuacidn y - y;=

m(x - X1), se obtiene que:
y= 3 =3/2 (x+2)
simplificando, 3x+2y 0

que es la ecuacidn de la recta pedida.

AUTOEVALUACION 2.

En cada uno de los problemas del 1 al 10 construya la
gréafica de la relacidn que se da.

{(x,y)] 2x-3y-6 = 0}

{(x,y)]y 4= 0} -

{ x| x { (x,y)] 3x+2y+6 = 0}

{fxfy)[y {(x,y)|2x+y—5 = 0}
{{x,y){2x+7 = { x,y)l x-2y-5 = 0}

(e, y)|%/5 - y/4= 1} 10.- {(x,y)] x/3 + y/2 =




