Sustituyendo los valores h=1l, k=2 y r=4 en la ecuaci&l

_ 2 1 = Y para representar la ecuacidn de esta circunferencia
reducida (x-h)“ + (y-k)° = r°, se obtiene:

forma general, basta desarrollarla de la siguiente ma-

=113 (=B s 18
" (x-1)% + (y-2)2 = 16
que es la ecuaciodon buscada. =

|

. ; I L T yz- v + 4 16
Para construir la gradfica de la circunferencia de ests

ejemplo, trace el centro (1,2) y luego, con una abertura & pasando todos los términos al miembro izquierdo de la ecua--

compas de r = 4 y haciendo centro en C, trace la circunfersr cidn, simplificando y reordenando los términos para darle --
forma como el de la ecuacidn x2+ y2+ Dx + Ey + F = 0, se ob

cia deseada. La grafica se muestra en la fig. 6« |
b i ‘ 2
i | tiene:
e

il : x4+ yz— 2x - 4y - 11 =0
1T
'Tim ' que es la misma ecuacidn buscada, pero en forma general.

il ‘ f 0 también, para obtener la ecuacidén de una circunferen
AR 1 cia en la forma general a partir de la forma reducida, se --
AR cl1,2) . puede proceder como sigue: la ecuacidén dela forma x%4+ y2+
ﬁﬁh ] ; ‘ Dx + Ey + F = 0 es la ecuacidn en la forma genera% dezuna2

R circunferencia, en donde, D = -2h, E = -2k y F= h“+ k- r°.
Entonces, sustituyendo los valores conocidos de h, k y r se
obtiene que D= -2, E= -4 y F= -11; y sustituyendo, ahora, D,
E y F por sus respectivos valores en la ecuacién en la forma
general, obtenemos. la misma ecuacidn:

whh ye B v dyp'c 1= B

Si una gréfica G contiene un punto P sobre el eje X,
la abscisa de P es una abscisa en el origen de G; es decir,
Fig. 6. un niimero "a" es una abscisa en el origen de una grafica G
' si P(a,0) € G. Analogamente, una ordenada en el origen de
una grdfica G es un nimerc "b" tal que P(0,b)€ G. Como y=0

Siendo su dominio y su recorrido: es la ecuacidn del eje X, las abscisas en el origen de una

grifica pueden obtenerse haciendo y=0 en la ecuacién de la --
E'_B; S] grifica y resolviendo respecto a "x" la ecuacibn resultante.
Recorrido L -2; 6] Andlogamente, las ordenadas en el origen de una grafica pue--
den obtenerse haciendo x=0 en la ecuacidn de la grafica y re~
solviendo con respecto a "y" la ecuacifn resultante. Una gra
fica dada puede tener varias abscisas en el origen (o una, o

Dominio
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A fguna) y tambi&n varias ordenadas 0 el origen, o una, oi o sea que las ordenadas en el origen de esta circunferencia
ninguna. d B/
g B on 2t ¥ ,/15 w2 15.

Por ejemplo, la c1rcunfcrnncla con centro en el orlgen*
y radio 5, de ecuacién x° + y = 25, tiene dos abscisas en.
el origen que son 5 Y =5 y dos ordenadas en el origen, que
también valen 5 ¥ 5 {yer £ig.cl), ‘ Encuentra la ecuacidn en forma general de una circunfe
s rencia que pasa por los puntos A(2,3), B(-2,-1) y C(-6,3);
| Y determina su centro y su radio; y dé asimismc las coordena--
das en el origen de la grédfica correspondiente.

EJEMPLO 3.

i ' SCLUCION:
.1::|\|\L[E}ii‘ 4

: Dado que todos los puntos que pertenecen a la curva sa
i . tisfacen su ecuacidn, sustituiremos los tres puntos dados en
la ecuacidn:

x’+ y?+ Dx + Ey + F = 0

para formar un sistema de tres ecuaciones lineales con tres
incdgnitas (D, E y F) y después resolver.

’ (Consideraremos que el alumno estd capacitado en la re-
T e P solucidn de un sistema de ecuacioncs lineales con tres incoég-

nitas).
Para hallar las abscisas en el origen de la c1rcunferm

cia del ejemplo 2 haremos y=0 en la ecuacidn (x-1)2%+ (y—2){

Procediendo asi, tenemos: Para el punto A( 2, 3):
16, para cbtener:

2 : 42)2 + (+3)2 + D(+2) + E(+3) + F = 0
(x-1) + 4 16 |

por lo tanto, x-1 + /12 4 + 9 % 2D 4 3B +F =0

a circunferencia
Para encontrar sus ordenadas en|

en la misma ecuacidn; resultal

O sea que las abscisas en el origen de est

som, Lk, V12, 3 s A2

el origen haremos ahora, x=0
do:

200+ 3E -4 E

Para el punto B(-2,-1)
2 : ¢
T+ (y-2) B 5= D) ¢ B
r lo tanto, -2
. ; ] = 2 = & B
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0 bien,
-2 - B + F =

Para el punto C(-6,3):

O L (B D) SR F B

36 + 9 - 6D + 3E + F =
o bien,
<6D + 3E + F = « 45

Por lo tanto, tenemos el siguiente sistema de ecuacione
con tres incdgnitas:

2D + 3E + F =43

=20 = F &.F - 5

-6D + 3E + F -45

Resolviendo algebridicamente este sistema de ecuaciones
tenemos que: D= 4, E= -6 y F = -3,

Sustituyendo los valores de D, E Yy F en la ecuacidn en |
la forma general de la circunferencia, se obtiene:

x°+ y?+ Dx + Ey + F = 0
2

X%+ yv24+ (4)x +(=6)y+ (-3)
x24+ y2+ 4% - 6y - 3

que es la ecuacidn de la circunferencia buscada

Para localizar las coordenadas del centro y la longitud|

del radio de esta circunferencia, se procedera asi: si D=-2h;
E= -2k y F= h’+ k’~ r?; entonces h= -D/2, k= -E/2 y r?= h’+

k= F; o sea:
h -4/2
h =<2

k= -(-6)/2 rl= (-2) 2+ (3)*= (-3)
k= 3 P A 8 3 8= 16

r = 4

por lo tanto, el lugar geométrico que representa la ecuacidn
de la circunferencia, queda determinado por C(-2,3) yv r= 4,
Entonces la ecuacidn en la forma reducida de la circunferen-
cia es: :

(e # 2% ty - 3,%= 18

Para encontrar las abscisas en el origen, le damos a la
"y" el valor de cero en la ecuacidn anterior y tenemos que:
siy = 0:
(x + 2)%+ (-3)2= 16
(x + 2)2+ 9 16
o

x 4+ 2

X 2+ /7

luego de donde, las abscisas en el origen son:

IRy S y -2 - /7

Para encontrar las ordenadas en el origen, le damos a
la "x" el valor de cero en la misma ecuacidn y tenemos que:

si x = 0:
(2) %+ (y-3)% = 16
4+ (y-3)2 = 16
(y=3)2 = 12
y-3 + 12

vy 3 +/12
en donde, las ordenadas en el origen son:

S BT y 3 - V2




‘«

wwm

Surge ahora la siguiente pregunta: d&La gridfica de una

5 . :

ecuacion de la forma X+ y2+ Dx + Ey + F = 0, es siempre upl
circunferencia?

| o5 de la forma (x-h)“+ (y- k)2

Si en esta ecuacidn la expresidn 1/4(D + E - 4F)> 0
(o sea, es p051t1va}5 entonces la _ecuacidn x*+ y +Dx+Ey+F 0,
2, y su grdfica es una cir-

. cunferencia que tiene por radio un nfimero real positivo "r"

Para resolver esta pregunta, debemos de convertir la ewt
cidén de la forma general de la circunferencia a la forma reﬂ
cida. t

Para lograr la reduccién de la ecuacidn utilizaremos el!
método de completar al cuadrado, de la siguiente forma: l

Primeramente pasaremos al miembro derecho de la ecuac1m
el té&rmino constante F: ;

x%+ y2+ Dx + Ev = = F L

después, reordenaremos los términos de tal manera que agrupe
mos las variables en "x" e "y":
2 2
(x“+ Dx) + (y“+ Ey) = -F

sumamos a ambos miembros de la ecuacidn una misma cantidad%
tal que, podamos formar trinomios cuadrados perfectos. Para|
ello, las cantidades buscadas son los cuadrados de la mitad |
de los coeficientes en "x" e T
drados en las variables "x" e "y") resulta:

2
+ (E/2)° - F

[x+ pxro/2) 7]+ [y2+ myre/2?] = /202

(o sea, completar los cua-|

factorizando el lado izquierdo de la ecuacidn, expresindolo

como la suma de dos binomios al cuadrado y efectuando las

opera01ones indicadas en el miembro derecho de dicha ecua- =

C].OD , tenemos:

(x + D/2)2 + (y + E/2)2 D2/4 + E%/4 - F

sea,

(x + D/2)%+ (y + E/2)2

Hb) Si t= 0, la grifica es un solo punto (-D/2,

en gque:

r? = 1/4 (D%+ E? - 4F)

Ahora, si la expresidn 1/4 (D?+ E*-
la ecuacidn x2+ y?+ Dx + Ey + F =
. punto solamente, cuyas coordenadas son (-D/2,

4F} = 0, entonces
0, tiene por grafica un
~E/2) .

Y si la expresidn 1/4 (D + E - 4F)€ 0, (0 sea, es nega-
tiva), entonces la ecuacidn x G y 2+ Dx + Ey + F = 0, no tiene
gréfica dentro del conjunto de elementos de todos los pares
ordenados posibles de nlimeros reales, por lo tanto, se dice
que su grafica es una "circunferencia imaginaria" (o el con-
junto vacio).

Queda asi demostrado el siguiente teorema:

"Para determinar la grifica de la ecuacidn

x?+ y2+ Dx + Ey + F = 0
escriba la ecuacidn en la forma réducida equivalente

(4 D .4 (y + E/2) %=

en qué t = 1/4 (D?+ E%~ 4F). Entonces:
a) Si t>0, la grafica es una circunferencia de centro

(-D/2, -E/2) y radio V t.

-E/2).

§i £<0, la grafica es una circunferencia imaginaria
(o conjunto vacio)."




1 iones indicadas en el lado derecho de dicha ecua-
EJEMPLO 4. } oQ?ra01o
cidn:
E
Determina si la grdfica de c

ada una de las siguiente,
ecuaciones es una circunferencia

r un punto o una circunfa§
cia imaginaria: si la grafica es una circunferencia, dé g
centro y el radio.

(x=5)% + (y+4)? = -5 +(5)2 4 (4)2
(%-5)% 4+ (y+4)% £ -5 4 25 116

(x-5)2 + (y+4)2 = 36
2 2
& ®dy - 1Dn + 8y % 5 y como en esta ecuacidn t >0, la grifica de la ecuacidn
_‘ - anterior es una circunferencia en C(5,-4) y r = /&
LN . ] = 3 = B

i |3,umww| c) X 2 + y 2 + 8x -1 Oy +50 | 6

)

koY iige® 4 y2+ 6x - 2y +10

i SOLUCION:; 5 Escribiendo la segunda de las ecuaciones propuestas en

1$m€1 o . j la forma reducida, siguiendo los pasos anteriores, se --
e a) (Para la solucidn de este ejemplo, consideraremos que el tiene:
i alumno esti capacitado en el método de completar al Cua

2 2
drado visto en 2o. semestre) . (x +3)" + (y -1 )" =0

- i ue la grafica es el punto (-3,1).
e Para poder transformar la ecuacidn x°’+ yz— 10x+8y+5=0 ; SCRYE g !
g

la forma reducida, shora, usaremo§ e} P comple%- Escribiendo la tercera de las ecuaciones propuestas en
al cuadrado, de acuerdo con los Silgulentes pasos: :

la forma reducida, se tiene:

Primer paso, pasamos al miembro derecho de 1la ecuacién, |
el término constante (F), ' '

(x + 92 + (y - 5)2%= -9

x*+ y®- 10x + Y. S5 . se ve que la gridfica es una circunferencia imaginaria
| (o conjunto vacio).
Segundo paso, reordenamos los términos de tal manera quel

podemos agrupar las variables en "xt @ My

i ) - .
; Asociadas con la circunferencia, que es la qrifica de

la relacién:
5

(#T= 20%) + ly*+ 8y) = -5

2 2 . o2
S = {(x,v) |(x—h) +hly=k)* = ¢
ercer paso amos a ambos miembros d ec idn una o =
T. er p s-, sum mbros de l? gac n estin las grificas de las #elaciones:
misma cantidad, tal que, podamos formar trinomios cuadra

dos perfectos. Para gllo las cantlda§e§ buscadas, son | e {0 I{x-h)2 + (y-k)2 < r
los cuadrados de la mitad de los coeficientes de Ut @

(LT

| 2
y" (o sea, completar al cuadrado en el lado izquierdo).| Sz= {(x,y) |(x-h)? (i) &

2

| " L 2 i) 2
[x2-1OX+(1O/2)%]+ {y2+8y+(8/2)2]= “5+(10/2)2+(8/2)2 - s3= {(x,y) l(x h) (y-k)* <

i 2
i Su= {(x,y) |(x-n)? (y=k)
Cuarto paso, factorizamos Y eX¥presamos el lado izquierdo

como la suma de dos binomios al cuadrado y efectuamos las
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la grafica de la relacidn. y

en donde la grafica de § consiste en todos los puntos del pla
no que estédn dentro de la circunferencia S y la de S, en tos
dos los puntos del planc que estdn fuera de ella; la grafica
de S, consiste en todos los puntos del plano que estidn den--
tro de, o sobre la circunferencia S y la de S, en todos los
puntos del plane que quedan fuera de, o sobre ella.

(Observe que SNS,= @ , §NsS;= 5 y S,Ns, = s).

EJEMPLO 5.

Construir la grafica de la siguiente
ciendo su dominio y recorrido. '

lacidn, estable--

R.o= { Coyd| et (pey %= 4 3
SOLUCION:

El lugar geométrico gue representa a la ecuacidn de la re
lacidén es: C(-1,-2) y r = 2.

Graficamos el punto del centro de la ecuacidn de la cir--
cunferencia y con un compds lo abrimos de tal manera, que ten
gamos un radio igual a 3 y con apoyo en el centro dibujamos

¥1 dominio y el recorrido queda determinado por:

=1-3; 1]

pominio

rRecorrido = [—4; d]

EJEMPLO 6.

Construir la gridfica de la relacidn dada por R= {(x,y) |
(y_3}2<9}, y estableza su dominio y recorrido.

SOLUCION:

La grafica de la relacidn consiste en todos los puntos
del plano, que estan dentro de la ecuacibn de la circunferen
q 2 D L
cia.dada por x°+ (y=3)" = 9.

Para graficarla, graficamos primero el centro determina-
do por las coordenadas de (0,3) y, con apoyo en &l, abrimos
nuestro compas hasta tener un radio igual a 3 y dibujamos una
circunferencia interrumpida (punteada), que representa gue el
conjunto de puntos gue estdn sobre la circunferencia no perte
necen a la relacidn. En seguida, sombreamos la parte inte- -
rior de la circunferencia representando, por esta &rea som- -
breada, al conjunto de puntos que pertenecen a la relacidn da
da. De lo anterior tenemos que:
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Dominio = (-3;3)

Recorrido= (0;6)

EJEMPLO 7.

Construir la grafica de la relacidn sicuiente, estable-|

ciendo su dominio y recorrido.

R = {(x,y)[ (-3 "4 y2> 9}
SOLUCION:

La grafica consiste en todos los puntos del plano, que
esténzfuer% de la ecuacidn de la circu rerencia, dada por:
(=3 Ve Lo = g

Para encontrar la grafica usamos un compis y lo abrimos |
de tal manera que tengamos un radio igual a 3 vy con apoyo |
al centro (3,0) dibujamos una circunferencia interrumpida nE
(punteada) . Dicha circunferencia punteada representa al -
conjunto de puntos gue estadn sobre la circunferencia Y que 1
pertenecen a la relacidn dada. En seguida sombreamos la par:
te exterior de la circunferencia para representar, asf, al |
conjunto de puntos que si pertenecen a la relacidn. De lo@
terior, tenemos que: '

Dominio

Recorrido

EJEMPLO 8.

Construir la grafica de la relacidn siguiente, estable
ciendo su dominic y recorrido.

R= {6y x*+ - (y=-3)% <9 }

SOLUCION:

La grdfica de esta relacidn consiste en todos los pun-
tos del plano, que estin dentro, o sobre la ecuacidn de la
circunferencia % (y—3)2 = 9; siendo h = 0, k = 3 y r=3,

Para graficar la relacidn, usamos un compis y lo abri-
mos de tal manera que, tengamos un radio igual a 3, con apo-
yo en el centro (0,3) dibujamos una circunferencia seguida
(sin puntear) y sombreamos la parte interior de la circunfe--
rencia. De lo anterior tenemos que:




