NOTA.

La posicién de una elipse con relacidn
denados puede determinarse como se indicd en la nota de la

"unidad de la elipse, comparando los denominadores de los tér. b
El denominador mayor estd asociado a law|

; 2
minos en X'y y2
riable correspondiente al eje coordenado con el cual coincide
el eje mayor de la elipse.

Este método no es aplicable a la hipérbola, ya que pode- |
La posicién de la hipérbol; |
se determina por los signos de los coeficientes de las varia- |
La variable de coefif
ciente positivo corresponde al eje coordenado que contieneeff

mos tener a>b, a< b & a =b.
bles de la ecuacidn en forma ordinaria.

eje transverso de la hipérbola.

EJEMPLO 1.

Los vértices de una hipérbola son los puntos V(o,3) y
v'(0,-3), y sus focos los puntos F(0,5) y F'(0,-5). Hallar

la ecuacidn de la hipérbola, las longitudes de sus ejes transp
verso y conjugado, su excentricidad, la longitud de cada ladf

recto y por dltimo el dominio y el recorrido de la relacién.
SOLUC fION :

Como los vértices y los focos esté@n sobre el eje Y, el
eje focal coincide con el eje Y. Ademds, el punto medio del
eje transverso estd, evidentemente en el origen. Por tanto,
por el teorema 1, la ecuacidn de la hipérbola es de la forma:

2

E. A

a

X

B L

a los ejes coor-|

La distancia entre los vértices e = :
eje transverso. La distancia entre 1352;0C02'2i:n?étUd i
tanto, a=3, y c=5, de donde, b%*= c?-a%= 25 _ 9 = 1¢. g
tob = 4 v la longitud del eje conjugado es 2b = 8 F; 9% B3y
cién de la hipé@rbola es entonces: "5 Y SRy

ade
g

= Syl

LY

VI0,3)

Fig. 4,

] La excentricidad es, e= c/a
" lado recto es:

5/3, y la longitud de cada

2b? 2 (16) 32

T 3 g

.dmmileiugér geoqétrico esti representado en la fig. 4, en
iQe . Sﬂje COnjugado‘esté indicado por el segmento AA' del
: : S€ puede ver facilmente de la gréfica que el dominio
Y recorrido de la relacidn son respectivamente:

Dominio (= ;0 )

Recorrido (- =;-3}U [3:‘”)
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6-4 ASINTOTAS DE LA HIPERBOLA.

Si para una curva dada, existe una recta tal que, a pe. |

dida que un punto de la curva se aleja indefinidamente del

origen, la distancia de ese punto a la recta decrece contiy}
mente y tiende a cero, dicha recta se llama asintota de 1z .f

curva.

Esta definicidén implica dos cosas: a) una curva que tj

ne una asintota no es cerrada o de extensidén finita, sino quf

se extiende indefinidamente; 2) una curva se aproxima a la

asintota mds y mds a medida que se extiende mds y mas en ¢l f

plano coordenado.

Si de la forma ordinaria de la ecuacidén de la hipérbola

" n

despejamos "y", obtenemos:

Frecuentemente se desea investigar lo que ocurxe en um
ecuacidén cuando una de las variables aumenta numéricamente
sin limite.
de la curva de manera que su abscisa X
te sin limte, el radical del segundo miembro de la ecuacibn
de arriba sg aproxima mds y mds a la unidad, y la ecuacién
tiende a la forma:

ym +

b

x, esto nos conduce a inferir, de la definicidn de asintota
que la hipérbola es asintota a estas dos rectas.

1192

Si un punto de la hipérbola se mueve a lo larg
aumenta numéricamen§

il

|

E 2 .
_ .éﬂo el término constante por cero
. hNlembro,

/y:an

Figss 5.

En la fig. 5 las rectas ¥=

b : b=
X y y=-=x
tas de la hipérbola de ecuacidn: x

son asinto

2 2
X
=

y estan representadas por las lineas interrumpidas de la figu
ra. 2

Estos resultados se resumen en el siguiente:

TEOREMA 2,

La hipérbola, b2x?- a2y2= azbz, tiene pof asintotas las
Tectas bx - ay = 0 y bx + ay = 0.

o . NOTA.
Como esta ecuacidn representa las rectas y= — X y y=-a'

81 la ecuacidn de una hipérbola esti en su forma ordina-
rla, las ecuaciones de sus asintotas pueden obtenerse reempla
factorizando el primer—
Asi, para la hipérbola, 9x°- 4y2= 36 tenemos -
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9x%- 4y®= 0, de donde (3x+2y) (3x-2y)
las asintotas son:

3 + 2y 0
3x - 2y 0

para dibujar una hipérbola de ecuacién conocida, se traf

= 0, y las ecuaciones i}

como la hipérbola buscada debe pasar por el punto (6,2),
lascoordenadas de este punto deben satisfacer la ecuacidn de
| 12 hipérbola. Por tanto, si hacemos x=6 y y=2 en la dltima
| _cuacidn, hallamos k= 44, y la ecuacidn de la hipérbola que
| se busca es:

4x?- 25y%= 44

zan primero las asintotas y se construyen los vértices y lof

extremos de los lados rectos; después se unen estos puntos
con un trazo continuo, usando las asintotas como guias, ya

que son lineas que nunca encuentran a la curva pero a las i}

El lugar geométrico se muestra en la fig. 6. De la ecua
| cibn de las asintotas se ve que a=5 y b=2, por lo que el domi
nio y recorrido de la relacién de esta hipérbola son respecti

les se acerca mias y mds la hipérbola cuando sus ramas se alef vamente:

jan indefinidamente.

EJEMPLO 2.

Hallar la ecuacidn de la hipérbola gue pasa por el pu

(6,2), tiene su centro en el origen, su eje transverso estd
sobre el eje X, y una de sus asintotas es la recta, 2x-5y=0
Ademis, encontrar el dominio y recorrido de la relacidn.

o« 21 By=0
&

Pig. 6.

: > 1o,
por el teorema 2 anterior, la otra asintota es la rectsf %3 focos (+ 10,0).

2x+5y=0.
haciendo k

Las ecuaciones de ambas asintotas pueden obteners
igual a cero en la ecuacidn:

(2x-5y) (2x+5y) = k
4x?- 25y*= k

Dominio (- ©;-5] Ul 5;+)

Recorrido (- ©;+ =)

EJEMPLO 3.

f Construir la grafica de la siguiente relacibn y dar su
dominio y recorrido.

R = {(x,y) |36x%- 64y®= 2304 }

SOLUCION :

Dividimos entre 2304 y reducimos la ecuacidn a:

2 2
¥~ ot
64 36

La gridfica es una hipérbola en la que a=8, b=6 y c =
Ya®+ b®* = 10. Por consiguiente, los vértices son (+ 8,0) y
5 Cada lado recto tiene una longitud de
%®/a = 9. Las ecuaciones de las asintotas son, 3x-4y=0 vy

3x+4y= 0. A partir de esta informacién puede trazarse la hi-
pérbola CEdg. 7).
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- (0,-6)

FliG.—
El lugar geométrico de la relacién se muestra en la fiq

ra en donde se observa fécilmente que el dominio y recorrid
son los siguientes:

Dominio (—°°;—8] U[8;°°)

(=00

Recorrido ;@)

EJEMPLO 4.

Construya la grifica de 16x%- 9y?- 144 =
nio y el recorrido de la relacidn:

R = {(x,y)]| 16x*- 9y?- 144= 0}
SOLUCION:

La ecuacidn dada es equivalente a:

0 y dé el domi-§

que es de la forma:

N o

a b2

con a’= 9, b’= 16, por lo que la grdfica de la ecuacidn dada
es una hipérbola con centro en el origen y focos sobre el eje
X. Para este hipérbola a=3, b=4, por lo Qe e al b o
16 = 25 y c=5; entonces los vértices son V) (3,0) y V2 (-3,0)

y los focos estgm en F1(5,0) y F2(-5,0), la longitud del la-
do recto es, 2b"/a = 32/3, o sea que los extremos de los la--
dos rectos (fig. 8) son Ri1(5,- 16/3), L;(5,16/3), Rz (=5,-16/3)
y L2(-5, 16/3) .

La ecuacidn del par de asintotas se escribe:

B
15 .
que es equivalente a:

-8
¥=. 3

3y - 4x =0 y

Estas asintotas estdn representadas por la linea inte--

rrumpida de la fig. 8, en donde se muestra el lugar geométri
co.

Para la relacidn R especificada:

(-»;-3] Ul 3;+w)

(=0 ; 42)

Dominio de R

Recorrido de R
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6-5 HIPERBOLA EQUILATERA O RECTANGULAR.

Consideremos la hipérbola especial cuyos ejes transver
y conjugado son de igual longitud.

Entonces a=b, y la ecuacidn:
pled_ gt

toma la forma mas sencilla;

debido .a la igualdad de sus ejes, la hipérbola se llamah@%

bola equilaterd.

por al teorema 2, las asintotas de la hipérbola g sadd
tera son las rectas:

X =¥ 0

v STt 0
Como estas rectas son perpendiculares, resulta que las
asintotas de una hipérbola equildtera son perpendiculares en

tre si. Por esta razdn la hipérbola equilitera se llama tam-
bién hipérbola rectangular.

AUTOEVALUACION 1.

Para cada hip&rbola halle las coordenadas de los vérti-
ces y los focos, la longitud de cada lado recto y las ecua--
ciones de las asintotas. Trace cada curva usando las asinto

tas y establezca su dominio y recorrido.

2
1 1

Escriba las ecuaciones de las hip&rbolas cuyos ejes es--
tén sobre los ejes coordenados y las cuales también satisfa--
cen las condiciones dadas en los problemas siguientes:

9.- Vértice (4,0), extremo del eje conjugado (0,3).
10.- Foco (6,0), vértice (4,0).
1.~ Foco (0,5), eje conjugado 4.

12.- Eje conjugado 6, vértice (7,0).
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Lado recto 5, foco (3,0).

Extremo del eje conjugado (3,0), longitud del lado mmi
to 10. ]

Pasa a través de (6,5) y (8, 2 v15).

Pasa a través de (3,/2) y (2 V3, 2)

6-6 SEGUNDA ECUACION ORDINARIA DE LA HTPERBOLA.

Si el centro de una hipérbola no estd en el origen, py
sus ejes son paralelos a los ejes coordenados, sus ecuaciom
pueden obtenerse tal como se determinaron ambas formas de i}
segunda ecuacién ordinaria de la elipse y el procedimiento gf
resume en el siguiente: '

TEOREMA 3.

La ecuacidn de una hipérbola de centro en el punto (h}
y eje focal paralelo al eje X, es de la forma:

(x-h) 2 ¥ (y—-k)2
a2 b2

=1

Si el eje focal es paralelo al eje Y, su ecuacidn es:

(y-k) 2

ol _pR-Rylot
&% b?

=1

Para cada hipérbola,
transverso, "b" la del semieje conjugado, "c" la distancia

del centro a cada uno de los focos y a,b,c estan ligadospﬂ'

la relacién:

c?= A2p'ph

"a" es la longitud del semieje-'ﬁ

También, para cada hipérbola, la longitud de cada lado
recto es 2b"/a, y la excentricidad "e" esti dada por la rela
cibn: 5

vaZ+ b?
a

> 1

EJEMPLO 1.

Trazar la grafica de la siguiente relacién y dar su do-
minio y recorrido.

R = {(x,y)|12y*- 4x*+72y+16x + 44 = 0}
SOLUCION:

Primero reducimos la ecuacidén a la forma ordinaria,
el método de completar cuadrados,

12(y%+ 6y+9) = 4(x*-4x+4) = -44 + 108 - 16
12(y+3)%- 4(x-2)2 = 48

(y¢3)* _ =2
4 =

Vemos ahora que a=2, b=2 V3, c= /4+12 = 4 y el centro
de la hipérbola esti en (2,-3). Por tanto, los extremos del
eje transverso est@n en (2,-5) y (2,-1), y los extremos del
eje conjugado en (2- 2 /3, -3) y (2 + 2/_§, -3). Las coorde-
nadas de los focos, a 4 unidades del centro son (2,-7) v (2,
1). La longitud de cada lado recto es 2b%/a = 12 y por con-
siguiente, los extremos de cada lado recto estin a 6 unidades
del foco correspondiente. Los vértices de la hipérbola, los
extremos de cada lado recto y las asintotas son suficientes
Para dibujar una grdfica razonablemente precisa (fig. 9).

Las ecuaciones de las asintotas, aungue no son necesarias pa-
ra su trazo, son:

y+3 ; y+3 x - 2
: 2 vF
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Fig. 9.

El lugar geométrico es el representado en la fig. 9 &

donde se puede ver ficilmente que el dowinio y el recorrid@

de la relacidn son los siguientes:

Dominio (o0 ;)

Recorrido (-“’;—5] U [—1:“’)

AUTOEVALUACION 2.

Reduzca las ecuaciones siguientes a la forma ordinarisf
En cada una halle las coordenadas del centro, los vérticesp
los focos. Trace el lugar geométrico de cada ecuacidn y &8

blezca su domlnlio y recorrlido.
9x%- 16y%- 54x - 63 = 0
21x2- 4y%+ 84x - 32y - 64 = 0
5y2- 4x%- 30y - 32x = 99
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‘4:—222— 3£2- By -+ &p & 3= 0

Escriba las ecuaciones de las hip&rbolas que satisfacen
condiciones dadas en los siguientes problemas.

centro (1,3), vértice (4,3), extremo del eje conjugado
(1,1).

vértice (-4,0), focos (-5,0) y (1,0).

Extremos del eje conjugado (3,-1) y (3,5), foco (-1,2).
yértices (-1,3) v (5,3), longitud del eje conjugado 6.

Un punto se mueve de modo que la difefencia de sus distan

cias desde (-4,3) y (4,3) es numéricamente igual a 6. Ha
lle la ecuacidn de su trayectoria. 7

6-7 LUGAR GEOMETRICO DE LA RELACION DE UNA HIPERBOLA CUYA
ECUACION PERTENECE A LA FORMULA GENERAL: A(x + D/2A)2+
C(y + E/2C)2= M.

TEOREMA 4.

- Si los coeficientes A y C difieren en el signo, la ecua--
cion:

Ax’+ Cy?+ Dx + Ey + F =0

representa una hiperbola de ejes paralelos a los coordenados,
0 un par de rectas que se cortan.

- . 0] 0 0
: La ecuacidn anterior puede escribirse en la forma equiva-
ente:

A(x + D/2a)2%+ Cly + E/20)%= M

M = D%/4A + E?>/4C - F
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Entonces:

Si M= 0, la grafica estd formada por dos rectas que g
cortan.

Si M # 0, la grafica es una hip&rbola con centro ey
(- D/2A , - E/2C); su eje transverso es horizontal g

M/A es positivo y M/C negativo, y vertical en caso ¢o.fb

trario.

EJEMPLO 1.

Encontrar el lugar geométrico de 1: siguiente relacif

y dar su dominio y recorrido.
R = {(x,y)| 9x%- 4y®- 54x + 8y + 113= 0}

SOLUCION:

vamos a reducir la ecuacidn anterior a la forma ordin:|

ria completando los cuadrados. Entonces,

9(x2- 6x) -4(y%-2y) = -113

y  9(x%-6x +9)-4(y%-2y+1)= -113 + 81 -

de donde gtk = 3)2- 4(y - 1)%= =36

de manera que la forma ordinaria es:

=1t . Galt e
9 4 i

.

que es la ecuacidn de una hipérbola cuyo centro C es el pulil

(3,1) y cuyo eje focal es paralelo al eie Y (fig. 10).

Como a2=
son(3, "1 = 3
te. Como c’=

a +—k£ c= /o9+4 = /?3,

jugado es 2b=4 y la de cada lado recto es 2b?/a = 8/3. 1a

204

9, a=3, y las coordenadas de los vértices Vil

(3, 1-3) o sea, (3,4) y (3,-2) respectivarkl
] y las coordenadas d¢ |
los focos F y F' son, (3, 1+ /13) y (3, 1- V13) respectivalis
te. La longitud del eje transverso es 2a = 6, la del eje“ﬂ

éxc‘entricidad es e = c/a = ‘/1_3/3.

/

Fig. 10.

Para obtener las ecuaciones de las asintotas, aplicaremos
el teorema 2, teniendo en cuenta que el centro de la hipérbo—
la es el punto (3,1) y no el origen. Si los ejes coordenados
son trasladados de manera que el nuevo origen sea el centro
C(3,1) la ecuacidn de la hipérbola toma la forma:

L
9

de modo que las ecuaciones de las asintotas referidas a los
nuevos ejes se obtienen de la relacidn:
x "2
- — =0
4
Pery esta Gltima relacidn al ser referida a los ejes ori-
ginales X y ¥, toma la forma:




