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Las matematicas, tienen como objetivo general, la forma-
cidn integral del educando como persona, dandole las bases in
telectuales para conformar su criterio de modo que éste le
permita desenvolverse en el medic técnico y social que le
rodea, de acuerdo con su capacidad y personalidad.

S

El objetivo particular de los cursos de matemdticas que
con este libro se inicial, es el de desarrollar la habilicdad
en el uso diaric y constante del razonamiento 1l8gico deducti-
vo, y ademds de introducirlo al lenguaje simbdlico gue utili-
zan las ciencias, proveerlo de los conocimientos fundamenta-
les de todo sistema matemiatico; .asi como de las técnicas para
manipular sus elementos.

El 3lgebra constituye una de las bases esenciales de to-
do el anlisis avanzado. En ocasiones se le ha llamado “"alfa-
beto y gramatica" de las matematicas. Ademas, el estudiante
encontrara que el algebra, en si, es un instrumento muy Gtil.
Problemas extremadamente complejos se resuelven con facilidad,
una vez que se plantean en forma algebraica. De ahi que una
s6lida base de Algebra, sea absolutamente necesaria para estu
diar cualquier ciencia o té&cnica.

En el primer capitulo, se estudian los principios genera
les de la teoria de conjuntos y sus aplicaciones. La idea de
conjunto, es en si, intuitiva y muy antigua; €s muy importan-—
te su comprensidn, pues sirve como base para unificar y dar
cohesidn al estudio de los siguientes capitulos, proporcionan
do un medio intuitivo y grifico para la introduccidn de con--
ceptos abstractos. No se espera la memorizacidn de las ideas
principales de la teoria, sino mds bien' la comprensidn y apre
c¢io de su importancia a medida que se vayan aplicando.

Tanto en su vida diaria como, sobre tode, en la investiga
cidn cientifica, el hombre debe muchos de sus éxitos o fraca-




sos a la eficacia de sus argumentos. Cuando construye "bue--
nos" argumentos, éstos le permiten conocer mejor la realidad,
en tantoc que un "mal" argumento, con frecuencia le hace mas
largo el camino hacia el conocimiento verdadero.

capitulos 2 y 3 se estudian los numeros reales y

La mayor parte del &dlgebra elemental, estda Intimamente
ligada al sistema que forman los numeros reales. Los elemen-
tos de conjuntos 'y 1ldgica de los capitulos anteriores, nos ca
pacitan para estudiar la “"estructura" del sistema de nimeros
reales y comprender las propiedades fundamentales que lo ca--
racterizan como un. campo, de manera que, sin prescindir de
las habilidades desarrclladas en aritmética, las podemos gene
ralizar y perfeccionar, comprendiendo que siempre son validas.
Jo| se desconoce la importancia de la mecanizacidn para agili-
zar las operaciones con los numeros, pero, ésta, no nos ensena
cémo aplicar las operaciones en los problemas de la wvida real,
es/mas bien, el conocimiento de la estructura de los nimeros,
lo que nos permitird aplicarlos a 'situaciones reales por ana-
logia.

Esperamos gue el estudiante sienta el placer de explorar
las matematicas, 'al igual que muchos lo han sentido y le
deseamos al'igual que los demads, mucho éxito.

CAPITULO |




ler. SEMESTRE. ALGEBRA 1. UNIDAD

TEORIA DE CONJUNTOS.
(Parte I).

INTRODUCCION.

Es maravilloso ser el creador, el inventor, de un nuevo
ingenio tal como la television, Es ain mas ~interesante crear
una nueva idea. Pocos matematicos han originado una idea de
tanto alcance como lo hizo el matemdtico alemdn George
Cantor, quien vivio de 1845 a 1918. Cuando tenia 30 anos,
enuncio una nueva teoria matematica, la teoria de los conjun-
tos. ‘Como sucede @ menudo con las nuevas ideas y sus creado-
res, los colegas de Cantor se mofaron de &1, quienes encontra
ron las ideas revolucionarias e inaceptables. Una de las
criticas mas fuertes a su teoria, se refirid al proceso mate-
matico que é1 sequia para llegar al concepto de infinito.

E1 caracter moderado de Cantor, le impidio polemizar en
apoyo de su teoria. La oposicidn 1legd a ser tan fuerte que
la Universidad de Berlin rechazd su contrato. Sin embargo,
Cantor vivid para ver que los matematicos de todo el mundo re
conocian su trabajo. 2

El gran avance de las matemdticas en este siglo descansa
en los fundamentos que establecié este genio brillante. En
esta unidad I empezaremos a familiarizarnes con algunas de
las ideas basicas y mas sencillas de esta teoria. Un estudio
completo de la teoria se 1levara a cabo en cursos universita-
rios, cuando se haya alcanzado la madurez necesaria. A medi-
da que se progresa en este campode estudios se aprecia me-
jor la verdad de las palabras de Cantor: La esencia de 1las
matematicas radica en su libertad.

Al término de esta unidad, el estudiante estard en condi
cion de: -




OBJETIVOS ESPECIFICOS.

=

Aplicar correctamente el lenguaje simbolico que se re--

guiere en el trabajo y estudio de la teoria de conjun--
0S.

Discrimjnar_entre una lista de conjuntos dados aquellos
que estén bien definidos.

Transformar conjuntos en la forma descriptiva a la for-
ma tabular y viceveisa.

Definir y determinar la cardinalidad de un conjunto.

Defiqir conjunto finito e infinito; y distinguirlos a
partir de una lista de conjuntos dados.

Definir conjunto vacio y conjunto universal; y dar ejem
plos que los muestren. "

Definir conjuntos equivalentes, conjuntos iguales, con-
Juntos diferentes, conjuntos ajenos y subconjuntos; y

Qistinguir]os a partir de una lista de parejas de con--
Juntos dados.

Enlistar todos los subconjuntos de un conjunto dado.

PRQCEDIMIENTO SUGERIDO.

1.-

Para el objetivo 1 estudia la Tista de simbolos adjun--
tos a 1a leccion 1 del capitulo I para que puedas fami-
Tiarizarte con los simbolos utilizados en la teoria de
conjuntos y procura memorizarla. Con dichos simbolos
1o que se persigue basicamente es representar las ideas
con sencillez, claridad y exactitud. Resuelve también

los problemas del 11 al 20 de 1la autoevaluacion de la
Teccion 1.

Para el objetivo 2 estudia la seccion 1-1 de tu texto,
donde se aclara que, aunque no hay una definicion formal
de gonjunto, se puede decir que un conjunto estd bien de
finido, cuando se puede decidir qué elementos pertenecen
a dicho conjunto y cuales no.

para el objetivo 3 estudia la seccion 1-2 de tu texto y
resuelve 1os problemas del 21 al 30 de la autoevaluacion
de 1a leccién 1. Un conjunto puede especificarse dando
una lista de sus elementos (forma tabular) o bien, enun-
ciando alguna propiedad comun a todos sus elementos (for
ma descriptiva).

Para el objetivo 4 estudia la seccidn 1-3 de tu texto y
resuelve los problemas 61 y 62 de 1la autoevaluacion de
la leccion 1. La cardinalidad de un conjunto esta deter
minado por el ndmero de elementos contenidos en ese con-
junto.

Para el objetivo 5 estudia la seccién 1-4 de tu texto y
resuelve los problemas del 71 al 80 de la autoevaluacion
de 1a leccion 1.. Si los elementos de un conjunto pueden
enlistarse del primero al Gltimo decimos que el conjunto
es finito, de otro modo el conjunto es infinito.

Para el objetivo 6 estudia las secciones 1-5 y 1-6 de tu
texto. E1 conjunto que no tiene elementos es 11amado
conjunto vacio y se denota por ¢. Y el conjunto que
consiste en la totalidad de Tos elementos bajo considera
cién en una discusibén particular es 1lamado conjunto uni
versal y se representa cominmente mediante la letra U.

Para el objetivo 7 y 8 estudia las secciones 1-7, 1-8 y
1-9 de tu texto y resuelve los problemas del 1 al 10, del
31 al 70 y del 81 al 90 de 1a autoevaluacion de la lec--
cion 1. Se dice que dos conjuntos: son equivalentes si
tienen la misma cardinalidad, dos conjuntos son iguales
si tienen exactamente Tos mismos elementos, son diferen-
tes si tienen elementos que los distinguen, son ajenos si
no tienen ningin elementa en comin y se dice que un con--
junto es un. subconjunto de otrg s+ cada elemento del pri-
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mero es también elemento del segundo conjunto.

Una vez que creas dominar tus objetivos comenta la uni--
dad con tus companeros mas aventajados, para que entre
todos tengan un mejor aprendizaje. Consulta tus dudas
con tu maestro asesor:

Como ritmo de trabaijo te sugerimos el siguiente:
ler. dija
202 dia
SRR r 2

4o. dia

Objetivos 1, 2 y 3
Objetivos 4, 5 y 6

~ - - J
Resolucion del Laboratorio.

Como' requisito ‘para tener derecho a presentar la unidad

é, deberas'entregar a tu maestro asesor, el laboratorio
e esta unidad resuelto correctamente.

AUTOEVALUACION.

Conjuntos que tienen tantos elementos que €l proceso de
contarlos nunca llega a su fin.

0) Ajenos. 1) Finitos. 2) Equivalentes.

3) Infinitos.

Conjunto que consta de la totalidéd de los eleméntos con
siderados para determinada operacidn, es el conjunto:

0) Infinito. 1) Finitos. 2) Universal.

3) vacio.

Convierte el conjunto {x/x es entero par y 6 < x <12} a
la forma tabular.
2) {2,4,14,16,18)}

0) {6,8,10,12} 1) {8,10}

3) {2,4,6,8,10}
Determina la cardinalidad del conjunto {1,2,4,5,6}

0) 1 1) 6 2) 4
3)

Escribe las siguientes afirmaciones usando la simbologfa
adecuada.

*x" no es elemento de B.

0) x#B x * 6

3) X £B

1) x &B

"A"™ es subconjunto|de B.

0) A#B
3) A€ B

1) A¢cB




S} A= {]'2,3,4} ; Br= {]’2’3} ; @ {a,b,c} ] decide 15.- {0,1,213147516:-.-199'100}
si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. 0) Finitos. 1) Infinitos.

£1;2,3) €A 16.-{x/x es un entero positivo y x > 10}

0) Verdadera. 1) .Falsa. 0) Finitos. 1) Infinitos.

. -
B.ech Determina si los siguientes conjuntos son ajenos O no.

0) Verdadera. 17.- {x,y,2z} Yy {a,b,c}

0) Ajenos. 1) No ajenos.
B & A

18-‘ {1:213} Y {31415}

0) Ajenos. 1) No ajenos.

0) Verdadera. 1) Falsa.

Entre los pares de conjunto siguietes, determina cuiles
son iguales o diferentes.

{x/x es un entexro y 2 < x < 6} y {334,5}
0) Iguales. 1) Diferentes.

{x/x es un entero y 0 < x < 5} vy {0,1,2,3,4,5}
0) Iguales. 1) Diferentes.

1,2,3.4,5:..3"y {2,4,6,8,10...}

0) Iguales. 1) Diferentes.

Determina si los pares de cormjuntos siguientes son equiva-
lentes o no.

{x/x es vocal del abecedario} y {0,1,2,3,4}

0) Equivalentes. 1) No equivalentes.

{a,b,c} v {x,y,2}
0) Equivalentes. 1) No equivalentes.

Determina si los siguientes conjuntos son finitos
nitos.
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LISTA DE SIMBOLOS:

es elemento de

no es elemento de
tal que

conjunto de los numerxos naturales
conjunto de los nimeros enteros
€s mayor que

€S menor que

no. es mayor que

no es menor que
igual a

es diferente
cardinalidad de
conjunto vacio
conjunto universal
es equivalente a

es subconjunto de

no es subconjunto de
unidn

interseccidn
complemento
diferencia

producto cartesiano

TEORTIA DE CONJUNTOS.

LECCION 1.

1-1 CONCEPTO DE CONJUNTO.

Como se hace con una nueva asignatura, empezaremos el es-
tudio de las matematicas discutiendo los términos técnicos -
nuevos que debemos intgoducir. Nuestra intuicidn nos dice
que cada uno de estos términos tendrd una definicidn, pero mas
tarde encontraremos gue. las posteriores definiciones se ten--
dran gue apoyar en las primeras y esto nos puede llevar a un
circulo vicioso, en el que no aclararemos la verdadera signifi
cacion de los conceptos.

El Gnico camino para evitar estas definiciones circulares
en matematicas o en otras asignaturas, es el de tomar un pegque
no nimero de palabras como "indefinibles"; y todas las demas
palabras matematicas se definiran en funcidn de ellas. No es
facil decidirse y escoger entre las palabras gque se van a de-
jar como indefinibles o como definidas, y después definir &s-
tas en funcidn de las primeras. Como. se puede escoger de mu-
chas maneras, la eleccidn la debemos hacer teniendo en cuenta
principalmente la sencillez y la elegancia.

Para empezar vamos a introducir un término que satura to-
das las matematicas; es el concepto de "conjunto.

Todos estamos acostumbrados a tratar con conjuntos, por
ejemplo, escribimos usando un conjunto de letras llamado abe-
cedario, efectuamos operaciones de conteo y medicidon usando
un conjunto de nimeros, participamos deportiva y socialmente
en conjuntos llamados equipos o clubes, hablamos del conjunto
de articulos de la Constitucidn Mexicana, del conjunto de es-
tudiantes de la U.A.N.L., de colecciones de estampillas, etc.




Sin embargo, el significade del t8rmino
de explicar o de entender.

|
Aunque intuitivamente

podemos considerar un
como una colecc

°l O agregado de objet
especie, siempre Y. cuando
si

"conjunto"

OS o ideas de cualquier
éstos estén
pertenecen o.nd al conjunto; sin embargo,
cidh<es vaga Y no se;puede aceptar como
Por 1o tanto,. el concepto de "conjunto"
V& que no puede definirse

Sed, "conjunto” es un

esta considera--
una definicidn formai.
€S una nocidn primiti-
empleando palabras mas simples, o
t€rmino "indefinible"

NOTPACION | DE/ CON JUNTOS.

Los

objetos o dideas que forman un

"elementos” /dei conjunto,

conjunto se denominan
Por ejemplo, todos los"profesores
conjunto, y
element
En cambio, un agricultor,
1 elementos del conjunto de pr

de la preparatoria forman un

maticas de Ia misma’ es un
junto.

un profresor de mate-—

O que pertenece a dicho con——
la‘letra b y ‘el niimero 3, no

ofesores de 1la Preparatoria.

e
SOI

Para desc
afin de
plo,

ribir un conjunto,

{1,3,5,7,9}
(Los elementos de
puede escribir un
Ee, los conjuntos
de'\esta manera el

un conjunto son separ
mismo elemento repeti
Son nombrades
conjunto anter

ados por comas Y no se
das veces) . Usualmen—
Por medio de letras mayusculas;
ior puede ser €scrito como:
A= 11,3,5,7,9)

(Aqui la letra A esti empleada
En este cenjunto,  se Puede’ ver
del conjunto A Y este hecho

COomo un nombre para el conjuntg
que el numero 5. es un elemento

Se _puede expresar' comos:

=

> E A

(E1 simbolo ¢ , se utiliza

Para expresar:
bien, "pertenece a"). Por

"es elemento de", o

el contrario, se bPuede ver, también,

2

"conjunto” no es ficil

claros como para decidir

e O S eleme O O ] o A e onces es-—
] : nton

num

que el

4 £ A

umb una 113 i "/t ta—-
ati er a linea oblicua o
en matematicas pon R hdote
St s?ibolo para indicar lo opuesto o la neg
chando un v
significado del simbolo) .

. y AadOS uni-—
Obser vacion l Los SlmbO los € d son us

1 p P = ]ay ie un eleme
camer te 2S la re clion qu

ara expresar la 1 1 C l mento a un

C | (o) Y no l c u con ]unt a un 7 -
on Llnt F a Iela ion de n (o] ele“le]ll_() O en
tre dOS con untOS, (o] entre dOS elementOS.

s distintas:
: dos formas di
: determinarse de Sta
conjunto puede ¢ ! mentos, a e
Un co Jumerando o enlistando todos sus ?le i T
TEEERS enli a "tabular" o "por extension", o bie éa e
se le am odos ca
erTZO alguia propiedad querdeban dertener ;orma Ze le llama
;13105 aiementos del conjunte dado, a QSEZ il EarE o
= - SR =
"zescriptiva" S} "BOR) comprefielon oy S < utilice) gque por lo
X a se
= orta que letr : del ca
niscula, (no imp - alguiera de n
letza Tles LNl ; que representa un elementolc: e?empntos del
Jen ra enunciar la propiedad de todos 1lo
: a
junto, p
conjunto.

Ejemplos: =
el abece
Si B es el conjunto formado por las vocales d
i
rio, entonces:
I i,o,ul —— forma tabular £ Dash
= C- l : S
: %dii'e; vocal del abecedario} ——Eforma el:e ptive
x >, = - e .
Bon'unto B expresado en forma de5cr1§>tlvaé siS g iy
I'E':Ztisceljconjunto formado por equis, tal que, equ

T
barra vertical,
; = uenta que la "
del abecedario”. Tengase en ¢ lee: "tal que" o\ "tales que.
ohe tre llaves, se lee:
wlw cuando esta ent
r

e I:.) nteros ay —

l con unt OY d X 1 um

S1 C es e O o f maaoe (9} OS I eros e 0SS I O
< q r = es:

res que 3 y menores ue 8 entonces

forma tabular
forma descriptiva

} e ——— —
c = {4,5,6,7}
c = {x|x es entero y 3<x<8} —




. ; 3 forma des--
S onjuntos expresados en
Los simbolos <y > significan, respectivamente, "es menor - PbssEvacion s iosngs ivita escribir conjuntos que po-
4 = . i as veces,
- : : iptiva, algun
e" y "es mayor que". Asi, el con unto consiste en todos lcs cr . . ementos.
QB yor g ’ J seen una gran cantidad de el
nUmMeros enteros mayores que 3 (x> 3) Y menores que 8 (x <8).

Observacidn 2. Las llaves simbolizan un conjunto y lo
que encerramos con ellas son sus elementos o una descripcidn

CARDINALIDAD.
de ellos.

£1 ntimero de elementos contenidos en un conjunto determi-
En matematicas generalmente se trabaja con conjuntos de la “"cardinalidad" del conjunto.
niomeros . Hay varios' conjuntos que ya conoces y que tienen . L s Sae b
un |simbolo especial para ser representados. Asi: En el caso del conjunto A = {1,3,5,7,

" By = 2 resamos asi:
N : es el conjunto de los nfimeros enteros positivos (na- sera 5 y la exp
meros naturales). N = {1,2,3,4,5,6,7,...} #(A) =5
:-€S el conjunto de los nimeros enteros (los negativos ai
it = < 100 la cardi-
?er? Y| 1os p051t1vos)f : 4 } En el conjunto D, donde D = {x e N X },
f 0= {.-.,—4,—3,*2,—1,0,1,2,3, AL | nalidad seré 99 y la expresan\os como :

] i a 5"
que se lee: "la cardinalidad del conjunto A es igual

(En estos conjuntos, los tres puntos significan que los conjun # (D) = 99
tos contienen mas elementos que aquellos que se han enlistado. )

Estos tres puntos son. un signo para todos los elementos que no

han sido ineluidos, bPero ‘que podemos enlistar ya que es posi--

bl?t?gco?trar TrE B T O esees dos 1 0s qusgson 1-4 CONJUNTOS FINITOS E INFINITOS.
omitidos) .

Los conjuntos pueden ser “finitos o infinitos". Los ?92
juntos A, B, C y D enumerados anteriormente tienen uni prgplio
cos e ini Exrmi conjun

Q juntos finitos. El término
dad comun: todos son conjun : e
finito"™ debe definirse muy culdadosamenté, aundgue gn_:uesz S
caso resulta suficiente decir que gn conjunso ?s flz; geCir
elementos pueden enlistarse del primero al ulzlmoéel conjun;o

i diferentes elementos

si el proceso de contar }os xe ‘ Lo
Ttk AL ey 1003 puede acabar, (o sea, si su cardinalidad es cero o

Ahora podemos definir mucho mas conjuntos que antes de -
una manera simplificada. Por ejemplo, si D es el conjunto
de nimeros naturales menores que 100; este conjunto se puede
obtener en la forma descriptiva a partir gdel conjunto N
una condicidn: ser menor que 100. Se puede simplif
presentacidon utilizando simbolos matematicos, asi:

COL.
icar la re

=
. j am am natural) .
Y si ahora, E es el conjunto de los numeros enteros mayo- oA

res'que -5, entonces E se puede simbolizar en la forma descrip

e g it Tos
j se dice que es infinit
: njunto que no es finito
tiva como: Un conj q

conjuntos
x ez | x > -5} F={0,1,2,3,4,5...}

G={xeN X es par}
H= {5,10,15,20,25...}

son ejemplos de conjuntos infinitos.




1-5 CONJUNTO VACIO.

De gran utilidad en las operaciones con conjuntos es el
concepto de "conjunto vacio”.

El conjunto "vacio" o "nulo" es el conjunto para el cual
ningtin elemento satisface la condicidn dada, por lo tanto, ca-
rece de elementos y se representa por el simbolo @, o bien,
1%, Los conjuntos

I={xe z|2<x<3}
J {xlx es una persona viviente mayor de 200 afios}
K= {xe N|x<1}

son ejemplos de conjuntos vacios o nulos.

Observacion 4. La cardinalidad de @ es cero, o sea que

#(#) = 0, por lo tanto, el conjunto vacio es un conjunto fini,
to.

~

Observacidn 5. Conviene aclarar que los simbolos {0} y
{#}, no representan al conjunto vacio. El conjunto {0} con--
tiene un elemento, el ntmero cero. El conjunto {@} tiene tam

bién un elemento que es el conjunto vacio: es un conjunto de
conjuntos.

1-6, CONJUNTO UNIVERSAL.

El "conjunto universal" es el conjunto que consiste en -
la totalidad de los elementos considerados para determinada
operacidn, asunto, cuestidn o especie a la que se esté hacien-
do referencia.

Asi, el conjunto de los nimeros enteros formara el conjun
to universal cuando se discute acerca de los nameros impares;
el conjunto de todas las letras del abecedario formara el con-
junto universal cuando se discute acerca de las vocales; y la

6

poblacifn mundial serda el conjunto universal para cualquier
relacidn humana que se produzca.

Usualmente se reserva la letra "U" para representar el
conjunto universal.

Observacidn 6. Es importante establecer desde un princl
pio de 1la discucidn el conjunto universal, para eliminar posi-
bles dudas en la definicidn de conjuntos.

1-7 CONJUNTOS EQUIVALENTES.

Si dos conjuntos poseen la misma cardinalidad, se dice -
jJue son "conjuntos equivalentes”, ya que tienen el mismo nime-
ro de elementos y puede establecerse entre ambos una correspon
dencia de uno a uno o biunivoca. O sea que, si A y B son dos
conjuntos y #(&) = #(B), entonces este hecho puede expresar

CcOomo:
A > B

(El simbolo ™ <+ ", se utiliza para expresar la relacidn de -
equivalencia entre dos conjuntos).

Asf los conjuntos A = {1,3,5,7,9} vy B= {a,e,i,o,u} son
equivalentes (A<>B), ya que se puede establecer la correspon-
dencia buinivoca:

Por lo tanto, se dice que dos conjuntos esta@n en “corres-
pondencia buinivoca" o de uno a uno, cuando a cada elemento de
uno de los conjuntos le corresponde un elemento del otro con--
junto y ningiin elemento de cualguiera de los dos conjuntos de-
ja de tener su elemento correspondiente.




1-8 CONJUNTOS IGUALES.

Se dice que el conjunto A es "igual" al conjunto B si am-
bos contienen exactamente los mismos elementos. Se denota la
igualdad de los conjuntos A y B por:

A =B
Por ejemplo, si L = {1,2,3.4} y M = {2,1,4,3}, entonces
L.=M, es-decir, {1,2,3,4} = {2,1,4,3}

ya gue ambos conjuntos tienen los mismos elementos. Por lo
tanto, de acuerdo a la definicidn, el orden en gue se enumeran
o enlistan o describen los elementos no es importante.

Observacion 7. Es muy importante hacer notar la diferen
cia entre conjuntos equivalentes y conjuntos iguales; dos con-—
juntos son equivalentes cuando tienen la misma cardinalidad -
aunque sus elementos sean diferentes, mientras que dos conjun-
tos iguales siempre son también equivalentes, pues teniendo
los mismos elementos tendrdn siempre la misma cardinalidad.

Cuando dos conjuntos no son iguales, o sea gue, tienen -
elementos que los distinguen, entonces se dice que los conjun-—
tos son "diferentes" (A#B). Por ejemplo, 1los conjuntos

{a,b,c,d} y {¢,d,e,f} son diferentes.

Cuando dos conjuntos no tienen elementos comunes, o sea
que, difieren en todo, entonces se dice son conjuntos "ajenos"
o "disjuntos". Por ejemplo, los conjuntos {x,y,z} y {1,2,3}
son ajenos o disjuntos.

1-9 SUBCON.JUNTOS.

Veamos estos dos conjuntos

A= {1,2,3,4}
B = {0,1,2,3,4,5}

Se observa que cada elemento del conjunto A es también un
elemento del conjunto B (o sea que no hay elemento de A gue no
esté en B); entonces se dice que "A es un subconjunto de B".
Se expresa esta relacidn escribiendo

ACB

que también se puede leer como: "A estad contenido en B".

Asi pues, A € B, si sdlo si, x € A implica que x € B.
Por ejemplo, si

P {x enNn| x<7}
Q-=uf2;4,6%~
R = {1,2,3,4,5,6}

Entonces Se puede afirmar que Q € P, ya que todo elemento de
Q pertenece también a P. Y que también, R € P, pues ceda =
elemento que pertenece a R pertenece también a P. (Observese
en particular que R=P. De la misma mangra.se puede mostraxr
que todo conjunto es un subconjunto de si mismo).

Con el concepto anterior de subconjunto se puede dar de
otra manera la definicidn de igualdad de dos conjuntos:
"dos conjuntos A y B son iguales, A = B. si y solo si, ACB
y B € A",

Por otra parte, si el conjunto A no es un subconjunto dgl
conjunto B, es decir, si A € B, entonces esto implica que exis
te por lo menos un elemento del conjunto A que no es elemento
del conjunto B. Por ejemplo, si s = {1,3,5} y T= {0,1,2,3,4}
entonces se cumple que S £ T, yaque 5 €¢ Sy 5 ¢ T.

- .
Observacion 8. Los simbolos "g" y "€" son usados unlca-
mente para expresar la relacidn entre dos conjuntos.

Observacidn 9. Todo conjunto A es un subconjunto de si

mismo, A € A.

Observacidn 10. Todo conjunto A es un subconjunto del
conjunto universal U, A € U.




Observacion 11. El conjunto vacio @, se considera un -
suibconjunto de cualquier conjunto A, # ¢ A, '

Entonces, si quisiéramos hacer una lista de todos los sub-
com juntos de un conjunto, por ejemplo de V = {1,2,3}, estos re
sultan ser: {1}, {2}, (3}, {1,2},{1,3},{2, 3} {1,2,3} yg. a

partir de lo anterior se puede observar gue hay ocho subconjun
tos en V.

Del mismo modo, se puede mostrar que el conjunto vacio -
tiene wn swheonjunto (€1 mismo), un conjunto con un elemento
tiene dos subconjuntos, un conjunto con dos elementos tiene -
cuatro subconjuntos, etc., o sea que, el patron general es:

un
comjunto de "n" elementos tiene "2n 'subconjuntos para

cual--

guier numero natural "n™; de esta forma, un conjunto que tiene
seis elementos tiene 26 o sea, 64 subconjuntos.

AUTOEVALUACION DE LA LECCION 1.

Definir los siguientes conceptos:

Cardinalidad.

Conjunto finito.
Conjunto infinito.
Conjunto vacio o nulo.
Conjunto universal.
Conjuntos equivalentes.
Conjuntos iguales.
Conjuntos diferentes.
Conjuntos ajenos.
Subconjuntos.

Escribir las afirmaciones siguientes en notacidn
tista:

x" es elemento de "A"

"A" no es subconjunto de "B"
"B" es equivalente a "C"

"y" no pertenece a "D

"E" esta contenido en "F"
"G" no estad contenido en "H"
"z" pertenece a "C"

"D" es un subconjunto de "E"
El conjunto vacio

"w" no es elemento de "B"

Enunciar verbalmente cada uno de los sig. conjuntos:

{x/x habita en E.U.A.}

{x/x es un nimero par positivo}

{x/x es una mujer soltera mayor de 30 anos }

)

{x/x votd por el Lic. Miguel de la Madrid Hurtado para
Presidente de México}




Escribir en forma tabular cada uno de los:sig. conjuntos:

{x/x es una letra del abecedario}

{x/x es una letra de 1la palabra "Parangaricutirimicuaro"}
{xe N/ x<1}

{x€ N/ x> 2}

{xe N/ 10 < x </20}

Decir entre las afirmaciones siguientes cuiles son verda-
deras falsas, si:

= {0’112’314}
o {506171819}
{1'2'3I4}
{5.,6,7}
= {x/x es un ntmero}
37) 43)| |7 &
38) 44) A
39) 45)

49) 6 ¢ D 55) C £ A
50) B +>C 56) C+>D
51) A€ C 57)''D G388

41) e 47)

53) # €A 59) g €@
42) 48)

54) U CD 60) g CcU

C
B
C
40) 46) 7] 52) # e U 58) 5 £ B
A
U

conjuntos tienen la misma cardinalidad.
conjuntos no tienen la misma cardinalidad.
conjuntos son ajenos.
conjuntos son ajenos.

En el conjunto A hay exactamente 24 subconjuntos.

En el conjunto C hay exactamente 16 subconjuntos.

En el conijunto D hay exactamente 6 subconjuntos.

Todo subconjunto de un conjunto finito es finito.

Todo subconjunto de un conjunto infinito es infinito.

Dados dos conjuntos E y F, si ECF y F C E entonces E=F.

Decir si cada uno de los sig. conjuntos son finitos o in-
finitos:

o eiBIa L.}
{1,223 7435::E 2.,9000}
{x e N /x es impar}
{x e N /x <5}

{x ¢ N /3<x<4}

{x € 2 /x<5}

77) {x e Z /-3<x<3}

78) {x € N /x es un multiplo de ?}

79) {x/x es un habitante de la Tierra}
80) {x/x es una fraccién 'y 0<x<1}

Decir si cada una de las sig. parejas de conjuntos son
-
equivalentes o no:

81) {Juan, José, Pedro, RaGil} y {Irma, Leticia, Rosa, Marial
82) {2,3,5,7} y {x,v.z} .

g3) {x e N/x espar} y {xe N /xes impar}

g84) {x ¢ n/x>10} y {x e N/§<10}

g85) {x € z /x+1=1} y ¢

Entre los pares de conjuntos siguientes, decir ?uales San
iguales o diferentes y especificar aquellos conjuntos que
son ajenos o disjuntos.

ge) {2,4,6} y {1,3,5} ‘

87) {1:3,5,7,9} y {x € N/x es impar Yy x<10}
88) {x ¢ N /x+t1=1} y #

89) {a,b,c,d} y {d,c,b,al}

90) {x ¢ N /4<x<9} y {4,5,6,7,8,9}




RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACION DE LA LECCION 1.

£ QUNQEKE DX
noaamw iAo
HOEm=®mOoOOWwP

£ B
conjunto de los habitantes de E. U. A.
conjunto de los nimeros pares positivos.
conjunto de las mujeres solteras mayores de 30 anos.
conjunto vacio.
conjunto de las personas gque votaron por Lic. Miguel
la Madrid para Presidente.
{a,b,c,d,..-X,¥,2}
{a,c,g,i,m,n,o0,p,x,t,u}
1) X
{3,4,5,6,7,...}
{11,12,13,...18,19}
Falsa. Falsa.
Falsa.- Verdadera.
Verdadera. Verdadera.
Verdadera. Falsa.
Falsa. Falsa.
Verdadera. Verdadera.
Verdadera. Falsa.
Falsa. Verdadera.
Falsa. Falsa.
Verdadera. Verdadera.
Falsa. Infinito.
Falsa. Finito.
Falsa. Infinito.
Verdadera. Finito.
Verdadera. Finito.
Falsa. Infinito.
Verdadera. Finito.




Verdadera.
Falsa.
Falsa.
Falsa.
Falsa.
Verdadera.
Falsa.
Falsa.
Falsa.
Verdadera.
Falsa.

Verdadera.
Verdadera.

Infinito.
Finito.
Infinito.
Equivalentes.

No eguivalentes.
Equivalentes.

No equivalentes.
No eguivalentes.
Diferentes y ajenos.
Iguales.
Iguales.
Tguales.
piferentes.

ler. SEMESTRE.

ALGEBRA

I.

UNIDAD II.

TEORTA DE CONJUNTOS.

INTRODUCCION:

(Parte II)

Al estudiar la Teoria de Conjuntos estamos capaciténdonos
para comprender mejor otras ramas de las matematicas, princi--
palmente porque los conjuntos son utilizados directamente en
'muchas disciplinas: sus conceptos y operaciones son tomados -
para llegar a otros, para simplificar la notacion y para faci-
litar la comprension y las demostraciones.

Ademds, 10s conceptos matematicos de la Teoria de Conjun-
tos aparecen de una manera sencilla y facil de comprender.
Asi, por ejemplo, al entender el concepto de "1gua]dad matema-
tica“ podremos después trabajar mds profunda y facilmente con
acuaciones.

Lo que vamos a estudiar, es 1a manera mediante la cual,
los matematicos hablan y escriben sobre ideas que todos hemos
No se trata pues, de comprender al-
tas abstracciones, sino de aprender a utilizar una notacién ma
tematica para escribir sobre cosas que, de hecho, estamos acos

=manejado intuitivamente.

tumbrados a usar.

OBJETIVOS ESPECIFICOS:

..~ Definir los siguientes conceptos:

union, interseccion, -

tomplemento, diferencia y producto cartesiano de conjuntos.

IX




Verdadera.
Falsa.
Falsa.
Falsa.
Falsa.
Verdadera.
Falsa.
Falsa.
Falsa.
Verdadera.
Falsa.

Verdadera.
Verdadera.

Infinito.
Finito.
Infinito.
Equivalentes.

No eguivalentes.
Equivalentes.

No equivalentes.
No eguivalentes.
Diferentes y ajenos.
Iguales.
Iguales.
Tguales.
piferentes.
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tos aparecen de una manera sencilla y facil de comprender.
Asi, por ejemplo, al entender el concepto de "1gua]dad matema-
tica“ podremos después trabajar mds profunda y facilmente con
acuaciones.

Lo que vamos a estudiar, es 1a manera mediante la cual,
los matematicos hablan y escriben sobre ideas que todos hemos
No se trata pues, de comprender al-
tas abstracciones, sino de aprender a utilizar una notacién ma
tematica para escribir sobre cosas que, de hecho, estamos acos
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2.- Resolver ejercicios que impliquen: unidn, interseccion,
complemento, diferencia y producto cartesiano de conjun-

tos. AUTOEVALUACION:

La interseccidn entre A y B se puede definir

PROCEDIMIENTO SUGERIDO: 0) {x/xeA & xeB} 1) {x/xeA y x¢B}
2) {x/xeA y xeB} 3) {x/xeU , x¢A}

Si U= {112r3r41516l71819} A= {112:3'415} B= {415'61778}
y ¢={(2,3,5,6,9} ; encuentra los elementos de cada uno de
los siguientes conjuntos: (problemas 2 al 8).

1.- Para los objetivos: de esta unidad estudia la seccion 1-10
de tu texto y resuelve los ejercicios de la autoevalua--
cidn de la leccion 2. Hemos visto que se pueden obtener
nuevos conjuntos a partir-de un conjunto dado, 11amados
subconjuntos. En esta seéccidon vamos a considerar operas / BUC
ciones, por medio de las cuales, dos conjuntos dan Tugar 0) {2,3,4,6,9} (2.3.4,5.6.7,8,9})
a nuevos conjuntos.  Las-operaciones a estudiar son: 2) {5'6i i i2’3’4’5’6i 5 ol
unién. interseccidn, compiemento, diferencia y producto ! o 4 T
cartesiano, denotados por: AUB, AnB, A'; A-B y A x Bg 3. ADB
respectivamente. o) {1,2,3,6,7,8} N (a5

z <= f < 2) } 41,28
Si ya lograste resolver los objetivos satifactoriamente, ¢ { =1

ahora repasa-toda 1a unidad con tus compafieros mas aventi . B-C

jados lo-cual te servird para reafirmar tus conocimiento$ .
1 s indi - 5 1 deb 1 tud 0) {2,3,7,8,9} ¢
gigr a vez te indicara qué es 1o que debes volver a estu 2). {4,7,8) {(2,3,9)

An(BUC)

E]l requisito para presentar esta unidad consiste en resol 0) {2,3,4,5} {1.6,7.8.9}
ver total y correctamente el laboratorio de la unidad y = T T Ve B

entregarla a tu maestro asesor.
B ] (auB) M (AUC)

0) {7.8,9}
2) ¢

B'

O) (6I7I8l9}
2) ¢

(BN0C)"'

0) {2,4,6,8}
2) {1,2,3,4,7,8,9}




(A' vC)'

o) {2,3,5.,6,7,8,9} 1)
2) {1,4} 3) TEORTA DE CONJUNTOS.

(AUB) 'n (C-B)

0) {12379} 1)
2y {4,7,8} 3)

LECCION 2.

Determina si las siguientes afirmaciones son verdaderas

o falsas. 1-10 OPERACIONES CON CONJUNTOS.

- ANB #BNA Una "operacidn" es una regla por la cual uno o mas obje-
tos son usados para obtener otro objeto( no necesariamente di-
ferente) . En aritmética se suma, resta y multiplica, es de—-
AUA = @ . cir, a cada par de objetos "x" y "y" se le asigna un objeto

"y + y" llamado suma de gt vy "y", un objeto "x-y" llamado di-
ferencia de "x" y "y" y un objeto "xy" llamado producto de "x"
(A-B) € A yaRy"- Estas asignaciones se llaman operaciones de adiciodn,
sustraccidén y multiplicacidn, en donde los objetos son numeros
Los objetos que se examinaran en las operaciones de esta lec—-

(RUB) ' = A'NY B' ¢cidn son conjuntos.

0) Falsa- 1) Vexrdadera.

0) Falsa. 1) Verdadera.

0) Falsa. 1) Verdadera.

0) Falsa. 1) Verdadera.
) En esta leccidn se van a definir las operaciones de ~=

AV ¢= ¢ "unidn®™, "interseccion", "complemento" , "diferencia" y "produc
to cartesiano"” de conjuntos, es decir, se van asignar o hacer
corresponder nuevos conjuntos a pares de conjuntos A y B. Se
A-C = C-A observara que estas operaciones entre conjuntos se comportan
de manera un tanto semejante a la de las anteriores operacio-
nes con NuUmeros.

0) Falsa. 1) Verdadera.

0) Falsa. 1) Verdadera.

Si. A€B, entonces AUB = B

YUNION"
Q) Falsa. 1) Verdadera.
La "unidn" de los conjuntos Ay B-es-el conjunto de todos

los elementos que pertenecen al conjunto A, © bien; al conjun—
0) Falsa. 1) Verdadera. to B, o a ambos. La unidn de los conjuntos A y Bj Sé expresa
como:

Si ANB = @ , entonces A-B = A

A U B

que se lee "A unidn B". Esta definicidn escrita es notacidn
descriptiva es:

AUB-={x/x €A 5 x & B}




: conjuntos, O sea,
entosS que pertenece ANB = {c,d}

enuneranco

.‘P\
C
.-
C

Observacidon 13. Si dos conjuntos A y B no tienen elemen
tos comunes, es decir, si A y B son conjuntos ajenos o disjun-—
tos, entonces la interseccidn de A y B es el conjunto vacio,
oseaANnB=(. '

<
Observacion 14. Se verifican, inmediatamente a partir
de la definicidn las siguientes propiedades:
vi) (A M B)CA ¥y (A n B)CB

vii) =BNA
Fida, inmediatamente a partir dg Vi%i) = A
ix) =g
X) A

es propiedades:

(AWER)

FNBUA Se puede complicar un POcCO la cosa. Si.C= {P,;9,X,St

P=u{x,s,t,0} Y Es {s,u,v,w} , aplicando los conceptos anter@z
| res, se puede formar:

cubD-= {p,g9,5,8,t,u}

y entonces el conjunto € U D se puede intexrsectar con el con--
o junto E, asi:
cion” de los conjuntos A y B .es el conjunto
ementos que son comunes al conjunto’A'y al con=
de guellos elementos que pertenecen a A y - Por lo tanto, (CWU D) N E es el conjunto de las letras que es
necen a B. La interseccidn de los conjuntos® tén en C ¥ D y cue también estan en E. (Notese gue 1los paréntg
sis indican que operacidn se debe realizar primero) .

(ce D) NE = {s,u}

Otro ejemplo con los conjuntos c, Dy E del ejemplo ante-
que se lee "A interseccid - escrita en noy rior, es:
tacidn descriptiva B

1 c n(M@UVE = {xrs}

A - > i)

2 J B ong o sea, es el conjunto de las letras que estan en CyenDUVE.
E i1 en esta "o . Para - Mientras que:

necesitamos que
al mismo tiempo pertenezcan al conjunto A y al conjunto B. (WD) e Ty S
es el conjunto de letras que estan en C N D, o en E,
Por ejemplo, si A= {a,b,c,d} y B= {c,d,e,f}. Entonces bos. NGtese que C M (D U E) # (C N D) VE.

A NnB es el conjunto de todos los elementos comunes para ambos i

18




OY'T
LOX

completar el conjumto universal U. El complenme

junto A en conjunto universal,

que se lee "complemento de A" plemento®s
¢cion descriptiva de conjuntos,

A esta

En la nota=§
el complemento de un conjunto
dadoc por:

El conjunto A' contiene

tan en A. El conjunto

tos de U que no es-—+
mente del conjunto
sino también del conjunte ogido como U; si U

] A’ también cambia. e comprender que, por defi-
nicidn, el complemento de un conjunto es también un conjunto. .§

Por ejemplo; suponiendo que el conjunto universal sea el.§
abecedario, es decir, U= {a,b,c,d,e,f,...,¥v.z} ¥y dado
A= {a,b,c,d} , entonces

A'= Meff,gyhiiz. . /3524

universal es el de los nlmeros
{2,4,6,...} , o sea los numeros

O si se supone que el conjunto
naturales, U= {1,2,3,...} ¥ F
pares, entonces

que son los impares

Observacion 16. Las propiedades que se establecen en
seguida, resultan directamente de la definicidn, del complemen
to de un conjunto:

(a')'= A
AUA' =1U
xvii) AN A' =@
xviii) U' =g y @g'=1u0
xix) (AU B)' = A'Nn B'
xx) (A M B)' = A' ¥ B'

XV)
xvi)

"DIFERENCIA" S

La "diferencia" de los conjuntos A y B es el conjunto de
elementos que pertenecen al conjunto A, pero no al conjunto B,
es decir, es el conjunto resultante de quitar del conjunto A
los elementos que tenga el conjunto B. Se expresa la diferen
cia de A y B pox

A — B
gue se lee "A diferencia B" o simpliemente "A menos B". La

diferencia de A y B se puede también definir en notacidn des-
criptiva como

{xlx ce A v x ¢ B}

A - B

Por ejemplo, si A = {a,b,c,d} y B= {c,d,e,f} , enton-
ces A - B es el conjunto de elementos que pertenecen a A, pero

no a B, o sea,

{a,b}

le han quitado los elementos de B.

A - B
es decir, al conjunto A se
Mientras que,

BS—/AR=d{ecY £}

o sea, B-A es el conjunto de elementos que pertenecen a B, pe-—
o no a A.




conjuntos {(A-B)

-

ntos ajenes, es decir,

directamer

Xxi)
xxii)
x4 1)
X¥%iv)
XXV )
Xxvi) 3| = B!
Xxvii)
xxviii)

(a-B) U
(A&-B) n

(A-C)
(A-C)

Obserwacion 21. Las operacicnes de unidn

otras

intersecci®n,

sencillas

se trata esta contenido en
subconjunto de otro. A

pueden demostrar las

J
propiedades
=

de

que
partir de las definiciones anteriores,

£ se
siguientes propiedades:

o

QNonn

XXix]
XXX)
Xxxi)

entonces
entonces
entonces

enconces

entonces

"PRODUCTO CARTESIANO" :

Intuitivamente, una "pareja ordenada" consta de dos ele--
mentos, por ejemplo, "x" y "y"; que en el par de designan como
primero Yy sequndo elementos respectivamente. Un par ordenado
se simboliza por

(x,y)

pos parejas ordenadas (x,y) y (a,b) son iguales si, y solamen-
si, x=a y Y=b:

Por ejemplo, las parejas ordenadas (1,2) y (2,1) son dife
rentes. El conjunto {1,2} no es una ‘pareja ordenada, pues -
los elementos 1 y 2 no se distinguen. Y puede haber parejas
ordenadas que tengan iguales el primero y el segundo elementos
tales como, (0,0), (3,3) y (4,4).

Dados dos conjuntos A y B , se le llama "producto carte--
siano” de A y B al conjunto de todas las parejas ordenadas -
(x,y) con x € Ay Yy € B. Se expresa coOmo

A x B
que se lee "A por B". " En notacion descriptiva se define por
P

A x B {(x,y)/x € A, y € B}

Por ejemplo, si A = {1,2,3} y B = {4,5}; entonces el pro-
ducto conjunto es

A x B ={(1,4),(1,5),(2,4),(2,5),(3,4),(3,5)}

(ndtese que, BxA = {(4,1),(4,2),(4,3),(5,1),(5,2),(5,3)]

En el caso del producto cartesiano de un conjunto A por
si mismo se usa la notacidn' AxXA= 22, o sea, si c=1{6,7,8}, en-
tonces, c2= {(6,6),(6,7),(6,8),(7,6),(7,7),(7,8),(8,6) ,(8,7),
(8,8)}

Observacidn 22. Si el conjunto A tiene "n" elementos y
el conjunto B tiene "m" elementos, entonces el conjunto produc
to AxB tiene nxm elementos. Si uno de los conjuntos A o B es
vacio, entonces AxB es vacio. Y, en fin, si uno de los dos
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encuentra los elementos de cada uno de los sig.

©)
-7)

8)

9)
10)
11)
12)
13)
14)
15)
16)
17)
18)
19)
20)
21)
22)
23)
24)
25)
26)
27)
28)
29)
30)

/

AUTOEVALUACION DE LA LECCION 2.

Definir los siguientes conjuntos usando la notacidn des-
criptiva:

1) A U

B
Si: A
B =
C
U

AU

AU

B U

AN

AN

B N

AI

B!

Cl

(B') "
A - B
cC-B
A-C

C - C

(A g B)'
(BNhC)'

(A = B)"

A U B'

A' Uy C
B' N C
ANn (BNC
(ANC) UB
(A n B) ucC'
A - (C - B)
AN (C - B)

2) ANB

='{0,1,2,3}

{4,5,6}

2 {1'21314151617
5,6

= {0,1,2,3,4,

31)
32)
33)
34)
35)
36)
37)
38)
39)
40)
41)
42)
43)
44)
45)
46)
47)
48)
49)
50)
51)
52)
53)
54)
55)

3) A' 4) A - B 5) A x B

}

,7,8,9} (conjunto universal)

conjuntos:

N C)
v Q)
U Q)
N C)

n (B
Hh. (B
U (B
v (B

(A v C)
(A ~ B)
(A © B)
(A N C)
(a* - B)'

A' - (BNHh C)
(atn B') = C
(ahB') ucC'

(A M BN C'
(A*'Nn B) W C'
A'N (B YU C)
AUBUYC'
A'U(B'N C')
(a-Cc)*' n B'

c'n (A' U B')

(A - B)'H (C - B)
(A - B) B c- B)’
c'n (AU B)'

(an B') M U

(A' BN @

AU (B'"n C')

A x B

B x A

a2

B2

25




Decide si cada una de las siguientes afirmaciones son ve
daderas o falsas: (Se puede considerar que los conjuntos A, E

C y U son los mismos que para los problemas anteriores). RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACION DE LA LECCION 2.

56) (A VB) CA 76) A' -=.C' =C - A

57) (BA C) €C 77) AUB = (A'A B')"®

58) (A ~C) € (a0 78) A-C'=AnC {x/x
59) (C - A) € A’ 79) (A -B)AB=g¢ {x/x
/60) =BUA 80) (An B) UB =B {x/x
61) 81) (C-A) N (A-C) =¢ {x/x
. 62) 82) AU (B - C) (AUB) -C

63) 83) AU (BWC) (AUB)NAC

64) 84) A - (B A C) (A-B) n (A-C)

65) 85) AU (BAC) = (AUB) n (AUC)

;66) 86) AN (BUC) = (AnB) U (ANC)

'67) 87) Si B€C, entonces BUC=C

68) A'h B' 88) Si BE€C, entonces BAC=C

69) =A'n B' 89) Si BeC, entonces B'€C' v
70) 90) Si BE€C, entonces B-C=B ' ’
71) A-B = A N B' 91) Si BEC, entonces BU(C-B)=C {o,8,9
72) ") =g 92) Si ANB=@, entonces A € B' | {4,5,6}
73) AN C=A - C 93) Si AnB=g, entonces A'nB=B {0;1, 2,3}

]
a

~R PP PP DY
29 2caecec
arw|uyrpaeuy w

CA
lb‘b‘
2
» c

e
. - -
- u

74) B - B =0 94) Si AaB=@, entonces A U B'=h {17253,7})
75) A-C=C-A 95) Si AnB=@, entonces A - B=

t{1,293.4,5,6%
{0,8,9}




{718'9}
{8,9}
{0,1,2,3,8,9}
{0,8,9}
{0,4,5,6,8,9}
{4,5,6,7}
{0,1,2,
{0,4,5,
{112'3’
{0,8,9}
{7}
{0I11213'4I5I6l819}
{8,9}
{0,1,2,3}

@
{0'1'2'318'9}

{(0,4),(0,5),(0,6),(1,

(3,4) ,(3,5),(3,6)}

{(4,0),(4,1),(4,2), (4,

(6,1),(6,2),(6,3)}

{(,0),(0,1),(0,2), (0,
(2,1),(2,2),(2,3),(3,
{(4,4),(4,5),(4,6), (5,

F 76)
77)
78)
79)
80)
81)
82)
83)
84)
85)
86)
87)
88)
89)
90)
91)
92)
93)
94)
95)

Mg << TRl g

4),(1,5),(1,6),(2,4),(2,5) (2,6),
3), (5,0) 7 €5,1) , (552)51(553) , (6,005l
3),(1,0),(1,1),(1,2),(1,3),(2,0),

0)1(311)1(3I2)l(3l3)}
4),(5,5),(5,6),(6,4),(6,5),(6,6) }
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ler. SEMESTRE. ALGEBRA 1. UNIDAD III.

TEORIA DE CONJUNTOS.
(PARTE III)

INTRODUCCION:

La Matemitica es un cuerpo altamente organizado de conoci
miento que usa el concepto de conjunto como uno de sus vehicu-
los primarios para organizacion. El conjunto es una abstrac-
cidon que permite una sistematizacion mas eficiente y presenta-
cidn./de los elementos en un curso de matematicas.

E1 concepto de conjunto es de alguna manera intuitivo. Ge
neralmente, un conjunto se considera como una coleccion de ob-
jetos o cosas llamados elementos. Se puede pensar de un con-
junto como un club de reglas de membrecia y miembros que se -
11aman elementos. Por ejemplo, para pertenecer al conjunto
de niimeros mayores que cuatro, un elemento debe primero ser un
nimero y segundo, tener un valor o magnitud mayor que cuatro.
El tamafio de cualquier conjunto se determina por el namero de
miembros o elementos. E1 conjunto de 1los nimeros naturales
menores que cuatro tiene exactamente tres miembros y se 1lama
un conjunto finito. El conjunto de los nimeros naturales mas
grandes que cuatro tiene una lista indefinida de miembros y se
dice que es infinita en tamano.

Las varias relaciones que pueden existir entre los conjun
tos pueden ilustrarse por medio de un diagrama de Venn. El
diagrama de Venn es un esquema que representa a los conjuntos
como sub-regiones de una region geométrica. Fue empleado por
el Logista inglés John Venn (1834-1883) y se usaran en esta -
unidad III para ayudar al entendimiento conceptual de las ope-
raciones con conjuntos. Con el objeto de emplear el diagrama




{718'9}
{8,9}
{0,1,2,3,8,9}
{0,8,9}
{0,4,5,6,8,9}
{4,5,6,7}
{0,1,2,
{0,4,5,
{112'3’
{0,8,9}
{7}
{0I11213'4I5I6l819}
{8,9}
{0,1,2,3}

@
{0'1'2'318'9}

{(0,4),(0,5),(0,6),(1,

(3,4) ,(3,5),(3,6)}

{(4,0),(4,1),(4,2), (4,

(6,1),(6,2),(6,3)}

{(,0),(0,1),(0,2), (0,
(2,1),(2,2),(2,3),(3,
{(4,4),(4,5),(4,6), (5,

F 76)
77)
78)
79)
80)
81)
82)
83)
84)
85)
86)
87)
88)
89)
90)
91)
92)
93)
94)
95)

Mg << TRl g

4),(1,5),(1,6),(2,4),(2,5) (2,6),
3), (5,0) 7 €5,1) , (552)51(553) , (6,005l
3),(1,0),(1,1),(1,2),(1,3),(2,0),

0)1(311)1(3I2)l(3l3)}
4),(5,5),(5,6),(6,4),(6,5),(6,6) }
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ler. SEMESTRE. ALGEBRA 1. UNIDAD III.

TEORIA DE CONJUNTOS.
(PARTE III)

INTRODUCCION:

La Matemitica es un cuerpo altamente organizado de conoci
miento que usa el concepto de conjunto como uno de sus vehicu-
los primarios para organizacion. El conjunto es una abstrac-
cidon que permite una sistematizacion mas eficiente y presenta-
cidn./de los elementos en un curso de matematicas.

E1 concepto de conjunto es de alguna manera intuitivo. Ge
neralmente, un conjunto se considera como una coleccion de ob-
jetos o cosas llamados elementos. Se puede pensar de un con-
junto como un club de reglas de membrecia y miembros que se -
11aman elementos. Por ejemplo, para pertenecer al conjunto
de niimeros mayores que cuatro, un elemento debe primero ser un
nimero y segundo, tener un valor o magnitud mayor que cuatro.
El tamafio de cualquier conjunto se determina por el namero de
miembros o elementos. E1 conjunto de 1los nimeros naturales
menores que cuatro tiene exactamente tres miembros y se 1lama
un conjunto finito. El conjunto de los nimeros naturales mas
grandes que cuatro tiene una lista indefinida de miembros y se
dice que es infinita en tamano.

Las varias relaciones que pueden existir entre los conjun
tos pueden ilustrarse por medio de un diagrama de Venn. El
diagrama de Venn es un esquema que representa a los conjuntos
como sub-regiones de una region geométrica. Fue empleado por
el Logista inglés John Venn (1834-1883) y se usaran en esta -
unidad III para ayudar al entendimiento conceptual de las ope-
raciones con conjuntos. Con el objeto de emplear el diagrama




de Venn, se introducird la idea de Conjunto Universal.

E1 conjunto universal es el que consiste de la totalidad
de las cosas bajo una discusion.

Por ejemplo, si se desea discutir acerca de 10s nidmeros,
un_conjunto universal apropiado seria el conjunto de todos -
Jos niimeros. La eleccidon de un conjunto universal dependerd
de una investigacidn particular. = Dos investigaciones diferen
‘tes pueden tener conjuntos universales completamente diferen--
tes. Venn representd al conjunto universal como el interior|
de un rectdngulo. Puesto que todos los otros conjuntos bajo|
discusibn serdn subconjuntos del conjunto universal, éstos pue
den ser representados como subregiones de ese rectangulo. F

Al término de esta unidad I1I, el estudiante estard en -
condicion de:

OBJETIVOS ESPECIFICOS:

Usar los diagramas de Venn para graficar las qperaciones
entre conjuntos y resolver problemas que los involucren.

Aplicar las leyes del Algebra de Conjuntos en la demostrg
cion de la veracidad de enunciados dados. {

PROCEDIMIENTO SUGERIDO:

1.- Para el objetivo 1 estudia los diagramas de Venn ilustra
dos en las secciones 1-11 y 1-12 de tu texto y‘resuelve
los problemas de 1la Autoevaluacion de l1a leccidn III.

Por medio de graficas o diagramas, un conjunto puede ser|
representado en forma muy clara y objetiva por medio de
los 1lamados diagramas de Venn, que son 1ineas cerradas
dentro de las cuales se pueden anotar los elementos que
integran al conjunto o bien, pueden indicarse (nicamente
por la letra mayiscula que lo representa. Las ilustra-
ciones de este tipo se 1laman asi en honor del 16gico 1n

X1y

glés, John Venn (1834-1883).

2 _ Estudia la seccion 1-13 de tu texto y resuelve la autoeva
luacign. El algebra de conjuntos no puede ser la misma |
que el dlgebra de lTos nimeros y las cantidades. Sin em-
bargo, vale la pena observar que cualesquier teoremas que
se deduzcan usando solamente aquellas propiedades que tie
nen ambas dlgebras en comin, seran teoremas ciertos en -
cualquiera de los dos sistemas. El empleo del algebra
de comjuntos en la matematica superior es muy ampTlio. (Ob-
jetivo 2).

3.- Si ya Yograste resolver los objetivos satisfactoriamente,
ahora repasa toda la unidad con tus companeros mas aventa
jados Yo cual te servira para reafirmar tus conocimientos
y @ 1a vez te indicard qué es lo que debes volver a estu-
diar.

EF requisito para presentar esta unidad consiste en resol
ver totalmente el laboratorio de la unidad y entregarlo
a tu asesor.




AUTOEVALUACION:

Determina la representacién de las sig. zonas sombreadas:

0) (AanC)nNB' 1) (BNC)-A' 2) (AUC) UB' 3) A' A (BUC)

En un grupo de la escuela, se investigd a .
al terminar el semestre y Se encontrd que:

15 reprobaron Quimica.

18 reprobaron Fisica.

18 reprobaron Matematicas.

6 reprobaron Quimica y Fisica.

7 reprobaron Fisica y Matemiticas.
5 reprobaron Quimica y Matematicas.
2 reprobaron |las tres materias.

ZCuantos de estos alumnos reprobaron?:

UB

0) 4 1) 5 2) 6

Ninguna de las tres materias:

0) 10 1) 15 2) 17

Onicamente Fisica.

0) (AUB)UC 1) (AeB)aC 2) (rUB)AC  3) (RAB) UC ! 0) 7 1) 8 2) 5

Fisica pero no Quimica.

0) 8 1) 15 2) 10
Fisica y Matematicas pero no Quimica.
0) 3 1) 4 2) 5

0). (AUB) AC 1) BNAUC) 2) AU(BNC) 3) BU(AGC)




Justifica cada uno siguientes pasos, relacionando las -
Ssig. columnas, utilizando las leyes del Algebra de Conjun
tos, en la demostracion de: A'U(A'Ug)'=U

11.- Si A'UfQ = ) 0) Ley de Idempotencia.

1) Ley Asociativa.

2) Ley Conmutativa.

13.- Si (A')' = ( 3) Ley Distributiva.

a) Tey de TdentidaAd

5) Ley de Complemento.

15.- Si A'UA = 6) Ley de DeMorgan.

7) Principio de snstituncidn.

12.~ ** A'U(A'US) "=A'U@A') "... ()

14.- ** A'U(A'Ug)=A"UA

16.- *~ A'U(A'U@)" = U




71-11 DIAGRAMAS DE VENN.

Se logra ilustrar de una m;nera sencilla e instructiva -
las relaciones entre conjuntos, mediante la representacidn de
un conjunto por un idrea plana, por lo general delimitada por
un circulo. A este tipo de figuras cerradas se el conoce co-
mo "Diagramas de Venn", en honor al matematico inglés John
Venn (1834-1883).

Por ejemplo, supongase que A#B, entonces se les puede re-

presentar por el diagrama de la izquierda o por el de la dere-
cha si son conjuntos ajenos:

(Bl 35

O bien, si A € B y A#B, entonces A y B se pueden describir en
diagramas como

B

9,




La forma de representar al conjunto universal, en diagh

mas de Venn, es con un rectdngulo que lleva en uno de sus anl
gulos la letra U.

"DIAGRAMAS DE LAS OPERACIONES CON CONJUNTOS"

Supdngase que los conjuntos A y B, son descritos
diagrama como

Este diagrama de Venn tiene cuatro regiones, llamadas 1,2,3 1y

4(V). El conjunto A consta de los elementos que estan com—-
prendidos en las regiones 1 y 2. El conjunto B estd repre--
sentado por las regiones 2 y 3, y la regidn 4 consta de los
elementos que no son de A ni de B, pero si son del universo.

La unidon de dos conjuntos es el conjunto formado al to--
mar todos los elementos que pertenezcan al conjunto A (regioné
1y 2), o bien, al conjunto B(regiones 2 y 3), o a ambos, es
decir, las regiones 1, 2 y 3, que estadn sombreadas en la si—-
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guiente figura:

La interseccidn de dos conjuntos es el conjunto de todos
los elementos que son comunes a ambos conjuntos A y B, O sea, .
la regidn 2, que estd sombreada en la siguiente figura:

El complemento de un conjunto A es el conjunto Qe todos -
los elementos de U que no estan en A. En nuestro diagrama,
el conjunto A estd representado por las regiones 1 y 25 egton-
ces A' esta representado por las regiones 3 y 4, que estan -
sombreadas en la siguiente figura:

Y por ultimo, la diferencia de dos conjuntos Ay B es el
conjunto de elementos que pertenecen al conjunto A y qu§ no -
Pertenecen al conjunto B. En nuestro diagrama, el conjunto




-

=——"

s ==

A-B esta representado por la regidn esta sombreada en

la siguiente figura:

"OTROS DIAGRAMAS"

Supdngase gue sobre el diagrama.anterior, o sea,

se desee sombrear el conjunto A' n B'.

El conjunto A' consta de los elementos de U que estan fug

ra del conjunto A. En nuestro diagrama, A' esta representad&

por las regiones 3 y 4. Por otra parte, el conjunto B' estd
representado por las regiones 1 y 4. Para encontrar la inter

seccidn de estos conjuntos, debemos encontrar los elementos - |

que pertenecen a ambos, o sea, la regidn 4, gue estd sombreada
en la siguiente figura:

Esta es exactamente la misma region gque (AUB)'; lo cual nos
lleva a creer gue

A'Nh B' = (AV B)'

En palabras, la interseccion de los complementos es igual al
complemento de la unidn. Esta relacidon es una de las leyes
de DeMorgan (Augustus DeMorgan, 1806-1871, un matematico in-
glés) . L.a otra de las Leyes de DeMorgan es:

A'UB' = (A N B)'

gue puede demostrarse de un modo semejante:

El conjunto A' contiene las regiones 3 y 4. El conjunto B'
incluye a las regiones 1 y 4, regiones fuera del conjunto B.
Para formar la unidn de estos dos conjuntos, se necesita alos
elementos de las regiones 3 © 4, a los de las regiones 1 & 4.
Es decir, se necesita las regiones 1, 3 y 4, como estan som--
breadas en la figura siguiente:

Que es exactamente la misma regidon que (A A B)'.

Empleando ahora el diagrama de Venn siguiente:

U
B

LN\

8

supongase gue se desee sombrear el conjunto (A N B) O C'.
Agui hay ocho regiones. El conjunto (A M B) estd constituido
de los elementos de las regiones 2 y 3; el conjunto C' consta
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de las regiones 1,2,7 y 8. En consecuencia, se necesita la
region comtn a (AN B) y a C', que es la regidn 2. Esta re-
gion representa al conjunto (A N B) N c', y bsta sombreada en
la figura siguiente:

(An B)nC'

Por otra parte, si se desea ahora, sombrear el conjunto
(@ B) NcC. Entonces, el conjunto (A U B) esta formado por
las regiones 1, 2, 3, 4, 6 y 7; y el conjunto C incluye las
regiones 3, 4, 5y 6. por lo tanto, la regidn comun a(A U B)
y a C, son las regiones 3, 4y 6y esta sombreada en la sig.
figura:

(a7 = 2 7L B A
(A UB)n C
1-12 UNA APLICACION DE LA TEORIA DE CONJUNTOS.
Se puede hacer nuestro trabajo con diagramas de conjuntcs
como una ayuda para resolver problemas que encierran conjuntos

trasiapados o separados. Por ejemplo, supdngase que Se eXa-
mina los gustos musicales de un cierto nimero de estudiantes
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de la escuela y encontramos que:

22 les gusta
25 les gusta

el grupo "MENUDO"
el grupo "CHAMOS"
39 les gusta el grupo "CICLON"

9 les gustan "CHAMOS y MENUDO"
17 les gustan "MENUDO y CICLON"
20 les gustan "CHAMOS y CICLON"
6 les gustan los tres

4 no les gustan ninguno de ellos

oI A A T <V T

Encontrar el numero de estudiantes que fueron examinados.

A primera vista podria parecer razonable sumar simplemen-—
te todos los ntmeros presentados; sin embargo, esto no funcio-
pa ya que conduce a traslapes. Por ejemplo, los 17 estudian-
tes a los que les gusta "MENUDO y CICLON" son también contados
como parte de los 22 a los que les gusta "MENUDO" y de los 39
a los que les gusta "CICLON". La figura siguiente muestra un
esquema de la situacidn que encierra estos datos:

(»)
(S

e/,

El conjunto universal consta en este caso del conjunto -
de todos los estudiantes gue se han investigado. De la in--
formacidn dada, se conoce que, 22 estudiantes les gusta "“MENU
DO" incluye las regiones a, b, c y d. De esta manera, estos
22 estudiantes estan distribuidos entre las cuatro regiones.
Se debe decidir como distribuir a los estudiantes entre las
diferentes regiones, de tal manera que &€stas no se traslapen.
El total mas pequeno considerado anteriormente es el de los 4
estudiantes a los gue no les gusta ninguno de los tres grupos.
Como estos 4 estudiantes estan fuera de los circulos asignados
a “"MENUDO", “CHAMOS" o a "CICLON", deben ir en la region “"h",
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y se coloca el numero 4 en la region h del diagrama. Hay 6
estudiantes a los que les gustan los tres grupos. Ya que la
regidon "c" es la interseccidn de los tres circulos, se coloca
el nimero 6 en la region “"c"; los 20 estudiantes a los que -
les gustan los grupos “CHAMOS" y "CICLON" estan representados
por las regiones "c" y "f". Asi, un total de 20 estudiantes
han sido incluidos en las regiones "c" y "f". Sin embargo,
la regidén "c" representa ya a 6 estudiantes y, por lo tanto,
20-6, es decir, 14 estudiantes deben colocarse en la regién
“f", que representa a los estudiantes a quienes les gusta los
grupos "CHAMOS" y "CICLON", pero no el grupo "MENUDO". Por
el mismo método puede determinarse que la regidn "d" represen-
ta a 11 estudiantes, mientras gue la regidn "b" representa a3.

A un total de 22 estudiantes les gusta "MENUDO"; el cir--
culo que representa a estos estudiantes esta formado por las
regiones "a", '"b", "e" y "d". Como ya se ha anotado las re-—
giones "b", "c" y "d" se consideran para un total de 3+6+11=
20 estudiantes, lo que implica que la regidn "a" debe repre--
sentar 22-20=2 estudiantes. En la misma forma, la regidn "g"
representa a 2 estudiantes, mientras que la regidn "e" repre-
senta a 8. Por ejemplo, decir que la regidn "e" representa
a 8 estudiantes es afirmar que hay ocho estudiantes a los que
les gusta "CICLON" pero no les gustan "MENUDO" ni "CHAMOS".
Todos estos ntmeros han sido colocados en la siguiente figura.

Los estudiantes no estan contados dos veces en el diagra-
ma de la figura anterior; porlo tanto, ahora podemos sumar los

nimeros de las regiones: 2+3+6+11+2+14+8+4=50. Cincuenta es-

36

tudiantes fueron interrogados.

Supdngase, ahora, que la Direccidn de la Escuela interro-
gd a este grupo de 50 alumnos, acerca del aprovechamiento en
las materias de Fisica, Matematicas y Logica en el semestre -
anterior y se encontrd que

24 aprobaron Fisica.

28 aprobaron Matematicas.

34 aprobaron Légica.

17 aprobaron Matemdticas y Logica.
15 aprobaron Fisica y Logica.

13 aprobaron Fisica y Matematicas.
8 aprobaron las tres mateérias.

De los datos obtenidos por la Direccidn de la Escuela, -

se puede determinar los nimeros mostradosen la siguiente figu
ra:

de la cual se puede observar que:

4 alumnos aprobaron Fisica y ninguno de las otras dos.
alumno no aprobd ninguna de estas tres materias.
alumnos aprobaron Matematicas pero ninguna de las otras
dos.
alumnos aprobaron Matematicas y Ldgica pero no Fisica.
alumnos no aprobaron Logica, etc.
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1—13 ALGEBRA DE CONJUNTOS.

Las operaciones de unidn, interseccidn y de complemento
entre conjuntos cumplen varias leyes, es decir, verifican -
ciertas identidades. Hay una rama de las matemdticas que se
dedica a investigar la Teoria de Conjuntos, estudiando aque--
l1los teoremas cuya demostracion requiere de estas leyes y SO-
Jo de ellas. Se dira que las leyes de la siguiente tabla y
sums consecuencias, constituyen el algebra del conjunto.

LEYES DEL ALGEBRA DE CONJUNTOS:

Leyes de Idempotencia.

AUA=A ANA=A

Leyes Asociativas.

(AU B) WC=AU(BUCQC (AN B)NC=AN(BDNC)
Leyes Conmutativas.

AUYUB=BVUA ANB

Leyes Distributivas.

AU(E MO
A N(B U C)

(A vuB) N (A
(A A B)uU (A

Leyes de Identidad.

AUg=A Ang =
AUU=0 ApnU-=

Leyes de Complemento.

ABA' =T (a') "
Ut =g

Leyes de DeMorgan.
{(AUB)'=A'"n B'

Es de notar que el concepto de "elemento" y la relacidn
=y pertenece a A", no aparecen en ninguna parte de la tabla -
antexior. Aungue estos conceptos eran esenciales para el de
sarrollo previo de la Teoria de Conjuntos, no aparecen al in-
yestigar el algebra de conjuntos. La relacidn "A es un sub
comjunto B", se define en esta algebra de conjuntos por 3

A € B, significa que ANn B = A

Por medio de ejemplos, se demuestran tres teoremas de es
ta algebra de conjuntos, es decir, se demuestran los tres te§
remas siguientes gue se deducen directamente de las leyes de
la tabla anterior.

Demostrar: si A€ By B € C, entonces A € C

Preposicion Justificacidn
a) A=AnB a) Definicidn de subconjuntos.
b) B=BnC b) Definicidn de subconjuntos.
c) -- =An(B nC) c) Sustituyendo b) en a)
d) A (AnB)n C d) Ley asociativa.
e) A=ANnC e) Sustituyendo a) en d)
f) --A €C f) Definicidn de subconjuntos.

Demostrar: (AU B) n (A UB') = A

Preposicion Justificacidn
a) (AUB) N (AU B'"=AU(B NnB') a) Ley distributiva.
b) Si B nB'=@ : b) Ley de complemento.
c)-- AUB)N (AUB')=AU ¥ c) Sustitucidn.
d) siaAvg=A d) Ley de identidad.

e .- (A UB)N (AU B')=A e) Sustitucidn.

- Demostrar: (AU B)' U (A" U B)' = B'

Preposicidn Justificacidn

a) (AUB) 'U(A'UB) '=(A'nB')U(A"'nB') a) Ley de DeMorgan.

b) Si A” = A b) Ley de complemento.
€) ~- (AUB) 'U(A'UB) '=(A'AB")U(ANB') c) Sustitucidn.

d) {AUB)'U(A'UB)'=B'N (A'UA) d) Ley distributiva.
e) Si A'UA=U e) Ley de complemento.
f£).. (AUB) 'U(A'UB) '= B'Nn U f) Sustituciodn.

g) Si B*'N U = B' g) Ley de identidad.
h) °. (AUB)'U(A'UB)' = B' h) Sustituciodn.




AUTOEVALUACION DE LA LECCION 3.

Para cada uno de los problemas del 1 al 15, haga un tra-
zo semejante al de la siguiente figura:

. .

b
i

U

L.”.i‘ Ll

y l'-‘nl“. )

el . - .
y luego sombree Unicamente el area que representa al conjunto
indicado. En caso de que sea conjunto vacio, no sombree, y
escriba por un lado su simbolo.

1) AUB 6) B - A 11) A' U B!

2) AnB A - B 12) A'N B!

3) (A UB)" 8) A - B' 13) (A N B) UB'

4) (A n B)' 9) ‘A B 14) (A U B) A B!

5) /A -B 10) A U B' 15) (A U B) n (AN B)'

Para cada uno de los problemas del 16 al 30, haga un tra
zo semejante al de la siguiente figura

AYA

y luego sombree Gnicamente el area que representa al conjunto
indicado. En caso de que sea conjunto vacio, no sombree, y
escriba por un lado su simbolo.

U




16) A U(B U C) 21) A - (B U Q) 26) (A'MN B)U C 39) Onicamente la cerveza.
17) AN (B N C) 22) (AnB) -C 27) (Aa'n B') N C 40) Onicamente los refrescos.
18) (A N C)U B 23) (A* v B')'VU C 28) ' (ANC')NB
19) A-U(B N C) 24) A'MA (B N C) 29) (ARNAB')NC
20) (AaB)U(A R C) 25) (ARAaC') UB 30) (A'A C') N B

Utilizando las leyes del Algebra de Conjuntos demostrar:
La coordinacion de Deportes de la escuela investigd a - 41) AAn(AUB) =A

; 2 46) (An B) U (A'n B) =B
100 alumnos de primer semestre Yy encontro que 42) AU (ANnB) =A 47) (AU B) n (A' UB) =B
34 alumnos practican el Volibol 43) An (A ¥UB) =ANB 48) (A nB)' UB =10

45 alumnos practican el Basketbol 44) AU(A'Nn B) =AUB 49) (A' U B')'an B' =¢
60 alumnos practican el Futbol 45) (ANnB) U (ANB')=A 50 (AUU'Nn Ang@'=g
13 alumnos practican el Volibol y el Basketbol
19 alumnos practican el Basketbaly el Futbol
18 alumnos practican el Volibol y el Futbol

g 7 alumnos practican los tres deportes

31) &Cuantos estudiantes practican el Volibol y ninguno de -
los otros dos?

32) é{Cuantos estudiantes no practican ninguno de estos tres
deportes?

33) <Cuantos estudiantes practican el Futbol pero ninguno de
los otros dos deportes?

34) é&Cuantos estudiantes practican el Volibol y el Basketbol
pero no el Futbol?

35) éCuantos estudiantes no practican el Basketbol?

Los siguientes datos muestran la preferencia de 100 per-
sonas en una fiesta en donde se les ofrecieron bebidas

45 les gusta tomar vino
50 les gusta tomar cerveza
35 les gusta tomar refresco
12 les gusta tomar vino y cerveza
13 les gusta tomar cerveza y refresco
11 les ugsta tomar vino y refresco
5 les gusta tomar las tres bebidad

ZA cuantas de estas personas les gusta?
36) Ninguna de las tres bebidas.
37) El vino pero no la cerveza.
38) Cualquiera pero no los refrescos.
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RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACION DE LA LECCION 3.







CAPITULO I




ler. SEMESTRE. ALGEBRA I. UNIDAD IV.

LOS NUMEROS REALES Y LA RECTA
NUMERICA.

INTRODUCCITN .

fm esta unidad veremos cOmo representar a los ndmeros
reales a través de una recta numérica. La representacion de
todos 1o0s nimercs reales por puntos sobre una linea es un con
cepto bisico de ias matemeticas. -

Arrende 2 exceleacia esta unidad, ya que al final de la
misma ceberas ser capaZ Ge:
IBJIEFIYGS.

1.- Explicar brevemente en qué consiste el conjunto de los
rimeros reales.

2.~ Explicar el significado de correspondencia biunivoca de
los numeros reales:

Encontrar correctamente las coordenadas de 10s numeros
reales en la escala numérica.

Explicar brevemente, los conjuntos de numeros racionales
e irracionales, enlistando los subconjuntos de cada uno
de ellos.

Explicar brevemente 10s significados de proposicidn
abierta, variable, dominio de la variable y conjunto so-
Jucion.

Encoatrar correctamente el conjunto solucion de cual- --
guier proposicion abierta.




7.- 'Localizar graficamente el conjunto solucidon de cualquier
proposicion abierta en la escala numerica.

PROCEDIMIENTO.

1:2 " Estudia Ta ieccion 1'del capitule IT de tu Tibro de tex-
‘ to. Antes de empezar a contestar tus objetivos dale una
leida a toda la leccion.

Estydia y practica tus ejemplos antes de resolver las
|

autoevaluaciones que se inciuyen en la leccidn, y consul
ta fgmediatamente cualquier duda gue tengas con tu maess
tro asesor.

Al final de 1a unidad se incluye una autoeva]gacion de
repase general de la Jeccion, misma que deberas resolvern
$andn A mnenTuar t115 O'hﬁ'o-

solamente y cuando hayas termiandd ac
tivos. relacionados con las preguntas en que te hayas

equivocado.

Como requisito para tener derecho a presentar esta uni--
dad, deberds entregar totalmente contestado el laboratg
rio de la unidad a tu maestro asesor.

AUTOEVALUACION.

Contesta las siguientes preguntas gque hagan cierta 1la
proposiciodn.

Otro nombre para el conjunto de nimeros para contar es
el conjunto de , es decir { }

En los nGmeros naturales no hay Gltimc o mayor nimero; es
decir, hay un cantidad de niimeros natura--
es

nimero asociado con un punte en la recta numérica se
llama su

O no es un numero natural. Cuando consideramos el
¢ junto con los nameros naturales, llamemos a este con-
junto el de los
{0,1,2,3,4,..e3

, es decir

EY conjunto de los numeros enteros es el gue tiene por
subconjuntos el conjunto de les
Y

’

Un nimero
la forma a/b, en donde

es aquel que puede escribirse en
a y b son enteros, y b# 0.

El conjunto de los numeros e
forman el conjunto de los numeros reales.

El conjunto de los nlmeros racionales es un subconjunto
del conjunto de los :

iCudles de los siguiéntes ntmeros

_41 OI = 1/31 V/g r 3/81 21 ﬂ
sSon:

b) NUmeros enteros.
c) Numeros irracionales.

a) NUmeros naturales.
c) NOmeros racionales.
d) Nimeros reales.




»

—
= : e _— v o pueden > oz
$0.- Existen nimeros tales como v2 (o] 5 gue no p Los simbolos de relacidon de orden son Y

< : : i una deci- i i = —
expresarse ni como una decimal exacta ni como Con relacidn a la recta numérica, un nimero es menor que

: .23 ; de nime : S Z 5 x
mal que se repite (periédica). A este conjunto de numg ( ) otro si en la recta numérica estd a la izquier-
ros se les llama el conjunto de los = da del otro. Un nimero es ( ) otro

si estd a la derecha del segundo nimero.
nameros reales son O . o . s
decir, el conjunto de 10s numeros reales consiste en

En la recta numérica todos los numeros a la izquierda de

unién del conjunto do los ________ Yy el conjunto uno en particular son y hacia la dere--
-
10s .| /Expresado en simbolos: cha son

| % |
{ x| % €E§{}= fyly e |o}o {z| z €|s} Una es una proposicidn que contiene

una o mas variables.

B1 conjunto de nimeros cardinales es ordenado; en una

recta numarica cualgquier numero cardinal es menor gue VA

es un simbolo, generalmente una le-
a1 otro si| su punto correspondiente estd a

— tra, que ponemos en lugar del nombre de uno cualguiera
del otro, ¥y es mayor que ei si estd su ] de los elementos de un conjunto dado.

Al o
g1 conjunto de puntos de una recta numerica asociado
con 1os elementos del conjunto de los numeros reales,
recibe el nombre de de ese conjunto de

nUmMeros . El conjunto sustitucidn para una variable
de la variable.

Cualguier conjunto cuyos elementos pueden ser usados pa-
ra sustituir a una variable, se llama

Asi pues, a todo punto de la recta numérica le corres—-—

ponde un numero finico (racional o jrracional) ; El ac TR aticrta e el
-~ - - 4 - R : : !

y reciprocamente, a cada namero real se‘le puede aso . cubtor B dc B variab i hacelllerta 1a plposi- -

ciar con un punto Gnico de la recta numérica. Es decir idn.

estdn en -

> La del conjunto solucidn de una
En cambio, para los nimeros racionales y la recta nume- proposicidn abierta en una variable es el conjunto de to
rica no se puede establecer la correspondencia ?1un1V0— dos los puntos en la recta numérica cuyas coordenadas =
ca, pues, aln cuando existen infinidad de fracciones en son los ntmeros que hacen cierta la proposicidn:
dos enteros consecutivos (propiedad de densida@),
embargo hay "huecos"” entre las coordenadas raciona-
que son presisamente el conjunto de r Colocar los simbolos "=", ">" & "<", en el lugar del sig

_f no de interrogacidn (?) de tal manera que hagan cierta la
16— es el enunciado de gue dos expresio EPonos icioh )

. . 5
numaricas designan el mismo nimero.

26.- -8
17 .- A una igualdad se le llama también una
27.~ 3




guiente:

33
34.-
89—

NOMEROS REALES.

LECCION 1.

2-1 EVOLUCION DE LOS NUMEROS REALES.
(R) Y LA RECTA NUMERICA.
Sea -4 < x < 3. Bajo esta pro osicidn, contesta 1o si-- :
J prop 4 Vamos a tratar en esta seccidn que el estudiante vea mas
claramente el desarrollo del conjunto de los niineros Reales.
¢{Cuantos nameros naturales satisfacen esta desigualdad? Supondremos que es cierto lo que vamos a ver y mis delante -

> = , . daremos propiedades y d i
iCuantos numeros enteros satisfacen esta desigualdad? PLOp y demostraciones.

(Cuintos nimeros reales satisfacen esta desigualdad? : Ly
Los ndmenos Naturakes (N). (Entenos positivos)

Expresar en palabras, cada uno de los siguientes conjun- Como ya se vid, los nimeros naturales nacieron de la
idea de contar. Fueron los pirmeros nimerosy podemos agregar
siempre 1 a cua ier n ral bti i

{xlx + 3= 10, x eNA o) a lquier nimero natural y se obtiene el siguien

te, 0 sea, el nimero que le sigue inmediatamente. Representa
{z|2z =3 > 5,7z 2] remos al conjunto de los nfmero naturales como:

{yla/ /3wl | [P\ yeS)

{{1,2,3,4%88:. } :

Los puntos suspensivos indican que hay un nimero infini-
to de ntmeros naturales.

Al contar los estudiantes de un saldn de clases, no se
sefala al primer estudiante diciendo: "este es el estudiante
0 L El cero no es un niimero para contar, y por lo tanto el
| 0" no pertenece al conjunto de niimeros naturales, tal como
lo definimos. Para incluir al o con el conjunto de nimeros
naturales, formamos un nuevo conjunto que lo definimos como
€l conjunto de los nimeros cardinales. De tal suerte que:

(X) El conjunto de los nimeros cardinales ={0,1,2,3,..J
© bien, N€ K (Enteros no negativos)

a©




Representacibn grdfica de £Los nidmernos natunales. Cuando
pensamos en nfimeros, encontramos Gtil asociarlos con puntos
en una recta. Para ello escogemos dos puntos convenientes so

bre la recta y le ponemos al punto de la izquie}da el nmero

1 y al punto de la derecha el nfimero 2; y luego usando la -
distancia entre 1 y 2 como unidad de medida marcamos la lfinea
recta indefinidamente.

Jllllltllll!JJlllll’
P2 3 48 & F 3 098 ‘o onoaz kg IS tg IF 18 19
La flecha indica gue "unacantidad infinita de puntos
Podemos asociar con los nfimeros| naturales, Esta recta,
cuyos puntos' los hemos asociado con nlimeros, se le llama fecC-
La numénica o escala numérica. BAsi tenemos que: a) al niime-
ro asociado con un punto en particular se le llama cooxadenada
-de dicho punto; y b) al punto asociado con un niimero se le
llama grdglica de ese ntmero.

Como todo nfimero| natural puede asociarse con un punto
de una recta numérica, esto nos permite localizar elementos
del conjunto de nlimeros |naturales sobre una recta numérica y
“WViceversa, el conjunto de puntos asociados con los elementos
de un conjunto de nfimeros forma la gadfica del confunto.

EJEMPLO:

pado A = {1,2,3,5} , dibujar la grifica de A.

(A £ N)
‘Solucidn;

Dibujamos una escala numérica.

— 99 | N = £ L] {
1 2 3 L 3 e £ 8 9 {o
Sobre la recta numérica dibujamos los elementos del con-
junto y marcamos los puntos localizados en esta forma. NOte-
se que solamente marcamos los puntos asociados con elementos
‘del conjunto.

>

|

AUTOEVALUACION 1.

1.~ Dar las coordenadas de los puntos siguientes:

>) € F &

T A

S § 8 9% 1w o

=

(K)

B
4 12 13 1y

U S |

A
°
F

a) b) C c) E

2.- Bajo la recta numérica anterior contesta lo siguiente:

a) Dar la coordenada del punto medio entre A y B.

coordenadas de los numeros cardinales a la
de D.

b) Dar las
quierda

coordenadas de los nimeros cardinales entre A
son miltiplos de 4.

c) Dar -las
y D que

EL conjunto de fLos ndmeros enteros. (Z)

Hasta ahora hemos estudiado el conjunto de los nameros
cardinales, que incluyen los nimeros naturales y 0. Sabemos
que este conjunto puede ser asocigdo con los puntos de una
recta, llamada la recta numérica. Hemos considerado
la recta numérica como partiendo de 0 y extendiéndose hacia
la derecha indefinidamente. Claramente, una recta se extien-
de indefinidamente hacia la izquierda. Para ello seguiremos
el mismo esqguema.anterior. Usando el intervalo de 0 a 1 como
intervalo unitario, marcamos

& A 2 'y ' L -t A

3 -6 -5 =4 -3 -2 =

-

4 2 2 Y 4 4 [ 2
g ' 3o s5.¢ *'8

-
r 4

(Z)
a lo largo de la recta de la iz-
quierda. Al primer punto le denominamos -1, al segundo -2,
étc., donde el simbolo "-1" se lee "1 megativo" etc. Asi
pues, la coordenada del punto 4 a la izquierda de O es el "4
negativo" o -4. Hemos creado entonces un nuevo conjunto gue
con los cardinales forman el conjunto de los numeros enteros.

puntos igualmente espaciados

51




Asi, el conjunto de los nimeros enteros esta formado por
el conjunto de los nimeros cardinales, junto con el conjunto
PR A T SN e R T e 0 e e B
es decir, (N€ K)& Z. Representado por diagramas tendriamos
que

AUTOEVALUACION 2

Expresar cada una de las siguientes situaciones usando
un entero.
1.- Una pérdida de 12.
2.- 200 pies arriba del nivel del mar.
3.~ Un beneficio de $15
4.~ Un gasto de $8
En las siguientes parejas de puntos Zcull punto queda a
la derecha del otro sobre la recta numérica?
5.- 10, -4
6.~ 3 /86
Usaremos la letra % para simbolizar el conjunto de los .= 2F .\

niimeros enteros. Los enteros a la izquierda del O se llaman 8.-/ -4, 0
enternos negativos y los de la derecha del 0 son llamados en-

teros positivos.

9.- 9, 4
10.- 1, -2
El conjunto de los niimeros enteros se usa a menudo pa-

ra indicar cosas-opuestas. Por ejemplo: 11.~ Cierto dia de invierno la temperatura subid a 20° de -2°

éCual fue la temperatura final?

a) Sacar del banco $10 podemos escribirlo como -10 pesos; 12.- Al acercarse la primavera, la temperatura subid un dia
un depdsito de $10 como 10 pesos. de -10° a 35°. <Cudntos grados subid?

13.- Mas tarde en el verano, la maxima a mediodia fue de 84°F,
pero la temperatura cayd a 68°F en la noche ZCuanto ba-
j&?

b) Cuando se ganan 7 yardas en el futbol americano lo pode
mos escribir como 7 yardas; cuando haya una pérdida de
7 yardas puede ser escrito como -7 yardas.
Usar la recta numérica para efectuar las operaciones si-
guientes; en cada caso dar la coordenada del punto que resul-
ta.




EJEMPLO: EL conjunto de Los ndmernos hacionales. (Q)

Comenzar en 5 y moverse 3 unidades a la izquierda - =)
Consideremos la siguiente divisidn

ve . 7
A 2 & A ~ 4
2

-6 -5 =& -3 -2 -~

= _—=
v

2

i g Ll A B Sl
£ 4
o 3 a4 5 ¢
| T <5 T J 1
coovdenada que resulta: 2 Por lo que sabemos de aritmética 72 = - O 3 no es un
* 2 2
nomero natural, ni tampoco un numero entero. Para poder ex-—
TR
presar la division de un entero por otro entero (excepto ce-
.~ A partir del =1, moverse 3 unidades a la izquierda. ro) fue necesario crear un nuevo conjunto de nimeros, llama
. 4 =
do el conjunto de los niimeros racionales. Definimos un nime
ro racional como: "un nimero gque puede escribirse en la for—
ma a/b, donde a y b son enteros y b#0. Asi pues, nuestro
A partir del 5, moverse 3 unidadesa la izquierda y mievo sistema de nimeros incluye elementos comoc los siguien-—
despuds 4 unidades a la izquierda. tes:

Empezar en O y moverse 3 unidades a la izquierda.

Comenzay en -2 y moverse 2 unidades a la derecha, y des-—-
puds 5 unidades a la derecha.

11

4
'—7110;5-2—0—2—;0_70

En los problemas siguientes considérencze los depdsitos
al banco como enteros positivos y los retiros como negativos,
las temperaturas bajo cero como cantidades negativas y las Un nimero racional puede ser expresado por un namero in-
temperaturas sobre Cero como positivas, las medidas sobre el finito de formas equivalentes. Por ejemplo:
suelo o nivel del mar como positivas y las medidas bajo el
suelo o nivel del mar como negativas.

Exprésese cada resultado con un niimero entero. e - .
cero es un numero racional, puesto que, puede ser es-

Srlto como 0/2, 0/-5, 0/7, etc. Por lo cual concluimos que:
el conjunto de los enteros, los nimeros naturales y cardina-
les estan incluidos en el conjunto de los numeros racionales'.

18.- Un poste de 32 pies de longitud sobresale del suelo 12
pies. Si el poste se introduce 5 pies mds, expresa la
parte que sobresale y la enterrada.

i1 i & \
w,w“;{i! (It Es decir [(NC K)CZ:]CQ,O bien expresado por medio de diagra-

Ly |
11

r‘ mas 1e -
‘ 19.-.Se depositan $17.y $15 y se sacan $8 » queda:

20.- Se retiran $23 y $19 y se depositan $25




';""“‘»‘."‘1 #8811
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los nameros racionales, podemos locali-
zar nueyvos puntos en la recta numdrica. Por ejemplo, pode-—--
mos dividir el intervalo entre dos entexos cualesquiera en
mitades, terceras, cuartas partes, etc. Entonces la recta
numérica se veria como sigue:

Habiendo creadc

l A I 2 | A A - l ‘
-2 -1y =i -Ya 0 Yah3a) 2

—

Cada nuamero racional puede asociarse asi ¢on . un punto
de la recta numérica. Si localizamos mas puntos, tales como
quintos, sextos, séptimos, etc., los puntos corxrespondientes
estaran cada vez mas juntos. $i continuaramos haciando esto
indefinidamente veriamos que: "siempre hay un niimero racio--
nal entre dos nimeros racicnales cualesquiera dados no impor
ta cuan proximos estén esos dos nimeros. Examinemos esto
con mas detalle.  Supongamos gue esCOoUemos dos puntos cuyas
coordenadas son 1/3 vy 1/2. Sabemos que 1/3 puede ser escri=
to como 8/24 vy que 1/2 puede ser escrito como 12/24. Ademas
cualquier nimero entre 8/24 y 12/24 esta tambi&n entre 1/3 y
1/2. Claramente se ve, queé 9/24 - 10/24 y 11/24 estZn entre
8/24 y 12/24. Asi pues, hay cuando menos tres puntos entre

1/3 y 1/2.
2z | ] L;&%f&;& i

’

Este proceso de encontrar mas puntos entre dos puntos
dados cuyas coordenadas son niimeros racionales puede repetir
se indefinidamente encontrando otros numeros racionales en—-
tre dos nimeros racionales dados. Por ejemplo:

24
48

A esto l propiedad de densidad del conjunto
Asl pues, entre dos puntos dados
de la recta numérica cuyas coordenadas son numercs racionales,

no importa cudn proximos estén, hay siempre un punto cuya

coordenada es un namero racional.

de los numeros racionales.

Asi como un namero racional positivo puede ser designa
do en muchas formas, un nimero racional negativo tiene tam-—-
pién diferentes designaciones. Puede considerarse como €l co
ciente de un entero negativo y un entero positivo, o como el
cociente de un entero positivo y un entero negativo.
ta razodn

Por es-

~

T
3

Pero, hasta ahora, hemos usado fracciones para represen-
tar algunos niimeros racionales. Cuando estudiamos aritmética
aprendimos como expresar una fraccidn ordinaria en forma deci
mal. Se hacia dividiendo el numerador por su denominador. =
Por ejemplo:

h3 1272720, -

= 11
11 43.000000

8833 ..

B © [5.000

=75

% 4 |3.00

=
6

8i observamos la primera fraccidn veremos que la repre—-
sentacidn decimal resulta una repeticidn "27" sin llegar a su
fin. Al igual que la primer fraccidn, la segunda fraccidn
también se repite el "3" indefinidamente. La tercer fraccidn
es un nomero decimal exacto. De agqul podemos concluir gque:
"Poda decimal exacta o6 decimal que se repite (decimal peridd
ca) representa un numero racional'.




AUTOEVALUACION 3.

“ Si N representa el conjunto de los nimeros naturales, K
el conjunto de los numeros cardinales, Z representa el con—-
junto de los enteros, y Q representa el conjunto de los nume
ros racionales.. “Cuales de las siguientes aseveraciones son
verdaderas y cuales son falsas?

= 0] “
4.- N€ ;O 5

1.~ KLC.IQ

o el z: i e \'K
EQ €K 6.~ CARNE\ =B 8 o)

a) <Cuantos enteros hay entre -3 y=2? b) &Cudntos nime
ros| racionales hay entre -3 y=2?

Escribir por lo menos 3 equivalencias que representen
al namero racional -2/5.

Encontrar uno o mas numeros racionales entre cada una
de las siguientes parejas de nimeros racionales 1/4 y
1/3.

Dibujar una recta numérica y localizar en ella puntos
que correspondan a los siguientes numeros racionales.
1 1

a) -3 b) 23 c) —15» d) - 3 e) 32

EL conjunioc de Ros mimeros (Luacionales. (S)

Anteriormente vimos como a todo numero racional corres—-—
ponde un punto en la recta numérica. Por otra parte Zla cada
panto de la recta le corresponde un nimero raciponal?  La res-

muchos puntos de la recta numérica cuyas
son nameros-racionales.

puesta es "no".
coordenadas "no

Hay numeros cuya representacion decimal no es nd una de
comal que se nepite, ni una decimal exacta, ni mucho menos
R gtaccéén. Como por ejemplo: /Em, ~/7T, ™, /5_; donde el
simbolo /2 se lee "raiz cuadrada de 2", y significa el nime
mp positivo gue, cuando se multiplica por si mismo, nos da T
como resultado 2. Son aproximaciones decimales de ¥2 los
mameros 1.4, 1.414, 1.4142, 1.414214, etc. Ning@in grupo de
cifras decimales se repiten. Un nGmero de esta clase se 1lla
me un gmeno Jvacional. 5

Representando a los nimeros irracionales por medio de
diagramas de Venn, vemos que: si todo niGmero racional no es
mmmero irracional, entonces son conjuntos ajenos, es decir

- : : = A
Los numeros irracionales seran estudiados con mayor de-—
taile, en un curso posterior.

EZ conjunto de Los nimeros neales.(R)

’El conjunto de numeros racionales junto con el conjunto
de mimmeros irracionales componen el conjunto de los numeros
reales. Asi, pues, el conjunto de nimeros racionales y el
comjunto de numeros irracionales son subconjuntos del conjun
o de los nimeros reales. El1 diagrama que nos muestra lo an

derior, es el siguiente




Gimeros Reales (R)

. |
NGmeros Nmeros
Racionales (Q) Irracionales (S)

l

|

Nimeros Racionales

Enteros (%) no enteros

| l I

N@meros Naturales. Numeros Cardinales. Enteros

{w) ; {x)

negativos.

Podemos resumir todo lo anterior a esta seccidn como si-

Los numeros gue pueden expresarse COmo decimales se lla-
man nimeros neales.

Un nimero real cuya representacion decimal es una deci
mal periddica o decimal exacta se le denomina nimerc ra
cional.

Un niimero real cuya| representacidén decimal
no tiene una parte que se repita periddicamente se lla-
ma namero irracional.

PROPOSICIONES ABIERTAS Y VARIABLES.

Consideremos las siguientes proposiciones.

a) es una letra del abecedario.
b) _ es una vocal.

c) es un mes del ano.
Los anteriores ejemplos son proposiciones abiertas. se

les llama asi porque no estd .expresado completamente el pen-
samiento hasta que se sustituye la " " por un nombre. Ade
mas, esto es cierto siempre y cuando a la " " se le reem-—
place por un elemento de un conjunto particular. A este con
junto que hace que una proposicidén sea un enunciado verdade-
ro se le llama conjunto solucibn o confunto de soluciones.
Para los ejemplos anteriores tendriamos como conjunto solu--
cidn: a) {a,b,c,...,z}; b) {a,e,i,o,u}; c) {Enero, Febre-
Yo, +.., Diciembre}.

Consideremos ahora el siguiente ejemplo: >2. En vez
de usar " ", los matematicos hacen uso de una letra. Si
usamos la letra "x", la proposicidn abierta viene siendo x>2.

Si convenimos en que "x" va a ser sustituida por un ele
mento del conjunto de los nGmeros naturales, entonces cual--
quier elemento del subconjunto infinito {3,4,5 ...} del con-
junto de los numeros naturales hard que la proposicidon sea
cierta. BAsi, el conjunto solucidn para la proposicidn abier
ta x>2 es {3,4,5,...}. '

En este caso "x" representa cualquier nimero natural
del 3, 4, 5... La letra ny" cuyando se usa en esta forma, se
denomina una variable y el conjunto del cual podemos selec--
cionar un elemento para que la proposicidn abierta sea verda
dera se llama conjunto de sustitucidn o dominio de La varia-
ble. .




EJEMPLO:

Encuentre el conjunto solucidn que haga verdadera a la
proposicidn abierta x#2; siendo el dominio de la variable el
conjunto de los niimeros naturales.

Solucidn:

El conjunto solucidn de la proposicidn abierta x#2 es

fiMa364,5 ;6,71 2

EJEMPLO:

Encuentre el conjunto solucidn que haga verdadera a la
proposicidn abierta n+4 = 7; siendo el conjunto sustitucidn o
dominio de la variable de los numeros irracionales.

.Solucidn:

El conjunto. solucién de la proposicidn abierta n+4 = 7
es @, puesto que no existe un nimero irracional que sumado
con 4 nos de 7.

En el caso de que en este Gltimo ejemplo nos dijeran que
el dominio de la variable fuera el conjunto de los nimeros
-racionales o enteros, el conjunto solucidn seria {3}. ¢Po--
drias decir para qué otro dominio de n el conjunto solucion
es @?

) .

Cabe hacer las siguientes observaciones:

Una varniable es un simbolo que colocamos en lugar del
nombre de cualquier elemento de un conjunto de sustitu-
cidn.

Una proposicibn abierta es una proposicidén que contiene
una o mas variables.

c) EL conjunto solucd{fn de una proposicidn abierta es el 7
subconjunto del dominio de la variable que hace cierta
la proposicidn. ¢

7

/

7

7

AUTOEVALUACION 4.

En cada uno de los problemas siguientes se da una propo
sicion abierta y el dominio de la variable. Hallar el con--
junto solucidn de cada una de las proposiciones abiertas.

1.- x+2 = 8; {1,2,3,4,5,6,7,8}

2= x=3 = 1; {1,2,3,4,5°6,7,8}

3.- 2x+7 =15; {2,4,6,8}

En cada una de las proposiciones abiertas que siguen,
reemplacese la variable por el nimero indicado y diga si es
verdadera o falsa la proposicidn.

4.- x+6 = 10; para x es 4.
5.- 2(n+3)<20; para n=7
6.- 24* 3y+5; para y'= 6

Hallar los conjuntos solucién de cada una de las siguien
tes proposiciones abiertas si a) el dominio es el conjunto
de:los niimeros enteros positivos, b) el dominio es el con--
junto de los niimeros irracionales y ¢) el dominio es el con
junto de los nimeros naturales pares.

7.- x+4<7
8.= p+3>p+2

9.- x+12=2x+6

10.- 3x+5>17

==

v STEXK
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2-3 GRAFICAS DE CONJUNTOS DE SOLUCIONES.

En una seccidn anterior hemos visto la forma de cons- =
truir la grafica de un conjunto de nimeros. En esta seccidn
veremos un método usado para el dibujo de las graficas del
conjunto solucidn de proposiciones abiertas. Consideremos
los ejemplos siguientes:

EJEMPLO:

pibujar la grafica del conjunto solucidén de la siguien
te proposicidn abierta y=4; sienhdo el dominio de la variable
el conjunto de los nimeros racionales.

Solucidn:

Vemos que el conjunto solucidn de esta proposicidn abier
ta es {4}. pPara dibujar la grafica de este conjunto solucidn
trazamos una recta numérica y localizamos en ella el numero
4.

—— >
3 4

(Q)

EJEMPIO:
Dibujar la grafica del conjunto solucidn .de la siguiente
proposicidn abierta 24+y<5; siendo el dominio de la variable

el conjunto de los nimeros enteros.

Solucidn:

Vemos que el conjunto solucidn de esta proposicidn abier |

ta es

{ ey =2,-1,0,1,2}

para dibujar la grafica de este conjunto solucidn trazamos
una recta numérica y localizamos en ella las coordenadas de
$o0s puntos que pertenezcan al conjunto solucidn.

> -
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s

PP P P S S " S——
-5 -4 -3 -2 -1 0 ] 2 3 4
(2)

EJEMPLO:

Dibujar la grafica del conjunto solucidn de la siguien-
te proposicidn abierta -3<x<2; siendo el dominio de x £l con
junto de los nlmeros reales. B

Solucidn:
£
La grafica de esta proposicidn abierta consiste en to--
dos los nimeros que estadn entre -3 y 2, o sea que, el conjun
to solucidn graficamente es: =

34 X2

—
(R)

que estos puntos no

-3 =2 -V o J A 3 4

La circunferencia en -3 y 2 indica
estan incluidos en la gtrafica.

Si observamos detenidamente los ejemplos anteriores, ve
mos que, es muy importante conocer la clasificacion de los K
ndmeros reales para dar correctamente el conjunto solueidn a
través del dominio de la variable. Vedmoslo mas detenidamen
te a través del siguiente ejemplo. I

EJEMPLO:

Dibujar la grafica de la siguiente proposicidon si a) el
dominio de la variable es el conjunto de los nimeros enteros
y b) el dominio de la variable es el conjunto de los nime--

rXos reales.

P Ex S 2




Solucidn:

a) Cuando el dominio de la variable es el conjunto de los
niimeros enteros, el conjunto solucidn es ® vy la grafica
no tiene puntos en la recta numérica. <Por qué?

Cuando el dominio de la- variable es el conjunto de los
nimeros reales, el conjunto solucidn consiste en todos
los puntos intermedios entre 1.y 2 es decir,

-2 =/ (o) 1 2 (R)

i i 1

A
<

Hay otros. simbolos que son la combinacidén del "=" y ">"
o "<", que son: "'y <M, que significan "mayor que O igual"
y "menor que o igﬁél" respectivamente. X>5 significa "x es
mayor que o igual a 5". i el dominio de la variable fuera
el conjunto de los nimeros enteros, el conjunto solucidn es

{5,6,7,8,...}, y su grafica es:

. Y WP\ A ri2Rnrt
“73—14012345:1&9 ¥

(2)

La punta de flecha rellena indica que esto podemos
prolongarlo indefinidamente.

Si ahora el dominio de la variable fuera el conjunto de
los nimeros reales, la grafica para la proposicidon abierta
x>5 seria:

2 . 1 e 3

-4 -3 2z =l o 1 R 3 4

&
-

QS

» (R)
Notese que ahora la circunferencia del 5 esta rellena
debido a que el conjunto solucidn estad el 5 inclusive.

Podemos ademis, expresar las proposiciones abiertas en
notacidén conjuntista (que se vid en el capitulo anterior)
usando la notacidn descriptiva o constructiva. Asi, en los
ejemplos anteriores tenemos que:

66

y=4, el dominio de la variable es el conjunto de los ni-
mexros racionales:

{y |Y =4, y€ 0} =1{ 4} (conjunto solucidn)

2+y <5, el dominio de la variable es el conjunto de los
nimeros enteros:

{y |2ty <5, v € z}= {...-3,-2,-1,0,1,2,} (conjunto solu
cidn)

-3 <x <2, el dominio de la variable es el conjunto de
los nlmeros reales:

{x] -3 <x <2, x € R}

Se deja al estudiante, que determine los demis ejemplos
en esta notacidn.

AUTOEVALUACION 5.

Dibujar las graficas de los conjuntos solucidn de las si
guientes proposiciones abiertas; si el dominio de la variable
es el conjunto de los nimeros cardinales.

Determinar, en cada uno de los problemas siguientes, si
el conjunto de puntos indicados es la grafica de la proposi--
cidn abierta dada. En todos los casos el dominio de la varia
ble es el conjunto de los niimeros naturales. &




RESPUESTAS A LAS AU TOEVALUACIONES DE LA LES

AUTOEVALUACION 1.

pE=ana) 43
b) 7
c) 12

a) 2
b) 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9
c) 4y 8

para cada grdfica escribase una proposici6én abierta con
conjuntos solucidén dados por ella.

AUTOEVALUACION 2.

-12

+200
+15
-8
10

6

-2
0

Poner en notacidn descriptiva los primeros 4 problemas
de la autoevaluacidn.

Dibujar las graficas de los conjuntos que se dan a con-
tinuacidn:

14. {xl 5< x <10, x € R

{x| x>2, x es un nlmero natural par}
)Y/

3< <8
{XI - x<8, z £ N} ) Ninguno
1

{x |—3< X: &80 257 X Rk b) Infinito

{x |x+1 = R X EQYN } -4/10, /20, -16/40

{7 |y> 0, y es un nlmero entero negativo} - . 10/36, 11/36

[1< z < 2 € N}

1
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Foe —a)-Aa, 2

c) {2

8.- Cualquier nimero para a),b)

o) {6}

y ©)
9.~ aey . b 2

10.- la) \{5,6,7...},
le) d6,8,10...}

APTOEVALUACTON S.

5.~ Falso.

'BJL Falso.

T.— Verdadero.

B.~ Vexrdadero.

9:—- { xlx =3, xen}l

10— { xje<x<1, x€ 2

11— { x{x>-2. xeR}

2.~ g x|-1< x < 6, x€Z}

13.- 1) {xlx=86, x ek}
2) ix|x <5,
3) {x}2x<8, x ex}
a) {x|x #4, xex}

x €K }

ler. SEMESTRE. ALGEBRA 1. UNIDAD

EL SISTEMA DE LOS NOMEROS REALES.

INTRODUCCION.

Hemos analizado en forma mas bien breve diversos conjun-
tos de numeros. Nuestra intencidon en la presente unidad es
presentar el sistema de los niimeros reales como un sistema
16gico deductivo, esto es, dar algunas ideas no solo de la
naturaleza de los niimeros mismos sino que también de las ope-
raciones con estos numeros y de las propiedades que ellas po-
seen. Como en todo sistema deductivo, enunciaremos nuestros
postulades y definiciones y bosquejaremos demostraciones para
los teoremas mas importantes, dejando otras como ejercicios
al estudiante.

Si recordamos los métodos de demostracion de la Geome- -
tria de 1a escuela secundaria, un hecho resalta, cada demcs--
tracion incluye una hipdtesis y una conclusidn, siguiendo és-
ta de 1a hipotesis mediante un proceso de razonamiento ldgica
Para convencernos de la verdad de nuestra conclusion debemos
suponer que la hipotesis es verdadera o bien, haber demostra-
do ésta previamente. Esta hipétesis, a su vez, debe haberse
establecido a partir de hechos comprobados con anterioridad.
Este eslabonamiento no puede continuarse indefinidamente y de
be ‘haber un punto de partida. Es en este punto en que, en un
sistema deductivo, nosotros decimos: "Suponemos gue ciertos
hechos son verdaderos”. Este comienzo debe consistir de una
cierta cantidad de palabras no definidas y de un conjunto de
proposiciones no demostradas. En seguida, a medida que pasa-
mos de una proposicidn a otra, seguimoS reglas bien precisas.
Estas leyes bdsicas de razonamiento, utilizadas intuitivamen-
te por todos nosotros, rara vez se enuncian. Una de estas le
¥es expresa que toda proposicidn es, o bien verdadera, o bien
alsa.
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En las secciones 2-8 y 2-9 se da el listado de los otros
axiomas de los nimeros reales considerados como 10s axio
mas de campo y de orden. Copia los axiomas en tu cuader
no, tratando de-explicar con tus propias palabras lo que
significa cada uno y tratando de recordarlos por 10s nu-

meros, ya que mas adelante les usaremos en las demostra-

ciones de teoremas, indicando nada mas su namero (Cap.3).

Te recomendamos que: 1) copies en tu cuaderno todas las
definiciones y .2) enlistes las propiedades de igualdad
y de campo de los numeros reales.

Las autoevaluaciones que se incluyen en el material de
estudio se componen de dos partes. . La primera parte
consta de preguntas-acerca del material expuesto, con el
fin de que el estudiante recuerde lo mas importante Yy
que comprenda mejor lo que estudio. La segunda parte lo
componen problemas donde el alumno debe ser-capaz de
aplicar los conocimientos adquiridos.

E1 ritmo“de trabajo para esta unidad es el cigiiente:
Estudiar las secciones 2-4 y 2-5, copiar las

definiciones 'y propiedades de igualdad y con-
testar la Autoevaluacion 1.

ler. dia

Estudiar Tas secciones 2-6 y 2-7, copiar pro-
posiciones y contestar la Autoevaluacion 2.

Estudiar las secciones 2-8 y 2-3 enlistando
los axiomas de campo-y de orden y-resolver
las autoevaluaciones 3 y 4.

- Repaso.

Como practica de esta unidad resuelve el lLaboratorio
asignado por tu maestro asesor.

XXVITI

-4 LOS EMEROS REALES; UN SISTEMA DEDUCTIVO.

E1 conjunto de los nimeros reales(R) es la coleccidn de
sfmeros gue o2 ha utilizado durante muchos afios. Cuando era
mifo, primero empezd a contar, y asi se familiarizd con los
sgmeros maturales (8) {1, 2, 3...} . Asi mismo aprendid a -

sumar y mmitiplicar pares de nimmeros naturales.

Loego, al trabajar con la suma de pares de nameros natu-
rales, digamos B y B, se descubrid que no siempre era posible
encomtrar en los n@meros naturales un ndmero ~ que al ser su-
madio 2 m diese el nGmero M. Por ejemplo, no hay nimero natu
ral gune susado a 4 de comO SUEA 4. Por esta razdn se definid
elm'nmnomto,qnesedemtaporl), como el nimero con la -
propiedad de que m + 0 = =, en donde m es cualquier nimero na
tural_ A este mmevo conjunto de nimeros se le 11amd el con--
junto de los nmeros cardinales (K), de tal manera que, K =

{o} L] {1, 2, 3... } (enteros no negativos)

Posteriormente para cada nimero natural R, se inventd un
memero —#, 1lamado el inverso aditivo de n, con la propiedad
de gne m + (-n) = 0. Estos nimeros, junto con los elementos
de K, formarcm el conjunto de los nimeros enteros (Z).

(i La 201, Pl 0. 27\3.% )
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En base a este nuevo conjunto, a los elementos de N, ta
bién se les llama enteros positivos. De igual manera, otrg
nombre para el inverso aditivo de un numero natural es enter
negativo.

Los mas importantes subconjuntos de| R aparecen abajo.

N = 11,253t (conjunto de los nimeros naturales o col

junto de los enteros positivos).

~

{o, 1, 2, 3...} (conjunto de los numeros cardinales o co
junto de los enteros no negativos) .

LU, (a3 e )0, b1 12 13l b ] (conjunto de los ent

ros) .

™M =253, . 1 (conjunto de los enteros negativos).

{0, -1, =2, -3...} (cenjunto de los enteros no positivos

{x|x= 2m, meZ} (conjunto de los enteros pares).

{x|x= 2m+1, meZ} (conjunto de los enteros impares).

La ventaja de usar este conjunto de nimeros y no limita
nos a K, es que resulta factible la resta de cualquier nimery
entero de otro entero. Con solo nimeros positivos, escogido
convenientemente, tal que 3-5, la sustraccidn no tendria sen
tido.

Mis tarde 'se observd que se habfa definido una operacidd
inversa de la suma, pero no habia ninguna para la multiplica
cidn. Sin embargo, habfa necesidad de que en una operaciodn
sobre los enteros M y n resultase un nimero ¢ que al multi-
plicarse por n se obtuviera el producto M.

m -
= =—men = Mm. : D =
n

14:2 = 7 ya que 2.7 = 14; 20: (=4) = =5, puesto gue (-4) .(=5)=
20. Pero esta operacidn no se podia aplicar a cualguier par d:
enteros. Por ejemplo, no habia solucidn para 3:12 6 15:4. Par
solucionar esto se definid el conjunto de los nimeros raciona
les (Q). Se llamd ntmeros racionales a la coleccidn completa
gue comprende los nlmeros enteros positivos y negativos, el -
cero y las fracciones peositivas y negativas.

o= { ‘%[ a,b €2; b 0}

Por supuesto; se deseaba entonces que los axiomas acepta
dos para los enteros se aplicasen a los elementos del conjun4
to aumentado Q.
necesarios que permitiesen, por una parte, encontrar otros ni

Consecuentemente, se demostraron teoremas -
mercs racionales equivalentes y que sirviesen para resolver
ecuaciones cuyos conjuntos solucidn fuesen subconjuntos de Q.

Con frecuencia resultaba conveniente usar fracciones deci
males para representar némeros racionales y se demostrd que -
cada nimero racional se podia escribir como un entero, o de-
cimal ‘i periodico infinito. POr ejempio:

0.7500 - ---

o
= 3 — = 3G
3 33

Reciprocamente, cada decimal periodico infinito
- o= 2 > a :
se pecdia escribir como un nimero racional o donde a, b € 2
D
vy b # o.

e, no eran en

‘teros, =1 i'c infinitas, ni se podian
: 0.12345678...

in que sigue.colo-

expresar como a/b.

en donde los tres puntos >
lcando los ndmeros digitos en las posiciones decimales, a la
{derecha del 'nGmero previo. 'Este
jriddico.
tde cada 5 sucesivo, se tiene un 0 ma ue el grupo anterior
lal 5.

-
sgguramente nunca sera pe-—

otro ejemplo 'es 0:5050050005..., en donde después




También se demostrd que no hay solucibn en Q para la - Nos encontramos ahora en situacidn de presentar un conjun
ecuacién x° = 2. Un nfimero tal x, no era un entero y, ade- to de axiomas que en ningln caso son unicos pero que definen o
mas, no se podia representar como un decimal periddico caracterizan el conjunto de los niimeros reales. Al considerar

infinito. Sin embargo, se podia encontrar aproximaciones estos axiomas quedard claro gue muchos de ellos son verifica-
decimales a los nimeros racionales, por ejemplo una aproxima dos en forma individual por otros sistemas, haciéndose con es
cidén de x,<seria. +z advertencia afin mis claro su significado.

(1.41)% 1.9881

(1.414) 1.999396 AUTCEVALUACION 1.

(1.4142) = 1.9996064

(1.4142135)° = 1. 99999982358225 Dado el conjunto P = {2,5,10,17,26,37,65,82}

Esto condujo a aceptar que x, tal gue x? = 2, se podia s > subconjunte formado por nimeros primos?
definir mediante el numeral 1.4142135... (en donde los puntos
suspensivos indican que el 5 estd seguido por un niimero ilimi -  <Cui el sunconjunto formado por los nimeros divisi-
tado de digitos). Se sabia que x no era un niimero racional,
por tanto, no podia existir un conjunto de digitos repetido.
Tal expresién quizid se haya denominado numero decimal infini- “Cual s €l sub Sunt "OXT por los numeros cuadra-
to no peribédico. Se reconocia gue habla un nimero infinito de
ellos y a su conjunto se le 1lambé conjunto de los nGmeros -
irracionales (S) . Desafortunadamente, no estamos capacitados ~Cuai e s conjuntos son infinitos y cua-
para definir un niimero irracional en término de los nimeros
racionales y usando sole el lenguaje matemidtico que existe -
actualmente. Los términos decimal infinito no perdlbdico y nd
mero (vacional deben aceptarse como no definidos. Lo que -
hemos hecho es describir ciertas caracteristicas de S y de Todos los nfimeros naturales que no son miltiplos de 6.
sus elementos para ayudar a aclarar la definicién de nimeros
irracionales. [x|x es un nimero natural par}

Obsérvese que los conjuntos Q y S son ajenos. Si for L3 ualquiera del primer milldn de nimeros natura-
mamos la unién de 0Q U S, obtenemos un conjunto que 1llamare-
mos de niimeros reales (R). De tal modo que, a través de lo -
anterior, podemos crear la definicidn siguiente: : x| i Iy x lest e 3 y 4}

Definicibn de nimernos neales: La unidn del conjunto de
todos los niimeros raciena
les y el conjunto de to- ) € v X rJest
dos los nimeros irraciona
les. E Todos los nimeros

menores gue 6000.




nameros de
6000 .

12 .- Todos
menores gue

1os Z gue son multiplos de 6 que sor

I8%E {x’x S K y esta entre 3 y 3 billones}

Tdn= {xIx & JK y x es menor que 3 billones}

Analizar las afirmaciones siguientes, marcando si son
verdaderas o falsas:
15041k CGLN 2 0
(rINEY ey =9 €5} > ’ K 5=540}
i75=1Z2 &0

18_-{/5—}C 0

22,-r=3 € K

231 =Sl a

€ O, entonces aERi

9L = O -5 S = R 24 .- Si a € 7, entonces

aeqQ
Explicar por qué los nimeros siguientes son racionales:

25.— 0543 28.- 3.1416

26.="3.16 29.- 15%

.
27 .~ =

7 30.- 0.5%

Encontrar el nimero decimal que es equivalente al nime-
ro dado:

3N.=7/8 34— /M

32.- 3/500 35.- 14 2/5%

33.- 5 2/3 36.- 102%

Encontrar una fraccidn que sea eguivalente a cada uno
jos nfimeros decimales peribdicos dados.

EJEMPLO.

Hallar la fraccidn equivalente a 0.05252.._.

Solucidn: Sea n = 0.05252
Escribamos dos niimeros con la misma parte decimal. Bsto
jo podemos lograr multiplicando n rimerc por 10 y luego =

por 1000:

0552524
=,52.5252. <

10 n
1000 n

partes decimales son las mismas, la dife-
y 10 n es un nimero natural.

Puesto que las
rencia entre 1000 n

1000 n - 10 n 52. 5252w 0552525, .
990 n = 52

B2 1126
% T 990 . 495

37.- 0.444...
38.- 0.707070...

39.- 1.21414...

40.- Explicar qué significa la afirmacién de gue - 7 noO €s un

numero racional.

k-S PROPIEDADES DE LA IGUALDAD (=) .

En el capitulo I analizamos la igualdad de conjuntos y -
el uso del simbolo = en lo relativo a conjuntos. Necesita-
mos ahora hacer ciertas suposiciones acerca de la relacidén de
igualdad respecto al conjunto de los nimeros reales.

Generalizando, definiremos la igualdad de los numeros -
reales como sigue:




Deginicibn de {gualdad: Dos simbolos, a y b, represen-
tando nimeros reales son iguales,
a =b, sf y s6lo si representan
el mismo nimero real.

\
De esta definicidén se deducen |las siguientes|propiedades:

Propiedad 1. La propiedad neglexiva de fa iguatdad.
a—=—1a

Este axioma parece ser trivial, pero no lo es. Lo que
estamos haciendo es poner las cosas l6gicamente compatibles.
Simplemente decimos que el significado de un simbolo o un nu
meral no cambia sin tazdn.

\Propiedad 2. la propiedad de simetria de La {gualdad.
S{ a, b € R ysi a=b, entonces b = a.
Esto es importante, porque significa que una igualdad -
puede leerse de derecha a izgquierda igual que de izquierda a
derecha. Significa que los nimeros son los mismos aunque los

numerales sean diferéntes. Brevemente, los dos numerales son
,nombres diferentes paxa la misma cosa.

| Propiedad 3 La propiedad transitiva de fa {guafdad.
S{a, b, c,e Rysi a=>byb=c, entonces a = c.

!$ Esto es una propiedad o hipdtesis muy 4til, porque puede
ex®Penderse a mias numeros. Por ejemplo, si a=b, b=c, c=d,|
y d=e, entonces a = e.

I Propiedad 4 La propiedad de sustitucibn de La igualdad.

_ S¢a, b € R y sia=>b, entonces a puede ser sus-
tituida por b en cualquier expresién, enunciado especifico o
proposicién abierta. Tal sustitucidén no/ cambia el valor de la
expresidn ni altera la veracidad del enunciado especifico ni
el conjunto de verdad de la proposicidn abierta.

Estas propiedades pueden parecer triviales, pero son extre
|madamente importantes en el desarrollo 16gico de este sistema

78

matemdtico. La primera de estas propiedades, la propiedad re-
flexiva, ciertamente parece obvia, pero debe destacarse gue -
no todas las relaciones sobre el conjunto de nuestros nimeros
reales tienen esta propiedad. Poxr ejemplo, no es cierto gue
a<a para cada nimero real. Notese también que si a, be R
y si a<b, no se sigue que b <a. Es decir, que la relacidn
menor que no tiene la propiedad de simetria.

P—G OPERACIONES BINARIAS.

Frecuentemente trabajaremos con conjuntos de objetos en
los que el orden en que aparezcan es significativo. El mis -
sencillo de dichos conjuntos contiene solo dos objetos y se
llama par ordenado o pareja ordenada.

Definicibn de pan orndenado: Se dice que un par de obje~
tos ay b es un par ordena
do si uno de ellos se identi
fica como el primer objeto y
el otro como el segundo.

Si 4 es el primer objeto y b el segundo, el par orde-
nado se representa pof (a, b). Por ejemplo (2,1) es un par or
denado de nGmeros naturales en los que 2 es el primer término
yv. 1 el segundo.

Cuando ponemos 2 + 1 = 3, estamos asociando, con el par
ordenado (2,1), el nmero 3. No asociaremos ningin otro nime-
¥o natural con este par ordenado en esta situacidén puesto -
que conocemos las leyes de la suma. Ya que la suma asocia con
cada par ordenado de nfimeros naturales uno y solo un numero -
nathral, decimos que la suma es una operacidn binaria sobre
el conjunto de los nimeros naturales. También cuando multipli
camos dos nimeros naturales, el resultado es un nimero natu-
ral; en el mismo par ordenado 2 x 1 = 2.

Definicibn de operacibn binaria: sea P = {a,b,c,...} un
conjunto cualquiera. La
operacidn * (léase aste
risco) es una operacidn
binaria en P si y sola




mente si a cada par ordena Deginicibn de Cerradura: Un conjunto es cerviado  bajo una

do (a,b), donde ay b = operacidon si el elemento gue se

son elementos de P le co obtiene al aplicar dicha opera-

rresponde un elemento Gni cibn a cualquier par de elemen-

co a * b de P. k. tos del conjunto es también un

elemento del conjunto dado.
En esta definicidn hay varios puntos delicados que se
deben .observar: En nuestro desarrollo de los nlimeros reales deseamos su-=
poner que la suma y el producto son operaciones binarias so--
1) El orden de @ y b puede ser importante porque (a,b] bre R. Tal hipdtesis significarfa que el conjunto de los nii-
es un par ordenadoe. Asi puede suceder que a * b #b¥*a,. meros reales fuese cerrado ante dichas operaciones.

La operacidn tiene que estmr definida para todos los pa- De lo anterior se expone el axioma siguiente de R.
res (a, b), donde a 'y b son elementos de P.
Axioma 1. Las leyes de cerradura. Para cualesguier
El elemento resultante d * b tiene que ser un elemento de (a,b) ER, a+b R a.b e R

p.

Esta propiedad de cerradura, puede parecer tan sencilla,
La suma, la multiplicacibén y la sustraccidn en R son - pero no todos los conjuntos son cerrados con respecto a una -
operaciones binarias. Pero, por ejemplo la divisidn no es - operacidn dada. Para ello, daremos algunos ejemplos donde no
una operacidén binaria en R, porque el par ordenado (a,o), - se cumple esta propiedad:
esto es, (a +0) no esti definida. No obstante, la divisidn
es una operacidn binaria en los niimeros reales diferentes de EJEMPLOS .
cero.
La suma de dos niimeros impares no €s un niimero impar.
En cambio, cuando restamos un nimero natural de otro ng
mero natural, el resultado no es forzosamente un namero natu
ral; por ejemplo, 3 - 8 no nos da un nlimero natural, ni tam
poco nos lo da 5 - 5. También, cuando dividimos un namero ﬁé
tural por ot¥o, el res?ltado puedf ser o no, otro numeFo né— :2_7 PROPTEDADES ADITIVA Y MULTIPLICATIVA DE LA IGUALDAD.
tural: por ejemplo, 6 # 3 es un numero natural, pero ni 6 =25 |
ni 3 ¥ 6 son numeros naturales.

La suma de dos niimeros primos no es necesariamente primo,
etc.

Las siguientes propiedades que vamos a demostrar, son con
secuencia inmediata de las definiciones que hemos hecho y de
llas propiedades en gue hemos convenido hasta ahora en esta
leccidn. Recudérdese que por ahora tenemos &stas como las dni-
cas propiedades conocidas de los nimeros reales.

Degcimos que el conjunto de los ntmeros naturales es ce-
rrado con respecto a las operaciones, adicidén y multiplica-
cién, pero no es cerrado con respecto a las operaciones de -
sustraccién y divisidn.

| Propiedad 5. Propiedad aditiva de La {gualdad.

Pana todo ndmerno heal a,b,c y d, 34 a=b y c=d, entonces
a+c=0b+d
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b, entonces a + ¢ = b + ¢

Demostracibn: Hipbtesis: a=b y c=d. : = b, entonces a . ¢ = b . ¢
: Conclusidn: a+c = b+d. .

Proposicidn Justificacién

b,c,d ¢ R 1

Cc € 2

A 3

4

5

Estas dos propiedades de los nimeros reales se conocen -
como la propiedad aditiva de la igualdad y la propiedad multi
. Dado. plicativa de la igualdad, respectivamente.

« Axioma 1.
1Propledad i Jet fi Se pueden usar otros conjuntos de proposiciones y justifi

. Dado. ﬁcaciones igualmente validas para demostrar las propiedades.

.i Propiedad 4.(a se sustituye por {Por ejemplo, la propie@ad 5, pasos 1,4 y 6 pqdian haberse
en el lado dere- combinado en un solo péso. No hay que olvidar que el propSsi-
cho de la igualdad - to de una demostracidn es convencer plenamente de gue cierta
del paso 3), proposicifn es verdadera. Si usted cree que puede realizar es
E =d 6. Dado. | te propdsito en 5 pasos en vez de 7 & 15, tie--
or tanto, |atc=b+d 7./ Prop. 4 (e se sustituye por ne completa libertad de hacerlo. Sin embargo, existé una reco
d en el lado derecho mendacidn: No espere que quien lea la demostracidn complete -
de la igualdad del - los pasos que faltan en la argumentacidn; es decir una demos-—
paso 5) . tracidn valida debe ser completa, sin importar la forma.

a,
a +
a + ¢
a=D>b
a + ¢

\Propiedad 6. Propiedad multiplicativa de La igualdad. AUTOEVALUACION 2.

Para todo namero neal a,b,c, y d, 84 a=b y ec=d, .
enfonces a . c=b . d 1.—- 4&Son la adicidn, la sustraccidn, la multiplicacién y la

& divisidn operacicdnes binarias en el conjunto de los ente
Demostrnacibn: Hipdtesis: a=b y c=d. ros positivos (N)?
Conclusidn: ac = bd.

Proposicidn Justificacidn iSon la unidn y la interseccidn de conjuntos operaciones

binarias? De ejemplos.

c € Dado.
c R Axioma 1.

c A e © Propiedad 1.
. =b, c=4d Dado.
* Por tanto, a.c=b.d Propiedad 4. (a4 se sustituye por
b y ¢ se sustituye
por d en el lado de
recho de la igualdad
del paso 3).

{Es el complemento de un conjunto una operacidn binaria?

iCuintos elementos intervienen en una operacidn binaria?

¢Cull es el entero que la operacidn binaria suma, defini
da en el conjunto de los enteros, asigna al par (5,22

¢pPor qué no es la sustraccidn una operacidn ®Hinaria en N?
Dar un contra ejemplo.

.y ngo que c=c para cualquier cg R, ambas propiedades de-
ostradas nos permi ibir: ] &
permiten escribir: . Nombrar un conjunto en el cual la sustraccion es una ope

racidn binaria.




éPor qué no es la divisidn una operacidn binaria en N?

Nombrar un conjunto en el cual la divisidn es una ope-
racién binaria.

Decir si es verdadera o falsa cada una de las proposi-
ciones siguientes. Razonar la pregunta.

10.- Todo nimero real tiene una representacidn decimal.

11.- El1 conjunto de los nimeros racionales es un subconjunto
de los enteros.

~
Todo nfimero cardinal puede escribirse como una fraccidn,

Toda fraccibn representa un entero.
El decimal 0.137 representa un numero irracional.

¢Cuiles de los siquientes niimeros son nimeros: a) natu-
rales, b) enteros, ¢) racionales, d) irracionales y -
e) reales.

-4, ol"%’: '51 g‘: 2: w

La verdad de cada una de las proposiciones dadas, depen-
de de una de las propiedades, que hasta aqui, hemos visto. En
cada caso enunciar en forma completa la propiedad que corres-
ponde. Suponer que X, y, 2 € R.

16.=Si yx V3 y entonces X + y

¥

17.- Si Yy Y z entonces x . 2

18.- Si 6, entonces x

19.- Si z, entonces z

20.- Si z, entonces 6

|

Dar la justificacidn de cada proposicibén en las demostra
ciones gue siguen.

21.- Demostrnas:

Proposicidn

Si a,b,e, € R y a = b, entonces at+g = bic

Justificacidn

1.
2
3.
4.

a,b,c, € Ry a
a: R ¢ & R
a:+ie a + c
Por tanto, atc¢

b+c

22.- Demostnan:

Proposicibn

Si a,b,¢c, € R y a=b, entonces c.a =

Justificacidn

23.- 8i a,b,c, € R ysi a=Db, entonces a . c Bk

(Sugerencia: aplicar los pasos del problema 22).

24.- Si a,b,c, € R y si a=D>b, entonces c + a c + b.

2-8 AXIOMAS DE CAMPO DE LOS NUMEROS REALES (R).

Ademds de las propiedades aceptadas en relacidn con la igial
dad, hemos identificado el conjunto de niimeros con los cuales
vamos a trabajar, esto es, los niméros reales. En otras pala-
bras, hemos supuesto que existen tales nlimeros. El axioma de
cerradura afirma que cada par de nimeros reales x, y, tienen
Una suma finica llamada x + y y un producto @nico llamado Xy.
Asi mismo, X + y, Xy € R.

Necesitamos ahora hacer ciertas suposiciones concernien-
tes al comportamiento de dichos niimeros respecto de las opera
ciones de suma y multiplicacién. Admitir que la suma de dos -
nimeros existe, nos dice 2V/2 + 3¥/2 son nimeros reales, pero -
ello no nos autoriza a sustituir 2/2 + 3/5'por 5v2.




Las leyes que necesitamos aqui y otras necesarias para
cémputos con numeros reales se desarrollardn usando combina-
|c1ones de nuestras anteriores propiedades y las que a continua
cién ofrecemos. Cabe observar que por ahora tenemos éstas -
como las {nicas propiedades conocidas de R.

Axioma 1. 'Las Reyes de cerradurna. Para cualesquier
ay b€ R, a+beRysys a.beR

Este axioma nos dice que la adicidn y la multiplicacidn
de dos nimeros reales dan niimeros que también pertenecen a R,

Axioma 2. Las Leyes conmutativas.
a, be R, a+b = b+a ¥

Para cualesquier
a.b #b.a

Este axioma afirma que la suma o el producto de cuales-
gquiera dos numeros reales no resulta afectado por el orden en
que se sumen o se multipliquen. Asi, 3+%7 = 74+3-ys 7.3.= 3.7

Sin -embargo este axioma no permite afirmar que (3+4)+5=
3+(4+45) . Aqui no se estd cambiando el orden de la suma; se€
estd cambiando la agrupacién, Debemos ser capaces de hacer -
esta afirmacidn; pero_  ésta se sique del axioma 3.

Axioma 3. Las fLeyes asociativas.
a,b,c € R, [(a+b)+c = a+(b+c)

Para cualesquier
y la.b)e = alb.c)

Este axioma nos permite combinar 3 elementos de R. Pode
mos ya definir la suma de a + b + c de tres nimeros reales,
puesto gue, originalmente solo sabiamos sumar dos numeros -
a + b o multiplicar dos nameros a .. b, por ser éstas, opera-
ciones binarias.

Si escribieramos los nimeros 2, 5 y 8 en este Orden:
2,5,8, queremos encontrar el valor de 2 + 5 + 8 agrupando:
(2 + 5) + 8
Ahora sumamos 2 + 5 = 7 'y, después, 7 + 8 = 15, Parece, pues,
que: 2+ 5 +8 = 15
Es posible agrupar los sumandos de otro modo,
2+ (5+8) =2+ 13 = 15

La combinacidn de la conmutatividad y la aso--
ciatividad de los nlimeros reales nos permite afir--
mar gue, la suma o producto de tres nimeros reales
es independiente del orden en gque se escriban.

Axioma 4.
quier a, b, c € R,

La ey distrnibutiva. Para cuales--
alb +¢) =a . b+a,c

(b + e)a = ib=s @ +00.c @

Este axioma expresa gue obtenemos el mismo re-
sultado si multiplicamos un cierto niimero real por
la suma de dos niimeros reales que si multiplicamos
el numero por cada uno de los dos y enseguida suma-
MOS .

Ademas, el axioma distributivo combinado con
la propiedad de simetria de la igualdad nos permite
afirmar gue:

alb + c)

a + ¢ a (b + cla

En otras palabras, este axioma Se usa a veces para
escribir el producto de dos numeros reales como la
suma de dos ntmeros reales, y en otras ocasiones,
para escribir la suma de dos nGmeros como un produc
to.

Antes de ver los axiomas que faltan, necesita-
mos hacer una pausa para permitir al estudiante fa-
miliarizarse mejor con los axiomas expuestos hasta

raguli.




AUTOEVALUACION 3.

1.~ Demuestre gque el conjunto de los numeros impa-
res no es cerrado bajo la adicidn citando un
contraejemplo.

Demuestre que el conjunto de los nimeros natu-
rales no es cerrado bajo la divisidn citando
un contraejemplo.

4
Demuestre gue el conjunto de los nlimeros pri--

mos no es cerrado bajo la multiplicacidn dando
un contraejemplo.

Diga si cada conjunto es cerrado bajo cada una
de las cuatro operaciones aritméticas: 1) adicidn;
2) sustraccidn; 3) multiplicacidn; y 4) divisidn
(excepto para divisidn entre cero).

(N) .
(2) .

4. - conjunto de niimeros naturales

conjunto de niimeros enteros

. - .
conjunto de niimeros racionales

(Q) .

El conjunto de numeros reales (R).

Si p y q@ representan nimeros naturales,
écuidles de las siguientes expresiones represen
taran siempre otro nfimero natural?

a) p - 4 : b) p*g
c) p4a d) p + g

En el caso de que las anteriores expresiones no represen
ten siempre un niimero natural ¢Qué restricciones debemos
hacer sobre p y sobre g de tal modo que el resultadc de
la operacidén indicada represente un nGmero natural.

Escribir para cada uno de los que siguen, si el conjunto
descrito es cerrado con respecto a la operacidn indicada. Ra-
zonar la respuesta.

10.- {1,2 } ; multiplicacidn.

11.~ Los nimeros impares; multiplicacidn.

12.- Todos los miltiplos de 3; multiplicacidn.

13.- Los numeros impares; adicidn.

14.- ¢Cudles de las siguientes actividades son conmutativas?
a) Ponerse los calcetines y después los zapatos.
b) Ir a una fiesta y después al cine.
c) Leer un libro y escribir un ensayo sobre él.
d) Hacer tu tarea y después ver televisidn.

ZQué operaciones de la aritmética de los niimeros reales
son conmutativas?

Mencione ejemplos de operaciones gue no son conmutati-
vas.

¢Qué operaciones de la aritmética son asociativas en el
conjunto de los nimeros reales?

iQué operaciones de la aritmética no son asociativas en
el conjunto de los numeros reales? Dar contraejemplos.

(Cuadles son las operaciones binarias de la aritmética de
los nimeros reales gue poseen la propiedad conmutativa y
asociativa?

Justificar cada proposicién, dando el nombre de un axio-
ma o teorema.

20.- 2 (3 + 5) = (2)(3)+(2) (5)
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22.-7+ (3 +V2) =
23.—(/2_+1) Btin= V2. (3 4+ 1) 1

28 — A<k (3D =)=

25. - xy + x (y + z) =

26.- x [ (y + z) + al) =

27.- x + (y # 2) =
28.- x +y =
29 1= Sk x|=
30.- x = a,

31.- x + 2 =

36. -

37—~ |2

21.=V. 2 % %~= % =¥ 2

(7 + 3) + /5
(3 K1)
7+ (V2 +3)
xy + (xy + xz)
x| Gy Ik | 2) A
% A4 (7 -+ y)
z, entonces (x + y) + z
/5, V2 = Yy, entonces X
entonces x + 3 = a + 3

V2,  entonces 3(x + 2) 3 /2

Llenar los espacios en blanco para gque las operaciones

sean casos especiales de exactamente uno de los axiomas O -
teoremas.

Dar el nombre del axioma o teorema.

32.- 3" (5 + V/2) = 3. +

33.- (7 + 1/2) + 2 =

34.-8 . (5 .7) =

35.- [26+n) V2=

(8 + 3) + 5 =
)

(3 +.7)

38.-4 . 8 +3 .

En los problemas siguientes, dar las justificaciones pa

ra las proposiciones de las demostraciones.
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Demostnarn: (x+y) + (a+b)

Demosthacidn:
(x +y) + (a +Db)

Lx+y) +a)

[a + (x+y)] +b

L@+ 26) & 3 )ivatb
(a + x) + (y + b)

+ b

Demos tha: (22)

Demostrhacin:

(xy)

[y . 2]
L2 . 0]

(xy) . (22)

= (a+x)

=5, [

Z
VA

2 1. Y)Y - i]

Demostran: (4a + 3) + 2

Demostrhacidn:
(4a + 3) + 2 (a + 2)

(4a + 3) + (2a + 2 . 2)

(4a + 3) + (2a + 4)

(4a + 3) + (4 + 2a)
E(4a

(4a + 3 + 4] + 2a
(4a + 7) + 2a

+ 3) + 4] + 2a

2a + (4a + 7)
(2a + 4a) + 7
(2-+ 4)-a.+ 7

6a + 7

(a + 2)

+ (y+b)

(xy) z]

= 6a + 7 (supbngase que:
2.2=4, 3+4=7 y
4+2=6 son he=
chos conoci-—
dos.)

Hecho conocido.

Hecho conocido.

10. Hecho conocido.

Escribir las demostraciones de las proposiciones dadas,
mostrando cada paso y usar solo un axioma o teorema en cada

paso.




R - ¢ ([

N CR—WT———r =

42.—(X+2)+z=z+(x+2)

43~ (x + 5)

[(x +y) + 5] +z =
44 - (2b)c =b (2¢c)

45 =~ 3 (7x) = 21x
conocido.

(supdngase que 3.7 = 21, como un hecho

26,2 La+ w+a] = (2a + 2p) +
47.-a (b +c¢c +d) = ab + ac + ad.

48.~ (a + 5) (a + 7) = a% + (12a +35)
= a como un hecho conocido.)

(supbngase que a . a

A medida que avanzamos y que el estudiante se acostum-
bra a usar los axiomas, debemos hacer ciertos convenios que
haga menos laborioso el proceso. Enunciaremos ahora los -
otros dos postulados de campo: el axioma de fa identidad y
el ax{oma del invenso. Después, con los seis postulados, po-
d?mog demostrar los teoremas necesarios para desarrollar las
técnicas de operacifn de los elementos de un campo, en nues-
tro caso el de los numeros reales.

Axioma 5. Los elementos de identidad. Para cualesquier
a € R, existe un numero real llamado cef¢, denotado
por 0, tal que

a+ 0 =a

Para cualesquier a € R, existe un nimero real no nulo
llamado un¢ y denotado con 1, tal que

a.l=a
El nimero 0 es llamado ef efemento de identidad para
La adicibn, el niimers 1 ‘es 1lamado el elemento de Adenti-
dad paia La mukiiplicaciln. Puesto que 0O y 1 pertenecen
a R, por Axioma 2, tenemos

a+0=0+a-=a y

Axioma 6. Los elementos Linvernsos.

Para cualesquier
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a € R, existe un nimero real denotado con -a, tal que
a+(-al=0

Para cualesquier niimero no nulo (distinto de 0) a € R,
existe un nimero real denotado por 1/a, tal que

a .-1--'—' 1
a

El nfimero -4 es llamado el {nverso aditivo de a, e1 ne
gativo de a, o menos a. El nfimero 1/a es 1llamado el 4nvet-
80 multiplicativo de a o el heciproco de a.

Por el Axioma 2, tenemos

t
a

a+ (-a) = (-a) +a=20 Yy a .

Los elementos idénticos y los inversos son Gnicos y la
demostracidn de ello es relativamente simple.

-

Teorema 1. La Ldentidad aditiva de 0 es dnica.

Demositnacibn: Deseamos mostrar que 0 es el Gnico elemento

de identidad para la suma. Supongamos que hay otra identidad
aditiva b. Tenemos entonces

1. Hipbtesis.

2. Axioma 5 (para la suma) . y Ax 2
3.| Propiedad 3.

1. 0+b=0
2% 0+b=D>b
3% Por tanto, b = 0
Teonema 2. E1 idéntico multiplicativo 1 es Gnico.
Teonema 3. El inverso multiplicativo de cualquier nimexo
no nulo a € R es {nico.

Supongamos ahora que algin nimero b es multi-
no nulo. Tenemos en

Demosthacibn:
plicativo inverso de un ntimero real, a,

a, b € R 1. Axioma 1
a.b=1 2. Hipbdtesis
1/a (a.b7>= 1/a (1) 3.|Propiedad 6.
(1/a.a).b = 1/a 4. Axioma 3
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. 1 = 1/a 5. Axioma 6
6. b . = 1/a 6. Axioma 2
e b = 7. Axioma 5

De este modo, cualqguier inversa multiplicativo de a4 es
igual a l/a.

Teorema 4. E1l inverso aditiveo de cualquier niimero a € R
es unieo, es decir,

(2eR, a + b = 0, entonces a= -b)
agR, b/+)a =0, entonces a= =-b

Teosema 5. Para cualesquier a,b,c ER,
a+b+re=¢c+b+ta

asby¥c eR.
a+b+c = ctbta

Hipbtesis:
Conclusidn:

Demostracidn:

(a + b) + c Axioma
Axioma
Axioma
Axioma
Axioma

Axioma

a+ (b + c)
a + (c +b)
(a +¢c) + b
(o + a) + b
c + (a + b)
= c + (b + a)

A causa de la propiedad transitiva de la igualdad, cada
de las expresiones anteriores representa el mismo nimero,
lo que podemos escribir:

a+b+c

sin indicar qué par se debe sumar primero y en qué orden de--
ben sumarse.

pDel mismo modo se tiene el siguiente teorema (se deja al
estudiante la demostracidn).

Para cualguier a,b,ceER.
a. b. ¢ =c.b.a

Tecrema 6.

2-9 LOS AXIOMAS DE ORDEN.

EXl conjunto de nimeros reales R es un conjunto de ele—-
mentos indefinidos que poseen las propiedades de los axiomas
de campo y se dice que forman un campo.

\

Un campo que satisface los axiomas de orden se denomina
@ campo ordenado. Los simbolos de orden son:

£ "es menor que"

> "es mayor que"
Axioma 7. \EL axioma de tricofomia. si a y b € R, en—-
tonmces, una y solo una de las siguientes relaciones es valida:

a<bhb a=>b a>b

EL axioma de thansitividad. si a, b y cE€ER

b >c, entonces, a >cC.

Axioma §.
tal gue ®a>p y

Axioma 9. E£ axioma de adicibn. si a, by ceR tales
gque a>b entonces, a + C > b + C.

EL axioma de multiplicacibn. Si a, by c€R

y ¢>0 entonces, ac >bc.

Axioma 10.
tales gque a>b

si a y b € R entonces, a<b si y solo

si b>a.

Definicibn 1.

Un nfimero real a es positivo si a>0

y negativo si a<0.

Degindicdidn 2.

El enunciado de gque una rantidad es
mayor gue O menor que otra cantidad es
1lamado una desigualdad.

Definicibn 3.




-

iscribiendo b=0 en el axioma 7 se concluye que a<0, a=0 o
a>0. De este hecho y de la definicibn 2 se concluye que O no
es positivo ni negativo.

Algunas veces es conveniente combinar una igualdad con
una desigualdad. Asi,

a<b "a es menor que © igual a b".
ax>b "a es mayor que o igual a b".
Por ejemplo, a<D significa qug a no es positive y a>0 sig

;nifica que a mno es negativo. Es claro que si ambos enuncia
dos fuesen validos simult@neamente, entonces a=0.

Hay una gran variedad de teoremas Gitiles que comprenden
desigualdades. Demostraremos algunos teoremas y enunciaremos
otros que el alumno puede demostrar.

Teorema 7. Si a>0 y b>0 entonces, atb >0.

Demoatnacibn: Hipbtesis: a>0

Conclusidn: a+b>0

y b>0

a>0 dato

a+b > 0+b =D axioma 9
b >0 dato

a+b > 0 axioma 8

Teonema §. Si a>0 y  b>0 entonces, ab>0.

Estos teoremas nos dicen que la suma o el producto de
dos nimeros positivos es positivo, los cuales son propiedades
de cerradura para la adicidn o multiplicacidn de nlimeros posi
tivos. Ademds, el producto o cociente de dos numeros de sig-
nos iguales es positivo y el producto o cociente de dos nime-
ros de signos diferentes es negativo.

Teonema 9. Si a, b € R entonces, a>b si y solo si
-a < -b. AN

Demosthacion: Hipdtesis: a,b€R y a>b

Conclusidn: -a<-b
Primero demostraremos que si a”b entonces, -a<-b.
Luego demostraremos que si -a<-b entonces a>b, o sea;

Hipdtesis: a, beR y -a<-b
Conclusidn: a>b

a b dato
atfcar+(-p)] > b [(-a)+(-bi]
-b > -a

axioma 9
ipor qué?
-a -b definicion 1

Necesitamos ahora demostrar que si -a < -b entonces,
a>b.

Los pasos en la primera parte de la demostracidn son re-
versibles. Por tanto, la demostracidn consistira en comenzar
con -a <-b y reescribir las desigualdades en orden inverso
hasta a> b.

Conolanio.
Si a >0, entonces -a < 0.

Si -a <0, entonces 2 >0,

Teorema 10.
ac < bec.

Si a,b,c ER con a>b y c¢<0, entonces

DemOAtnacéén:'

Hipdtesis: —a,b,e€R con a>b y ¢<0.
Conclusidn: ac < bc

Puesto que c¢<0, se concluye del corolario precedente que
-c>0. Entonces tenemos,




a->b dato
—-ac > -bc axioma 10
ac < bc teorema ©

Un corolario es una verdad que se deriva como consecuen
cia de un teorema. Su demostracidn requiere poco razonamien-
to.

Teorema es una verdad no evidente, pero demostrable. Tie
ne caracter eminentemente deductivo, requiriendo de razona- =
miento 18gico deductivo (demostracibn) para que pueda ser
aceptado como verdad absoluta.

Axioma es un enunciado no demostrado, de caracter intuiti
vo que se capta espontaneamente sin razonamiento alguno; es
una verdad intuitiva que tiene suficiente evidencia para ser
aceptada como tal. Se llama también postulado.

El axioma 10 nos dice que ambos miembros de una desigual
dad pueden ser multiplicados por un nimero positivo si el sen
tido de la desigualdad permanece inalterado. Y el teorema 10
.nos dice que el sentido debe ser cambiado si el multiplicador
es un numero negativo.

Teornema 11. si a,b,c y d €R con a>b y c¢>d, entonces
a+c > b+d.
Demostrhacidn: Hipdtesis: a,b,c,dER con a>b vy
Conclusidn: a+c > b+d.

a>b datos
a+c

b+c I axioma 9
a+c axioma 8

Teorema Si 3>C con a,b,c y ds0, enton
ac>bd.

Teorema 13. Si a>0, b>0 y a>b, entonces 1/a < 1/b.

Demosthacibn: Hipotesis: a>0, b>0 y a>b.

Conclusidn: 1/a < 1/b.
a>b dato
axioma 10

1 1
a(ab )2 il ab)

> Zpor quéz

1
a

definicidn 1

AUTOEVALUACION 4.

Si aeR, diga por qué la desigualdad | a>a es imposible.
Si beR, demuestre que b<0 si y solo si -b>0.
Demuestre ademds, que b>0, si y solo si -b<0 (suges- --

tidn, use el teorema 10).

Si a,b,c y de R con b>0, demuestre que a/b >c/d siy
solo si ad > be.

Verifique los teoremas 7 al 13 usando enteros propiamen
te escogidos.

Demuestre que a>b si y solo si
Si a # 0, demuestre que a?>0.
Si a>b y c¢>0, muestre que a/c> b/c.

Si a>b y ¢<0, muestre que a/c < b/c.




Como pudimos observar de las demostraciones desarrolla-
das en esta unidad, siempre se parte de una hipdtesis dada
(datos) y a través de una cadena de deducciones se llega a
la veracidad de la proposicidn que debe probarse (conclu- --
sidn) utilizando axiomas o postulados previamente estableci-
dos.

Se empieza con un numero comparativamente pequeno de
axiomas, aceptados como verdaderos sin demostracidn alguna y
a continuacidn, se deducen todas las demas proposiciones a
partir de los axiomas por medio del razonamiento deductivo.

CAPITULO Il




ler. SEMESTRE. ALGEBRA I. UNIDAD VI.

CONSECUENCIAS INMEDIATAS DE LOS
AXIOMAS DE CAMPO DE LOS NOMEROS
REALES.

|INTRODUCCION: <

En 1a mente de todos los matemdticos modernos estd en el
concepto de axioma y la deduccidn de teoremas a partir de axiol
mas. E1 propb6sito de esta unidad es introducir al estudiant
en el método deductivo de 1a matemdtica moderna, a un nivel -
que siendo rigurosa, sea suficientemente sencillo en presenta-
¢i6n y contexto, para que permita umafacil comprension.

Al término de esta unidad el alumno estaré en condicidn
de:

OBJETIVO:

1. Aplicar todos las propiedades y axiomas de 10s niameros
reales en las demostraciones de teoremas y soluci6n de -
problemas.

PROCEDIMIENTO SUGERIDO:

l. Estudia el capitulo III y copia en limpio todos los axio-
mas y teoremas del capitulo II para que puedas recordar--
los facilmente. Es necesario que observes la manera de
como se demuestran los teoremas que vienen en el capitulo
anterior a este para que después ti puedas hacer 1o mismo
con 1os que no estan.




Practica la unidad resolviendo las autoevaluaciones que
se incluyen en el capftulo,

El requisito de esta unidad consiste en contestar el La-
boratorio y entregario a tu maestro.

AXVIII




AUTOEVALUACION.-

poner una palomita ( V) en cada columna de los conjuntos

de nimeros que satisfagan los axiomas o propiedades de
la columna izguierda.

PROPIEDAD

Conjunto de - ;ﬂw o I
- {
nlmeros. =

_Cerradura (+)

_gerradurgwi:l

Cerradura (x)

Cerradura (+) excepto por 0

conmutativa (+) | atb = bt+a

_Conmutativa (x)| a-b = b.a

Asociativa (+) (atb)+c = a+(bty) ]

Asociatig&_(x) a(bc)=(ablgw

Distributiva a(b+c) = abtac

VLdentidad (+) a+0=a

Tdentidad (x) a-1 = a

Inverso (+) a+(:9) =y

if
Inverso «  (x) a.a =l

Densidad

A través de los axiomas vistos en la leccidn, completa
lo siguiente:

Cerradura

2. - La suma de dos nimeros impares uR DOmer o impar .




La suma de dos nUmeros primos necesariamente pri-

mo, etc.

ey »de. la adicidn de dos numeros reales, dice

puede cambiar el orden de los sumandos sin alte
suma .

conmutativa de la de dos numeros reales

ice gue se puede cambiar el orden de sin alterar

nos permite sumar-o multiplicar tres

- = 1 .
¢ REs Jumneros no 1mpo:l tando | la manera en qu e se agru-—-

pert 1os némeros, para-realizar la operacion.

En particular, al nimero real llamado "cero' , denotado
gor 0, se le llama el en de
los namercs reales.

En particular, al nGmero real llamado "uno", denotado
por 1, se le Llama el = | - Srete 5 de

los numeros reales.

El inverso VA et e ces "(-a)" y tieme la

propiedad de que la :
a . En cambio,el inverso

"

de "a" y "(-a)" es dgual

={(1/a)" y tiene la propiedad de que el
=a"™ y "(1/a)" es igual a =

La ley afirma que, un producto puede ser
igeal a una suma y que, reciprocamente, la suma en cues
tidn, es igual a un producto, puesto que la igualdad es

A través de los teoremas enunciados en la leccidn, ‘com-
pleta lo siguiente:

1i.— Si en las prop. 5 y 6 en vez de c=d, empleamos c=c,
vemos que atc = btc y ac=bc. Estos resultados dan lu-
gar a :

Puede sumarse a ambos miembros de una --

ecuacidn sin alterar la relacidn de =.
b) Puede ___un mismo numero a ambos miembros de
una ecuacidon sin alterar la relacidn de =.

Encuentra el inverso aditivo y también el inverso mutli-
plicativo de cada uno de los siguientes nuameros.

5 fer=—"=a

2/3 17.- 3a/3b

2x/5y 182 =2

1 19.-  (2x+y)
Aplica el axioma de la ley Distributiva en la solucidn de
las siguientes proposiciones:
EJEMPLOS:
2x + 5x = (245)x = 7Tx%;
Sxy — 8yz = (5x - 8z) ¥i

(3x + 2y) z = 3xz + 2yZ

(x+a) (ytb)

3yz .+ Swyz

3x (2y+3z)
Resolver las siguientes operaciones, sin justificar los
pasos:
T+2

(-5) + O

(=3) +(=3)

(=13) + 11

(-13) (11)
s [3+¢-3]

5(-8)+(-5) (-8)




- 23] &3
- [n+al -9+l
- [+ + =3 an
(-18)+{ (-5)+ [18+(-N+(-a) ]}
-2 {[3+(-5)145]1} .
35.- 5-(3- [7+(-5)]}
36.— 2-(3-17)
37.- -6 [3(7+6)-43-8)] -4 [(7-3)9-16 ]

i

Demostrar las proposiciones siguientes. Dar las justifi
caciones de cada proposicidn, usando 1os axiomas y proposicio-

nes de la leccidn.
38— (x+2) [x+(-2)] = x2+ 2(-2)
39.- 3+ {2a+5 [a+(b+2) |} = 7a+(Sb+13)

40.- [(-5) .x] [(-2).x] =10x?

41. Si 3. x = 2 , entonces x = 10/21
5 7
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CONSECUENCIAS INMEDIATAS DE LOS AXIOMAS DE CAMPO.

3-1 INDUCCION Y DEDUCCION.

JQué es una demostrnacion? Preguntémonos, "iqué es una
demostracidn?". Supongamos que el alumno estd tratando de con
vencer a un amigo de que la Terra tiene forma esférica. ILe
habla acerca del horizonte que se amplia conforme el observa-
dor se eleva sobre la superficie de la Tierra, de los viajes
alrededor del mundo, de la sombra redonda gue la Tierra arro-
ja sobre la Luna durante un eclipse de Lung etc.

.

Estas consideraciones, con las cuales busca convencer a
su amigo se llaman angumentos. ¢En gqué se basa la fuerza o
16 convincente de un argumento? Veamos, por ejemplo, el alti
mo de los argumentos anteriores. Afirmamos que la Tierra de-
be ser redonda porgue su sombra €s redonda. — Esta aseveracidn
se basa en el hecho, conocido por la experiencia, de que to--
dos los cuerpos que tienen forma esférica proyectan una som--
bra redonda e inversamente, que los Cuerpos de forma esférica
tiener: sombras redondas, independientemente de su posicidn.
Se ve que en este caso, ante todo confiamos en los hechos, en
nuestra experiencia directa con respecto a las propiedades de
los objetos que nos rodean en nuestra vida cotidiana. Enton-
ces se ha recurrido a una deduceifn que en el caso dado, se
sstablece aproximadamentg de la siguiente manera:

vrodos los cuerpos que en’ tedas sus diferentes posicic

proyectan una sombra redonda, tienen la forma de una

"La Tierra gue durante 1los eclipses de lLuna ocups

siciones diferentes en relacién con ésta, siempre proyect:




oma sombra redonda sobre la tuna”™. Conclusidn: "Por tanto,
la Tierra tiene la forma de una esfera”.

Veamos zhora un ejemplo de la aritmética. Tomemos va-- .

rics nimevos impares arbitrarios, elevémoslos al cuadrado y
restemos €l nimero uno de cada cuadrado. Por ejemplo, 72=1=
aB, 312=1= 120,/ /52-1/4/24; 197~ = 80, 152- 1 = 224 y
ast ‘epcesivamente. Cuando vemcs los nimeros resultantes, ob-
servamos gue tienen una propiedad en comin, cada uno de ellos
es divisible entre 8. Llevando a cabo unas cuantas pruebas
m&s con otros nimeros impares y encontrando siempre que el re
sultaic es divisible entre 8, podria establecerse tentativa--
mente: “El cuadrado de cualquier pniimero impar disminuido en
lumo da uo nimero que es un miltiplo de ocho”.

Como ahora estamos hablando de cualquier nimero impar,
para demostrarlo debemos hallar argumentos que sirvan para to
&0 mmmero impar arbitrario. Para hacerlo, recuérdese primero
gume cualguier nimero impar puede expresarse en la forma 2n-1,
&cnde n es un entero. Entonces, el cuadrado de un nimero
impar disminuido en uno, esta dado por 1la expresién (2n—1)2;4
Quitandc los paréntesis se obtiene

(2n—1)2- 1 =4n%-4n + 1 - 1
= 4n?- 4n

4n(n-1)

Pero en efecto, esta expresidn resultante es un maltiplo de 8
para todo nimero natural n. Porque el factor 4 indica que
el nfmerc 4n(n-1) es un maltiplo de 4; ademd3s como n Yy
n—1 son enteros consecutivos, uno de ellos debe ser par; de
aqui gue sin duda nuestro producto todavia contiene otro fac-
tor 2. Por tanto, el n@mero 4n(n-1) siempre es un maltiplo
de B, gque era lo que debia demostrarse.

A partir de estos ejemplos puede verse que existen dos
formas Fundamentalmente distintas, mediante las cuales adqui-
rimos conocimientos del mundo gue nos rodea, de sus objetos,
fentmencs y leyes naturales:

La primera es aquella en la cual, con base en un gran ni
nero de observaciones y experimentos sobre los objetos y fen§
menos, se descubren las leyes generales. En los ejemplos an-
teriores, a base de observaciones, los hombres descubrieron
la relacidn que existe entre la forma de un cuerpo y su som--
bra; las pruebas efectuadas con los cuadrados de los nfimeros
impares nos condujeron a aseverar cierta propiedad de tales
cuadrados disminuidos en uno. Este método, de sacar conclu--
siones generales a partir de la observacidén de numerosos ca--
sos particulares, se llama Anducedfn (del latin "inductio").
Los casos particulares nos conducen a la idea de que existen
leyes generales.

Un segundo método se usa cuando ya se conocen ciertas le
yes generales, y se aplica este conocimiento a los casos par-
ticulares. Tal método se llama deduccibn (del latin "deduc--
tio").

En el altimo ejemplo, las leyes generales de la aritméti
ca se aplicaron a un caso particular, probando asi cierta
propiedad de los nimeros impares. Este filtimo ejemplo tam- -
bidn nos indica que la induccidn y la deduccidn nunca pueden
estar divorciadas una de otra.

Esta combinacidén de la induccién y la deduccibn es lo
que caracteriza af método cientifd{co. De hecho, en el curso
de toda demostracidn se usan ambos métodos. Cuando se buscan
argumentos para demostrar una proposicidn, se recurre a los
experimentos, las observaciones y los hechos, © también a las
proposiciones va demostradas. Entonces, con base en tales co
nocimientos, sacamos nuestras conclusiones referentes a la ve
racidad o falsedad de la proposicidn en cuestidn.  Por supues
to, los primeros conocimientos matemiaticos y cientificos se
obtuvieron por el método inductivo, a partir de un nimerc muy
grande de observaciones y experimentos. Conforme crecid el
conjunto de conocimientos, se descubrid que podian obtenerse
muchas verdades a partir de otras por medio de la deduccibn
sin recurrir a las observaciones o a los experimentos.

Por ejemplo, ciertas proposiciones aceptadas como verda-
deras sin demostracidn alguna llamadas ax{omas (éel griego




"axios” que signifl de confianza") se utilizan para
demostrar la veracidad de todas las demas proposiciones llama
dos feohemas (del griego "theoreo, que significa pienso o me-
dito). Se empieza cOn un nmero comparativamente pegueno de
axiomas, aceptados-sin demostracién, y a continuacidn, se de-
ducen todas~las’ demés (proposieiones a partir de los axiomas
por mediodel razonamiento @eductivo procurando reducir, has-
ta donde sea posible, el nimero de axiomas.

Resumiendo nuestra exposicidn; podemos dar la respuesta
a jqué es una demostracién? diciendo gue es una cadena de
deducciones a traves de las cuales se deduce la veracidad de
la proposicién gue debe probarse, a partir de axiomas o postu
lados previamente establecidos.

4-2'|| LA |LEY DE TA RAZON SUFICIENTE.

iPon qué son necesarnias Laks demestraciones? La necesi--
dad de la demostracidn €s una consecuencia de una de las le--
yes fundamentales de la 16gica (la ldgica es la ciencia de
las leyes del razonamiento correcto), ta Ley de La nazbn sufl
clente.

Esta ley requiere gue toda aseveracidn que se haga debe
estar bien fundamentada, es decir, debe presentarse junto con
argumentos lo suficientemente fuertes que apoyen Su veracidad
o sea, su concordancia con los hechos y con la realidad. Ta-
les argumentos pueden basarse con referencias a una posible
verificacién a través de la observacidn y experimentos o
bien, en el razonamiento correcto basado en deducciones siste
méticas.

En matematicas, nos interesan principalmente los argumen
tos de este fGiltimo tipo.

Ocasionalmente surge la pregunta de si es necesario dar

una demostracion cuando la proposicidn que debe probarse parect
.

clara v evidente por sl sola. Sobre el partl

lo suficientemente y

La primera es aquella en la cual, con base en un gran ni
sero de observaciones y experimentos sobre los objetos y fend
menos, se descubren las leyes generales. En los ejemplos an-—
teriores, a base de observaciones, los hombres descubrieron
la relacidén que existe entre la forma de un cuerpo y su som--
pra; las pruebas efectuadas con los cuadrados de los nfimeros
impares nos condujeron a aseverar cierta propiedad de tales
cuadrados disminuidos en uno. Este método, de sacar conclu--
siones generales a partir de la observacidén de numerosos ca--
sos particulares, se llama inducedbn (del latin “"inductio").
Los casos particulares nos conducen a la idea de que existen
leyes generales.

Un segundo método se usa cuando ya se conocen ciertas le
yes generales, y se aplica este conocimiento a los casos parj
ticulares. Tal método se 1llama deduccifn (del latin "deduc--
tio").

En el dltimo ejemplo, las leyes generales de la aritméti
ca se aplicaron a un caso particular, probando asi cierta B
propiedad de los nUmeros impares. Este fltimo ejemplo tam- -
bidn nos indica que la induccidn y la deduccidn nunca pueden
estar divorciadas una de otra.

Esta combinacién de la induccidn y la deduccidn es lo
que caracteriza af método cientiffco. De hecho, en el curso
de toda demostracidn se usan ambos métodos. Cuando se buscan
argumentos para demostrar una proposicidn, se recurre a los
experimentos, las observaciones y los hechos, o también a las
proposicicnes ya demostradas. Entonces, con base en tales co
nocimientos, sacamos nuestras conc¢lusiones referentes a la ve
racidad o falsedad de la proposicibn en cuestidn. Por supueg
to, los primeros conocimientos matematicos y cientificos se 5
obtuvieron por el método inductivo, a partir de un nimexro muy
grande de observaciones y experimentos. conforme crecid el
conjunto de conocimientos, se descubrid que podian obtenerse
muchas verdades a partir de otras por medio de la deduccidn
sin recurrir a las observaciones o a los experimentos.

Por ejemplo, ciertas proposiciones aceptadas como verda-
deras sin demostracidén alguna llamadas ax{omas (del griego




"axios" qus se utilizan para

demostrar la veracl las demds proposiciones llama

dos Lecremas (del 0, que significa pienso o me-

I
dito) . Se empieza con un nUmero comparativamente pequefio de

axiomas, aceptados.-sin jemostracidn, vy a continuacidn, se 'de-
ducen todas las d¢ & prepdsiciones a partir de los axiomas
por medio del ra h

deduetivo procurando reducir, has-

ta donde.sea posibie, el numero de. axiomas.

Résumiendo Huestra exposicidn, podemos dar la respuesta
a (qué es una demostracifn? diciendo que es una cadena de
deducciones a travées de 1las cuales se deduce la veracidad de
la proposicidn gque debe probarse, a partir de axiomas o postu
lados previamente establecidos.

3-2 LA LEY DE LA RAZON SUFICIENTE.

jPorn qué son necesarias Las demostrhaciones? La necesi--
dad de la demostracidn es una consecuencia de una de las le—-
yes fundamentales de la 16gica (la ldgica es la ciencia de
las leyes del razonamiento correcto), £a Ley de La nazbn Sufl
cdente.

Esta ley requiere gue toda aseveracidn que se haga debe
estar bien fundamentada, es decir, debe presentarse junto con
argumentos lo suficientemente fuertes que apoyen su veracidad
o sea, su concordancia con los hechos y con la realidad. Ta-
les argumentos pueden basarse con referencias a una posible
verificacidn a través de la observacidn y experimentos o
bien, en el razonamiento correcto basado en deducciones siste
maticas.

En matematicas, nos interesan principalmente los argumen
tos de este iUltimo tipo.

Ocasiocnalmente surge la pregunta de si es necesario dar

una demostracion cuando la proposiciénque debe probarse parece
1
i

lo suficientemente clara y evidente pol sj sola: Sobreel part

cular podemos puntualizar, en una ciencia exacta, por lo gene
ral no se puede confiar en lo gue es obvio, porque el concepj
to de obvio es muy vago; lo que parece obvio a una persona
puede ser bastante dudoso para otra. S0lo es necesario recor
dar la forma tan diferente en que a veces, distintos observa-
dores describen el mismo evento y lo dificil que es determi-
nar la veracidad de la evidencia de testigos oculares.

Por tanto, resumiendo lo gue se ha dicho sobre la necesi
jad de las demostraciones, podemos establecer lo siguiente:

a) En la matematica, sblo se -aceptan sin demostracidn un pe
quefio nimero de proposiciones fundamentales, £04 axiomas,
Las proposiciones restantes, Los Leoremas, se demuestran
a partir de estos axiomas construyendo una serie de de—-
ducciones.

Las demostraciones son necesarias como consecuencia de
una ley fundamental del pensamiento correcto, La Ley de
La hazbn suficdiente, de acuerdo con la cual nuestras ase
veraciones deben tener un fundamento riguroso para que 3
sean verdaderas.

Una demostracidn construida correctamente sélo se apoya
en proposiciones previamente demostradas.y no en lo que
es obvio.

Tambidn es necesaria la demostracidn para establecer la
generalidad de la proposicidn en cuestidn, o sea, Su
aplicabilidad a todos los casos particulares.

Por ultimo, mediante las demostraciones, la matematica
se transforma en un sistema cientifico, en el cual cada
teorema esta vinculado mediante una cadena completa de
deducciones con los teoremas previamente demostrades, y
&stos con teoremas que se han probado alin antes y asi su
cesivamente, y las cadenas de estas deducciones se contz
niian hasta que, finalmente, se llega a las definiciones
y axiomas basicos que constituyen los fundamentos de to-
da la ciencia matematica.




3-3 RAZONAMIENTO CORRECTO.

;C6mo debe construwinse una demosthacibn? Ahora examine-
mos la cuestién de las especificaciones con las que debe cum-
plir una demostracidén para poder decir que es correeta o que
hemos desarrollado un tazonamiento correcto.

Notese primero que toda demostracidn consiste de una se-
rie de deducciones, por tanto; lo correcto o incorrecto de la
demostracidn depende de la veracidad o falsedad de las deduc-
ciones que entran en ella.

Tal y como se vio anteriormente, el razonamiento deducti
vo consiste en la aplicacidn de alguna ley general a un caso
particular dade. Con el objeto de evitar errores en nuestro
razonamiento, necesitamos familiarizarnos con ciertos métodos
gue permiten representar las relaciones existentes entre los
conceptos matematicos.

Nuestra pregunta es ahora, équé requisitos debe satisfa-
cer una demostracidn para que sea vdlida (esto es, para garan
tizar la veracidad de la proposicidn que debe probarse)? Pue
de responderse de la manera siguiente:

a) La demostracion s6lo debe basarse en axiomas © en teore-
mas previamente demostrados.

b) Todas las deducciones, mediante las cuales se establece
la demostracidn, deben llevarse a cabo correctamente.

Siempre debe tenerse en cuenta el propdsito de la demos-
tracidn, que es establecer la veracidad de la proposi- -
cién que debe probarse, y no sustituirla por alguna otra
proposicibn.

En vista de la necesidad de satisfacer estos requisitos;
surge la pregunta de como pueden hallarse las demostraciones
correctas. En primer lugar, cuando se pide demostrar una pro
lposicién, es necesario expresar con precisién la aseveracidn
bisica que debe probarse, a menudo esto no se hace con sufi--
ciente claridad. Después de haber determinado exactamente
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lo gue se desea probar, debemos extraer del enunciado del
teorema dado, las condiciones que se dan y aquellas gue son
esenciales para la demostracibn; a continuacidn, todo esto
se establece en forma simb8lica, bajo los encabezados "Hipd-
tesis®™ y "Conclusidn". Después de escribir esto, se proce-
de a probar el teorema. . En la demostracidn se aplican axio--
@sas o teoremas previamente establecidos y por supuesto, las
relaciones especiales que se "dan" (hipdtesis) en el teorema.
Bhora, hay que hallar una cadena de razonamientos gue conduce
a partir de éstas a la proposicifn que debe probarse. ¢Como
seleccionar, de la gran cantidad de proposiciones existentes,
aguellas que sexviran para probar nuestrc teorema? En este
caso, es mejor partir de la proposicién que debe probarse y
establecer el problema de la siguiente manera: dIDe Qué propo
sicién puede obtenerse por deduccidn la proposicidn que se i
desea probar? Si puede hallarse tal proposicién, y si es una
consecuencia de las condiciones y de los teoremas previamente
probados, entonces nuestro problema estd resuelto. No obstan
te, si no es asi, debemos plantear nuevamente la pregunta pa:
ra otra proposicidn, y asi sucesivamente. En el razonamiento
cientifico, una cadena de razonamientos de este tipo se llama

Para escribir una demostracidn, todos los pasos del ana-
lisis tendran que tomarse en orden inverso. Esta forma de
presentar una demostracidn, que es la usada generalmente en
los libros de texto y en clase, se desarrolla en el orden in-
verso que el andlisis y se llama 4{ntesis. La demostracidn
de un teorema por el método sintético parece mas facil y mas
jatural, pero no debe olvidarse que, en la primera investiga-
zibg para realizar una demostracidn, inevitablemente debemos
pacer uso del analisis.

Por tanto, anilisis y sintesis son dos etapas insepara--
blemente unidas de uno y del mismo proceso, la construccidn
de una demostracidn de un teorema dado, el andlisis es el mé-
todo para buscar los argumentos adecuados; la sintesis es el
método para presentar la demostracion.

Por supuesto, al buscar los argumentos, no siempre se
encuentra de inmediato el camino correcto. En ocasiones, en
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vez de confirmar con el primer enfoque, hay que usar algin
otro razonamiento. Con practica continua se puede d?sarro~—
l1lar la habilidad necesaria y aplicar con éxito el método
del anilisis, para encontrar los argumentos adecuados.

Por Gltimo, consideremos todavia otra distincidn entre
los métodos de demostracidn: demostraciones directas e An-
difiectas. | En una demostracidm directa, se establece la vera
¢idad de la proposicidn gue debe probarse, demostrando que
es una consecuencia de las proposiciones previamente proba--
das.

~
~

En una demostracidn indirecta, se supone que la proposi
cibén que debe probarse es falsa y, a continuac}én,.se prgeba
que esta suposicidn es contradictoria-a la hipdtesis o bien
a alguna proposicién probada con anterioridad. Por esta ra-
zén,.a la demostracidn indirecta también se le da el nomb%?
de demostracidn por contradiccién o bien, el de demostracion
por reduccibn al absurdo.

Frecuentemente se aplica este tipo de demostracidn
cuando, en la bisqueda de los argumentos, se observa que una
demostracién directa sera dificil o incluso imposible de haT
llar. En tales casos, se supone que es verdadera la proposi
cidn contraria a la que debe probarse y, entonces, se inten-
ta hallar una cadena de razonamientos que conduzca a una con

clusidn que contradiga a alguna proposicidn previamente es-
tablecida.

B
3-4 BASES PARA LA SELECCION DE AXIOMAS.

J0ué proposiciones se aceptan sin demostracibn? A pri-
mera vista, esta pregunta parece muy sencilla. El alumno di
rd que se-aceptan como axiomas aguellas proposiciones, cuya
veracidad ha sido ampliamente verificada y que no dan lugar
a duda. Sin embargo, cuando se intenta seleccionar tales
proposiciones en la practica, encontramos gue no es tag §en—
cillo como parece. Gran numero de proposiciones matematicas
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se han sometido tantas veces a la verificacidn practica, que
casi nadie duda de su veracidad. Pero esto no significa que
debemos considerar todas esas proposiciones como axiomas.
lPor qué no aceptar todas esas proposiciones como axiomas?
¢En esa forma, no se simplificaria mucho la exposicidn de la
matematica, considerando como superfluas a muchas demostra--
ciones?

De hecho, la matemdtica no se ha desarrollado de acuer-
do con estos lineamientos. Por el contrario, los matemati-—-
cos han buscado la manera de reducir la lista de axiomas has
ta el menor nimero posible y obtener todos los demAs conoci-
mientos matematicos por el razonamiento deduectivo, partiendo
de este nlmero pequefio de verdades fundamentales. d{Por qué
seleccionaron este camino aparentemente mas dificil y compli
cado para construir un sistema de conocimientos matemiticos?
Las razones para realizar ese esfuerzo fueron varias. En
primer lugar, cuando se reduce el nimero de axiomas, cada
axioma particular adquiere mayor significado, porque estos
axiomas contienen en si mismos, por decirlo asi, toda la ma-
tematica ‘futura que va a deducirse a partir de ellos. Por
tanto, mientras menor sea el numero de axiomas, mas importan

tes, profundas y de mayor alcance son las propiedades que re
vela cada axioma.

Otra razdn para esforzarse en limitar el nfmero de axio
mas, que mientras menor sea el niimero de axiomas, mas facil
es investigar la validez de cada uno y de todos los axiomas
combinados. Asi nos enfrentamos con el problema de selec--
cionar el menor niimero posible de las proposiciones mas b&si
cas, generales e importantes de la matematica que deben ser
aceptadas como axiomas. <¢COmo hacer esta seleccibn?

En primer lugar, debemos tener presente que los axiomas
no pueden seleccionarse al azar, uno despué&s del otro, ya
que, deben tener ciertas relaciones entre si. Entonces, en
la matematica no se estudian axiomas aislados sino un siste-
ma completo de axiomas, ya que sd0lo un sistema considerado
como un todo, puede representar correctamente las propieda--
des y las interrelaciones que existen en las matematicas.
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Con el objeto de aclar avic j
jeto de aclarar todavia mejor el significado de

Es mas, al seleccionar un sistema de axiomas, se debe 3 o
2s condlciones de completo

tener cuidado de no incluir un par de proposiciones que se
contradigan entre s{, ya gque no pueden ser las dos verdade-- el : SR
ras. Ademas, 108 axiomas no sdlo deben ser compatibles en-- el proporciona una analogia bastante buena para ellas.
tre si, sino que, entre las proposiciones deducidas a partir
de los axiomas no debe haber dos cualesquiera que se contra-
digan. Este requisito fundamental se llama condicifn de con
sistencia.

independencia y consisten—-

in

sl ctel o 3 10 =3 > i i
sistema de axiomas, daremos el siguiente ejemplo
) r

emos un sistema de ecuaciones de primer grado en

e, Consideremos cada una de las incdgnitas del
o vl “concepto" sujeto a definicidn y cada ecua- -
f;%f ??mo c%erto tipo de axioma que permite determinar las re
AddmAs.de T il e también debe tenerse culdado ds ;Z;;:;gs existentes entre estos conceptos. Asi, tenemos el .
ao incluir en nuestro sistema de axiomas, proposicidn alguna i :

que pueda deducirse de otros axiomas. Este requisito es ob- ¢ ; 7 -
vio, en virtud de que se desea reducir al minimo nuestro sis
tema, es decir, procurar que contenga el menor numero posi--
ple de proposiciones no demostradas. Si una proposicidn da-
da puede probarse a partir de otros axiomas, entonces no es Nt
un axioma sino un teorema, y no existe razdén alguna para in- sor culbel ntmer S incfcéfg ?L namero de ecuacionés es me--
cluirlo en el sistema de axiomas. El requisito de que qig—— condidil de Coﬁpieto ncognitas. El sistema no satisface la
glin axioma sea deducible de otros axiomas se llama condicibn "N

de independencia.

mitas.

>g
=
O

3
6

las incognitas x, y z de este siste--

o = ) 8 .
tratemos de remediar esta deficiencia, agregando-

< i ; una ecuaciodn:
Sin embargo, al tratar de hacer minimo el sistema de e

axiomas, no debemos llegar a extremos y omitir en &1 algunas
proposiciones que sean necesarias para deducir alguno de los
teoremas de las matematicas. Esto nos conduce a la tercera X +y + 4z &=
condicién que debe satisfacer un sistema de axiomas, £a con-
dicibn de completo. Esta condicidn puede expresarse de mane
ra més precisa como sigue: Si el sistema de axiomas esta iE
completo, entonces, siempre es posible construir una nueva
proposicién (por supuesto, una proposicifn que use los mis——
mps conceptos fundamentales que los axiomas) que no es dedu-
cible a partir de los axiomas y que tampoco los contradiga.
si, por otra parte, el sistema de axiomas esta completo, en-
tonces cualguier nueva proposicibén que se agregue al sistema
matematico y que use los mismos conceptos de los gue tratan
los axiomas, esS una consecuencia de estos axiomas, O bien,
los contradice.

2x -y - 2z

6
3x +3y +12z =18

cuidadosamente el nuevo sistema, se encuentra que
. T i R
introduccidn de la nueva ecuacidn no ha mejorado la si
ecuacidn se deduce directamente de
o i n L
multiplicada por tres) y no se proporciona una nueva
Ahora, el sistema viola la condicidn de independen

Cambiemos ahora la tercera ecuacidn y examinemos el sis-
tema siguiente:

2x - y - 2z
Xx +y + 4z
3x +3y +12z




Pero nuevamente este sistema es inGtil para la determinacidn
de las incdgnitas. Porque dividiendo ambos miembros de la

Gltima ecuacidn por 3, se obtiene la ecuacidn,
x vy + 4z =5
mientras que la segunda ecuacidn nos da
x+y + 4z =6

éCuil de estas ecuaciones se debe creexr? Es evidente que es-—
te es un caso de sistema,inconsistente, cuyas incognitas tam-
poco se pueden determinar.

si finalmente examinamos el sistema,

2x ~ y ~- 22
x +y + 4z 6
2x 4+ y + 5z 8

es facil ver que el sistema tiene una solucidn Gnica, (x=5,
y= 13, z= =3); o sea es consistente, independiente y comple--
to.

Si a este sistema se agrega una cuarta ecuacidn en X, Y
y zZ, €S una combinacidn de las tres ecuaciones dadas o bien,
las contradice. De estas consideraciones, se ve que la selec
cidn de los axiomas que van a usarse como el fundamento de
las matematicas estd muy lejos de ser arbitraria y esta suje-
ta a requisitos muy rigidos. El trabajo de determinar un sis
tema aceptable de’ axiomas se empezd a fines del siglo pasado,
y aunque los eruditos han realizado muchos progresos en esta
direccidbn, la tarea atin en la actualidad, no puede considerar
se terminada. En particular, al someter un sistema de axio--
mas existente a un nuevo examen sistematico, en ocasiones los
matematicos descubren que el sistema contiene axiomas super—-
fluos, es decir, "dependientes" que pueden deducirse de otros
Todas estas investigaciones

mis sencillos o mas generales.
8s para el matemdtico porque su propdsito es
averiguar cudles son las propiedades mas generales, basicas e

son de gran intere

importantes de esta ciencia.
que se ha dicho.

Hagamos ahora un resumen de 1o

RESUMEN.

a) Se ha senalado gue nuestros primeros conocimientos se ob
tuvieron por medio de la induccidn, es dcciy, dc 1as ob-
servaciones y los experimentos.

Se han enunciado las propiedades basicas y m@s generales

. . . ~
de un sistema de proposiciones fundamentales llamadas
axiomas.

Un sistema de axiomas correctamente construido debe sa--
tisfacer las condiciones de completo, independencia y con
sistencia.

Aparte de los axiomas, todas las demas proposiciones
(los teoremas) se obtienen mediante cadenas de deduccio~
nes, es decir, por medio del razonamiento deductivo, par
tiendo de los axiomas y teoremas probados previamente. N
Tales cadenas de deducciones se llaman demostraciones.

Para gue una demostracidn sea correcta, debe basarse en-
razonamiento correcto. El éxito en hacer demostraciones
correctas depende de 1) un enunciado preciso y correcto
de la proposicidon que debe probarse. 2) La seleccidn de
argumentos necesarios y validos. 3) Una observancia es-
tricta de las reglas de la 1dgica en el curso de la de——
mostracidn.

3-5 ' CONSECUENCIAS.

Los axiomas que enlistamos en la unidad anterior pueden
ser considerados en conjunto, puesto que se refieren a los mé
todos para combinar los numeros realesmediante las operacio--
nes basicas. Son tan simples que el estudiante los ha utili-
zado siempre, probablemente, sin darse cuenta exactamente qué
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propiedades estaba empleando. No obstante, ellos son basicos,
puesto que hay ciertos teoremas que se infieren directamente,
‘Los teoremas representan propiedades basieas del conjunto de

niimeros reales y se aplicardn en los prdximos capitulos.

En las demostraciones convendremos en:

Si una proposicidén demostrada, sea por el maestro o por
los estudiantes, es de aquella que usaremos a menudo pa-
ra estructurar nuestro sistema deductivo la llamaremos
teorema. De otro modo lo llamaremos ejemplo. Hablando
estrictamente, todos son teoremas, pero usaremos esta
terminologfa para que el estudiante sepa cudles debe re-
cordar.

Para abreviar, haremos referencia a los axiomas indican-
do los niimeros que les fueron asignados en la unidad an-
terior.

Salvo que se indigue lo contrario, todas las variables
representan niimeros reales.

Ahi donde falten referencias, el estudiante deberd justi
ficarlo. En los teoremas que se enuncian sin demostracidn,
se deja al estudiante que los demuestre. LOs ejemplos y teo
remas que a continuacidn se exponen, proporcionardn una mejor

» o - . .
comprensidén de ellos y haran notar donde son utilizados en
nuestra aritmética ordinaria y dlgebra elemental.

El inverso aditivo del inverso aditivo de
-(-a) = a.

Teornema 14.
a s a, es decir

Demostrhacion:

Hipbtesis: a + (-a) =0

Conclusidn: -(-a)=a

(-a) + [-(-a)]
a + (-a)

(-a) + a

Estas ecuaciones revelan que
aditivos de (-a), concluimos:

~-(~a) son ambas inversos

-(-a) = T-4

El estudiante puede establecer los teoremas enunciados
como parte de la demostracidn.

Teorema 15. Ley de la cancelacidén de la suma.

a+b c +b

entonces, a C

Demos thacién: HipOtesis:

Conclusidn:

1. a+b = c+b Dado

Propiedad 5

Axioma 3

Axioma 6, en ambos lados

de la igualdad.

(a+b) + (-b) = (c+b)+(-b)
a +[b+(-b)] = ¢ +[b+(-b)]

a +0 = ¢+0

Axioma 5, en ambos lados

Por tanto, a=c 3
de la igualdad.

Teonema 16. Ley de la cancelacion de la multiplicacidn.

b # 0, a.b c..b

entonces, a C




Teonema 17. Para cualquier a€eR, 0O.a
Teornema 19. Si a,beR, entonces, (-a)b = —(ab).

Demos thacibn: Hipdtesis: Demos thacibn:

s HipOtesis: a,beR
Conclusion:

Conclusidn: (-a)b y -(ab) son ambos
inversos aditivos de ab

Dato

(-a)bER

(-a)b = (-a)b
ab+(-a)b= ab+(-a)b

a.o Prop. 6

a.0+0 Axioma

5
a.0+ {a.0 + [-(a.0)]} Axioma 6
[(@a.0)+(a.0)]+ [- (a.O\)] Axioma 3
a(0+0) + [}(a.O)] Axioma 4
5
6

ba + b(-a)
b(a+(-a))
b.0O

0

a.0o + [—(a.O)] Axioma
0 Axioma

El producto de cualquier numero real por s Por tanto, (-a)b es inverso aditivo de ahb pero - (ab)

%ﬁﬁ?ién es inverso aditive de ab. Por tanto, (-a)b= -(ab).
Teorema 18. Si” a,bER y- - ab = 0. entonces a=0 o . !

bien, = b=0. Conolarnios: (-a)b = a(-b) v <1)bEE b

Demos thaeibn: Hipbtesis: Teornema 20. Para cualquier a,b€R
Conclusion: » R =ByF="5b

I ab=0 a0 gedo Teorema 21. si a, b # 0, a=b, entonces, 1/a = 1/b.
1/a (ab)= 1/a .(0) Prop. 6 .
(1/a . a)b=1/a . 0 Axioma 3 i Teonema 22. Si a=b, entonces -a = -b.

1.b 1/a .0 Axioma 6
Teonema 23. Para cualgquier a,b€ER
1.b 0 Teorema 17
-(a+b) = -(a) + (-b)
. b=0 Axioma 5

En nuestro desarrollo de los numeros reales hemos supues
De la misma manera se puede demostrar gue si, ab=0 y b#0, to sbélo dos operaciones que. son suma (+) y producto (x & .).

entonces a=0. Los axiomas sblo dan las propiedades de la suma y de la multi
plicacidn. A través del axioma 6, sblo conocemos una propie-
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dad de (-a): que es el numero gue al sumarse a (a) da O,
por lo que hasta ahora visto sabemos que si 2€R, tiene un in- ma y esto es necesario si deseamos aplicar los axiomas y teo
remas previos. =

verso aditivo -2€R, y que 2 + (-2) = O.
Hemos demostrado' también teoremas concernientes a la su- Las demostraciones de los siguiente teoremas se dejan al

ma y a da multiplicacidn. Por tanto, es evidente la ventaja estudiante.

de ‘Aefinir cualquier otra operacién en términos de ellas.

Con ‘esto en mente, introduzcamos un nuevo método de asociar

los elementos de un par ordenado (a,b), con algn numero real

1 S = 8 A2 \ s e
Y.%UGQQ -nyebtlguemos la asociacion/para ver sl €S una opera Teonema 26. “asb) = ~a 49b.
cion binaria sobre, R.

Teorema 25. Si a €ER, entonces a-0 = a.

Defindicibn de nesta: La resta es el proceso que asocia
un nimero real ¢ con un par orde-
nado de nimeros reales (a,b) tal
que a-b = c, o bien a= bte,
donde a-b. se llama’ la d(ﬂe on= Taduoma 29. 3 b oy
e | [ de /[ Ay b.

Teorema 27. a —(b+c)‘ (a-b)

Teonema 28§. a +(b-c) (a+b)

Teonema 30. Si a=b, entonces, a-c = b-c

EJEMPLOS.
Teorema 31. a(b-c) = ab-ac.
5, wpuesto que 2 + 5/=

\/- /_- 0, puesto que\/‘ \/— Demosthacidn: Hipotesis: a,b,c€R
Conclusion: a(b-c¢) = ab-ac
Cada ntmero real tiene exactamente un inverso aditivo.
Sin embargo, cada par de numeros tiene una suma tnica. Por b a[b +(-c)] 3 oo 2o BRI n R o
ello, para cada par de numeros reales a,b existe a + (-b) ¥y
es unico. . Pero - notemos gue b + a + (-b) = a. Por ‘tanto, por ab + a(-c)
definicidn de restatenemos la siguiente igualdad: i+ No)a

Axioma 4
Axioma 2

a+ (-b) = a->b

ab - ca Por definicidn de resta

Esto nos conduce al siguiente teorema:

2
3
ab +E—(ca)_-] 4. Teorema 19
5
6

ab - ac Axioma 2

P e 7 ORFN : 53— c : A Ll s ¥
Teonema 24 [(resfa). Para cualquier a,be R, a-b es el Definamos ahora la division de una manera similar a la
nimero real unico a + (=b). que usamos para definir la resta.

Este es un teorema muy Gtil y poderoso. Usarlo nos per= Deginicibn de divisibn: La divisidon es el proceso que
mite realizar la operacidn de resta convirtiéndola en una su- asocia un ntmero real C con un
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par ordenado de numeros reales
(a,b) tales que, a*b = a/b = c,
entonces b.c = a.

EJEMPLOS .

10 = 2 S5, va gue 5 .2

4 + 2 2, 'ya gque 2. 2

Sabemos que la finica excepcibn de la divisidn es b # 0.
De tal manera que:

Teonema 32 (divisifn). Para cualquier a,b° R, con b # 0,

Esto contradice la hipdtesis de que a # 0. Luego
# 0 y, por tanto, debe tener un inverso multiplicativo
tal que (a/b) (b/a) = 1.  Esto implica que

a/b

b/a,

5. (a. 1/b) (b/a) = 1 5. ! Definicion de divisiodn.
6. (1/a . b)[(a. 1/b) (b/a)]= 6.
=T /a Bb) 1
[(a. 1/a) (b. 1/D)] (b/a)= 7.

1 /-~ 3}
LA ey &

b/a =

Propiedad 6

Axiomas 2, 3 y 5

b/a 8. Axioma|5,6 y por definicion
de division.

Por tanto, a/b tiene un unico inverso multiplicativo.

a/b es el numero real tnico

= a

a
b

El simbolo a/b se lee ef cocfente de a dividido
el denominador de la 'fraccidn.

a es el numerador y - b

a(1/b).

por b;
Tam— =

bién se les llama dividendo y divisor respectivamente.

Nuevamente, recordamos el paralelismo entre la resta y

la divisién. Para restarb de

aditivo de b.
inverso multiplicativo de b.

Teorema 33,

‘'donde a,b # 0.

Demostrhacibn:

Hipotesis:
Conclusidn:

a/b # 0
a#0
a/b = 0,

entonces a=0

entonces b.0O=a

Para dividir a entre

El <inverso multiplicativo.de

@ se suma a @ el inverso
b se multiplica por el

a/b es. b/a,,

a#0, b#0 vy a/b # 0O
b/a es inverso multiplicati-
vo unico

Dado

Dado

Por definicidn,divisidn.

Teorema 17 v propiedad 2

Teorema 34. 1/a 1/b = 1/ab,

Demostrhacion: a#0

1/a

Hipotesis:
Conclusidn:

(ab) (1/ab) = 1 I

(1/a . 1/b) [ab. (1/ab)]= 2
(1/a . 1/b).1

[(a. 1/a)(b.1/b)]. 1/ab =
= dy/arswl/b

1/ab = 1/a 1/b

a.c
b.d

Teonema 35. 2 . S =
eone I

Demos thacibn: Hipbtesis:

Conclusion:

a/b.c/d (a-1/ble.1/4d) 1.
(a.c) (1/b.1/4d) 2=
(a.c) (1/bd) 30

a.c/b.d 4.

b#0

donde a,b # O.

y b# 0 y ab# O
1/b = 1/ab

Axioma 6

Propiedad 6

Axiomas 2, 3

Axioma 5 y-©6

donde b,d # O

y d#0

e/d = ac/bd




ac

NPT br ’
Teorema 3. e b‘l c, #0

Demostrhacibn: Hipbtesis: b#0 y c # 0

Conclusidn:
1 ac/bc = ac. (1/bc) 1
2. = ac (1/b.1/c) 2
3. = (a.1/b) (c.1/c) e
4 = a/b 4

= 2%  donde b # 0

' &
Teonem 37. 5 =

+

¢ + t
Teonema 38. adphe

+

, donde b, 4 # 0

o o

|
#

Teonema 39. = %-, donde b # 0

i
Lo

a-c

Teorema 4( - = 1= donde b # O

o'

- gy donde b, ¢, d # 0

Teornema 41. %

o' |

ZReconoce el estudiante estos UGltimos teoremas como re-
glas que ha estado usando en Aritmética y Algebra? El teore-
ma\36 se usa cuando se reduce una fraccidn a términos mds sim
ples o se eleva a términos mayores; los teoremas 34 y.35 _sel=
usan para multiplicar fracciones; etc.

Ademis de estudiar todos los teoremas demostrados, el es

tudiante deberia resolver problemas con respecto a los teore-
mas; en esta forma, quedardn claras la mayor parte de las --

ideas bdsicas del Algebra y se pondradn de manifiesto las razo

nes 18gicas que hay tras de estas ideas.

Ahora si, estamos en condicidn de que el estudiante ini-

cie las operaciones con expresiones algebraicas, donde supone

mos que todas las variables que intervienen son nameros rea-
les, a menos que consignemos las restricciones especificamen-
e

Esperamos gue el estudiante haya vislumbrado
la importancia del estudio de los axiomas y teoremas, puesto
que seran de gran utilidad en la resolucidn de problemas y en
la comprension de material posterior.

3-6 APLICACIONES DE LOS AXIOMAS DE CAMPO DE LOS NOMEROS
REALES.

EJEMPLO 1.
Despejar "a" de la ecuacidon: 2a + 1 = 5, ateR dando las
justificaciones necesarias en cada paso:
2a + 1 5 dato
propiedad aditiva
ley conmutativa

elemento inverso aditivo

2a

S

elemento identidad suma y hecho
conocido

1
7 (2a) propiedad multiplicativa

() (2) (a)

1
3 ley asociativa

1. a elemento inverso multiplicativo

NN = N -

a

hecho conocido| y @ elcmento de

identidad mult.

EJEMPLO 2.

Despejar "a" de la ecuacidn: 2?5_ 2

3a - 2
5
3a-2
Si= SR
( 5 )

dato

prop. multiplicativa




-5a
=5a/ +

3a -

3a
3a
3a
3a
3a
3a
5a

a(3-5)

a(=2)

1
a(—2)(-5)

5 (a+2)

5(a+2)

5(a+2)

5a + 5(2)

5a + 10

~

5a + 10 + 2
5a + 12

5a + 12

-5a +5a +12
5a -5a + 12
0O+ 12

12+ 0

12

12

= 12
= 12

1
12 (da)

1
12(—5)

1
12(—5)

-6

ley asociativa

elemento inverso multiplicati
vo

elemento de identidad de la
multiplicacidn

ley distributiva
hecho conocido

propiedad aditiva

elem. inverso aditivo y hecho
conocido

elem. identidad suma
propiedad aditiva

ley conmutativa

elemento inverso aditivo
ley conmutativa

elem. identidad suma

ley conmutativa

ley distributiva

hecho conocido

propiedad multiplicativa

elemento inverso multiplicati
vo

elem. identidad multiplica- -
cidn

hecho conocido

: A continuacidn, el alumno tratara de resolver los si-
guientes ejemplos dando la justificacidn necesaria en cada

paso (utilice los axiomas de campo y las propiedades de la
igualdad) .

EJEMPLO 3.

Despejar | m de la formula,

o

EJEMPLO 4.

Despejar "a" de la ecuacidn,

2a - 1

5a




AUTOEVALUACION 4.

Despejar la variabl

e indicada en cada problema dando la

justificaci6n necesaria en.cada paso.

Despejar t de la

Despejar c de la

Despejar c de la
Despejar de la
Despeja de la

Despejar de la

Despejar de la

formula
ecuacidn
L
ecuacidn
férmula
férmula

formula

ecuacidn

a/t.
b

=

Despejar de la ecuacidn 3y + 7 = 5.

Despejar de la ecuacidn

3x = 15 + 2x

RESPUESTAS A LAS AUTOEVALUACIONES

AUTOEVALUACION 1.

1.
o

{2,5,17,37}

¢
¢

Infinito.
Infinito.
Infinito.
Finito.
Infinito.
Finito.
Infinito.
Finito.
Infinito.
Finito.
Finito.
Falso.
Verdadero
Verdadero.

AUTOEVALUACION 2.

5.~
50 =
T -
12.-
13.-
fq_-'
15. -

12
Verdadero.
Falso.
Verdadero.
Falso.
Falso.
N: 2
: -4,0,2
: —-4,0,-1/3, 3/8,2
Jgr"

todos

DE LA LECCION 2.

Falso.
Verdadero.
Verdadero.
Faleo
Falso.
Verdadero.
Vordadera.
.875
.006
<6665 e
26363 7.
0.144
1.02
4/9
70/99
601/495

Propiedad
Propiedad
Propiedad
Propiedad
Propiedad
1. Dado.

2. Axioma 1.
3. Propiedad 1.
4

Propiedad 4

1. Dado.
2. Axioma 1.

3. Propiedad 1.

Despejar de la fdrmula C= 27Tr. 4. Propiedad 4.
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Axioma
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Baldor, A.
Algebra.
EDIME Organizacidn Grafica.

y d =
suma y multiplicacibn.
suma y multiplicacidn,

La suma y multiplicacidn.

Axioma

Axioma

Axioma

Axioma

Axioma

Axioma

Axioma

Axioma 2.

Propiedad

Propiedad

Axioma
. Axioma
Axioma
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2=
B
4.
5

6.
754
8

9.
0.
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