6.—-V
Fiil) A 2] c) {2

8.- Cualquier nimero para a) ,b)
y ©)

9.- a6y, b g, < {6}

10-<1a) o561 7},
le) {6,8,10...}

Falso.
7.— Verdadero.
8.~ Verdadezo.
*9..— {zlx=3, xen}

10— § xi—4<x <1, x € z}

1m-{ x|x2-2, xeR}
12~ g x]-i< x< 6, x€Z}
13- 1) {xlx=6, xe K}
2 {x|x <5, xex}
3) {xlzx<8, x ex}
o {x|jx#4, xex}

ler. SEMESTRE. ALGEBRA 1. UNIDAD v,

EL SISTEMA DE LOS NOMEROS REALES.

INTRODUCCION.

Hemos analizado en forma mds bien breve diversos conjun-
tos de nimeros. Nuestra intencidn en la presente unidad es
presentar el sistema de los niimeros reales como un sistema
16gico deductivo, esto es, dar algunas ideas no solo de la
naturaleza de los nimeros mismos sino que también de las ope-
raciones con estos nimeros y de las propiedades que ellas po-
seen. Como en todo sistema deductivo, enunciaremos nuestros
postulados y definiciones y bosquejaremos demostraciones para
los teoremas mds importantes, dejando otras como ejercicios
al estudiante.

Si recordamos los métodos de demostracion de la Geome- -
tria de la escuela secundaria, un hecho resalta, cada demos--
tracidn incluye una hipdtesis y una conclusidn, siguiendo és-
ta de la hipétesis mediante un proceso de razonamiento l6gica
Para convencernos de la verdad de nuestra conclusién debemos
suponer que la hipdtesis es verdadera o bien, haber demostra-
do ésta previamente. Esta hipdtesis, a su vez, debe haberse
establecido a partir de hechos comprobados con anterioridad.
Este eslabonamiento no puede continuarse indefinidamente y de
be haber un punto de partida. Es en este punto en que, en un
sistema deductivo, nosotros decimos: "Suponemos que ciertos
hechos son verdaderos". Este comienzo debe consistir de una
cierta cantidad de palabras no definidas y de un conjunto de
proposiciones no demostradas. En sequida, a medida que pasa-
mos de una proposicidn a otra, seguimos reglas bien precisas.
Estas leyes bdsicas de razonamiento, utilizadas intuitivamen-
te por todos nosotros, rara vez se enuncian. Una de estas le
yes expresa que toda proposicidn es, o bien verdadera, o bien
falsa.




En las secciones 2-8 y 2-9 se da el listado de los otros
axiomas de los nimeros reales considerados como los axio
mas de campo y de orden. Copia los axiomas en tu cuader
no, tratando de explicar con tus propias palabras lo que

significa cada uno Yy tratando de recordarlos por 10s nu-
meros, ya que mas adelante 1os usaremos en las demostra-

ciones de teoremas, indicando nada mas su ndmero (Cap-3).

Te recomendamos que: 1) copies en tu cuaderno todas las
definiciones y - 2) enlistes las propiedades de igualdad
y de campo de los nimeros reales.

Las autoevaluaciones que se incluyen en el material de
estudio se componen de dos partes. La primera parte
consta de preguntas acerca del material expuesto, con el
fin de que el estudiante recuerde lo mas importante y
que comprenda mejor lo que estudid. La sequnda parte lo
componen problemas donde el alumno debe ser capaz de
aplicar los conocimientos adquiridos.

E1 ritmo de trabajo para esta unidad es el <iguiente:

ler. dia - Estudiar las secciones 2-4 y 2-5, copiar las

definiciones y propiedades de igualdad y con-
testar la Autoevaluacion 1.

Estudiar 1as secciones 2-6 y 2-7, copiar pro-
posiciones y contestar la Autoevaluacion 2.

Estudiar las secciones 2-8 y 2-9 enlistando
los axiomas de campo y de orden y resolver
las autoevaluaciones 3 y 4.

- Repaso.

Como practica de esta unidad resuelve el Laboratorio
asignado por tu maestro asesor.

XXVITI

-4 LOS EOMEROS REALES; UN SISTEMA DEDUCTIVO.

E1 conjunto de los nimeros reales(R) es la coleccidn de
sfmercos gue S ha utilizado duramte muchos afios. Cuando era
mifo, primero espezd a contar, y asi se familiarizd con los
sémevos naturales (8) {1, 2, 3...} . Asi mismo aprendid a -
sumar y mmltiplicar pares de nimeros naturales.

Loego, al trabajar con la suma de pares de nimeros natu-
rales, digamos 3 y #, se descubrid que no siempre era posible
encontrar en los ngmeros naturales un nimero —que al ser su-
mado 2 m diese el nimero M. Por ejemplo, no hay nimero natu
ral gue sumado a 4 de como suma 4. Por esta razbén se definid
&l mémero cero, que se denota por 0, como el namero con la -
propiedad de gue m + 0 = m, en donde M es cualquier nimero na
taral. A este mmevo conjunto de nimeros se le 1lamd el con—-
junto de los nimeros cardinales (), de tal manera gque, K =

{o} 1] { 1, 2, 3..- } (enteros no negativos)

Postericrmente para cada nimmero natural RN, se inventd un

mamero —R, llamado el inverso aditivo de R, con la propiedad

gque m + (-n) = 0. Estos nimeros, junto con los elementos
de X, formaron el conjunto de los nimeros enteros (Z).

G52 a0, 1,2 3.00)




En base a este nuevo conjunto, a los elementos de N, ta
bién se les llama enteros positivos. De igual manera, otxp
nombre para el inverso aditivo de un nimero natural es entery
negativo.

Los mas importantes subconjuntos de R aparecen abajo.

=15 D, 3 (conjunto de los niimeros naturales o cor
junto de los enteros positivos).

~

{o, 1, 2, 3...} (conjunto de los numeros cardinales o col

junto de los enteros no negativos).

efi te s e s a0 e oD R ) {(conjunto de los ent
ros) .

Bl; 2, 3, -~} (conjunto de los enteros negativos).
{0, -1, -2, -3...} (cenjunto de los enteros no positivos|

{|x= 2m, mezZ} (conjunto de los enteros pares).

{x[x= 2m+1, meZ} (conjunto de los enteros impares).

La ventaja de usar este conjunto de nimeros y no limit:
nos a K, es que resulta factible la resta de cualquier nimers
entero de otro entero. Con solo nimeros positivos, escogido
convenientemente, tal que 3-5, la sustraccibn no tendria sen
tido.

Mas tarde se observd que se habia definido una operacidl
inversa de la suma, pero no habfa ninguna para la multiplica
cidén. Sin embargo, habfa necesidad de que en una operacidn
sobre los enteros m y n resultase un niimero ¢ que al multi-
plicarse por n se obtuviera el producto M.

m

T

Divisidn: m

14:2 = 7 ya que 2.7 = 14; 20: (-4) = -5, puesto gue (=4) . (=5)=

20. Pero esta operacidn no se podia aplicar a cualquier par d
enteros. Por ejemplo, no habia solucidn para 3:12 6 15:4. Para
solucionar esto se definid el conjunto de los niimeros raciona

les (Q). Se llamd niimeros racionales a la coleccidn completa
que comprende los niimeros enteros positivos y negativos, el -

cero vy las fracciones pesitivas y negativas.

o={ = | abez; b0l

Por supuesto, se deseaba entonces que los axiomas acepta
dos para los enteros se aplicasen a los elementos del conjun-
to aumentado Q. Consecuentemente, se demostraron teoremas -
necesarios gue permitiesen, por una parte, encontrar otros ni
mercs racionales equivalentes v que sirviesen para resolver =
ecuaciones cuyos conjuntos solucién fuesen subconjuntos de Q.

Con frecuencia resultaba conveniente usar fracciones deci
males para representar nGmeros racionales y se demostrd que -
cada nimero racional se podia escribir como un entero, o de-
cimal periddico FitEimaEos Por ejempio:

=3 e S Sa e §'= 0.7500 - --

Reciprocamente, cada decimal periédi%? infinito
se pcdia escribir como un nGmero racional = donde a, b € 2
b - £ oL
i Por @ltimo se descubriercon niamero tales que, no eran en
‘teros, ni decimales periddicas infinitas, ni se podian
lexpresar como a/b. Consideremos la expresion 0.12345678...
‘en donde los tres puntos suspensivos indican que sigue colo-
lcando los niimeros digitos en las posiciones decimales, a 1la
lderecha del nimero previo. Este seguramente nunca sera pe-
lriddico. Otro ejemplo es 0.5050050005..., en donde después
ide cada 5 sucesivo, se tiene un 0 mds que el grupo anterior
EHEESE




También se demostrd que no hay solucibn en Q para la - Nos encontramos ahora en situacidn de presentar un conjun
ecuacidén x> = 2. Un nGmero tal x, no era un entero y, ade- to de axiomas que en ningln caso son Gnicos pero que definen o
mas, no se podia representar como un decimal periddico caracterizan el conjunto de los niimeros reales. Al considerar

. infinito. Sin embargo, se podia encontrar aproximaciones estos axiomas quedard claro que muchos de ellos son verifica-
decimales a los niimeros racionales, por ejemplo una aproxima dos en forma individual por otros sistemas, haciéndose con es
cidén de x,-seria. : ta advertencia afin mis claro su significado.

@41 1.9881

(1.414)° 1.999396 AUTCEVALUACION 1.

(1.4142)% = 1.9996064

(1.4142135)% = 1. 99999982358225 Dado el conjunto P = {2,5,10,17,26,37,65,82}

Esto condujo a aceptar que x, tal que x? = 2, se podia iCuil es el subconjunte formado por nlmeros primos?

definir mediante el numeral 1.4142135... (en donde los puntos

suspensivos indican que el 5 estd seguido por un nimero ilimi : us sunconjunto formado por 1los niimeros divisi-

tado de digitos). Se sabia que X no era un nimero racional,

por tanto, no podia existir un conjunto de digitos repetido.

Tal expresién guizid se haya denominado nGmero decimal infini- 2 , -1 subconiunto formado por los nimeros cuadra-

to no periddico. Se reconocia que habia un nimero infinito de

ellos y a su conjunto se le llamd conjunto de los nlmeros -

irracionales (S). Desafortunadamente, no estamos capacitados iCuiles de los siguientes conjuntos son infinitos y cui-
para definir un nGmero irracional en término de los niimeros les finitos?

racionales y usando solc el lenguaje matemdtico que existe - .

actualmente. Los términos decimal infinito no peribdico y nd Todos los niimeros naturales que son miltiplos de 6.

mero {rnacional deben aceptarse como no definidos. Lo que -
hemos hecho es describir ciertas caracteristicas de S y de Todos los nfimeros naturales que no son miltiplos de 6.
sus elementos para ayudar a aclarar la definicidn de nimeros
irracionales. {x|x es un nfimero natural par}

Obsérvese que los conjuntos Q y S son ajenos. Si for {xlx es cualquiera del primer millén de niimeros natura-
mamos la unidén de Q U S, obtenemos un conjunto que llamare- les}
mos de numeros reales (R). De tal modo que, a través de lo - :
anterior, podemos crear la definicidn siguiente: ; {xix ) ¥ estéa entre

Definicibn de nimernos heafes: La unidn del conjunto de {x|x x estd entre
todos los niimeros raciona
les y el conjunto de to- {xlx : X - esta entre
dos los numeros irraciona
les. 3 Todos los niimeros naturales que son miltiplos de 6 que son

menores gue 6000.




12.- Todos los numeros de Z
menores que 6000.

que son miltiplos de 6 que son

13.- {x|x e K y estd entre 3 y 3 billones}

14 .- {x|x 2K Vis 3 es menor que 3 billones}

Analizar las afirmaciones siguientes, marcando si son
verdaderas o falsas:

15.- K € N

¥6. ook aC 20

72 e O K

18‘_{/§i}C:Q

£ @, entonces agEXl

19.- Q0 U S =R Si a £ Z,entonces acQ
Explicar por qué los nimeros siguientes son racionales:
28.- 3.1416
29.- 15%
30.- 0.5%

Encontrar el nimero decimal que es equivalente al ntme-
ro dado:

31— 7/8 34.- 7/11

32.- 3/500 35.- 14 2/5%

233.—-5 2/3 36.= 102%

Encontrar una fraccidn que sea eguivalente a cada uno de
jos nimeros decimales perifdicos dados.

EJEMPLO.

Hallar la fraccidn eguivalente a 0.05252...
Solucidén: Sea n = 0.05252

Escribamos dos nimeros con la misma parte decimal. bsto
le podemos lograr multiplicandoc n primero por 10 y luego -
por 1000:

10 n
1000 n

0:5252:. .
52,5252 5

puesto que las partes decimales son las mismas, la dife-
rencia entre 1000 n y 10 n es un nlimero natural.

1000 n - 10 n = 52.5252... =- 0.5252...
990 n = 52
SEp 1802 BT
990 ~ 495

37.— 0.444...
38.- 0.707070...
39.- 1.21414...

40.- Explicar qué significa la afirmacién de que T no es un
nimero racional.

2-5 PROPIEDADES DE LA IGUALDAD (=).

En el capitulo I analizamos la igualdad de conjuntos y -
el uso del simbolo = en lo relativo a conjuntos. Necesita-
mos ahora hacer ciertas suposiciones acerca de la relacién de
igualdad respecto al conjunto de los nimeros reales.

Generalizando, definiremos la igualdad de los nameros -
reales como sigue:




