Definicibn de {guafdad: Dos sfmbolos, a y b, represen-
tando nfimeros reales son iguales,
a =Db, sf y sblo si representan
el mismo nimero real.
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De esta definicién se deducen|las siguientes|propiedades:

Propiedad 1. La propiedad neflexiva de fa {guakdad.
a = a
Este axioma parece ser trivial, pero no lo es. Lo que
estamos haciendo es poner las cosas l8gicamente compatibles.

Simplemente decimos que el significado de un sfmbolo o un nu
meral no cambia sin razdén.

lPropiedad 2. La propiedad de simetria de fa iguatdad.
S{ a, b ¢ R ys{ a=0>b, entonces b = a.

Esto es importante, porque significa que una igualdad -
puede leerse de derecha a izquierda igual que de izquierda a
derecha. Significa que los niimeros son los mismos aungue los
numerales sean diferentes. Brevemente, los dos numerales son
,nombres diferentes paxa la misma cosa.

| Propiedad 3 La propiedad transitiva de Pa iguafdad.

Sia, b, c,e Rysi a=>byb=c, entonces a = c,

Esto es una propiedad o hipStesis muy Gtil, porque puede
exfenderse a mids nimeros. Por ejemplo, si a=b, b=c, c=d,i
! y d=e, entonces a = e.

i Pnog;edad_i La propiedad de sustitucifn de fa {gualdad.

Sia, b € R y sia-=b, entonces a puede ser sus-
tituida por b en cualquier expresidn, enunciado especifico o
proposicidn abierta. Tal sustitucidn no cambia el valor de la
expresidn ni altera la veracidad del enunciado especifico ni
el conjunto de verdad de la proposicién abierta.

' Estas propiedades pueden parecer triviales, pero son extre
'madamente importantes en el desarrollo l6gico de este sistema
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matemdtico. La primera de estas propiedades, la propiedad re-
flexiva, ciertamente parece obvia, pero debe destacarse que =
no todas las relaciones sobre el conjunto de nuestros niimeros
reales tienen esta propiedad. Por ejemplo, no es cierto que

a<a para cada nimero real. Notese también que si a, be R

y si a <b, no se sigue que b<a. Es decir, que la relacidn

menoi que no tiene la propiedad de simetria.

p-a OPERACIONES BINARIAS.

Frecuentemente trabajaremos con conjuntos de objetos en
los gue el orden en que aparezcan es significativo. El mis -

‘sencillo de dichos conjuntos contiene solo dos objetos y se

llama par ordenado o pareja ordenada.

Definicibn de par ordenado: se dice que un par de obje-
tos a4y b es un par ordena
do si uno de ellos se identi
fica como el primer objeto y
el otro como el segundo.

Si @ es el primer objeto y b el segundo, el par orde-
nado se representa pof (a, b). Por ejemplo (2,1) es un par or
denado de nfmeros naturales en los que 2 es el primer término
y 1 el segundo.

Cuando ponemos 2 + 1 = 3, estamos asociando, con el par
ordenado (2,1), el nimero 3. No asociaremos ninglin otro niime-
ro natural con este par ordenado en esta situacidn puesto -
que conocemos las leyes de la suma. Ya que la suma asocia con
cada par ordenado de nmeros naturales uno y solo un nimero -
natural, decimos que la suma es una operacibn binaria sobre
el conjunto de los nimeros naturales. También cuando multipli
camos dos n@meros naturales, el resultado es un niimero natu-
ral; en el mismo par ordenado 2 x 1 = 2.

Definicibn de operacibn binaria: sea P = {a,b,c,...} un
conjunto cualquiera. La
operacidn * (léase aste
risco) es una operacidn
binaria en P si y sola




mente si a cada par ordena
do {a,b}, donde a y b =8
son elementos de P le co
rresponde un elemento ini
co a * b de P. =

En esta definicifn hay varios puntos delicados que se
deben observar:

1) El orden de a y b puede ser importante porque (a,b)
es un par ordenado. As{ puede suceder que a * b # b * a.

2) La operacidén tiene que estar definida para todos los pa-
res {a, b)], donde a y b son elementos de P.

3) El elemento resultante @ * b tiene que ser un elemento de
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p.

La suma, la multiplicacidn y la sustraccidén en R son -
operaciones binarias. Pero, por ejemplo la divisidn no es -
una operacién binaria en R, porque el par ordenado (a,o), -
esto es, (a * o) no esti definida. No obstante, la divisidn
es una operacidén binaria en los niimeros reales diferentes de
cero.

En cambio, cuando restamos un niimero natural de otro ni
merc natural, el resultado no es forzosamente un nimero natu
ral; por ejemplo, 3 - 8 no nos da un nimero natural, ni tam
poco nos lo da 5 - 5. También, cuando dividimos un nimero ﬁé
tural por otro, el resultado puede ser o no, otro nimero na-
tural: por ejemplo, 6 * 3 es un nimero natural, pero ni 6+ 5
ni 3 + 6 son nimeros naturales.

Decimos que el conjunto de los niimeros naturales es ce-
rrado con respecto a las operaciones, adicibén y multiplica-
cidn, pero no es cerrado con respecto a las operaciones de -
sustraccién y divisidn.

Definicion de Cerrnadura: Un conjunto es cerado bajo una
operacidn si el elemento que se
obtiene al aplicar dicha opera-
cibén a cualquier par de elemen-
tos del conjunto es tambi&n un
elemento del conjunto dado.

En nuestro desarrollo de los nimeros reales deseamos su-
poner que la suma y el producto son operaciones binarias so--
bre R. Tal hipbtesis significaria que el conjunto de los ni-
meros reales fuese cerrado ante dichas operaciones.

De lo anterior se expone el axioma siguiente de R.

Axioma 1. Las leyes de cerradura. Para cualesquier
(A.B). € R, . 4. T D _c°R e R

Esta propiedad de cerradura, puede parecer tan sencilla,
pero no todos los conjuntos son cerrados con respecto a una -
operacidén dada. Para ello, daremos algunos ejemplos donde no
se cumple esta propiedad:

EJEMPIOS.

La suma de dos nimeros impares no es un niimero impar.

ILa suma de dos nimeros primos no es necesariamente primo,
etc.

P-? PROPIEDADES ADITIVA Y MULTIPLICATIVA DE LA IGUALDAD.

§ Las siguientes propiedades gue vamos a demostrar, son con
|secuencia inmediata de las definiciones que hemos hecho y de
[las propiedades en gque hemos convenido hasta ahora en esta
leccidn. Recuérdese que por ahora tenemos &stas como las ini-
cas propiedades conocidas de los niimeros reales.

| Propiedad 5. Propiedad aditiva de fa igualdad.

Pana todo ndmero neak a,b,c y d, 54 a=b y c=d, enfonces
a+o=-b+rd




a=b y c=d.
a+c = btd.

Justificacién

Hipotesis:
Conclusidn:
Proposicion

albrcrdeR 1
a +c¢c £ 2
a+c¢c= 3
as=»h- : 4
a+He 5

Demostracibn:

. Dado.
. Axioma 1.
: 1Propiedad 11
. Dado.
- | Propiedad 4.(@ se sustituye por
en el lado dere-
cho de la igualdad -

i o i del paso 3),
Por tanto, |atc=b+d 7_| 5%0;). 4 (c se sustituye por
d en el lado derecho
de la igualdad del -

paso 5).

\Propiedad 6. Propiedad mubtiplicativa de La igualdad.

Para todo ndmero neal a,b,c, y d, 44 a=b =d
entonces a . c = b . L rae el

.

Demostracifn: Hipdtesis: a=b y c=d.
Cénclusién: ac = bd.

Proposicidn Justificacidn

d,
£

£ R 1. Dado.

R 2. Axioma 1.
a.c 3. Propiedad 1.
= b; c=d 4. Dado.

tanto, a.c=b.d 5. Propiedad 4.(a se sustituye por
b y ¢ se sustituye
por d en el lado de
recho de la igualdad
del paso 3).

Dado que c=c para cualquier c 5 i
€ R, ambas propiedades de-
mostradas nos permiten escribir: =

b, entonces a + ¢ = b + ¢

Sca,b.c e R
e R b, entonces a . ¢ = b . ¢

Si a,b,c

y a
y a

Estas dos propiedades de los nimeros reales se conocen -
como la propiedad aditiva de la igualdad y la propiedad multi
plicativa de la igualdad, respectivamente.

i Se pueden usar otros conjuntos de proposiciones y justifi]
Ecacioses igualmente validas para demostrar las propiedades.
|Por ejemplo, la propiedad 5, pasos 1, 4 y 6 podian haberse
combinado en un solo paso. No hay que olvidar que el propSsi-
to de una demostracidn es convencer plenamente de que cierta
proposicifn es verdadera. Si usted cree que puede realizar es
| te propésito en 5 pasos en vez de 7 & 15, tie--

ne completa libertad de hacerlo. $in embargo, existe una reco
mendacidn: No espere que quien lea la demostracidn complete -
los pasos que faltan en la argumentacidn; es decir una demos-
tracidn vilida debe ser completa, sin importar la forma.

AUTOEVALUACION 2.

1.- <¢&Son la adicidn, la sustraccidn, la multiplicacién y la
divisién operacicdnes binarias en el conjunto de los ente
ros positivos (N)?

iSon la unidn y la interseccidn de conjuntos operaciones
binarias? De ejemplos.

¢Es el complemento de un conjunto una operacidn binaria?
iCuidntos elementos intervienen en una operacidn binaria?

¢Cuil es el entero que la operacidn binaria suma, defini
da en el conjunto de los enteros, asigna al par (5, 1)2

¢Por qué no es la sustraccibn una operacidn binaria en N?
Dar un contra ejemplo.

Nombrar un conjunto en el cual la sustraccidén es una ope
racidén binaria.




¢Por qué no es la divisidn una operacidn binaria en N2 Dar la justificacién de cada proposicifn en las demostra

ciones que siguen.
Nombrar un conjunto en el cual la divisidn es una ope-

racidn binaria. 21.- Demostrnan: sSi a,b,c, € R y a = b, entonces atd = b+c

Proposicidn Justificacidn

Decir si es verdadera o falsa cada una de las proposi-
ciones siguientes. Razonar la pregunta. 1. a,b,e, e Rya=5b 1
2. a F¢c g R 2

10.- Todo niimerc real tiene una representacidn decimal. 3. a+ec=a+c 3
4. Por tanto, at¢ = btc 4

11.- El conjunto de los nlmeros racionales es un subconjunto
de los enteros. 22.- Demosthan: sSi a,b,c¢, € R y a=b, entonces c.a = c.b
-~ N

: ik : ici stificacib
Todo nfimerc cardinal puede escribirse como una fraccidn, EEEESE&E&QE Ju acion

€ Rya=»b 1
Toda fraccibn representa un entero. € R -

- L& :
. b s

c
El decimal 0.137 representa un nimero irracional. c

iCuiles de los siguientes nfimeros son nimeros: a} natu- 23.-'8ia,b,c, € R ysi a=Db, entonces a . c=b . c
rales, b) enteros, c¢) racionales, d) irracionales y - (Sugerencia: aplicar los pasos del problema 22).
e) reales.
1 3 24.- Si a,b,c, € R ysi a=>b, entonces c +a =c¢ +b.
- 4. 0> ""-i, /g-,— §, 2. T
La verdad de cada una de las proposiciones dadas, depen- 2-8 AXIOMAS DE CAMPO DE LOS NOMEROS REALES (R).
de de una de las propiedades, que hasta aqui, hemos visto. En _
|cada caso enunciar en forma completa la propiedad que corres- i Ademis de las propiedades aceptadas en relacién con la igial
ponde. Suponer que X, y, Z € R. dad, hemos identificado el conjunto de niimeros con los cuales
vamos a trabajar, esto es, los nlimeros reales. En otras pala-
16.-8i x=v/3 y vy entonces x + y bras, hemos supuesto que existen tales nfimeros. El axioma de
- cerradura afirma que cada par de nimeros reales X, Y, tienen
17, = 51 ooy 2 entonces X . z una suma Gnica llamada x + y y un producto #nico llamado xy.
Asi mismo, x + y, xy € R.

18.- Si y z 6, entonces x
Necesitamos ahora hacer ciertas suposiciones concernien-
19.~ 51 z, entonces z tes al comportamiento de dichos niimeros respecto de las opera
ciones de suma y multiplicacién. Admitir gue la suma de dos -
20.- si z, entonces 6 nimeros existe, nos dice 2¥2 + 3/2 son niimeros reales, pero -
ello no nos autoriza a sustituir 2v2 + 3/2 por 5/2.




. Las leyes que necesitamos aqui y otras necesarias para
cbmputos con nimeros reales se desarrollaridn usando combina-
[c1ones de nuestras anteriores propiedades y las que a continua
cidn ofrecemos. Cabe observar que por ahora tenemos éstas -
como las finicas propiedades conocidas de R.

Axioma 1.
a, b

Las Leyes de cerwaduna.
ER, @ ftb R v

Para cualesquier

b € R

Este axioma nos dice que la adicidn y la multiplicacidn
de dos nimeros reales dan niimeros que también pertenecen a R,

Axioma 2. Las Leyes conmutativas.
a, be R, a+b = b+ta ¥

Para cualesquier
a.b * b.a

Este axioma afirma que la suma o el producto de cuales-
quiera dos niimeros reales no resulta afectado por el orden en
que se sumen o se multipliquen. Asi, 347 = 743 y 7.3 = 3.7

Sin -embargo este axioma no permite afirmar que (3+4)+5=
3+{4+5) . Aqui no se estd cambiando el orden de la suma; se
esti cambiando la agrupacidén. Debemos ser capaces de hacer -
esta afirmacifn; pero_, &sta se sigue del axioma 3.

Axioma 3. Las Leyes asociativas.
a,b,c € R, l(a+b)te = a+(b+c)

Para cualesguier
y la.ble = a(b.c)

Este axioma nos permite combinar 3 elementos de R. Pode
mos ya definir la suma de a + b + c de tres nimeros reales,
puesto gue, originalmente solo sabiamos sumar dos nimeros -
a + b o multiplicar dos nGmeros a . b, por ser éstas, opera-
ciones binarias.

Si escribieramos los niimeros 2, 5 y 8 en este &rden:
2,5,8, queremos encontrar el valor de 2 + 5 + 8 agrupando:
(2 +5) +8
Ahora sumamos 2 + 5 = 7 y, después, 7 + 8 = 15, Parece, pues,
que: 2+5+8 = 15
Es posible agrupar los sumandos de otro modo,
2+ (5+8) =2+ 13 = 15

La combinacidén de la conmutatividad y la aso--
ciatividad de los niimeros reales nos permite afir--
mar gue, la suma o producto de tres nimeros reales
es independiente del orden en gue se escriban.

Axioma 4. La Rey distrnibutiva.
Buier a, b, ¢ E R, alb ¥ e = a.

(b + e)a =bes

Para cuales--
b+ a . ¢

(185 2 (e (]

Este axioma expresa que obtenemos el mismo re-
sultado si multiplicamos un cierto nfimero real por
la suma de dos niimeros reales que si multiplicamos
el nimero por cada uno de los dos y enseguida suma-
mos.

Ademads, el axioma distributivo combinado con
la propiedad de simetria de la igualdad nos permite
afirmar gue:

-~

Aomnbek 20 s € alb + c¢)

et teo = a (b + e)a

En otras palabras, este axioma se usa a veces para
escribir el producto de dos nimeros reales como la
suma de dos numeros reales, y en otras ocasiones,
para escribir la suma de dos numeros como un produc
to.

! : Antes de ver los axiomas que faltan, necesita-
mos hacer una pausa para permitir al estudiante fa-
miliarizarse mejor con los axiomas expuestos hasta
ragul.




