AUTOEVALUACION 3.

1.~ Demuestre gue el conjuntoc de los nimeros impa-
res no es cerrado bajo la adicidn citando un
contraejemplo.

Demuestre gue el conjunto de 1los nimeros natu-
rales no es cerrado bajo la divisidn citando
un contraejemplo.

Demuestre gue el conjunto de los niimeros pri--
mos no es cerrado bajo la multiplicacidn dando
un contraejemplo.

Diga si cada conjunto es cerrado bajo cada una
de las cuatro operaciones aritméticas: 1) adicidn;
2) sustraccidn; 3) multiplicacidn; y 4) divisidn
(excepto para divisidn entre cero).

4.- E1 conjunto de nimeros naturales (N).

(z) .

i5.- El conjunto de niimeros enteros

(Q).

El conjunto de niimeros racionales

El conjunto de niimeros reales (R).

Si p y g representan nimeros naturales,
icuiles de las siguientes expresiones represen
tardn siempre otro nimero natural?

b) p*gqg
d}-p + q

al) on =
c) pg

En el caso de que las anteriores expresiones no represen
ten siempre un niimero natural {Qué restricciones debemos
hacer sobre p y sobre g de tal modo que el resultadc de
la operacién indicada represente un niimero natural.

Escribir para cada uno de los que siguen, si el conjunto
descrito es cerrado con respecto a la operacibn indicada. Ra-
zonar la respuesta.

10.- {1,2 } ; multiplicacidén.

11.~- Los nimeros impares; multiplicacidn.

12.- Todos los miltiplos de 3; multiplicacidn.

13.- Los nUmeros impares; adicidn.

14.- éCuiles de las siguientes actividades son conmutativas?
a) Ponerse los calcetines y después los zapatos.
b) Ir a una fiesta y después al cine.
c) Leer un libro y escribir un ensayo sobre &l.
d) Hacer tu tarea y despuds ver televisidn.

ZQué operaciones de la aritmética de los nlimeros reales
son conmutativas?

Mencione ejemplos de operaciones gue no son conmutati-

vas.
iOué operaciones de la aritmética son asociativas en el
conjunto de los nimeros reales?

iOué operaciones de la aritmética no son asociativas en
el conjunto de los nimeros reales? Dar contraejemplos.

iCuiles son las operaciones binarias de la aritmética de
los niimeros reales que poseen la propiedad conmutativa y
asociativa?

Justificar cada proposicién, dando el nombre de un axio-
ma o teorema.

20.- 2 (3 + 5) = (2)(3)+(2) (5)
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21.-"”2+;_=%+/7

Dk e e e

23 = (R 3 B D)= VLB T e 1@ D
24.-7 + (3 +V2) =7 + (V2 + 3)

25.- xy + x (y + z) = xy + (xy + xz)

26.—- x t(y + z) + a] = x (y £ z) +

27.- x + (y +2) =x + (z + vy)

28.- x + y = z, entonces (x + y) + z

29_.- 8i x = V2, V2 =y, entonces x

30.- x = a, entonces x + 3 = a + 3

31.- x + 2 = /2, entonces 3(x + 2) 32

P

Llenar los espacios en blanco para gue las operaciones
sean casos especiales de exactamente uno de los axiomas o -
teoremas. Dar el nombre del axioma o teorema.

32.- 3%(5 +/2) = 3. +

33.- (7 + 1/2) + 2 = + .

M-8, 5.0 =
s b o s nledze
36.- (8. +3) 5=
e i

3/-——4" 8 5 3 =

En los problemas siguientes, dar las justificaciones pa
ra las proposiciones de las demostraciones.
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Demostnarn:

Demostracibn:
(x + y) + (a + b)

[(x 4 v) ) a] +
far(x+y)] +
G %) &y Frdak

(a + x) + {y + b)

(x+y) + (a+b) = (atx) + (ytb)

Demos thar: (xy) . (22)
Demostracibn:
(xy) . (22)

[(Xy) : 2] z
2. (xy)]) =z

25 sy i]

(4a + 3) + 2 (a + 2) = 6a + 7 (supbngase que:
2.2=4, 3+4=T7 y
4+2=6 son he=
chos conoci --—
dos.)

Demostrarn:

Demostrhacidn:
(4a + 3) + 2 (a + 2)

(4a + 3) + (2a + 2 . 2)

(4a + 3) + (2a + 4) Hecho conocido.

(4a + 3) + (4 + 2a)
[(4a + 3) + 4] +=2a
(4a + G+ 0)] + 22
(4a + 7) + 2a

Hecho conocido.
2a + (4a + 7)
{(2a + 4a) + 7
(2 +4) a + 7

6a + 7 10. Hecho conocido.

Escribir las demostraciones de las proposiciones dadas,
mostrando cada paso y usar solo un axioma o teorema en cada

paso.




42 .- (x +2) +z=2 + (x + 2)

13- [+ +35) 2 = (x+5)
44 .- (2b)c = b (2¢)

45.- 3 (Tx) = 21x
conocido.

(supbngase que 3.7 = 21, como un hecho

6.2 La+ b+a)] = (2a+2p) +

47.-a (b +c +d) = ab + ac + ad.

48.~ (a +5) (a+7) = a%2+ (12a + 35) (supdngase que a . a
= a“como un hecho conocido.)

A medida que avanzamos-y que el estudiante se acostum-
bra a usar los axiomas, debemos hacer ciertos convenios que
haga menos laborioso el proceso. Enunciaremos ahora los -
otros dos postulados de campo: el ax{oma de fa identidad y
el axioma del {nvenso. Despuéds, con los seis postulados, po-
dfmo§ demostrar los teoremas necesarios para desarrollar las
técnicas de operacibén de los elementos de un campo, en nues-
tro caso el de los nimeros reales.

Axioma 5. Los elementos de identidad. Para cualesquier
a € R, existe un nimero real llamado ceno, denotado
por 0, tal que
a+ 0=a
Para cualesquier a £ R, existe un nmero real no nulo
llamado un¢ vy denotado con 1, tal que

. I=a
El nimero 0 es llamado ef efemento de identidad para
La adic{fn, el ntmero 1 es llamado ef efemento de {denti-
dad pata La multiplicacifn. Puesto que O y 1 pertenecen
a R, por Axioma 2, tenemos

a+0=0+a=a Y
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a € R, existe un nimero real denotado con -a, tal que
a+ [ -al =10

Para cualesquier niimero no nulo (distinto de 0):'a. £ R,
existe un nGmero real denotado por 1/a, tal que

a . L !
a

El nfimero -4 es llamado el {nverso aditivo de a, el ne
gativo de a, o menos a. E1 nfimero 1/a es 1llamado el {nver-
s0 multiplicativo de a o el neciproco de a.

Por el Axioma 2, tenemos

1
a+ (-a) = (-a) +a=0 Yy a . =

Los elementos idénticos y los inversos son finicos y la
demostracidn de ello es relativamente simple.

Teorema 1. La identidad aditiva de 0 es (nica.
Demostracibn: Deseamos mostrar que 0 es el Gnico elemento

de identidad para la suma. Supongamos que hay otra identidad
aditiva b. Tenemos entonces

1. Hipbtesis.
2. Axioma 5 (para la suma) . y Ax 2
3. Propiedad 3.

1. 0+b=0

24 0O0+b=>0O

3 Por tanto, b = 0
Teonema 2. El idéntico multiplicativo 1 es Gnico.

Teotema 3. El inverso multiplicativo de cualquier nfimero
no nulo a € R es finico.

Supongamos ahora que alglin nimero b es multi-
no nulo. Tenemos en

Demosthacibn:
plicativo inverso de un niimero real, a,
tonces:

Axioma 1
Hipbtesis

1
2

(1) 3.|Propiedad 6.
4. Axioma 3

a, b g R
a b =1
1/a (a.b) =
(1/a.a).b =
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: [ - 1/a
B . = 1/a
b= 1/a

5. Axioma 6
6. Axioma 2
7. Axioma 5

De este modo, cualquier inverso multiplicativo de 4 es
igual a !/a,

Teonema 4. El inverso aditivo de cualquier niimero a€R
es unico, es decir,

{acR, a + b = 0, entonces a= -b)
agRr, b+a = 0, entonces a= -b

Teosema 5. Para cualesquier a,b,c ER,
a+rb+e=0c+b+a

Hipbtesis:
Conclusidn:

Pemostracibn:

{a +b) +c

a,b,c eR.
atb+c = c+b+a

Axioma
Axioma
Axioma
Axioma
Axioma
Axioma

a+ (b +c¢c)
a + (c + b)
(a +c) +Db
(co+ a) + b
c + (a + Db)
=c + (b + a)

A causa de la propiedad transitiva de la igualdad, cada
de las expresiones anteriores representa el mismo niimero,
lo que podemos escribir:

a+b+ec

in indicar qué par se debe sumar primero y en qué orden de--
sumarse.

Del mismo modo se tiene el siguiente teorema (se deja al
estudiante la demostracidn).

Para cualgquier a,b,ceER.
a. b. ¢=c.b.a

Teorema 6.

2-9 LOS AXIOMAS DE ORDEN.

g1 conjunto de nimeros reales R ées un conjunto de ele--
mentos indefinidos que poseen las propiedades de los axiomas
de campo y se dice que forman un campo.

\

Un campo que satisface los axiomas de orden se denomina
wn campo ordenado. Los simbolos de orden son:

€ "es menor gque"

> "es mayor gue"
Axioma 7. |EL axioma de trhicotomia. Si a y b € R, en—-
tomces, una y sclo una de las sigquientes relaciones es valida:

a<b a=D>b a>b

EL axioma de transitividad.

b >c, entonces, a >C.

Axioma §. sia,b yceER

tal qpe:’a.>b Y

Axioma 9. EE axioma de adicibn. si a, by ce€R tales

gue a>b entonces, a + C > b & Cs

EL axioma de multiplicacibn.

y ¢>0 entonces, ac >bc.

Axioma 10. i a, b ¥ cER

tales que a>b

Dedinicibn 1.

Si a y b € R entonces, a<b si y solo
si b>a.

Un nGmero real a es positivo si a>0
y negativo si a<0.

Definicibn 2.

El enunciado de gque una cantidad es
mayor gue O menor gue otra cantidad es
1lamado una desigualdad.

Definicibn 3.




iscribiendo b=0 en el axioma 7 se conclyye que a<0, a=0 &
a>0. De este hecho y de la definicibn 2 se concluye que O no
es positivo ni negativo.

Algunas veces es conveniente combinar una igualdad con
una desiqualdad. Asi,

a<b "a es menor que oiigual a b".
a>bhb "a es mayor gue o igual a b".
Por ejemplo, a<D significa qug a no es positive y a>0 sig

nifica que a no es negativo. Es claro que si ambos enuncia
! - A - e
dos fuesen validos simultaneamente, entonces a=0.

Hay una gran variedad de teoremas fitiles que comprenden
desigualdades. Demostraremos algunos teoremas y enunciaremos
otros que el alumno puede demostrar.

Teorema 7. 8i a>0 y b>0 entonces, at+b >0.

Demostrhacibn: Hipbtesis: a>0

Conclusidn: a+b>0

y b>0

a dato
axioma 9

b dato
a+b axioma 8

Teonema &, Si a>0 y b>0 entonces, ab>0.

Estos teoremas nos dicen que la suma o el producto de
dos nimeros positivos es positivo, los cuales son propiedades
de cerradura para la adicién o multiplicacidén de niimeros posi
tivos. Ademds, el producto o cociente de dos nimeros de sig-
nos iguales es positivo y el producto o cociente de dos nime-
ros de signos diferentes es negativo.

Teonema 9. Si a, b € R entonces, a>b si y solo si
-a < =b. Lo

Demosthacibn: Hipbtesis: a,bER y a>b

Conclusidn: -a<-b
Primero demostraremos gue si a>b entonces, -a<-b.
Luego demostraremos que si -a<-b entonces a>b, o seaj;

Hipdtesis: a, beR y -a<-b
Conclusidn: a>b

a b dato
at[ca)+(-p)] > b+[(-a)+(-b)]
-b -a
-a -b

axioma 9

ipor quéz

definicidn 1

Necesitamos ahora demostrar que si -a < -b entonces,

a>b.

Los pasos en la primera parte de la demostracidn son re-
versibles. Por tanto, la demostracidn consistird en comenzar
con -a <-b y reescribir las desigualdades en orden inverso
hasta a> b.

Conolario.
Si. a >0, entonces -a < 0.

si -a <0, entonces a > 0.

Teonema 10.
ac =< be.

Si a,b,c €ER con a>b y c¢<0, entonces

Demostrhacidn: —

Hipdtesis: a,b,c€R con a>b y c<0.
Conclusidn: ac < be

Puesto que c¢<0, se concluye del corolario precedente que
-c>0. Entonces tenemos,




a->b dato
—ac > —bc axioma 10
ac < bc teorema ©

Un corxolario es una verdad que se deriva como consecuen
cia de un teorema. Su demostracibn requiere poco razonamien-
to.

Teorema es una verdad no evidente, pero demostrable. Tig
ne carActer eminentemente deductivo, reguiriendo de razona- -
miento 18gico deductivo (demostracidn) para que pueda ser
aceptado como verdad absoluta.

Axioma es un enunciado no demostrado, de caridcter intuiti
vo que se capta espontd@neamente sin razonamiento alguno; es
una verdad intuitiva que tiene suficiente evidencia para ser
aceptada como tal. Se llama también postulado.

El axioma 10 nos dice que ambos miembros de una desigual
dad pueden ser multiplicados por un nimero positivo si el sen
tido de la desigualdad permanece inalterado. Y el teorema 10
.nos dice que el sentido debe ser cambiado si el multiplicador
es un nimero negativo.

Teonema 11. si a,b,c vy d €R con a>b y ¢>d, entonces
a+c > b+d.
Demostracibn: Hipbtesis: a,b,c,d€R con a>b y c>d.
Conclusidn: a+tc > b+d.

a>b c>d datos
a+c btc
b+c b+d
atc b+d

axioma 9
axioma 8

Teonema 12. i : > con a,b,cy ds0, enton
ac>bd.

Teonema 13. sSi a>0, b>0 y a>b, entonces 1/a < 1/b.

Demostnacibn: Hipbotesis: a>0, b>0 y a>b.

Conclusidn: 1/a < 1/b.
a>b dato

axioma 10

1 1
a(;g*)> b(—gg)

1
> 7 Zpor quéz?

definicidn 1

AUTOEVALUACION 4.

1.— Si aeR, diga por qué la desigualdad | a>a es imposible.

2.- Si beR, demuestre que b<0 si y solo si -b>0.
Demuestre ademds, que b>0, si y solo si -b<0 (suges- --

tidn, use el teorema 10 .

si a,b,c y de R con b>0, demuestre que a/b >c/d si y
solo si ad > be.

Verifique los teoremas 7 al 13 usando enteros propiamen
te escogidos.

Demuestre que a>b si y solo si a-b>0.
Sia # 0, demuestre que a?>0.
Si a>» y c>0, muestre que a/c> b/c.

Si a>b y c¢<0, muestre que a/c<b/c:




Como pudimos observar de las demostraciones desarrolla-
das en esta unidad, siempre se parte de una hipdtesis dada
(datos) y a través de una cadena de deducciones se llega a
la veracidad de la proposicidn que debe probarse (conclu- --
sién) utilizando axiomas o postulados previamente estableci-
dos.

Se empieza con un niimerc comparativamente pequefio de
axiomas, aceptados como verdaderos sin demostracidn alguna y
a continuacidn, se deducen todas las demds proposiciones a
partir de los axiomas por medio del razonamiento deductivo.

CAPITULO Il




