ler. SEMESTRE. ALGEBRA I. UNIDAD VI.

CONSECUENCIAS INMEDIATAS DE LOS
AXIOMAS DE CAMPO DE LOS NOMEROS
REALES.

}INTRODUCCLON: £

En 1a mente de todos los matemdticos modernos estd en el
concepto de axioma y la deduccidn de teoremas a partir de axio:
mas. E1 propdsito de esta unidad es introducir al estudiant
en el método deductivo de 1a matemdtica moderna, a un nivel -
que siendo rigurosa, sea suficientemente sencillo en presenta-
cibn y contexto, para que permita umafdacil comprensidn.

Al término de esta unidad el alumno estar& en condicin
de:

OBJETIVO:

1. Aplicar todos las propiedades y axiomas de 1os nimeros
reales en las demostraciones de teoremas y soluci6n de -
problemas.

PROCEDIMIENTO SUGERIDO:

1. Estudia el capitulo III y copia en limpio todos los axio-
mas y teoremas del capitulo II para que puedas recordar--
los facilmente. Es necesario que observes la manera de
como se demuestran los teoremas que vienen en el capfitulo
anterior a este para que después tid puedas hacer 1o mismo
con los que no estan.




Practica 1a unidad resolviendo las autoevaluaciones que
se incluyen en el capfitulo.

El requisito de esta unidad consiste en contestar el La-
boratorio y entregarlo a tu maestro.
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AUTOEVALUACION -

1. Poner una palomita ( V) en cada columna de los conjuntos
de nimeros que satisfagan los axiomas o propiedades de
la columna izguierda.

Conjunto de

PROPIEDAD ~
numeros.

Cerradura (+)

Cerradura (-)

Cerradura (x)

Cerradura (%) excepto por 0

conmutativa (+)| atb = bta

_Conmutativa (x)| a-b = b.:

Asociativa (+) |(atb)+c = at(btc)

Asociativa (x) a(bc)=(able

Distributiva a(b+c) = abtac

Identidad (+) a0 =

Identidad (x) a-1 =

Inverso (+)

Inverso (x)

{Densidad

A través de los axiomas vistos en la leccion, completa
lo siguiente:

Cerradura

2. - ILa suma de dos niimeros impares = un nimero  impay .




La suma de dos nameros primos neces

mo, etc.

ariamente pri-

La ley » de la adicibdn de dos numeros reales, dice

que se puede cambiar el orden de los sumandos sin alte

rar ia suma.

fLa ley conmutativa de la
dice que se puede cambiar el orden de
el

oy

de dos numeros reales

sin alterar

Ea nos permite sumar o multiplicar tres

= 2 ;
o m3s pumeros no importando la manera en gque se agru-—-
penr los nimeros, para realizar la operacion.

En particular, al niimero real llamado
por 0, se le llama el en

"cero", denotado

de

ios numerocs reales.

En particular, al nimero real llamado
por 1, se le llama el ek en
los nimeros reales.

El inverso by

propiedad de que la de "a
a . En cambio,el inverso

y

=a" y "(1/a)" es igual a :

"uno" , denotado

de

de "a" es "(-a)" y tiene la
"(-a)" es igual

es
de

=(1/a)" y tiene la propiedad de que el SR

La ley afirma que, un producto puede ser

igual a una suma y que, reciprocamente,

la suma en cues

tidn, es igual a un producto, puesto que la igualdad es

A través de los teoremas enunciados en la leccidn, com-

pleta lo siguiente:

1i.— Si en las prop. 5 y 6 en vez de c=d,

empleamos c=c,

vemos que atc = btc y ac=bc. Estos resultados dan lu-

gar a :

a ambos miembros de una --
ecuacidn sin altetdr la relacidn de =.

Puede sumarse.

b) Puede un mismo nimero a ambos miembros de
una ecuacidn sin alterar la relacidn de =.

Encuentra el inverso aditivo y también el inverso mutli-
plicativo de cada uno de los siguientes niameros.

5 os )
2/3 17.- 3a/3b

2%x/5y 18y

1 19.- (2x+y)
Aplica el axioma de la ley Distributiva en la solucidn de
las siguientes proposiciones:

EJEMPLOS:
2x + 5x = (2+5)x = Ix;
sxy - 8yz = (5x - 8z) y;

(3x + 2y) z = 3xz + 2yz

(x+a) (y+b)

3yz + Swyz

3x (2y+32)

Resolver las siguientes operaciones, sin justificar
pasos:
T+2

(b Bt
(=3)+(-3)

(-13) + 11
(-13) (11)

s [3+(-3)]

5(-8)+(-5) (-8)




[-2-31] 5
[(-n+8] [-15+17]
[+-5)] + -5 1)
-18)+{ (-5)+ [18+(-71+(-4) |}
-2 {[3+(-5)+5]} .
5 13- [ esil)
2-(3-7)
B - & [3(7+6)-4(3-8]] -4 [(7-3)9-16]

1

Demostrar las proposiciones siguientes. Dar las justifi
caciones de cada proposicidn, usando los axiomas y proposicio-
nes de la leccidn.

B8~ (x+2) - [x+(-2)] = x2+ 2(-2)

39.- 3+ {2a+5 [a+(d+2)]} = 7a+(5b+13)

40.- [(-5).x] [(-2).x] =10x?

41. Si 3 x = 2 , entonces X = 10/21

5 7
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CONSECUENCIAS INMEDIATAS DE LOS AXIOMAS DE CAMPO.

3-1 INDUCCION Y DEDUCCION.

;0ué es una demostracidn? Preguntémonos, "&qué es una
demostracidn?". Supongamos gue €l alumno esti tratando de con
vencer a un amigo de que la Terra tiene forma esférica. ILe
habla acerca del horizonte gue se amplia conforme el observa-
dor se eleva sobre la superficie de la Tierra, de los viajes
alrededor del mundo, de la sombra redonda que la Tierra arro-
ja sobre la Luna durante un eclipse de Lung etc.

]

Estas consideraciones, con las cuales busca convencer a
su amigo se llaman arngumentos. ¢En qué se basa la fuerza o
lo convincente de un argumento? Veamos, por ejemplo, el Glti
mo de los argumentos anteriores. Afirmamos que la Tierra de-
be ser redonda porque su sombra es redonda. Esta aseveracidn
se basa en el hecho, conocido por la experiencia, de que to--
dos los cuerpos gque tienen forma esférica proyectan una som--
bra redonda e inversamente, que los cuerpos de forma esférica
tiener. sombras redondas, independientemente de su posicidn.
Se ve que en este caso, ante todo confiamos en los hechos, en
nuestra experiencia directa con respecto a las propiedades de
los objetos que nos rodean en nuestra vida cotidiana. Enton-
ces se ha recurrido a una deducodifn que en el caso dado, se
establece aproximadamentg de la siguiente manera:

"Todos los cuerpos que en todas sus diferentes posicio--
nes proyectan una sombra redonda, tienen la forma de una es-—-
fera". "La Tierra gue durante 1lo0sS eclipses de Luna ocupa po
siciones diferentes en relacién con ésta, siempre proyecta
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mma sombra redonda sobre la Luna™. Conclusidn: "Por tanto,
1z Tierra tiene la forma de una esfera™.

Veazmos zhora un ejemplo de la aritmética. Tomemos va-- .

rios mimeros impares arbitrarios, elevémoslos al cuadrado y
restemos el nomero uno de cada cuadrado. Por ejemplo, 7%-1=
4@, 112-1 = 120, 5%-1 = 24, o?. 1 = 80, 157~ 1 =224y
ast socesivamente. Cuando vemcs 1os niimeros resultantes, ob-
servamos gee tienen una propiedad en comiin, cada uno de ellos
es divisihlie entre 8. Llevando a cabo unas cuantas pruebas
mé&s con Ootros nimeros impares Yy encontrando siempre que el re
sumltado es divisible entre 8, podria establecerse tentativa--
memte: "El cuadrado de cualquier nimero impar disminuido en
fumo da un nimero que es un miltiplo de ocho".

Como ahora estamos hablando de cualquier nimero impar,
para demostrarlo debemos hallar argumentos que sirvan para to
d&p mimmero impar arbitrario. Para hacerlo, recuérdese primero
gue cualquier nimero impar puede expresarse en la forma 2n-1,
domde n es un entero. Entonces, el cuadrado de un niimero
impar disminuido en uno, esta dado por la expresidn (2n—1)2;4
Quitandc los paréntesis se obtiene

(2n-1)2- 1 = 4n?- 4n + 1 - 1
4n2— 4n

4n (n-1)

Pero en efecto, esta expresidn resultante es un maltiplo de 8
para todo nimero natural n. Porque el factor 4 indica que
el mimero 4n({n-1) es un maltiplo de 4; ademds como n Y
n—1 son enteros consecutivos, uno de ellos debe ser par; de
agui gue sin duda nuestro producto todavia contiene otro fac-
tor 2. Por tanto, el nimero 4n(n-1) siempre es un maltiplo
de 8, que era lo que debia demostrarse.

A partir de estos ejemplos puede verse que existen dos
Formas Fundamentalmente distintas, mediante las cuales adqui-
rimos conocimientos del mundo gue nos rodea, de sus objetos,
femtmencs y leyes naturales:

La primera es aquella en la cual, con base en un gran nii
nero de observaciones y experimentos sobre los objetos y fen§
menos, se descubren las leyes generales. En los ejemplos an-
teriores, a base de observaciones, los hombres descubrieron
la relacidn que existe entre la forma de un cuerpo y su som—-
pra; las pruebas efectuadas con los cuadrados de los nfimeros
impares nos condujeron a aseverar cierta propiedad de tales
cuadrados disminuidos en uno. Este método, de sacar conclu—-
siones generales a partir de la observacidn de numerosos ca--
sos particulares, se llama Anduceddn (del latin "inductio").
Los casos particulares nos conducen a la idea de que existen
leyes generales.

Un segundo método se usa cuando ya se conocen ciertas le
yes generales, y se aplica este conocimiento a los casos par-
ticulares. Tal método se llama deduccifn (del latin "deduc--
tio").

En el Gltimo ejemplo, las leyes generales de la aritméti
ca se aplicaron a un caso particular, probando asi cierta
propiedad de los nimeros impares. Este filtimo ejemplo tam— -
pién nos indica que la induccidn y 1la deduccidn nunca pueden
estar divorciadas una de otra.

Esta combinacién de la induccidn y la deduccibn es lo
que caracteriza af mftodo cientif{co. De hecho, en el curso
de toda demostracidn se usan ambos métodos. Cuando se buscan
argumentos para demostrar una proposicién, se recurre a los
experimentos, las observaciones y los hechos, o también a las
proposiciones va demostradas. Entonces, con base en tales co
noc;mientos, sacamos nuestras conclusiones referentes a la ve
racidad o falsedad de la proposicién en cuestidn. Por supues
to, los primeros conocimientos matematicos y cientificos se
obtuvieron por el método inductivo, a partir de un nimeroc muy
grande de observaciones y experimentos. conforme crecid el
conjunto de conocimientos, se descubrid que podian obtenerse
muchas verdades a partir de otras por medio de la deduccidn
sin recurrir a las observacicnes o a los experimentos.

Por ejemplo, ciertas proposiciones aceptadas como verda-
deras sin demostracidn alguna llamadas axiomas (del griego




"axios" que significa "digno de copfianza") se utilizan para

demostrar la veracidad de todas las demAs proposiciones llama
dos feonemas (del griego "theoreo, que significa pienso o me-
Se empieza CcOn un n{imero comparativamente pequenio de
in demostracidn, y a continuacidn, se de-
s proposiciones a partir de los axiomas

dito) .
axiomas, aceptados s
ducen todas las dema
por medio del razonamiento deductivo procurando reducir, has-
ta donde sea posible, el niimero de axiomas.

Resumiendo nuestra exposicidn, podemos dar la respuesta
a jqué es una demosthacibn? diciendo que es una cadena de
deducciones a través de las cuales se deduce la veracidad de
la proposicidn que debe probarse, a partir de axiomas © postu
lados previamente establecidos. a

3.2 - IA LEY DE LA RAZON SUFICIENTE.

iPor qué son necesarias tas demostraciones? La necesi--
dad de la demostracidn es una consecuencia de una de las le--
yes fundamentales de la 16gica (la 1dgica es la ciencia de
las leyes del razonamiento correcto), La Ley de La nazbn sugl
clente.

Esta ley requiere gue toda aseveracidn que se haga debe
estar bien fundamentada, es decir, debe presentarse junto con
argumentos lo suficientemente fuertes que apoyen Su veracidad
o sea, su concordancia con los hechos y con la realidad. Ta-
les argumentos pueden basarse con referencias a una posible
verificacién a través de la observacidn y experimentos o
bien, en el razonamiento correcto basado en deducciones siste
méticas.

En matemdticas, nos interesan principalmente los argumen
tos de este filtimo tipo.

Ocasionalmente surge la pregunta de si es necesario dar
una demostracidn cuando la proposicidn que debe probarse parece

s

lo suficientemente clara y evidente por s1 sola. Sobre el partl

La primera es aguella en la cual, con base en un gran nil
rero de observaciones y experimentos sobre los objetos y fend
menos, se descubren las leyes generales. En los ejemplos an-
teriores, a base de observaciones, los hombres descubrieron
la relacidén que existe entre la forma de un cuerpo y sSu som--
pra; las pruebas efectuadas con los cuadrados de los nfimercs
impares nos condujeron a aseverar cierta propiedad de tales
cuadrados disminuidos en uno. Este método, de sacar conclu--
siones generales a partir de la observacidén de numerosos ca--
sos particulares, se llama Anducedifn (del latin "inductio").
Los casos particulares nos conducen a la idea de que existen
leyes generales.

Un segundo método se usa cuando ya se conocen ciertas le
yes generales, y se aplica este conocimiento a los casos par-
ticulares. Tal método se llama deduccifn (del latin "deduc--
tio"}.

En el altimo ejemplo, las leyes generales de la aritméti
ca se aplicaron a un caso particular, probando asi cierta S
propiedad de los nUmeros impares. Este fltimo ejemplo tam- -
bidn nos indica que la induccidn y la deducci®én nunca pueden
estar divorciadas una de otra.

Esta combinacién de la induccidn y la deduccibn es lo
que caracteriza af método clentifico. De hecho, en el curso
de toda demostracidn se usan ambos métodos. Cuando se buscan
argumentos para demostrar una proposicidn, se recurre a los
experimentos, las observaciones y los hechos, o también a las
proposiciones ya demostradas. Entonces, con base en tales co
nocimientos, sacamos nuestras conclusicnes referentes a la ve
racidad o falsedad de la proposicidn en cuestidn. Por supues
to, los primeros conocimientos matematicos y cientificos se 5
obtuvieron por el método inductivo, a partir de un niimero muy
grande de observaciones y experimentos. conforme crecid el
conjunto de conocimientos, se descubribd que podian obtenerse
muchas verdades a partir de otras por medio de la deduccidn
sin recurrir a las observaciones o a los experimentos.

Por eiemplo, ciertas proposiciones aceptadas como verda-
deras sin demostracidn alguna llamadas axiomas (del griego
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