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OPERACIONES CON LAS FRACCIONES
ALGEBRAICAS.

LECCION 1.
1=1 PROPIEDADES DE LAS FRACCIONES ALGEBRAICAS.

Enunciaremos varios propiedades de las fracciones que
nos seran utiles mds adelante.

1) Pueden cambiarse simultdneamente a la vez los signos -

del numerador y denominador de una fraccidn y no se al
tera.

2) Si el numerador y el denominador de una fraccidn alge—-
braica, se multiplican o sé dividen por una misma canti
dad, la fraccidn no se altera.
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3) Ademas una fraccidn a/b siendo a y b dos nimeros cuales
quiera y b#0, se puede expresar como:

& il _ el N e
e (a)—a(b),
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4) De igual modo una fraccién - siendo a y b dos nimeros
ab

diferentes del cero se pueden expresar como:
¢ E

1 1

e

ab a b

“

1-2 REDUCCION A TERMINOS MINIMOS.

{

Reducir una fraccidn, es cambiar su forma sin cambiar
su valor. Simplificar una fraccidn algeBréica, €s conver=-
tirla en una fraccidn equivalente, cuyos té&rminos sean pri-
mos entre si. Por ejemplo, las fracciones siguientes son
equivalentes

a)

b)

donde cada una de ellas esta expresada en su forma mas sim-
ple, yva que, al reducirla nos queda que 3 y 2 son primos en
tre si, al igual que 3a y 2 de la segunda fraccidn.

Cuando. los términos de una fraccidn son primos entre
si, la fraccidn es irreductible y entonces, la fraccidn es-
td reducida a su mas simple expresidon o a su minima expre~-—
sidn.

La minima expresidn de una fraceion, es aquella en 1la
cual, el numerador y el denominador no tienen factores comu

nes. Asi en los ejemplos anteriores, lo que hicimos para
reducirlas fue :

o 32 fel el ] A9y D

8 (4) (2) (2) (2)

12 _ (4)(3) _ )
B8 (4)(2) 2

12a’> _ (4) 3)a.a _ 3a
b e S Ra) . 2

. - 0]

: Por lo tanto, para reducir una fraccidén a su minima ex
presién, sg factorizan primero el numerador y el denomina--
dor de la fraccidn y luego se divide, cada uno de ellos, en

I =
tre cada factor que les sea comin. 5

As1, podemos determinar si una fraccidn esté en sus
términos minimos expresando el numerador y denominador Eomo
productos de sus factores primos. Cualquier factor.comun
.. que aparezca tanto en el numerador como en el denominador

puede entonces ser suprimido o cancelado.

EJEMPLO:

28 9a2b3
Simplificar la fraccidn 2423b 2

Solucibn:
Se tiene que:

9a%p? (N1 3

24a’b*c? = (8) (a) (b) (c?) = 8abc?

f 2
Hemos dividido 9 y 24 entre 3 y obtuvimos 3 y 8; a“ y

a® entre a? y obtuvimos 1 y a; b? y b' entre b’ y obtuvimos
1y b; c? no tiene factor comin por tgnto, que?a en el @eno—
minador. Tambi&n vemos que, 3 y 8abc® , son nimeros primos
entre si, es decir, no hay factor comiin por lo que resulta‘
una fraccidn irreductible, que es precisamente lo que queria
mos.




De las fracciones, las mas faciles de resolver son las
de un monomic entre otro monomio, como en el caso del ejem-
plo anterior, puesto gue estd expresado como factores y no
aparece ningin sumando. Veamos otro ejemplo:

EJEMPLO
Simplifi ~la fraccién l?aabzc
oImplliiicar. i1a Tra 155'53?{
Solucion: »
Segin el principic fundamental de 1as>¥%acciones, se

AEaaR e s Sl ” R e o
pueden dividir sus dos terminos entre Gab ¢, 'y s& tiene:

12a3b2c %6ab2c 1 2a2'
18ab’c” : Bab“c  3bc

Para llegar a este resultado se han dividide €l numera
dor y el denominador entre 6ab2c, que es el factor maximo
de ambos miembros de la fraccidn, cuyo producto es el maxi-

mo comiin divisor (m.c.d.) de los términos de dicha fraccioén.

Por tanto, para reducir una fraccidén a su mas simple
expresioén, mediante una sola divisidon, se dividen sus dos
términos entre su maximo comun divisor (m.c.d.).

EJEMPLO

Reducir a su mas simple expresidn la fraccidn

144a5b5c3§
36abb5c2

Solucidn:

2 i i i bio 4 12
El m.c.d. de los términos de lia fraccion es 36a b ¢7,

por lo que gqueda como;

144a’p"c’d + 36a'b’c? _ 4acd
36a"b°c? i 36a'bc? b

Ahora veamos el caso en el que la fraccidén involucre
divisidon de monomios entre polinominos o polinomios entre
polinomios.

Para poder simplificar una fraccidn algebridica de este
tipo es necesario primero descomponer cada polinomio en sus
factores primos, o bien, factorizar completamente el polino
mio de cada término de la fraccidn para luego suprimir los -
factores que sean comunes del numerador y del denominador.
Veamoslo mejor con el siguiente ejemplo:

EJEMPLO?
k -

. . X : 3
Reduzcamos la fraccidn P e términos minimos

Solucidn:

Como en la fraccidn aparece solamente en el denomina--
dor un polinomio, procedamos a factorizarlo.

2x 2 2x2

4x?2-4xy  4x(x-y)

i

luego sacamos el m.c.d. que es 2x

2x% % 2x X

4x (x-y)* 2x  2(x-y)

EJEMPLO®

x2-5x+6

Reducir a su mias simple expresidn la fraccidn T

Solucidn:
Se procede a factorizar el numerador y denominador de
la fraccidn:

(x-2) (x-3) _ X3
(x-2) (x+3)




En la reduccion de fracciones, es comin suprimir el
factor pof el cual se dividen el numerador y el denominador.
El proceso de eliminar un factor comfin del numerador y deno-
minador de una fraccidn es llamado cancelacidén multiplicati-

va.
»
EJEMPLO:

Reducir a su mas simple expresién la fraceidn
© %% -9x420
25-%2
golucidn: : 2
Haciendo lo mismo que en los otros ejemplos tenemos

x2-9x+20 _ (X35) (x-4)
25-x2 (5-x) (5+x)

Ahora bien, como en el numerador tenemos (x-5) y en el
denominadox (5-X), podémos , segin una de las propiedades de
las fracciones, multiplicar arriba y abajo por una misma
cantidad, y no se nos altera la fraccidn.

(x-5) (x=4) _ =1 (x=5) (x-4) _ (5-%) (x-4)
(5=x) (54%) | =1 (5-x) (5+x)  -(5-%) (5+x)

ahora procedamos a simplificar

(5-x) (x-4) = x-4

(5-x) (5+x) S4x

bd-x
54%

AUTOEVALUACION 1.

[y Pl .
. Re@u01r a su mads simple expresidn las siguientes frac-
ciones jndicando el m.c.d.

¢
= e
12x7

- . 8a’b? :
* . 24a°KH2 5 ; m.c.d.=

32x%y"2? i
T6x"yizh i m.c.d.=

75a’m®
100a°miZnd

; m.c.d. =

24ab’?c

18a%bc?’ ; m.c.d. =

12a’p?
6023box° = ; m.c.d. =

27a2b203d"
63a’bictdas

; m.c.d. =

(25a’b®) (15a°b?®)

8. -
150ab® ; m.c.d., =

Pa : X oy
m cFor}zar y reducir a su minima expresidn, las frac-
S siguientes, llenando los espacios indicados

9. 3x212+ 15xy _ 3xy( i
xs= 25 (x+5) ( =

x2+x_6 E (X+3) ( )
X2+5X+6 ( ) (X+2)

10.




D sl b
" a’sb? () (a#b)

a’-2a%-a+2 _ a® ( )-(a-2) _ (a-2)(
ad+2a?-a-2

T a?(a+2)-( Y  (a#2) (

d-6x+x> L3z )
9-9x+2x2 (3-2x) (

Reduzca cada fraccidn a términos minimos.

Ix2-11x+6

ik 3x2+x-2

ca+3cz+2c+6
cg—ci+20-2

1-3 MULTIPLICACION Y DIVISION DE FRACCIONES.

Las siguientes propiedades nos proporcionan prodeci-=
mientos para multiplicar y dividir fracciones:

a) EL producto de dos o mds fracciones eb Lgual al produc
to de Pos' numenadones dividido entre el producto de
Los denominadones, es decinr:

—%—.—§—=%—f—§;dondeb,d#0

b) EL cocdente de dos fraceiones es iguak al dividendo
multiplicado porn el divison inverntido, es decin:

A e £ a di \jad ;
B A NN donde b,c,d . # o

Es con frecuencia deseable reducir el producto, o el
cociente, de fracciones a términos minimos. Siendo &ste -1
caso, el mejor procedimiento es escribir cada fraccién en
la forma factorizada, donde, factores comunes del numerador
y del denominador pueden entonces suprimirse.

EJEMPLO*

Realizar las operaciones indicadas.

2x%-%x-3 . x2-2%+1
x2-1 3x2-x-2

Solucidn:

Como el producto de dos o mds fracciones, es el produc-
to de los numeradores, divididos, entre el producto de los
denominadores, tenemos que:

2x2—x—3 . x2=2x+1 = (2x2—x-3)(x2—2x+1)
x2-1 3x2-x-2 (xZ-1) (3x%2-x-2)

luego, factorizando el numerador y denominador nos queda

(2x%=x-3) (x 22x+1) _ (2x-3) (x+1) (x=1) (x-1)
(x2-1) (3x%2-x~-2) (x+1) (x=1) (x-1) (3x+2)

para luego suprimir los factores comunes quedando

(2x-3) (x+1) (x-1) (x=1) _ 2x-3
(x+1) (x=1) (x-1) (3x+2)  3x+2

EJEMPLO

3 2
= -1 +1
Dividamo 17——- PO Y
3 $==9 ¥ yZoy-3

Solucidn:

Para encontrar el cociente, invertimos el divisor, es
decir:
2

Sy
P+l

Y3-1: yzfy+1 y
v

y°=9" yi=2y-3




Factorizando los numeradores y denominadores de las
fracciones tenemos que:

y3=1  yi-2y=3 _ (y=1) (yieyt) (y=3) (y+1) _

= y2 7-+y+‘l (y+3)(y"3) (y*+y+1)

A

& -~ 3
suprimiendo los factores comunes, nNoOsS gueda por altimo

i¥—1)(y +y+1)(y+3)(y+1) £ (y=1) (y+1)
.(y+3)(y—3)(y Z4y+1) y+3

EJEMPLO¢

Efectuaremos las multiplicaciones de fracciones siguien

tes:
x%-3x+2 2 2%%+5%-3 I 3xZ+6x% -
2x2+3x72 x“=1 2x-4

Soluciodn:

Factorizando los numeradores y denominadores de las
fracciones tenemos

(x-2) (x=1) . (2%x=1) (x+3) _ }x(x+2)
(2x-1) (x+2) (x=1) (x+1) 2(x~2)

luego, por dltimo, suprimiendo los factores comunes en el

numerador y denominador, resulta.

3x (x+3)

T 2(x+1)

EJEMPLO#%

Realicemos las operaciones indicadas

a?-7a+12 a’+3a-10 . a+5 _

22-6a+8  a?-10at21  a-7

Solucidn:

cuando haya que efectuar operaciones, en las que se
combinen multiplicaciones y divisiones se procede primero a
convertir los divisores - en factores, invirtiéndolos y pro-
cediendolﬁegﬁn la regla de multiplicaciény es decir, invir-
tiendo el divisor y factorizando, obtenemos:

- (a-3) (a=4) _ (a+5) (a~2) . fa-7)
(a=4) (a=2) (a<+7) (a=3) (a+5)

= 1

Frecuentemente se cbservan con mayor claridad los tér-
minos que pueden cancelarse, si prev1amente, se oxrdenan ¥
se hacen los cambios permitidos de signos en los términos
de los miembros de las fracciones. Por ejemplo, en la si-
guiente multiplicacidn de fracciones

(at2p)  (2b-a) _ (atb)
(a2-b?2) {(b-a) (db2-a2)

En este problema, algunos de los términos en que apare
ce "a" son positivos. 8in embargo, si se cambian ambos si§
nos en los miembros de la segunda fraccidn, y se cambia el
signo que antecede a la tercera fraccidén cambiando los dos
signos de su denominador y se ordenan los términos, se tie-
ne:

(a+2b) _ (a-2b) (a+b)
{a2-bZ) (a-b)  =(a2-4b?)

(a + 2b) ] (a=2b) A (a+b)
(a-b) (a+b) (a=b) -(a-2b) (a+2b)
ol

(a-b) 2




Debe observarse que, la supresidn reemplaza cada nume -
rador por la unidad, asi que, el numerador del producto
€S uno y no cero.

Tambi&n, al igual que en el caso de reducir fracciones
a su minima expresidn, la supresidn descuidada puede condu-
cir a errores graves. En la siguiente expresidn, seria un
error suprimir (2a+b) . ’

(2a+b) +5
(2a+b) (2a-b)

por ejemplo, tiene 2a+b como un factor del denominador, pe-
ro 2a+b es un término del numerador, no un factor.

Resumiendo, las operaciones de multiplicacion y divi--
de fracciones, diremos que:

Se descomponen en factores todo lo posible, los térmi-
nos de las fracciones que se van a multiplicar o divi-
dir.

En el caso de la divisidn se invierten los términos de
la fraccidn divisor y se multiplican, el dividendo por
el divisor invertido.

Se simplifica, suprimiendo los factores comunes, en
los numeradores y denominadores.

Se multiplican entre si las expresiones que gueden en
los numeradores; después de simplificar, y este produc
to se parte por el producto de las expresiones que que
den en los denominadores.

AUTOEVALUACION 2.

Efectuar las operaciones indicadas y simplificar.

3a 4ab _ 3c°

2b 9¢ 4a?

2a® | eb’
3b 4a

2
.a'x
6a2x37—3—

Efectuar las operaciones indicadas y simplificar, lle-
nando los espacios indicados.

5a-5b = at+2b _ 5( ) "a+2b =
8- Y5t BB T TV 5825/ 2D

4x-2y x%42xy o 2¢ ) x(

5x+10y  2xy-y2 _ ( ) (x+2y) ¥ i

2a(a+b)® b%(a-b)  12a’b® _
3b3 a3 (atb)  a’- b2

X-y . x2+xy Y

x+y x2y2-xy3 -




1 e 1  (a*7) (

a2-a-30 2 a2+a-42  (a=6) ( ) 2

RESPUESTAS A LAS AUTOEVALUACIONES DE LA LECCION 1.

a’-6a ; a’+3a-54 éi_ ) . af )

=

a3+3a? " a?+ 9a () (a+3) (a+9) ()

AUTOEVALUACION 1.

x2+128 | x°-5x"+25x _ (x+5)( ) . (x+8)( & 2
x2-64 = xX2+x%-56 (x+8) ( ) x ( 1.— 1/3x2; 4x®
2.- b/3a; 8a’b?

36be? | 15b7 _
3.- 2y/x°z; 16x%y’z3

4.~ 3a‘/4m’n3; 25a%m®

a4
5a3 ° 7ac

hk=9h . h®-3n® _ (h+3) ( . )“h( P ek
hk+3k = k° B \( ) k( ( ) (h=3) 4b/3ac; 6abc

1/5ab*x%; 12a°p?

3/7abcd; 9a’b’c’a’

| 565/, ;75858

3xy (x+5) / (x+5) (x-5)= 3xy/x-5
(x4+3) (x-2) / (x+3) (x+2) = x-2/x+2

Realiza las operaciones indicadas y simplifica.

3a’+a-10 g 10a’+a-2 . 5a’+8a-4 :
BaZ-2a-3  3a2+20a+25 =~ 12a%+11a-15 (a-b) (a*+ab+b?) / (a+b) (a-b)= a’+ab+b’/a+b
xZedxy-12y° | x’-6xy-Ty> . x2-9xy+14y*® (a-2) (a®-1)/(a+2) (a®-1) = a-2/a+2
x2+7xy+6y? x2-xy-12y2 = x2-xy-12y? (3-x) (3-%) /(3-2x) (3-x) = 3-x/3-2x

b+a/b-a

a-b/2a-b

1/a+b

x-3/x+1

¢t+3/c-1




AUTOEVALUACION 2.

1.- ¢c/2
2.- ab

3.- Ty’z/3
4.- '3/b
5.- 3w/2v
6.- xy/6
7.- 30x2

5 (a-b)

= S taon)

o Jl

5/3

2(2x-y)  x(x+2y) _ 2x

10.- b/2
.- Wxly

12.- !

5(x+2y) = y(2x-y) 5y

(a+7) (a-6) _ a+7

(a=6) (a+5)
a(a-6)

2 2a+10,

a(a+9) Z 1

13.-

14.-

ZRI3Y ) [(a*0) (an8)  a+3

(x+5) (x?+5x+25) . (x+8) (x=7) _ (x+5) (x-7)

(x+8) (x-8)
15, ~ Te*

WA 18 )

h(k-9) . _ k°

x (x2-5%+25) (x-8)

k (k-9)

3a-5

Wiss a+5

18.- 1

" k(h+3)  h2(h-3)

=
" h

SUMA Y RESTA DE FRACCIONES ALGEBRAICAS.
LECCION 2.
1-4 REDUCCION DE UNA FRACCION A UN MINIMO COMUN DENOMINADOR.
Deginieidn.

Reducir, dos o mas fracciones, a un comun denominador,
es hallar otras, respectivamente equivalentes a las primeras,
cuyos denominadores sean iguales.

Reduccibn a un comin denominadon.

Consideremos las fracciones,

Gpne G ol

b Ld ' n
si se multiplican los dos términos de la primera fraccidn por
dn, los de la segunda por bn, y los de la tercera por bd, nin

guna de las fracciones cambia de valor, y se convierten res--
pectivamente en:

adn , cbn , mbd
bdn bdn bdn

que como se ve, tiene el mismo denominador.

Por lo expuesto, resulta ‘que: para reducir dos o mas -
fracciones, a un comiin denominador, se multiplican ambos miem

bros de cada una de ellas, por el producto de los denominado-
res de todas las demas:

Fracciones heducdidas a su minimo comdn denominadorn.

Con el objeto de evitar, denominadores muy grandes, es
- . s 4 : 5
preferible, siempre que sea posible, reducir las fracclones a
su menor comin denominador, es decir, transformarlas en otras,

respectivamente equivalentes a las propuestas, cuyo denomina-
dor comiin sea minimo.




AUTOEVALUACION 2.

1.- ¢c/2
2.- ab

3.- Ty’z/3
4.- '3/b
5.- 3w/2v
6.- xy/6
7.- 30x2

5 (a-b)

= S taon)

o Jl

5/3

2(2x-y)  x(x+2y) _ 2x

10.- b/2
.- Wxly

12.- !

5(x+2y) = y(2x-y) 5y

(a+7) (a-6) _ a+7

(a=6) (a+5)
a(a-6)

2 2a+10,

a(a+9) Z 1

13.-

14.-

ZRI3Y ) [(a*0) (an8)  a+3

(x+5) (x?+5x+25) . (x+8) (x=7) _ (x+5) (x-7)

(x+8) (x-8)
15, ~ Te*

WA 18 )

h(k-9) . _ k°

x (x2-5%+25) (x-8)

k (k-9)

3a-5

Wiss a+5

18.- 1

" k(h+3)  h2(h-3)

=
" h

SUMA Y RESTA DE FRACCIONES ALGEBRAICAS.
LECCION 2.
1-4 REDUCCION DE UNA FRACCION A UN MINIMO COMUN DENOMINADOR.
Deginieidn.

Reducir, dos o mas fracciones, a un comun denominador,
es hallar otras, respectivamente equivalentes a las primeras,
cuyos denominadores sean iguales.

Reduccibn a un comin denominadon.

Consideremos las fracciones,

Gpne G ol

b Ld ' n
si se multiplican los dos términos de la primera fraccidn por
dn, los de la segunda por bn, y los de la tercera por bd, nin

guna de las fracciones cambia de valor, y se convierten res--
pectivamente en:

adn , cbn , mbd
bdn bdn bdn

que como se ve, tiene el mismo denominador.

Por lo expuesto, resulta ‘que: para reducir dos o mas -
fracciones, a un comiin denominador, se multiplican ambos miem

bros de cada una de ellas, por el producto de los denominado-
res de todas las demas:

Fracciones heducdidas a su minimo comdn denominadorn.

Con el objeto de evitar, denominadores muy grandes, es
- . s 4 : 5
preferible, siempre que sea posible, reducir las fracclones a
su menor comin denominador, es decir, transformarlas en otras,

respectivamente equivalentes a las propuestas, cuyo denomina-
dor comiin sea minimo.




Por ejemplo, consideremos las fracciones,

2a 6a
5 (a2 - 4) Y 35 (al -6at+8)

Para reducirlas a su menoxr comin denominador, se debe ha
llar una expresidn, que sea miltiplo de, 5(a?-4) y al mismo
tiempo de,.BS(a2—6a+8), y tal que su coeficiente sea el mini-
mo comun maltiple, de los coeficientes de los denominadores y
que el grado de la parte literal sea minimo.

El primer denominador, 5(a®?-4) , se descompone en:
5(a+2) (a-2) , ly el segundo, 35(a%-6a+8) es igual a 5 ¢ .7 (x-2)
(x—-4); entonces, en vez“de tomar como denominador coman el -
producto de, 5(a?-4) por 35(a’-6a+8), basta tomar 5 * 7 (x+2)
(x-2) (x-4), que es el m.c.m. de los denominadores de las frac
ciones dadas.

Si a la primera fraccidn, se le da por denominador,

35(a+2) (a-2) (a-4) = 35(a’-4) (a-4)

dicho denominador gqueda multiplicado por, 7(a-4) para que no
se altere el valor de la fraceidn hay que multiplicar el nume
rador, por el mismo factor, y asi se obtiene:

2a * 7 (a-4) 14a (a-4)
35 (a+2) (a-2) (a-4) 35 (a‘-4) (a-4)

dando a la segunda fraccidn el mismo denominador, el suyo que
da multiplicado por (a+2); para no alterar el valoxr de la frac
cidén, hay que multiplicar también el numerador por, (a+2), ¥y
asi resulta:

6a (a+2) 4
35 (a+2) (a-2) (a-4) {

EL mindmo comin miltiplo.

El minimo comiin miltiplo, (m.c.m.) de un conjunto de po-
linomios, es el polinomio de menor grado, y con los minimos
coeficientes enteros, que sea divisible exaq;amente, entre ca
da polinomio del conjunto.

6a (a+2)
35 (a* -4) (a+2)

El grado de un polinomio, es el grado de su término de
mayor grado. El grado de un término, es la suma de los expo-
nentes- que aparecen en él.
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. Por ejemplo, el grado de, 2x3-3x2+4x% es 3, y el grado de
3x‘y2—2xy+3y2 es 4.

EJEMPLOS:

El m.c.m. de, 3x; 4x2y; 8x5y2

a4

El m.c:m. de, 2(x~y); 3(x+ty); y de (x—y)z,es 6(x—y)2(x+yL

1) y de 36x‘es, 72x°y?.

.2)

Si los polinomios'estén factorizados, se observa que, por
definicién, Fl m.c.m. factorizado, debe satisfacer los requi-
sitos siguientes: .

{.— Cada factor, de cada polinomio, debé_aparecer como fadtor
del m.c.m. Ademids, cada factor del m.c.m., debe estar
elevado a una potencia igual, a la mayor que dicho factor
tenga, en cualquiera de los polinomios factorizados.

2.- El m.c.m. no puede tener un factor, que no aparezca en

alguno de los polinomios factorizados.

De ese modo, se tiene el siguiente método, para obtener

‘el m.c.m. de un conjunto de polinomios:

1.- Se factoriza, cada uno de los polinomios.
2.~ Se escribe el m.c.m., cada uno de los diferentes facto-
res primos, de los polinomios, y luego se eleva cada
factor, a la mayor potencia con que aparezca en alguno
de los polinomios factorizados. (N@mero primo, es un ni-

mero que no tiene mis factores, que €l mismo y la uni-
dad) .

EJEMPLO:

Encontrar el m.c.m. de los sigulentes polinomios:

x2— 2xy + y2

x2+ 2xy + y?

2= gl




x2- 3xy + 2y2

2x2+ e y? ZJEMPLOS ¢
Reducir, a su minimo com@n denominador i
SOLUCION: 2
: 5ax 7by 8cx’

1
) 8by? ' 10x%z ' 15yz°

Se escriben factorizados cada uno de esos polinomios, cO
mo se muestra en seguida:
m.c.m. (8, 10, 15) = 120

x2- 2xy + Yy (x y)2

m.c.m. (8by?, 10x%z, 15yz’) = 120bx*y’z?)

2
X2+ 2xy + v (x + )2
2

x2- Yy (x y)(x + ¥) Efectuando las operaciones indicadas resulfa:
2 2
X“- 3xy +2y (x - 2y) (x - ¥)
2 - 75ax"z° 84b%y®z? 64bcxy
2x2+ 3xy ¥ y2 = (2% + y) (x + ¥) 120bx2y2z° ' 120bx“y°z° ' 120bx%y?z’

Los factores primos que aparecen arriba son, (x=y)i - 2) Reducir, a su minimo comin denominador:
(x+y) ; (x-2y) y (2x+y). Sin embargo, (x-y) y (x+y) tienen
exponente 2, en el primero y en el segundo de los polinomios, 32 o 2y m ] m
respectivamente. Por tanto, el m.c.m. es, (x—y)z(x+y)2(x—2y) 3m”=-12m m<-6m+8 m3-8
(2x+y) «

2

Factorizando los denominadores se tiene:

, 3 T - > 1 3_ 2 2
Reduccibn de fracciones al mindmo comin denominadon empleando 3m”-12m"= 3m"(m-4)

ol minimo comdn miltiplo (m.c.m.). m2= 6m + 8 = (m=2) (m-4)

4 1
o . P - m - —
Para reducir, dos o mas fracciones a su minimo comin de-— 8 = (m-2) (m"+2m+4)

nominador, por el método del m.c.m., se pueden seguir los si- Por tant 1 mi
' n o . - .
(T , el minimo comin denominador es:

2 e - 2
1.~ Se toma como denominador comin, el m.c.m. de los denomi- 3m” (m~-4) (m-2) (m"+2m+4)

nadores. i
y las fracciones, se transforman respectivamente en:

Se divide ese comin denominador, entre el denominador de

2
cada fraccidn. 2(m-2) (m”+2m+4)

3m?% (m-2) (m~-4) (m?+2m+4)

Se multiplica el numerador de cada fraccidén, por el co-

2' Mo
ciente respectivo obtenido. it P omed)

3m2 (m-2) (m-4) (m2+2m+4)
m? . 3m? (m-4)
3m?2 (m-2) (m-4) (m2+2m+4)
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AUTOEVALUACION . 1,

Transforma la siguiente fra
cuyo denomipador sea, la expresi

5a

2.2
15ab’c
3bc

1=

ax ‘ 27rgszt5
9s t
2a

(3a-1) (2a+3)
3a-1

3x+2z
2x-3y

, 4x*-9y>
3a+4b

S 15a2-26ab+8b?

ccibén en una equivalencia,
én que aparece a la derecha.

Reducir al minimo comdn denominador.

2a ap? 5¢3
36c | 9c> ! 12acc?

6.-

ax
oy?z '

Sy 8z
12xz2 ' 15x2%y

5w 2 Tv? gu’

m
T2aZv ' 24uw? ' 27viw :

a a-b

aZ-bZ ' (a+b)

2u+v

; m.c.d. =

r m.c.d. =

.c.d. =

2u+3v e d =
;, m.c.d.

4u2-9v2 '

au2+8uv+3v? | 4uZ-duv-3v?

Nota.

Generalmente es preferible, indicar la multiplicacién
en el denominador, sin efectuarla; asi se ve mis ripidamente,
por qué factores, ha sido multiplicado el denominador de ca-

da fraccidn y por tanto, qué factores deben multiplicar tam-
bién su n&merador.

1-3 SUMA DE FRACCIONES ALGEBRAICAS.

Deginicion.

La adicibén o suma, es una operacidn que tiene por objer
to, reunir varios nimeros de la misma especie, en uno solo.

Los nimeros que se suman, se llaman sumados, y el resul
tado se denomina, suma o total.

El signo de la operacidn de sumar, es una cruz (+), que
se lee mds, y se coloca entre los sumandos.

En la suma de fracciones algebraicas se distinguen dos
casos:

Priimert caso; las fracciones algebraicas tienen igual de
nominador.

Para sumar fracciones algebrdicas de igual denominador,
se suman algebridicamente los numeradores y al resultado se
le da, el denominador comin.

EJEMPLOS .




3a+2b
+

ab

_ 3at+2b+5a-3h+2atsb

Segundo caso: las fracciones algebraicas, no tienen

igual denominador.

Para sumar fracciones algebraicas, que no tienen igual
denominador, se busca el mfnimo comGn mdltiplo de los deno-
minadores, se€ reducen las fracciones a otras equiValentes,
que tengan como denomindador, el minimo comin miltiplo © €O
min denominador y se efectia la suma.

EJEMPLOS @
sumar ;

3a

6 4

El comin denominador de 6, 5y 4 es, 60.

2N
6

10a+24a+45a = 79a
60 60

EJEMPLO :

Sumar ;
atb  2a=3b 5a%=2b”
g L E— =Rt

a b ab

El comiin denominador de a, b y ab es, ab

atb _ (athb)b ab + b?
= ab - ab

2a=3b _ (2a-3bla 2a%-3ab
b ab - ab

Por tanto:

a+b -
2a-3b , 5a -2b _ ab+b 2 i 2a%-3ab
a b ab ab T ab

ab +b?+ 2a%- 2 op2
a-3ab + 5a 2b 7a2- 2ab - b2

ab =b

EJEMPLO:

Suma.

xty X-y

2x+2
xZ+2xy+y* -

X2 oxyty? | x2-y?

Ant i
carse G es de c?menzar cualquier operacidn, deben simplifi-
as fracciones, siempre que se pueda
I

X+y il 1
X2+2xy+y>

Z’x—y 1

2x+2y _
xz—y’

.
X-y

Pox tanto,

Xty

= Xy 1
X2 +2xy+y 2 * + . 2

xZ-2xy+yZ  xty

X=y

X=y




ahoxa, el comfin denominadox de, x+y y X-y es, x°- y° Luego,

]

e~

X+y

31_
X=y

Y o2 =x:%,.‘."'+z+2xf22

X-y  X-y X -y

+ 4x+2¥

Ty

En la prictica, para sumar fracciones algebrdicas, se
simplifican cuando se puede, se busca el comin denominador,
se divide el comiin denominador, entre el denominador de ca-
da una de las fracciones y el resultado, se multiplica por
el numerador de la fraccidn, luego, se reducen los términos
semejantes.

EJEMPLOS :

2a . 3b . 2b _ (2a) (7a)+(3b) (5b) +(2b) (7b)
5b 7a 5a 35ab
14a®+15b%+14b® _ 14a”+29b°

35ab ~  35ab

Sumar,

SRS B WATS R WA R R
x2-4 = x%-9  x%+6x+9 x-2  x+3

X+3+x-2+x-2 _  3x-1
x2+x-6 x2+x-6

2 2
5x=5 X 4+xy+
—7——¥ + ——3——31—-+ ~
X“ -y X7~y

3 3
X+y

8 (x-y) +1(x+y) _ 9x-7y
= x2-y? T x%oy?
Propiedades de £a suma con gracciones algehndicas.

La s@ma de fracciones algebrdicas, es una operacidn con
mutativa y asociativa, es decir:

Cohmuzativa; porque indistintamente, se puede obtener
la mi'sma suma, a pesar de cambiar el orden de los sumandos.

EJEMPLO:

1 _ 124443
R

+

4+12+3 _ ]
18

. 2
9

6 1

Asociativa; porque se puede agrupar dos o mids sumandos,
y obtener una suma parcial que, agregada a los sumandos res-
tantes, da el mismo resultado, que efectuada la suma en for-
ma corriente.

EJEMPLO:

— 364+40+45+20+12+75
60

Asociando fracciones, con el mismo denominador, se tie-

-
5

=5
5
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Por tanto,

Ley de cerradura para La adicifn de gracciones.

: a c
Dados, los nimeros racionales —y = , en ese orden,
existe un inico nimero racional, llamado la suma de estos
dos nameros racionales.

ad+bc

- .
+ = numero racional = Ba

Suma de fracciones con denominadores monomios .
EJEMPLQ:

1
Sumar,

gl 8
5x2 ¥ 3xy

Hay que reducir las fracciones, al minimo comin denomi

nador .

El m.c.m. de los denominadores es 15x2y, dividiendo
15x2y, entre los denominadores, tenemos;

15x2y +5%%= 3y ¥, 15x2y *3xy = 5x, estos cocientes,

los multiplicamos por los numeradores respectivos y tenemos.

2, ol 2(3y) +5x(1)
5x2 = 3xy 15x%y

oy+5x

sumando los numeradores = 5
15x4y

EJEMPLO;

A a-4x 4 a-2 i~ 1
" 2xa 5a2 10a
El m.c.m. de los denominadores es, 1Oxa2. Dividiendo
10xa? entre cada denominador y multiplicando los cocientes
por. el numerador respectivo, se tiene:

a-4x - a-2 B | S S5a(a-4x) +2x(a-2) +xa
2xa 5a? 10a 10xa?

5a2-20xa+2xa-4x+xa
10xa*

multiplicando =

2
reduciendo términos semejantes = 5‘3;(’)7—_—53235
xa

AUTOEVALUACION 2.

Efectuar, las operaciones indicadas y simplificar.

-
a

+ =
12bc © 9ac T 16ab _ 14dabc

3yz A 5 3 7x L
4x2 ~ 8xyz = 36yz’  72x°yz°
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h 2h?-5k2
'*v-v—f

10k T 200k T 5

2u Sy u?

vzt 38uz * 13y T

36uly?
A

gc 30| cibE

5a2b  10ac? 6b2c

L (52 30a2b2c3

Suma de gracciones con denominadores polinomios .
EJEMPEO:

1 1 1
3at3 © 2a-2 | a?-1

Sumarx,

Se factorizan los binomios, para encontrar el m.c.m.
de los denominadores:

3a+3 = 3(a+1)
2a-2 = 2(a-1) n.c.m. = 6(a+1) (a-1)

aZ-1 = (a+1) (a-1)

dividiendo el m.c.m., entre cada denominador y multiplican-
do cada cociente, por el numerador respectivo, tenemos:
1,1 1 _ 2(a-1)+3(a*1) 46
3a+3 © Za-2 ' [j2_;°  6(atD) (a-1)

2a-2+3a+3+6
6(a+1) (a-1)

multiplicando =

S5a+7

d t’ . 3 B —
reduciendo términos semejantes 6(a+1) (a-1)

EJEMPLO:

x-1 X~-2 %+6

+ +
Swmar, 774 T 3Z-x-6 = x2-5x+6

Se egcuentra el m.c.m. de los denominadores:

x2-4 = (x+2) (x-2)
x%-x-6 = (x-3) (%+2)

‘xz;5x+16 = (x-3) (x=2)

m.c.m. = (x+2) (x-2) (x-3)

dividiendo el denominador comin, entre cada denominadox Y,
multiplicando los cocientes, por los numeradores respecti--
vos, se tiene:

(x-1) (x-3) 4 (x=2) %+ (x+2) (x+6)
(x+2) (x-2) (%-3)

x-1 5 x-2 i __x+6 e
x4 x-x-6 X?-5x+6

X2 —A%+3+x2 -4Ax+4+x 2 +8x+12
(x+2) (x-2) (x-3)

multiplicando =

2
> .1 \ . 3%eE9
reduciendo términos semejantes = =7 "oy

AUTOEVALUACTON 3.

Efectuar las operaciones siguientes y simplificar:

1
-+ =
x+1 x-1 \x2-1
el 4 e
3a-2b ' 9a2-4b?  9aZ-db?
2 % 2
xz—xy xy-f-y2

T xy (x*-y?)

XY X
9x?-y? = 3x+y

~ oxZ-y?




EJEMPLOS 2

3
] Sliele
) 2a

8 _ .5 _ 8(atb)-5(a-b)
a-b a+b SR

a+3b a-5b 1

a2-9b2  a?-25b2 a-3b _ atbb

2¢c-1
+ =
557803 T 202-30.2 | cZ-5c+6  (2c+1) (c-2) (c-3)

_ a+5b-(a-3b) a+5b-a+3b 8b

" a”’+2ab-15b%2  a?+2ab-15b?  aZ+2ab-15b2

2. \Xr3) berll |
17 ke2 k-3 (k-1 (k+2) (k-3)

k-
k-

Resta de fracciones con demominadores monomios .

1-6 RESTA DE FRACCIONES ALGEBRAICAS. EJEMPLO

X+2y

Pefinieidn. 2_
6 De, Ix restar s i

6x2
La sustraccidén o resta, es una operacidén que tiene por i

objeto, hallar lo que falta a un nimero, para igualar a

otro mayor de la misma especie; O también, hallar uno de

dos sumandos, cuando se conocen la suma y el otro sumando. |

El m.c.m. de los denominadores es, 6x2y.

Dividiendo 6x2y entre cada denominador y multipl icando
cada cociente, por el numerador respectivo, se tiéne;

La suma dada, se llama minuendo, el sumando conocido,
se llama sustraendo, y el sumando que se busca, se denomina
resta o diferencia.

2
x+2y  4xy -3 _ 2xy(x+2y) 4xy?-3

3x 6X2y 6X2y 6Xzy

El signo de la sustraccidn, es una rayita horizontal multiplicando = 2x2y+4xy2 4xy2—3

(=) que se lee menos, y que se coloca entre el minuendo y 6x2y 6x2y

2x’y+4axy?- (4xy2-3)
6x2y

el sustraendo.
restando los numeradores =

pPara restar fracciones algebrdicas, se reducen las frac}
ciones a un comin denominador y se restan los numeradores .. | o g
2x y+4xy‘—4xy2+3
6x2y el
n 2x2y+3
“6x%y

eliminando el paréntesis =

33




obséryese gque para restax 4xy2—3 del primex numeradQr hay
que cambiax el signQ a cada uno de sus términos, y esta ope
racidén la indicames, incluyendo 4xy*-3 en un paréntesis,
precedide del signo (=) .

Resta de faacciones con denominadones polinomiod.

EJEMPLO:

5 x 1
Restaxr, — 3 = 3
xy~y Y

Se encuentra el m.c.m. de los deneminadores:

xy-y2= y (x-y) . m.c.m: y(x-y)
Y MY
dividiendo, y(x-y) entre cada denominador y multiplicando

cada cociente, por el numerador respectivo, se tiene:

X _ x=(x-y) _ X=%X+y _ y -

1
Xy-y2 y y(x-y) v(x-y) y(x-y)  x%-y

EJEMPLO:

2 2
: = 4a” -1 (a+1) a+3
simplificar: 527—g = 32:2a+d4 ~ a-2

Se encuentra el denominador comun :
2a2-8 = 2(a*-4) = 2(a+2) (a-2)

2 42 B 2
a“+4a+4 (a+2) m.c.m. = 2(a+2)“(a-2)

(a-2) (a=2)

dividiendo, 2(a+2)2(a—2) entre cada denominadoxr, gqueda: 1
4a%-1  (a+1)? a+3 _ (a+2) (4a2-1) =2(a-2) (a+1) 2-2(a+2)*(a+3}

2a2-8  a’+4atd a-2 2(a+2) 2(a-2)

_ (a+2) (4a®-1)-2(a-2) (a®+2a+7) ~2(a’+4at4) (a+3)
2(a+2) “ (a-2) 5,

4a’+8a%-a-2-2(a’-3a-2) -2(a*+7a’+16a+12)

2(a+2) % (a-2)

_ 4a’+8a’-a-2-2a’+6a+4-2a’-14a*-32a-24
2(a+2) % (a-2) el

resumiegdo términos semejantes y simplificando, queda:

_ =63°-27a-22 _ 6a’+27a+22
2(a+2) £ (a-2) 2(a+2) %2 (2-a)

AUTOEVALUACION 4.

Efectuar las operaciones indicadas y simplificar.

Restar:




9 a-6b WA e L
*~ 2aZ¢5ab+2b?2 2a+b a+2b  (2a+b) (a+2b)

a 3 a
a2+a-2 a2+2a-3 a2+5a+6 (a-1) (a+2) (a+3)

10.~

3;7 SUMA Y RESTA COMBINADAS DE FRACCIONES ALGEBRAICAS.

3 er1 _e2+2e+3)
5¢  3c2? 15¢7

EJEMPLO :

Efectuar las operaciones siguientes y simplificar:

AUTOEVALUACION 5.

a-2 _ _ a+3 a%+12a+16
Resta, a’-a a®+3a-4 a'+3a’-4a‘

Ll
2x-4 '

se encuentra el comin denominador:

a?-a = a(a=1)

22207 N 232
alh Bl a’+3a-4 = (a+4) (a-1)

a-1 de 3a _
a+3 ! 2a+6 2 (a+3)

a*+3a%-4a%= a?(a%+3a-4) = a?(a+4) (a-1)

e m.c.m. = a’(a-1) (a+4)

!x2—3x+2

De, , Yestar

.se tiene:
X :

De,

-1
—§¥§—%€ , restar m§3 a-2 a+3 a2+12a+16 + a(a+4)(a-2)—a2(a+3)+a2+12a+16
N T aZ-a = aZ+3a-4 = a'+3a’-4a’ a%(a-1) (a+4)

a’+2a2-8a-a’-3a2+a%+12a+16
a?(a-1).(a+4)

, restar

x2-25 2x+10 multiplicando =

2 3 x-5

£ p | = . ] 4a+16 4 (a+4) 4

& § o2 simplificando = = =
x=1 T+x Tex ) R it a2 (a-1) (a+4) a2 (a-1) (a+4) a2(a-1)

a-2 = a % Ay L)
(a+2) 2 5(a+2) 25 25(a+2) 2

Al
ol




EJEMPLOS :
AUTOEVALUACION 6. 4 . 2

Xty X~y
- : O 7 s - i 24y2
Efectlia las operaciones indicadas y simplifica: 5 . i
3 ;3:%7

11 5
- o —— =
412 18

Exiaten dos métedos, para reducir una fraccidn compleja
a una simple. El1 primero consiste, en multiplicar el numera
1 1 2x+3y _ dor y el denominador de la fraccibén compleja, por el m.c.mf

€§'+ 3x | 12xy : de cada denominadox que aparezca en ella.

5a ; db 3¢ _ EJEMPLO: ! A
12bc . %9ac  16ab

Reducir, la siguiente fraccidn compleja, a una simple.

S du=9y/ & =
2 18 1 ;

x+y

3R L AE3 L ,
ZHy " 2 Y6x(2§Ty) se observa, que los denominadores de 1y de (x+y), son 1,
por tanto, el m.c.m. de los denominadores de la fraccién com
pleja es "y". Por consiguiente, se multiplican por "y" el

numerador y el denominador, y se obtiene:

M ol :
X-2y 2x+y (x-2y) (2x+y)

3udn, 2wl : X y(1 +x) :
u2-v2 u (u-v) uv ot Y y . ytx _  yx -5l

x+y  y(x+y) T xyty?  y(xty) ¥
x2+4xy = ot X 1 |

x3+y3 x+ty  x2-xy+y?  x2-xy+y? EJEMPLO :

a+2 a-4 a+2 En la fraccién compleja,
aZ-a-6 = a’-T7at+12 a%-2a-8 (a-3) (a-4) 2 1

X+ T -

2 x \ y y

X
S - = 4 (x" ) X+
2 5x-14 ~ x-7 | x2-9x+14 _ (x2-4) (x-1) —*;;§— ;:%

|
|

] continuacidn, se indican los pasos de la gimplificacién.

" el m.c.m. de los denominadores es, (x+y) (x-y) & ¥iovs —u A

6-8 FRACCIONES COMPLEJAS. .
|
Si el numerador o el denominador de una fraccidén, o am-|

bos, contienen a su vez fracciones, la fraccidén se llama,
fraccidn compleja.

38
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= ~4xy ee:
xZ-y? Xy

Si el numerador o el denominador de una fraccidn comple
ja, o ambos, sOn a su vez fracciones complejas, cada una de-
be de reducirse, a una fraccién simple, como primer paso de
la simplificacidn.

EJEMPLO :

2(x-y) - (xty) Reducir, la siguiente fraccidn compleja
2 (x—y) (=y) = (xty) Gory) i R B

2x-2y~X~y IR oo
4 (x2-2xy+y2) - (x2+2xy+y?) : x=1+1
x+1
x+1-1

x-3y
4x2-8xy+4y2-x2-2xy-y2

x-3y ¥ x-3y ol - _
‘ En el paso anterior, los dos miembros de la fraccidn

3x2-10xy+3y?  (3x-y) (x-3y)  3x- ,
WS Y % ¢ - compleja, se han multiplicado en el numerador por (x-1) y en
el denominador por (x+1).

Si las expresiones, en la fraccién compleja son compli
cadas, resulta a veces mas facil, reducir el numerador y e
denominador a fracciones simples y proceder luego, cOmo en‘ = xx-1 _ 2%~
la divisidn. x+1 x+1

EJEMPLO : Se ha multiplicado el numerador y el denominador por x.

Reducir, la siguiente fraccidén compleja.

AUTOEVALUACION 7.

2

x-y  xty (x-y) %= (x#y)
+ - + =
Y =Y . (o6 gh Xoy) I Reducir a fracciones simples, las siguientes fracciones

Xz_xy_yz _yz (xz_xy y2)
lejas:
x2-y2 ] —Y . complejas

1=

1=k

1
x2—2xy+y2—x2-2xyzz? - 4xy I .2_ L

x2-y? x2-y?2 S

2 _g2_y2 2
X -ye—-X“+xXy+y X
b s —7z‘?

Xe= ¥ X%~y

L
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RESPUESTAS A LAS AUTOEVALUACIONES DE LA LECCION 2.

JAUTOEVALUACION 1.

1.- 25a’be e
2.- |12rast“ -~ 12y %It
3.- 4a’+6a

6x2+13xy+6y°

9a2-16b2

2a’c? 16a2b?c 15¢°

36a2c’ ' 36a’c’ ' 36a2c?
80x°z 75%y> 96¥z3
180x2y2z2 ' 180x2y*zt ' 180x*y'z

90vw" 63uv” 64wu "
216u2viw2 ' 216u2v2w2 ' 216u2v2w?

a(a?-b?) (a-b) 3 (a+b) ?
(a2-b?)2 ' (a2-b?) ' (a2-b?)?2

(2u+v)2 (2u—3v)2
(4uZ-9v?) (2u+v) ' (4u2=9v2) (2u+v)

(2u+3v) >
(4u2-9v ) (2u+v)




f AUTOEVALUACION 2. AUTOEVALUACION 6.
1.- 9 1

29 Tos

> e g L5

12x

4.- 4xt7y

R 60a+64b -27¢"

6.- 60a’+64b2+27c? "%

.- 54y2z°+45xz+14x°
&\ 6h2—5k2 . 10y2+11xy
9.- 8u3v+10v“+3u“

10.~ 24be’+9ab’+25a°c

AUTOEVALUACION 3.

T o= N2X
2.- 4a+b

3.- 2x7+2y?
4.~ 3x2
5.~ 6y>-19y+12
2x ‘
b+2
2(z+a)
6c2-10c+12

3k 3-2k% -14k+19




AUTOEVALUACION 4.
1.- 8b-a
2.- 1-10a=25

.- ‘5y2+xy x+3
4.- 9x%-20 "

I l4t-—28+stj .

8 +3ab-5a
Za-a‘
-2x—_

a(x-y~z) -2yz

cl+e-1

AUTOEVALUACION 5.
¥
2._
3.-
4. -
5.~
6.-
7.-0
8.- -6a+11a-54
9.~ -16a-19%

|

18.- ' a-6

AR e 2!
RELACIONES Y FUNCIONES.

2-1 INTRODUCCION.

La mayorfa de las personas tienenla idea de que nimeros
y matemdticas es lo mismo. Es comin que al hablar de un ma-
temitico, se opine que dicha persona vive sumergida en un
mmndo en el que solo hay niimeros, con los cuales adquiere
tal familiaridad que, incluso, es de esperarse que realice —-
operaciones aritméticas en un abrir y cerrar de ojos. Sin
embargo, tal opinidn es falsa, mas con ello no queremos de-
cir que sea falso gue los nlmeros sean conceptos muy impor-—
tantes para la matemitica y por consecuencia para el matemd
tico; lo que intentamos aclarar es que el concepto de nfimero,
a pesar de su gran importancia, no es el fmico que ocupa el
interés de la matemdtica, pues hay muchisimos otros tanto o
mas importantes que &ste. Ademds, el concepto de nimero no
es elemental, es decir, no es posible alcanzar su comprensién
sin que previamente se hayan entendldo otros conceptomgue
si son elementales.

En este contexto la palabra elemental no significa nece
sariamente sencillo o ficil; aqui se refiere a un concepto
gue ya no puede ser explicado en términos de otros y que, -
ademds, a partir de €l se pueden construir conceptos mds ela
borados y complejos.

Si nos viéramos obligados a definir lo que es la matema

tica con un minimo de palabras, estariamos mds cerca de la
realidad al decir que es la cienica que ge dedica al estudio
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de las funciones, que si dijéramos, como es comin, que es la
ciencia que se dedica al estudio de los nimeros.

Tradicionalmente el concepto "funcidn" ha estado intima
mente asociado, en nuestro lenguaje diario, con la nocidn de
"variacion" o "cambio". Histdricamente, ésta parece ser la
motivacidn que condujo a introducir la idea de funcidn en la |
matematica: si la masa M dé un cuerpo varia, entonces la -
fuerza F que lo mueve varia también, en funcifn de la masa
segin la ley F=Ma; si el radio r de un circulo varia, en-
tonces, el &rea A del circulo varia también en funcidn del
radio segln la férmula A = TMr’ ; durante muchos afios esta fué
la inica interpretacidn que se did al concepto de funcidn.

La definicidn de funcidn que nosotros adoptamos fué in-
troducida en la matemdtica en el presente siglo. Tiene la
peculiaridad de que cubre la nocidn "relacidn entre dos va-
riables", pero asimismo, describe o mejor dicho, permite des
cribir relaciones de cardcter mucho mias general entre elemen
tos de dos conjuntos. En nuestro caso, los dos conjuntos
pueden ser enteramente arbitrarios y la relacién o regla que
asocie a sus elementos admite un grado de generalidad mucho
mids alld de la dependencia de caridcter algebrdico entre dos
niimeros.

Una de las cualidades que se le puede atribuir a la
idea de funcidn que adoptamos, consiste en su amplia aplica-
bilidad y cdmodo manejo en casi todas las disciplinas del co
nocimiento humano, por ejemplo: Biologia, Economia, Antropo
logia, Sociologia, Linglistica, Demografia, Genética, etc.;
lo cual ha hecho de la matemdtica un lenguaje adecuado para
la descripcidn de mna amplisima gama de fendmenos, sin mas
limitaciones en esta aplicabilidad, gue el ingenio del usua-
rio.

2-2 CORRESPONDENCIA DE WNO A WNO.

pados dos conjuntos A y B decimos que estdn en COMLRS-
pondencia de uno a uno si es posible aparear sus elementos
en tal forma qgue cada uno de los elementos de A esté aparea
do con exactamente un elemento de B y cada uno de los elemgé
tos de B esté apareado con exactamente un elemento de A.

Ejemplo 1.

A={a, b, C} Yy B={21 4, 6}
Estén en comrespondencia de uno a uno porque podemos
mostrar los siguientes pares de elementos:

A {4, b, c}

t 1l

B {2, 4, 6}

La anterior no es la Gnica manera de aparear los elemen
tos de A con los elementos de B. La siguiente también es po
sible:

A = {a, b, ¢}

B = {2 4,6}

Los conjuntos A y B, que hemos usado, son conjuntos f4-
nitos: ambos tienen tres elementos. En una forma muy simplé
podemos decin que un conjunto es finito s4 el mimero de sus
elementos es cero o un wimero natural.  Todo conjunto que
no es finito es Anginéfo.

| "11 .
|

i

‘ |
g

\ \
\




Ejemplo 2. El par ordenado (7,3) tiene como su 0opuesto el par orde-
" nado (3,7). Dichos pares son opuestos. El alumno debe apren
A = {1, 2, 3, ...} " der a localizar puntos en el plano, podemos mostrar lo ante--
" rior:
Es Anfinito porque el nfimero de sus elementos no es m"
ceno ni un nameno natural,

Dos “conjuntos §{nifes, cuando es posible ponerlos en |
correspondencia de uno a uno, tienen el mismo ntmero de ele-
mentos.

]
]
|}
_....._'__--_Q (7,3)
)

2-3 | RELACICNES BINARIAS.

4

Par ondenado.

I
l
|
3

1

]
2 A Y A l$
T 2 4 56 7

EI concepto de par ondenddo es muy importante en mate- Fig. 1

maticas. S 1,
Un par ondenado iene dos elementos fomades en un orden

preciso. Producto cartesiano..

@ Supongamos que tenemos los conjuntos A= {a, b} y B =
{ 2, 3}. El producto cartesiano de los conjuntos A y B, es-
crito A X B, es el confunto de todos los pares ordenados cu--
La direccidén de un domicilio, nos da un par oxdenado, | YOs primeros elementos los tomamos de A y cuyos segundos se
el nombre de la calle y el niimero, toman de B:

Ejemplg 3.

Ave. Juarez 35 A {a, b}

Un par ordenado se escribe encerrdndolo entre parénte-- B {2, 3}
sis. .y separando sus componenetes con una coma, (Ave. Juarez;'
35). Ave. Judrez representa al primer elemento del par or- A {(a;2), (a,3) (b,2), (b,3)}
denado y 35 al segundo.

Para estos conjuntos A y B, 'podemos considerar otro pro-
‘ducto cartesiano y obtener un conjunto de paies orndenados com
pletamente diferentes:

Si consideramos el par ordenado (7,3) no serid el mismo |
que el par ordenado (3,7):

(7, 3): primer elemento 7; segqgundo 3. fa, b}

(3, 7): primer elemento 3; segundo 7.
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B = {Zr 3} Nombremos P, al conjunto de los pantalones
fcamisas:

B X A= {(2,8) P (zrb)r (3,8.) ’ (3Ib)}

J { negro, café, gris!

Representemos lo anterior graficamente. Usemos esque--'
mas como los que tli conociste en la escuela primaria. Trace
mos una cuadricula: rectas verticales y rectas horizontales
Asignemog las horizontales a los elementos del conjunto A yJ
las verticalesa.a log elementos del conjunto B.

{blanco, azull

s posibles pares ordenados som:

negro @
t::?‘\:*!rblanca

café ez =

@$ La 4n£z&¢zcc46h, gue es un punto, puede designarse por
medio de un par ordenado: : |
l 3 azul
: = gris
] (2,3) . (b,3

3 »-—---q—-----‘-'? : _ _ (negro, blanco), (negro, azul), ca@ﬁg Blari

f (café, azul), (gris, blanco), (grls;

|
1y 4;,'_a_____%'(b,z)

|
|
'l =
= b b - - e - T,
b <

L]
]
! )
Fig. 2. T e e

|
Obsérvese cuintos elementos tienen los conjuntos A y B |

y cudntos pares ordenados fue posible formar. 8
negro

T
!
i
g
}
H
| SR

mv -——o-:--

H
®\

Q

gris

Ejenplo 4.

Un muchacho tiene tres pantalones: u f;egro, otro ca-
fé y otro gris. También cuenta con dos cjagias' una blancd
y otra azul. Encontrar de cuintas maneras diferentes es po—
sible que se vista, tomando como primeros-‘élementos a los

pantalones.

Fig.

0 sea que el producto cartesiano nos da seis pares orde-
finados gue representan las seis posibles maneras de vestirse,.

i
!
‘l”,ij

|
l
l‘ ; }M'..u




(il

JCudntas maneras diferentes de vestir encontrarias si
consideras como primer conjunto al de las camisas?

Hasta ahora hemos considerado dos conjuntos diferentg
pero el conjunto A puede no ser diferente del conjunto B; T

ejemplo A X A es el producto cartesiano de A por si mismo
i el conjunto A = {1,2}1los pares ordenados serian:

» ,
A X A= {(1,1), (1,2), (2,1)(2,2)}

*" (1,2 (2,2)
I‘. -? ——ﬂ

1 |
| ]
(1,1) (2,1
of hatke

I
; A
. — Yy

1

3.- Bn un club se tienen los siguiente

res de tenis:

a= {puis, Juan!

B= {Margarita, Alba, Esthela t

Encuentra todas las posibles formas de tener un @i
de dobles mixto.

4.- Una fabrica de jabones decide lanzar a la venta dos pro
ductos: Jjabon para el bano y jabén para la ropa, en
tres presentaciones diferentes: ligquida, sélida y en pol
vo. Encuentra todas las posibles opciones que s ofre
ceran al consunmidor.

Calcule el producto cartesiano A X C cuando A es ¢l con-
junto de cuatro agentes vendedores de una empresa y C
el conjunto de las tres regiones en que se ha dividido
la ciudad:

A= {a, b, c, d} c= {1, 2, 3}

U| -4 RELACIONES.

Supongamos que un compafiero tiene una bolsa con canicas

 de diferentes colores. Decide clasificarlas de acuerdo con

AUTOEVALUACTE 2, 1

|

1.- Dados los conjuntos: A={Hidalgo, Morelos, Juadrez, Boliva
y B= {x|x es un mes del afio}, forma los pares ordenadd
pensando en el mes de nacimiento de cada uno de los eﬁ
mentos del conjunto A, Toma primero a los elementos &‘
conjunto A. '

Forma los pares ordenados del produckto cartesiano AXB}

de los conjuntos siguientes: |

A= {arroz, fideos} vy B= {huevos, legumbres, carng
|
54 ' |

{

el color, las blancas en un montdn, las rojas en otro, las
azules en otro. Al terminar, las canicas han quedado separa- .
das en subconjuntos ajenos. entre si, cada subconjunto se ca--
racteriza por su color. Dos canicas estdn en el mismo montdn,
si y solo si, tienen el mismo color: estas dos canicas deci-
mos que estdn nelacionadas por la propiedad de tener el mis-
mo color. S8i no tienen el mismo color no se les puede nela- -
clonakh. Nuestro universo es ahora el de las canicas. Las "¢
Laciones establecen proposiciones abiertas con dos variables
siendo una variable un simbolo que admite la posibilidad de r
presentar cualquier elemento de un conjunto dado.




H

H‘ns

a" tiene el mismo color que
abierta,
gares de "a" y "b".

"b" en esta proposicidn

Ejemplo- 5.

Sean’los conjuntoé A= {1,2)} y B= {3,4} y la propiedad
que felaciona a sus elementos:

R = "a" tiene una unidad menos que "b". Encontrar los{b)

posibles pares ordenados gue cumplen la propiedad indicada
la proposicidén abierta.

Escribamos todas las parejas del producto carfesiano,

AXB={(1,3, (1,4), (2,3), (2,4)};

de estos pares ordenados hay solamente uno (2,3) que comple |

la propiedad establecida por la proposicidn abierta.
par por tanto, estd en la /efacifn que llamaremos R:
R = {(2,3)}, lo anterior se representa con la notacién:

Este

A R B

Ejemplo 6.
Sea el conjunto A= {1,2,3,4}.

1"

a" es divisor de "b"

Encontrar las posibles parejas que. la cumplan. Escribimos
los pares ordenados del producto cartesiano A X A:

AXA: {(1,1),
(2,4),
(4,3),

(1I2)l
(3,1,
(4;4)}

(1,3),
€3.2),

(1,4),
(3,3),

(2,1),
(3,4),

(2,2),
(4,1),

consideramos a las canicas que pueden ocupar los Iy

(2,30
(4,2),

R= {(111), (1I2)I (113)1 (1'4)1 (272)1 (214)7 (313)1

(4,4)}

| gi observamos con cuidado estos dos ejemplos, obtendremos

““conclusiones:

la) ¢Qué es una nelaclbn?
i Una nelacifn es un conjunto de pares ordenados.

loué relacidén existe entre R vy el producto cartesiano?

4 La nelacibn que existe es La nelacibn de incluéidn; toda
1 nelacifn es un subconjunto def producto cartesdano.

R € (A X B) R < AXA

Ejemplo 7-

Si nuestro universo es U = {enteros positivos} y tene--
"mos la proposicidn abierta con dos variables: 3x +y =8, en
" contremos los posibles pares ordenados que la hagan verdade
ra.

ﬂ Escribamos de la siguiente manera nuestra proposicidn
~abierta:

v
Si establecemos para los! y

elementos de estos conjuntos que deba cumplirse la propiedad%
‘ Ensayemos valores

8 - 3x
x que nos den el valor de y:

si 0; y= 8- 3(0)
! 1; y= 8- 3(1)
= 2; y= 8- 3(2)
= 33 y= 8- 3(3)

par ordenado (0, 8)
par ordenado (1, 5)
par ordenado (2, 2)
par ordenado (3,-1)

Como nuestro universo es {enteros positivos}, no podemos
’aceptar el @iltimo par ordenado obtenido; el segundo componen-

Los pares ordenados que cumplen con la propiedad establél te de ese par es un entero negativo.

cida y que estdn, por tanto, en la relacidn son:

56
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Los pares ordenados que cumplen, haciendo verdadera la|
proposicién abierta, dentro del universo establecido, son:

R ={(0,8), (1,5, (2,2)} !

\
Son pares ordenados, ya que (0,8) es una solucidn, perg
el par opuesto (8,0) no lo es:

3(8) + 0 # 8 24 + 0 #£ 8

2-5 GRAFICAS DE RELACTQRES.

En nuestro saldén de clases hemos escogido entre los
alumnos a los mias altos, los datos que obtuvimos son los si
guientes:

Juan: 1.60 Carmen : 1.4

Hombres : Mujeres:

Ernesto: 1.45 Rosalba: 1.4

Con estos elementos podemos formar los conjuntos: ﬂ

H = {Juan, Ernesto}; M= {Carmen, Rosalba}

i!

Utilizando las iniciales de sus elementos podemos form

el producto cartesiano H X M: K
HXM®= {(J:,C), (J'R)! (E,C), (EIR)} 7 L

si establecemos una relacién en H X M mediante la aplica#
cién de la proposicidn abierta: "a" tiene nis estatura que
"hH*, tendrfamos: ‘

R ;

ya que &stas son las parejas que hacen verdadera la proposh
¢ién abierta.

2Tl 2R FERR]

podemos representar lo anterior mediante una grafica car
tesiana:

Observamos que la #elacifn en H X M es una parte del produc-
to cartesiano H X M. -

Otra forma de representar grificamente las relaciones
consiste en emplear lo que llamamos "graficas sagitales" (por
el hecho de emplear flechas). Una grafica sagital para el ca

so anterior seria:

Carmen

Rosalba

Ernesto e




Podemos mostrar las relaciones de los ejemplos 5 y 6 en
Las grdficas sagital y cartesiana para esta relacién se

las siguientes grlficas sagitales.
rian:

- A “III" B
i

EJEMPLO 6.
Fig. 8.

|

Fig.

En el ejemplo 6 ‘ﬁr} » significa: "1 es divisor de Hr
Nuevamente observamos que la relacién (R), en A X B, es
§ una parte del producto cartesiano A X B.

Si tenemos los conjuntos A= {2,4} y B= {3,5}, su pro-

ducto cartesiano seri:
! La grdfica cartesiana para la proposicién abierta, en
{enteros positi

! . ;
dos variables, 3x + y = 8, cuyo universo es,

AXB={(2,3, (2,5, (4,3), (4,5)}
Si establecemos una relacién en A X B mediante la ap1i041vos},seria:
cién de la proposicién abierta, "a" es menor que "b"  tendre

mos los pares ordenados: siguientes:

I.J
5

R =1{(2,3, (2,5, (4,5}
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Al conjunto formado por los primeros componentes de ca-
'da par ordenado, se le llama dominio de La helaeibn:

i Dominio = {1,2,3}

|todos gon elementos del primer conjunto, al que hemos llama-
do conjunto de las x.

Al conjunto formado por los segundos componeéntes de ca-
da par ordenado, se le llama contradominio de la relacidn:

, Contradominio = {1,4,9}
Fig. 11. %én este segundo conjunto, llamado de las y, estén los ele--

° ‘mentos que calificamos de {migenes de los elementos del domi
Traza las grdficas cartesianas de los ejemplos cuyas " nio.

gréficas sagitales hemos mostrado.

Observamos, dg momento, que a cada elemento del primex
| conjunto le corresponde un solo elemento del segundo conjun-
'to. Esto es importante como lo veremos mids adelante.

8i consideramos al conjunto A = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} y
le aplicamos la proposicidn abierta, FAUHXREIU@CION 2.

"x tiene por cuadrado a y "

2-6 DOMINIO Y CONTRADCMINIO DE UNA RELACTON.

tendremos la relacién en A X A con los siguientes pares ordl
nados: |

2 51.— Dado el conjunto : P= {gato, (22), pato, (2+2), malo,
di

loma} ; coloque los componentes de las siguientes pro-
posiciones abiertas:

R={(1,1), (2,4), (3,9} a) es lo mismo que
cuya grdfica sagital es: b) tiene las mismas letras que

c) tiene el mismo nimero de letras que

Un grupo de cirujanos dice prestar sus servicios en las
siguientes instituciones:

Juan, Mario, Felipe en el I.M.S.S.
Mario y Juan en el I.S.S.S.T.E.
Juan y Alberto en el S.S.A.



Completa la grdfica sagital para la proposicién abierts
"a" es médico de "b".

Fig. 13.

3.- Observa los diagramas, une con las flechas aquellos
elementos, que cumplan con la proposicién abierta:
"x" es la mitad de "y".

(c)
Fig. 17.

Encuentra una proposicidn abierta en dos variables que
tenga a cada uno de estos diagramas como grafica.

en la relacidn del problema 3.

Fig. 14.

+ Escribe los elementos del dominio y del contradominio

En el problema 4, inciso (a), escribe los pares ordena-
Para el ejercicio anterior escribe,dentro de parénte-~-

‘ dos de la relacidn y los elementos del dominio y contra
sis, los componentes de las parejas ordenadas de la re* dominio.
lacidn. :

\

I

Observa las siguientes grdficas sagitales:

{ 2-7 TFUNCIONES,

Uno de los conceptos bdsicos de la matemdtica es el de
funcibn. Esta palabra es de uso comiin y con frecuencia
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@l alumno debe haber empleado o escuchado expresiones como:
“Damos por terminada la funcidn"”; "llegamos cuando la fun~
eifn se habia iniciado” He -omprado boletos para la dltiy
funcién®™; "La funcidn del corazdn es vital® etc.
|

En la matemitica dicha palabra expresa un concepto e@:
cifico y par 1o geénéral muy diferente al que se le asigna g
el lenguaje cotidiano, tal situacidn debe tomarse muy en
Cuenta para evitar confusiones. Una funcidn es un caso par
ticular de relaciSn. Esto quiere decir que algunas relaci%
nes las podremos llamarccon el nombre de funciones.

2-g ONCEPTO DE PUNCION, TERMINOLOGIA Y SIMBOLOS.

Por diversos motivos, cuando se tiene una pareja de ol
juntos, existe la necesidad de establecer entre sus elemen-
tos uma correspondencia, asociacidn, aplicacién o relacién,

Por ejemplo, entre conjuntos de personasg, algunas de
las expresiones que permiten establecer una correspondencia
entre sus elementos son:

a)
b)
c)

Fecha de nacimiento.
Edad de la persona.
Signo del zodfaco.
Lugar de origen.
Profesidn.

Factor Rh

Tipo sanguineo.
Color de la piel.
Color del pelo.
Color de log ojos.
Estatura.

g)
h)
i)
)
k)

d)
e)
£)

En algunos casos la expresifn a emplear para establec
la correspondencia nos conduce en forma natural a determinal
los elementos del otro conjunto.

Ejemplc 8.

P: conjunto de paises.
Expresidn a emplear: "tiene por capital a"
C: conjunto de ciudades.

0b

Conjunto

de

Conjunto Tiene por

de capital a

ciudades

Fig. 18.

Para evitar ambigﬁedades, lo usual es determinar ambos
conjuntos. También debe proporcionarse la receta, regla o
indicacidn a seguir para establecer la correspondencia.

La caracteristica principal de toda correspondencia es
gue consta de una terna:

1. P: conjunto de paises.
2. C; conjunto de ciudades.
3. Regla: "tiene por capital a"

De este ejemplo, el lector habra observado lo siguiente
se tienen dos conjuntos y un método, una regla o una ley a
seguir, para asignar a cada elemento de un conjunto uno o
mds elementos del otro conjunto.

Si deseamos una mayor precisién deben usarse las pala--
bras "aplicar", "corresponder", "relacionar"; en esta forma
se tendrdn expresiones como "el conjunto A estd aplicado al
conjunto B" o bien, "el conjunto A se corresponde con el con
junto B", Estas expresiones constan de varias palabras, ra-
z6n por la cual se crea la siguiente notacién:

A > B

O sea que si entre dos letras mayiisculas s¢ encuentra una fle-
cha y dichas letras designan conjuntos, tal notacién debe in
terpretarse de las siguientes maneras:
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i

EL confunto A estd aplicado @l conyunto B :1etra que designa al dominio y cuidando separar dichas le=--
tras por dos puntos:

o bien: i
L o i e S (notacibn a emplearn para correspondencias) .

A cada elemepto del conjunto A Le conresponde un eLeme
Lo del confunto B. I Es fdcil advertir que existen cuatra tipos de correspon
A ' dencia, de los cuales dos adquieren una relevancia tal, en
Cuando.se tiene una correspondencia de un conjunto A meateméticas, que se designan con el nombre particular de 6uﬂ
un conjunto B, es necesario distinguirlos de alguna manera, CA0nes. ’
lo cual se logra diciendo que el conjunto A es el dominio %
‘1a coxrespondencia y B el contradominio de la misma.

¢

Correspondencia

Receta Contradominiow i F, l [_ Ai

uno a muchos a mu| uno a uno muchos & uno
muchos i chos

Eig./ 19. ,
o .
func?ones funcicones

DEFINICION 1: Una cornrespondencia es una terna 60)Lmadﬂ e OER
Un segundo conjunto Llamado contradominio. g

Una negla o neceta, La cual permitind tomar un element
del dominio y asignawle un elemento del contradominio.

Un primen confunto no vaclo LLamado domindo .

Sean los conjuntos A y B:

conjunto de paises.
conjunto de ciudades.
f: "tiene por capital a". L

Para simplificar ain mds las anteriores expresiones se}
adopta el convenio de designar la correspondencia con una 1§
tra f min@iscula de nuestro alfabeto, situada antes de la
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Alumnos Libros Alumnos Maestros

o
(a) (X

unp a muchos muchos a muchos
{na es funcién) (ne es funcidén)

‘.k‘y ittt s0n  funciones:
HWW}ML‘ I
4 it

Bancos

uno a uno muchos a uno

Ejemplo 9.

Al examinar a su paciente, un médico ordena:
n"Necesito una grédfica de las temperaturas; deben tomar-

se dstas cada hora'.

En este caso se va a establecer una correspondencia en~
tre dos conjuntos: conjunto de horas y conjunto de tempera-

| turas, la grifica que sigue muestra tal situacién,

Nombre del paciente
Temp. Fecha
t

v —

41°

|
1

o I
Sl I DI | _Jq‘l-J

S

..l-,-l-l-

3949

37e

-
N

Horas del dia

Fig. 22,

En esta grafica de temperaturas puede advertirse la si-
guiente|situacibén: El enfermo podrd tener la misma tempera-
tura variasg veces, pero nunca se podrd repetir el mismo mo--
mento; se trata de una funcidn.

Ejemplo 10.

Si se tiene una lista de profesionales como la que si--
gue:




Nombre Profesidn.

Carlos Médico
Arturo Ingeniero
Gagiiel Ingeniero
Jorxge Contador
Benito : Licenciado
Marip Arquitecto

2

B

y la regla de correspondencia es "tiene por profesién", y |

por comodidad usamos de un diagrama de flechas tendremos: |

(los elementos de los conjuntos serdn designados por su pril & y
| tencia: "Este diagrama no muestra una funcidn". dEn qué se

mera letra)

| cituacibn, el diagrama tuvo que corregirse.

Diagrama corregido.

7
2

g

Fig. 24.

Al corregirse el diagrama, hicieron la siguiente adver-

" basaron para afirmar tal cosa?

de H parte una flecha.

Cuando el esquema le fue mostrado a Jorge, &ste protes
td diciendo: "No es correcto, han olvidado que tengo dos

profesiones; de acuerdo con este diagrama estdn omitiendo u

No deben olvidar que soy contador y licenciado". Ante tal

72

Los anteriores ejemplos nos permiten dar la definicidn
guncidn.

Una guncddn es una Terna cuyos compopentes son:

Un primen confunto no vaclo LLamado domindo de La fun-
ciln.

Un segundo conjunto LLamado contradominio de La funcidn.

Una negla de conrespondencia con Las sigulentes caracte
rlsticas

a) Por medio de esta negla, a cuakquiern elemento del do
minio de La funcdidn se Le puede asociar un elemento
dekt contradominio.

b) Ningdn elemento del dominio ha de quedarse sin Au
asocdado en el contradomindo.
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¢) Ningdn elemento del dominio puede tener mds de up
asociado en el contradominio.

Notacién:

a‘f ; A—eB (f es funcién de A en B)

Ahofa bien, cuando se tenga un par ordenado (x,y), 8¢
dice que "y" es el valor que la regla asigna al elemento
lo gue tambi&n se expresa:

-

(y es igual a f de "x")

y=" £f(x)

Dominio , g '
Contradominio

£l it

Pigem25s

A f(x) se le llama "Adnagen” de x.

Debemos ser cuidadosos para no interpretar en forma
errdnea esta notacidn; el siguiente esquema serd de utili

‘Il £t4 asociado con x bajo la regla f.

‘

un elemento que pertenece a A

| el elemento gue pertenece a B y que§

Bl siguiente esquema nos permite interpretar lo gue lla
namos  Amagen del dom{nto de una funcidn.

¥
Eulx), =
£ (x), y

'y" es la imagen de X

producida por la regla f

Tal vez en una clase de geografia habrd necesidad de
emplear la relacién "La ciudad "x" estd situada en el pais

" yll .

Fig. 26.

Se tendrdn expresiones COmMO: "Paris es una ciudad gque
se encuentra situada en Francia". "Roma es una ciudad que
se encuentra situada en Italia". "Barcelona es una ciudad
que se encuentra situada en Espana'. "Madrid es una ciudad
que se encuentra situada en Espana" . ’

Se observa que tales expresiones estén referidas a dos
conjuntos y una receta que cumple con las tres caracteristi-
cas citadas; es decir, que se trata de una funcién, entonces
podemos emplear la notacidn:

£f (%) Yy

f (Paris) Francia
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f (Roma) = Italia
f (Baxgelona) Espafa ; A
f ( Madrid) Espafia

= {(1,3), (2,9, (3,5, (4,6)}

Primer componente Segundo componente
del par. del par.

AUTOEVALUACTON 3.

. » S » . 1
Diga si cada una de las siguientes ternas son o no funf
ciones:; -

Conjunto de los seres humanos.

Conjunto de los dias del afo.

Correspondencia que asocia a cada ser humano con
el dia de su nacimiento.

cuando se tiene un conjunto de pares ordenados y se in-
dica que tal conjunto determina una funcidn, para evitar am-

Conjunto de los nimeros naturales. v ; : :
! biguedades se adoptan los siguientes convenios:

Conjunto de los nlimeros naturales.
Correspondencia gque asocia a cada nimero natural

. EL primen elemento del pan ondenado pertenece al domi--
sus divisores.

; nio.

Conjunto de los nlmeros naturales mayores que 1.8
Conjunto de nimeros primos. : ‘
Correspandencia que asocia a cada niimero natural
sus factores primos.

El segundo elemento del par ordenado es la imagen del
primer componente; entonces dicho elemento pertenece al con-
tradominio.

: Conjunto de todos los nlmeros reales (positivos, (a,b) rb es la imagen de a y pertenece al contradomi-
' ro,.negativos, enteros, quebrados, raices, etc.) nio.

Conjunto de los nlimeros reales. ' '
Correspondencia que a cada nGmero real le asocia a es el elemento del dominio.
su cuadrado.

Dicho conjunto de pares debe cumplir con la sigu%ente
condicibn: no deben existin panes ordenados cuyas prLimeras
componentes sean Lguales .
; RIS |
'2-9 FUNCIONES COMO CONJUNTOS DE PARES ORDENADOS. /

Si el dominio de una funcidn es un conjunto finito y J ‘
t? consta de m?y-pocos eleme§tos, dicha fun01on queda deterLkz_lo GRAFICA DE UNA FUNCION.
minada con facilidad por medio de un conjunto de pares ordeé

REIRg. El conjunto de pares ordenados que sirve para designar

. una funcidn recibe el nombre de gnaﬁo; ipor qué razdn usamos

: e
| 76 | 77 2
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tal nombre? Tal vez se deba a gue cuando a los pares ordel
nados que forman el grafo se les asigna un punto del plan%‘
dicho conjunto de puntos constituye lo que se 1lama grafig
de la funcibn |

DEFINICION 2: , Sea £ una Ley de correspondencia dif

una funcién de un confunto A en un confunto B, |
e A R B

AL conjunto de Los pares ondenados (x, £(x]), con x € A,

que a su vez es subconjunto del producto.-cartesiano A X B
se Le Plama grnago de La funcion £. -

'»_11 REPRESENTACION GRAFICA DE UNA FUNCION.

Ejemplo 11:

grafo de la

A | Le1s3) 42,8, <(3/5), (4,6)} N ien

Dominlo: primeros componentes de los pares ordenado

" dichos elementos se sitfian en el eje horizontal {1,2,3,41

Contradominio: sequndos componentes de los pares orf
nados; tales elementos se sit@an en el eje vertical {3,“
5,6}. ]

/

4

Ejemplo 12:

Fig. 28

C={(113)I (211)1 (313)1
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no determina una funciodn;

pares ordenados diferentes cuyo primer componente es e

mo.

e = L0, ) (1,2, (2,1) :.06,6)}

Ejemple 13.
E1l conjunto C

AUTOEVALUACION 4-..
ciones




Diga cudles de los siguientes conjuntos de pares org
nados representan funciones y cuales no:

Namero

{@,2) ; (3,48); (5.6)}

PR U2 2,) 5 (3,3),. (4,4) 5 (5:5),. (6,6)]
s 0h <2, (1,3), (1,4, (1,5, (1,6)}
T Nea1), 3,0, (4,10, (5,1}, (8,1}

Las siguientes grdficas representan funciones. Dar
elementos del dominio y del contradominio en cada ¢z

/

[

£; C »D . 3600

La tabla anterior estd formada por dos columnas; ade--
és podemos advertir que a cada niimero le corresponde Gnica--
mente otro, que es su cuadrado. Ahora bien, lesta tabla re-
presentard una funcién? Desde luego que si, ya que resulta

imposible que un niimero tenga como cuadrados a dos o mas ni-
nexos.

)

—_ =
|

—_ i -0
-

“HI“

i it
P (i (1

“ '{ I ’}H i s

e
P \H |

~—

Si representamos el primer componente por medio de una
variable x, el segundo componente sera X

(x, x2)

1

w.—”o—
!
i S T

Esto ‘quiere decir que si deseamos formar un par ordena-
(2_]_2 FOMA SIMBOLICA DE IA REGLA DE CORRESPONDENCIA. do es necesario conocer el primer componente.

Desde la mis remota antiguedad el hombre ha tratade
ahorrar tiempo y conservar los resultados de cdlculos éf
tuados, anotdndolos en alguna parte. Entre las tabletas A
arcilla de los caldeos se encontrd una con la notacidn & Cuafido  ¥°= 5, €L Pax metds (S 23)

Cuando x =-5, el par sera: (-5,25)
los nfimeros y sus cuadrados, desde el uno hasta el 60; ¢ °
: SN Cuando x =-3, el par sera: (-3, 9)
la actualidad la escribiriamos en esta forma:

Ejemplo 14.

Lo anterior hace pensar que no siempre se dardn los pa-
res ordenados que forman la funcidn, sino que en ocasiones
deberemos formarlos mediante una regla, la cual puede ser da
da en forma verbal o en forma simbdlica. Si usamos la nota-
cidn constructiva para conjuntos, tendremos que el conjunto

‘_ | 83
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de pares ordenados para la regla anterior sera:
A= {(2,4), (3,9, (4,16), (-2,4), (-3,9),

A = {(x,y)l y = x2 }

e £

pares ordenados Regla para encontrar el
que pextenecen al segundo componente expre 4
coniunto A. sado en forma simbdlica.

Bjemplo 15.

Formemos algunos pares empleando nuestra madquina de fun
ciones.

Formar la tabulacidn cuando se conoce el dominio y 1la
regla de la funcidn resulta sencillo si 1mag1namos tener un duplicalo nGmero que entra: 3
migquina de funciones: i nimero que sale: 6
S : par formado: (3,6)

Se toma un elemento del dominio y mediante la regla- se notacidén: £(3) = 6
calcula su correspondiente. i

duplicalﬁ nimero que entra: 5

l Primer componente del paxr niimero que sale: 10
* h‘ (se toma del dominio) . par formado: (5,10)
’HU

Il I m i ‘ \ . notacidn: £(5) = 10
\ il | - X

RS R ¢ | 7] T

duplical - niimero que entra:

7
nimero que sale: 14

entra sale Segundo par formado: (7,14)
componer notacidn: £(7) = 14

———
26 0 0/ i
! Si suponemos que nuestra mdquina ya no admite la entra-

fda de nuevos elementos, tendremos:

b y
' 6
10
14

Si el dominio de la funcién es el conjunto de los nime
ros enteros, sdlo es posible enlistar algunos elementos del
conjunto A.

- il ‘““lluwu
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duplicalo [sﬁmale tres

Figi|\-31,4

La notacidn constructiva para el conjunto de pares “ord
nados es la‘siguiente: '

P = {(x,y)| y= 2x}, siendo el dominio {3,5,7}

? - f(x) = 2x + 3

Cuando se conocen el dominio de la funcidn y la reglm

hay necesidad de efectuar las operaciones indicadas para o

nocer la imagen correspondiente de cada elemento del domi--

nio, es decir, cuando se conocen los primeros componentes

de los pares ordenados y la regla, se pueden calcular 1los
segundos componentes de los pares.

K No se piense que el proceso de tabular es complicado,
‘ hay que sustituir el valor que admite x teniendo cuidado
de efectuar en forma correcta las operaciones que indica la

Ejemplo 16, regla.

‘

Hacer una tabulacidn para el siguiente dominio: Lf(x) -

D= {OI 11 2r ;1' —21 —3}
£(0) 2(0) +

Sabiendo que la regla es: "Toma un elemento del domif i s £(1) 21) +
nio, duplicalo y luego sfimale tres®, dicha regla puede exph
sarsegen otra forma: "Multiplica por Gdos el 'nltuerc gue te £(2) 2(2) +
doy,jghora sGimale tres al resultado obtenido y de esta mm\’ i : IE(-1)=2021) +
ra obtendris la imagen del nlmero dado." , Se observa que e
la reqla intervienen dos operaciones, una multiplicacidn ¥
ung adicidn. i : £(=3)= 2(-3)+

£(-2)= 2(-2)+
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Conocidos los valores de x y sus correspondientes iy Ejemple 17.
genes, se procede a construir la tabla, reservando la prip
ra columna para los valores de x si la disposicidn es wi = (5¢) 3%k o5
tical, y el primer rengldn, si la disposicidn es horizonty

dominioc: conjunto de los nime1os naturale

= 2%’ ( & iz
f (%) = 2% f (x) 2x° + 1 e 7))

dominio: conjunto de los numeros enteros.

X

-3
c) £ (%) x%- 3x + 1 (x & R)

dominio : conjunto de los nimeros reales.

Los ejemplos anteriores conducen a una interrogativa:
¢Cudl ha sido la razdn de omitir el contradominio? Par“ﬂe

il | ‘w‘ v.‘r

H:\ ‘
"‘“‘ u"v"[

Disposicidn vertical.
De esta manera, cuando se tenga la funcidn t(x) = 3x‘*1

su contradominio puede ser, N, Z, 9 o R.

Si llamamos A al grafo de la funcidn, entonces A es un
‘subconjunto de N X N, N X Z, NX 9, N X R,

Calculemos algunos elementos de A:

£ (x) = 3x°+ 1
Disposicidn horizontal.
3(0)% + 1
‘ 3(1)% + 1
Aclaremos gue en general para dar una funcidn es néf
sario ademds de una expresidn simbdlica de la regla de ¢ = 3(2)% + 1
rrespondencia, dar el dominio.

LIBRO ALQUILADO




AUTOEVALUACION 5, AUTOEVALUACION DEL CAPITULO I.

.~ Calcula los elementos que faltan en las siguientes Dados los productos cartesianos:

bulaciones:

S
1

prx o = 401,20 (1,3 (2,2), (2;3)F
Q XP T(2,1) 5 (2,200 (3 1w (3,233

£(x) & x*- 1 o filx) =2x-5
L f(x) £ (x)

- Encuentre el conjunto P.

0 :
0 {1,2} 1) {1,3} 2) {2,1}
3) {3,2} 4) {2,2}

Encuentre el conjunto Q.

0) {3,1} 1 - 42,31} 2) {a,3}
3) {3,3} 4) {1,1}

Calciitajalonnds dlementQs gara: Los puntos A(0,0), B(5,1) y C(1,3) son vértices de un pa

ralelogramo. Encontrar las coordenadas del cuarto vérti
ce si: :

a={(x,y) g2zx2|y =2x-1}

a) £(0) b) £(-1)

Si AB e na diagonal.
4) £(-5) s u go

0) (5,0) 1)
3) (=253) 4)

B={ize) € 22|y =-2x+ 9}

Si AC dia .
e) £(2) £f) £(5) g) es una diagonal

h) £(-3)

0) (0,0) 1)
. 3) (-4,2) 4)
Dada la funcidn f(x) = x°+ x + 3, encuentra:
a) £(0) b) f£(-1) c)
a) £(3) e) f(-3) £)

Si BC es una diagonal.
0) (2,3) 1)
Si se tiene que: f(x) = 2x-3, encuentra: 3) (5,3) 4)

a). £(0) . b) f(-2) g c)
d) £(-5) e) £(-10) £)

\
I
i
!
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Si, B= {2,5,8,11} vy F = {8,11,14,2} , diga cudl de 1y L.
siguientes proposiciones es valida. 9.- Encuentre el dominio de la relacién R del problema 7

0) E=F 1) E 0) {5,7,10 } 1) {s,27} 2) {1,8,27}

> F
3) EcF 4) F < E 15 3) {5,10,15} 4) {1,2,3}

Dada, la siguiente gr&fica sagital guéuentre una porposit10.~ Encuentre el contradominio de la relacidén R del proble-
cién abierta en dos variables que la represente. ! ma 8.

0) ¢ 1) {3} 2) {1}
3) {4} 4) {2}

11.~ Encuentre cu@l de los siguientes conjuntos de parejas
de niimeros no determina una funcién.

0) {(2,0),(2,3,(5,00} 1) {(1,1),(0,0,(2,2)}
2) {(5,2),0,1,3,9} 3) {(2,1),(3,0),(1,2)}
4) {(4,1,(3,0),(0,3)}

Calcula las im&genes correspondientes a cada elemento
del dominio que se da:

£ 4 —+B cuya regla de correspondencia es:

f(x) =3x+5
0) "x"es la mitad de "y".

1) "x'es el doble de "y".

2) "x" tiene como cubo a "y".

3) "x" tiene como cuadrado a "y".
4) "x" es la tercera parte de "y".

Sean los conjuntos A = {1,2} y B =

dad que relaciona a sus elementos "R". "R" = "a tiene
como cuadrado a "b".

Encuentre los posibles pares ordenados que cumplen con
la propiedad indicada en la proposicidn abierta.

0) {(2,3)} 1) {(2,4)} 2) {(4,M)}
3) {(4,2)} 4) {(1,4)}




15.- Diga cufl de las siguientes grdficas representa una f|
¢cidn.

0)

16.- Diga cudl de las siguientes graficas no representa uni
! funcidn.

0) | 1) | k
Ty

Gam
87T
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| I 42-13 RESPUESTAS A LAS AUTOEVALUACIONES DEL CAPITULO I.
| '.
AUTOEVALUACION 1.

b l(a,h), (a,2), (a,0), (£,h), (£,1), (£f,0)}

{itw,, (@A), (L,EB), (3,0, (3,8, (3,5}

{(,1) ,(b,s), (b,p), (xr,1),(x,s), (x,p)}

{(all)l (alz)l(al3)l(bl1)l (b,2), (®,3), (c,1), (c,2)
(c,3), (4,1, (4,2), (4,3)}

ﬂAUTOEVALUACION 25

(il it ‘
”H“M’“:W _ 3.-  {(2,4, (3,6), (4,8, (510, (6,12), (7,14}

4.~ a) "x tiene como cuadrado a y".
b) "x es divisor de y"

c) "x es divisor de y"

Dominio {2,3,4,5,6,7}
Contradominio; {4,6,8,10,12,14}

R={(1,1), (2,9, (3,9}

Dominio= { /23]
Contradominio= {1,4,9}

AUTOEVALUACION 3.
=181,
3.- No.
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AUTOEVALUACION 4.

1.~

2. -

st.
No.

s}
s¥.

no.

sf.

Domjinios= {1,2,3,4}
Contradominio={%}

Dominio= {1,2,3,4}
Contradominio={ 3,1,1,4}

AUTOEVALUACION 5.

3 (B

£ (x)

-1
(0}
3
8

a)
e)

a) .

e)

" a)

e)

C. AP W L 505,
EcuacioNES LINEALES EN UNA VARIABLE.

LECCION 1.
3-1 INTRODUCCICN.

A las matemi#ticas se le ha llamado muchas veces la "ser
vidora de las ciencias". Desde tiempos muy remotos la cien-
cia y las matemdticas han estado *‘elaciclfadas

. Asi, }os babilomios y griegos la asaxon ep la astrono-
mia, Eratbstenes ush las matemiticas pa m widlr la circunfe
rencia de la tierra, y Aa.’quimldes expuso los ptinc:.plos de
la mecanica. ;

En la época del Renacimiento, Gali. ?»hpler pus:xeron
los cimientos d@e. la astronomfa y la dindmiss rma.  Hacia
el afio 1637, las matemiticas crecieren” w#,ﬁescubrﬁai,ento
de la Geometria Analitica por Descartes x ek oilculo nfini-
tesimal por Newton y Leibniz aproxﬁnadmta por el afio 1700.

A la entrada del siglo XX, empezd wma’ revoluclén 01ent3..
fica. La era de la fisica relativista hgbfa comenzade. Sin
la contribuci&m de Einstein, Lorentz, Dirac, Heisenberg, la
era atdmica moderna hubiera sido imposible. La ciencia estd
reconstruyendo nuestro mundo, y las matemdticas han hecho
que esas ciencias sean una realidad.
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2-2 INTRODUCCION A LAS BCUACIONES LINEALES.

na ecuacidén es el enunciado que se expresa en términgg
matemidticos para indicar que las cantidades o expresiones a
ambos lados de un signo = son iguales. Se dice que una ecuy
cin es lasexpresién de la igualdad del valor de dos cantid
des. Una expresifn como C= TD es una ecuacidn simple. ILa
C es el simbolo de la circunferencia D el difimetro del cir
culeo y w la letra griega enpleada como simbolo para la cons
tante .3.14159. La ecuacién C =TD indica que la circunferel
cia C es igual al producto de T por el difmetro D. Los sfn
boleos C y D 'se usan en este caso para representar cantidades
desconocidas. )

Una ecuacidn es, por tanto, una combinacidn de cantid
des numéricas y simbolos, que cuando se suman, se multipli-§
can o se dividen (segiin lo indigquen los signos en una expre
sidn) son iguales a otra cantidad establecida. Una ecuaci&h
generalmente es una pregunta: M

h

ZQué niimero sumado a 7 es igual a 21?7 .La letra X se

usa com@nmente para representar la cantidad desconoci-
da. Este problema puede expresarse como una simple -1
ecuacidn que puede resolverse a simple vista.

X+ 7 21
14 + 7 21

entonces, p. 14

Por tanto:

Cuando se indican las operaciones de resta, multiplic
cifn y divisidn, también se hace en cada caso uma pregunta |
por ejemplo: 1

4

ZQué nimero restado de 10 es igual a 4?

¢Qué nimero multiplicado por 6 es igual a 47

¢Qué nimero dividido por 5, un nimero dada(o cualquier}
simbolo), es igual a 10, wna cantidad fijada? ‘

100 i

Pantes de una ecuacdion.

En todas las ecuaciones, las expresiones que aparecen
a uno y otro lado del signo de igualdad (=) se llaman miem-
pros. Usualmente, se usa el término primer miembro para in
dicar la cantidad que se coloca a la izquierda del signo, y
sequndo miembro, a la cantidad que va a la derecha del signo
de igualdad.

El primer miembro en la ilustracidn es 5A + 4; el segun
do miembro 24.

Equilibrio de una ecuacidn.

En toda ecuacidn ambos miembros deben ser iguales y se
dice que la ecuacidn estd equilibrada. Para mantener una
ecuacidén en equilibrio, los nimeros iguales deben aumentar-—
se o disminuirse, multiplicarse o dividirse por cantidades
iguales.

Después de que se ha resuelto una ecuacidn, el valor
obtenido para una cantidad desconocida se sustituye en ella.
Si la ecuacidn esti equilibrada, segin lo indica la igualdad
de ambos miembros, la solucidn es correcta.

Esta operacidn de comprobacidén es sicmpre esencial para
probar la exactitud de las dimensiones y de las cantidades.
Es relativamente sencillo sustituir los valores calculados

en la ecuacidn original para saber la exactitud de los cal-
culos.




Reglas para probar una ecuacton. 3-3 IAS MATEMATICAS Y NUESTRO IDIQMA.

1.- Sustitfiyase el valor calculado de cualquiexr letra o ‘ En el curso pasado aprendimos a usar algunos simbolos
simbolo en la ecuacidn original. que es el idioma propio de las matemdticas. Por ejemplo, los
simbolos como =, ¥, +, >, €, etc. forman parte de este idioma.

Estos y otxos simbolos nos capacitan para escribir frases y
2.- Ejecflitese cada operaci@n como se indica. proposiciones abiertas.

‘NOTA: ;| La ecuacidn esta equilibrada cuando sus valy Hemos trabajado ya con frases y proposiciones:abiertas.
res a ambos lados son iguales. Ahora trataremos que el estudiante vea mds claramente estas
| jdeas. Para ello, consideremos la expresidon "3n" ¢ Como po-
. grfamos interpretarla en espafiol? De hecho la podemos inter-
Ejemplo 1. pretar de muchas maneras, como por ejemplo:

Prudbeme el resultado de B = 4 en la ecuacidn 6B =1

"Hay el triple de manzanas en esta canasta que en YAk
otra."

(1A
I
| .‘H}H“: it

M Solucidn: : "Hoy tengo ahorrado el triple de dinero que lo que te-

- nia ayer."
Primer paso: Sustitliyase el valor de B en la ecuaci "E]l es tres veces mas grande que ella."

original (B = 4) "El largo del saldn es tres veces mayor que el ancho.”

6(4) = 24 Evidentemente, existen muchas otras interpretaciones de
la frase abierta.

Segundo paso: multipliquese.
Empezamos con la frase abierta "3n" ¥ la traducimos a
. muchas frases diferentes en espafol. Pero, cabe mencionar

6 x 4 =24 P que en todas ellas estamos hablando de dos nﬁn_xeros o dos can-
| tidades. En todos ellos hay un punto de partida. Podrd ha-

ber wm ndmero desconocido de manzanas o de dinero o de eda--
Tercer paso: Compruébese el resultado. Como ambos W Y des o de dimensiones. Este nimero desconocido se represent6
bros de la ecuacidn son iguales, la respuesta B = 4 es 08 por la letra "n", que previamente identificamos como una vd-
PocEa ! riabfe. Ta segunda cantidad fue escrita siempre como 3 ve--

© ces mayor que la primera cantidad, o "3n".

.
i
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Pudimos haber comenzado con la frase en espafiol y tra
cirla en una expresibn matemftica. A continuacidn se expo-
nen varios ejemplos:

FRASE: "Hay 3 manzanas mds en la primera canasta que en la
‘segunda."”

EXPRESION:

FRASﬁ: "El fcble de un nlmero aumentado en 8."

EXPRESION:

" x+3 ", donde x= manzana.

"2y+8", donde y= niimero.

Los simbolos "+" y "-" tienen muchos significados equif
valentes en espanol. ‘
ficar "mas que", "aumentado en", "sumado a", "mas largo que}
"m3s viejo que", "mas alto que", etc. El signo (-) puede
significar "menor que", "disminuido en", "mas corto que",
"mas joven que", "mas bajo que", etc.

AUTOEVALUACION 1.

Traducir cada una de las siguientes expresiones en fra®

ses equivalentes en espanol.

.= x+ 5 6.- 1/2 (5x%-3)
7.~ y2—7

8.- t + 2(t+1)
9.~ B8(3a+4)

10.- K + 5K

2.~ (2n-3)+ 4
3.5 F 2y
4.- x +y

5.- 2x + 3

Escribir en forma de expresidn matemdtica cada una de |

las siguientes frases:

11.- La edad de un nifio hace 5 anos si &1 tiene exactamente
X anos.

' posicidn es una "identidad".

nimero de huevos gue hay en z docenas-
tercio de un niimero.
edad que tendri Pedro dentro de 10 afios si ahora tie-
y afos.
£1 nimero de centavos que hay en d monedas de diez cen

tavos y € monedas de 25 centavos.

El doble de un nfimero aumentado en la mitad del mismo nd
MEXe. !

E1 diguiente al nimero natural z,
Un niimero par.

Un nimereo impar.

Por ejemplo, el signo (+) puede signi¥ 5 _ yn niimero de 2 dfgitos.

RESOLUCION DE ECUACICNES.
Confunto solucidn.

Hasta ahora hemos hablado de proposiciones abiertas con
una variable. Sabemos que el conjunto solucidén de una propo-
sicidn de esta clase es el conjunto de valores del dominio de
la variable que hacen verdadera la proposicidn. 8i todos los-
nimeros del dominio hacen que sea cierta, decimos que la pro-
Y si solo para algunos valores
del dominio de la variable es verdadera la proposicidn, deci-
mos que se trata de una igualdad condicional, © ecuacién con-
diciopal, o mas usualmente, por brevedad decimos que es una
ecuacibn. Los elementos del conjunto solucién de una ecua- -
¢idn reciben el nombre de rafces de la ecuacibn; también se
dice que las rafces satisfacen la ecuacidn.

Hasta ahora hemos encontrado algunas veces las ralces de
una ecuacién por tanteos. Veremos ahora procedimientos siste
miticos para obtener el conjunto solucién de una ecuacidén sen
cilla. Llamemos ecuacidn sencilla a una proposicidn abierta,
con una variable, que tiene una sola rafz. La expresidn que
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3-5 PROPIEDADES DE LA IGUALDAD.

estd a la izquierda del signo de igualdad se le llama p
miembro de la ecuacién. La expresibn que esti a la der
del signo igual recibe el nombre de segundo miembro de
ecuacidn, !

Asi, por ejemplo:
Y
Sy + 3 -2y = 2y -1
w—J

VB g v 3
Primer miembxo Segundo miembro
" (' & 4
P Ll 33 2 b T . -
"Redoliyer” una ecuacisd Efgnifica énegptrar su’ donf
golucifn, Pero antes de ver esto debemos aprender dds j
pledades importantes de la igualdad.’

Vamog a demostrar algunos teoremas relativos a la i
dad que nos serin muy Gtiles en este capitulo.

TEOREMA 1. 8i a, b y c son nlimeros reales y a=b, ¢
ces a + ¢ = b + ¢. Esta es llamada la "propiedad de ad
de los nimeros reales"

"Demostracidn":

atc es un nimero real. (Propiedad de cerradura di
conjunto de los niimeros !
les respecto a la adicidil

(Propiedad reflexiva de hl
‘igualdad)

(Dato conocido)

(Puesto que a y b son igui
son nombres diferentes pi
el mismo nmero. Asi pue
podemos sustituir Ya" por B
en el segundo paso) .

106

TEOREMA 2. Si a, b y ¢ son nimexos xeales y a=b, enton-
ces a-c = b-c A esto se le 1llama la propiedad de multiplica-
cién de los niimeros reales.

»pemostracidn® .

es un nimero real., (Propiedad de cerradura del con-—
junto de los nimerxos reales res
pecto a la multiplfcacidn.l. '

a.c

(Propiedad reflexiqé de la igual
dad) SR )

(Dato conogido)

Estos teoremas lo que nos dicen es ques "podemos sumar
el mismo niimero a ambos miembros de la ecuacién, o podemos )
multiplicar los dos miembros de una ecuacidn por el miémo“qg
mero. En cualquiera de los dos casos, se mantiene la igual-~

d§d,

{3-6 OPERACIONES INVERSAS Y ECUACIONES EQUIVALENTES .
Considérese lo siguiente:
30 + 2 - 2 = 30 y+2-2=y

NStese que el restar 2, anula el efecto de sumar 2 ep
ambos casos. Cuando dos operaciones estan en tal forma que
cada una anula lo que la otra hace, se dice gue son 0perACAO
ned invernsas. Sumar un nmero y restar el mismo n{imerc son
operaciones inversas.

Andlogamente, multiplicar poxr un nimerc y dividir por
el mismo son Operaclones {nversas. Por ejemplo, gi comenza-
mos con 12, multiplicamos por 4 y después dividimos por 4,
tenemos 12x4 + 4 = 12,




b1 0

i e

Ejemplo 2.

4

Consideremos ahora la ecuacidn: x + 2

Solucibn:

Es¥ nos dice gue cuando se le suma 2 a cierto nimerd
(x) , el regsultado es 7. Podemos anular la suma de 2 rest

do 2, o agregandg é) inverso aditivo da 2, a ambos miembr
de la ecuacidn.

Ix+2 + (=2) = 7 % (—i) (Por el teorema 1)

XxX+0 =5 (Propiedad del inverso aditiw

y efectuando la suma) .

(Propiedad del elemento de id
tidad para la suma).

El conjunto solucifn de la ecuacidn es { 5 }.

NGtese que {5} es el conjunto solucidn de cada uno df
los tres pasos de la ecuacidn original, puesto que la sust
tucidn de x poxr 5 har& verdadera cada una de estas ecuacis
nes. Decimos que estas ecuaciones son eCuacLones equiuub
fes. En general, las ecuaciones equivalentes son las que {
nen el mismo conjunto solucién.

Ejemplo 3.

Consideremos ahora la ecuacién: 5x = 10

Solucidn: !

Esto nos dice que cuando se le multiplica a un nimero}
(x) por 5, el resultado es 10. Andlogamente que en el pro
blema anterior, podemos eliminar el 5 dividiendo entre 50

multiplicar por el inverso multiplicativo de 5, a ambos mit
bros de la ecuacidn. .

(%)(SX);(%J(1O) {(Por el teorema 2).

30 (Propiedad del inverso multiplicati
5

vo y efectuando la operacion de
multiplicacidn) .

(Propiedad del elemento de identi--
dad de la multiplicacidén y efec--

tuando la operacibn de divisibn)

El conjunto solucién es {2}. Al igual que el problema

-~ - N =
anterior el conjunto solucidOn se cumple para las demas ecua

ciones derivadas de la primera, puesto que son ecuacLones
equivalentes.

En los ejemplos anteriores, el dominio de la vaEiable
=1 conjunto de los nlmeros reales (R) . Por convencio? de
aqui en delante, cuando no se de el dominie de la variable
sobreentenderid que es el conjunto de los numeros reales.

AUTOEVALUACION 2.

Decir cudl es la operacidn inversa de cada una de las
guientes:

a) Ponerse los zapatos.

b) Cerrar la puerta.

¢) Apagar la televisidn.

d) Dividir los nlmeros por tres.
e) Doblar un nfimero.

f) Aumentar un nimero en 7.

Escribe el inverso aditivo y el multiplicativo de las si

guientes expresiones:

d) 5xy
e) 5+x
f) "4y-3x

a) 1
b) -3
c) 4x




Zzsizicua%es de los siguientes pares de ecuaciones gff 7 APLICACION SIMULTANEA DE LOS TEOREMAS DF IA IGUALDAD EN
aciones equivalentes. | 1A PESOLUCION DE ECUACIONES LINFALES EN UNA VARIABLE.

a) x =2 c) 3x = 12

2x =6 2x = Al resolver ecuaciones, a menudo es necesario usar los

dos inversos, el aditivo y el multiplicativo. En general, es

RN 3 Afsy ~ 3 =29 recomendable usar primero el inverso aditivo y después el in-

t}+ 2 =4 y = -6 verso multiplicativo.

Decir en cada caso, el niimero que debemos agregar a Ejemplo 4.
expreslén para que quede solamente X:
Resolver la ecuacidn

s
9

a) x+3 d) %43 of i
b; 9 @)L AT » ‘ Solucidn:
c) x+9 £f) x-2 3
. y = 2 (Ecuacidn dada)
“! ‘ identificar el nimero por el cual debemos mU1tiPlibm-

| Il . -~ o
[’ a expresidn para gue quede solamente x: ’ (20( V)= (éﬁ(z) (Teorema §)

.;"w‘ .
‘m%% ‘ a) 2x d) =-4x
|‘1\M i il b) lx ) 5 18 e

il 3 S 1y = 3 (Propiedad del inverso multiplica

T
it tivo) .

L 7
c) --z-x f) =x
8 =6 (Propiedad del elemento de identi
: NS dad para la multiplicacidén y --
t H;llar los conjuntos solucién de las ecuaciones sigulf efectuando la operacidn de divi-
es. n todos los casos; comprobar los resultados en la | sidn)

ecuacidn original.

—

B e & 5Y 15O El conjunto solucidn es: {6}
TILYi58 < 507 13.—-—%-x Ejemplo 5.

8.~ x-35 34 L EP
‘ 14.« - 15z Resolver la ecuacidén 2z=4 = 3
9.7 39%x = 47

15-" sy = ¥ -
fDs sl 8 Solucidn:

2
16 e
3 q

3 z - 4 +(4) = 3+(4) (Por el teorema 1)
Wses = e : z + 0 =17 (Propiedad del inverso aditivo
A y efectuando la operacidn de -

11.- =5+y = =12

suma) 4
(Propiedad del elemento de iden

tidad para la suma)
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i En los ejemplos anteriores se ha visto la forma de
tOb téoFemas de la igualdad por separado y sus inversos
0 aditivo como multiplicativo. Ahora vamos a hacer usg
3 ¢

it ]
los dos téoremas y los inversos simultaneamente en ecuaci
nes del tipo; .ax =-bxtc, ‘

Ejemplo 6.
Consideremos ahora la ecuacidn:
3y +7=5

BGLwWT Lo

Esta ecuacidn es pesibl ambos

: e resolverla empleando i
remas. Utilizando el teorema 1, 4
tenemos,

3y + 7 + (=7)

5+(=7) (Teorema 1)

3y + 0 = =2 (Propiedad del inverso aditi

vy efectuando la operacidn de
suma) 3

(P;opiedad del elemento de i
tidad para la suma de niimerd
reales);

ahora,aplicando el teorema 2 y usando el inverso multiplic

tivo de 3, tenemos,

1 1
(30(3y) (3?(—2) (Teorema 2)
1y (Propiedad del inverso multiplica

vo y efectuando la operacidn de
multiplicacidn)

(Propiedad del elemento de identl
dad para la multiplicacidn)

2
- %)

El conjunto solucidn es:

J 112

con el inverso aditivo di

Ejemplo 7.
Resolver la ecuacidén 8 = 11-6K
Solucidn:

Aplicando el teorema 1 y utilizando el inverso aditivo de
6 K y 8, tenemos:

8+(6K) = 11-6K+(6K) (Teorema 1)

(propiedad del inverso aditivo
de los nimeros reales)

g+ 6K = 11

i (-8)+8+6K = (-8)+11 (Teorema 1)

(Propiedad del inverso aditivo
de los nlmeros reales y efec-
tuando la operacién de suma) .

0+6K

(Propiedad del elemento de —-
identidad para la suma de ni-
meros reales) .

Ahorn ~plicando el teorema 2 y utilizando el inverso mul
tiplicativo d2 6,nos queda que K= 1/2. El conjunto solucidn
de la ecuacidn es {1/2}

Otra forma de resolver esta ecuacidn es la siguiente:
(Teorema 1)

(Propiedad del inverso aditivo de
los nimeros reales y efectuando
la operacidn de suma) .

(Propiedad del elemento de identi
dad para la suma de nfimeros rea-
les) .

(Tebrema 2)

(Efectuando la multiplicacidn)

(=11)+8 = (=11)+11=6K
-3 = 0+ (—GK)

(Teorema 2)




: > Ay e es -ado lo hacenos
(Efectuando la operacidn, pp por Gltimo, para poder comprobar el resultado e
’ ¢ ~

piedad del inverso multiplig
tivo) .

(Propiedad del elemento de i
tidad para la multiplicacig
> fraccidn equivalente) .
L= (Propiedad de simetria de 1la
2 , :
igualdad) .,

.
Comprobacionz

13(6)-8
78-8

r el proceso de sustitucion. 1 pEC : :
i~ ustituye x por 6 en la ecuacidn original o dada:
ge Sus

13%x-8 =

Al comprobar este resultado

O9x+16
9(6)+16
54+16

= 70

! 70
: j y ! Sz 1 ;
donde tenemos el mismo conjunto solucién {=}. En realidad,
la podemos resolver de distintas maneras, “todo depende de
la habilidad que tengamos al usar los teoremas anteriores.

{6}.

por lo tanto, el conjunto solucidn es
i5 siempre su
Cuando resuelva una ecuacidn, debe coTprobar siemy Ty
o respuesta, sustituyendo el conjunto solucion en la ecua§19
| original y comprobar si da un enunciado verdadero. Se deja
| : - - S an_
‘m‘ e e % i Ty A al estudiante la comprobaciOn de las ecuaciones resuelta
L
WHHWMNM I 16 teriores. ey
Al Solucidn:
| ‘

Ejemplo 8.

Primero) Agregamos el inverso aditivo de -8 a los dos mien

bros de la ecuacidn (teorema 1) para obtener una
ecuacidn equivalente:

13x-8+(8) = 9x+16+(8)
13x = 9x+24

AUTOEVALUACTION. - 3.

Hallar los conjuntos solucidn de las ecuaciones sigulen-—
tes. En todos los casos comprobar los resultados en la ecua-
cidn original.

(Ecuacidn equivalente)

‘Segundo)  Agregamos ahora el inverso aditivo de 9x a los do

miembros de la ecuacidn y obtenemos una equivalerf 1. 3x = 15+2x 2Pk = gyis
e 2y+3 = y+2 =3y+5 =7
5y+9 = 4y -5 = 5-2b
3x-5 = 2x+2 4z+7 = 9z
8z+1 = 7z+5 4m-6 = -11
5z = 9+4z K = —4K+7

135~
14.-
TDs—
16.~
17~

(-9x)+13x = (-9x)+9x+24 :

i w‘ ; 4 = 24 (Ecuacidn equivalente)
"”\‘(\

} W“ Tercero)

It

Al b

(AR ‘

| ‘H‘w"
i “

12.-
Finalmente, multiplicamos los dos miembros de la

ecuacidén por el inverso multiplicativo de 4, para

obtener una ecuacidn equivalente: SOLUCION DE ECUACIONES LINEALES

Ve h 1 DE IA FORMA axtb = cx+d.
() 4x = (7 24
4 4
X 6

: . 5 i s méto--
(Ecuacidn equivalente) En la seccidn anterior mostramos como ampliar lo

Ahora vamos a

. -~ 3

dos para encontrar la solucidn de ecuac:foncels.t il
. : = : res
i ampliar el método para ecuaciones con mas de '
|

(|
‘\
[l

)

Pero sin paréntesis o fracciones.

'
‘ “ 4

| | | 115
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|
h“‘ 1A




jempl 95 el i
Ejemplo (sumando términos semejantes)

Consideremos ahora la ecuacidn:
1 acando comiin denominador)
‘ 5z+6+2z = 3+z+1 (s
"Ill Uil u‘
il Il
L
’\\ “\‘

‘ Solucidn: 1

("

il : 3
i |

”“‘ ‘ H}‘ Apliquemos varias veces el teorema 1 sucesivamente hg

‘ ta que todos los té&rminos que contengan variables éstén ey

el miembro izquierdo de la ecuacidn y todos losg t&rminos g

variables Pstén en el miembro.derecho:

(es verdadero)

g 1
. por lo tanto, el conjunto solucidn es {—-§Il.
H “ .
Ejemplo 10.

B8z+6+(—-6) +2z = (=6)+3+z+1 -

Resolver la ecuacidn B8y-5-3y-2 = 6y-8+7 y comprobar la
5z+2z = (-6)+3+z+1 (ecuacidn equivalente)®

respuesta.

5z+(-2z) +2z = (-6)+3+z+(-2)+1 ’ Solucidn:
IMLWUW”I 5z+(-z)+2z = (-6)+3+1 (ecuacidn equivalente)

!M ‘\‘ ‘

Aplicando los teoxemas 1y 2, tenemos:
A continuacidn simplifiquemos ambos miembros de la ec ‘ : | . et
cidn por "reduccidn de té&rminos semejantes": | (~6y) +8y=5-3y~2 = (~-6y) +6y-8+7 (zzosta 1, invers .
4z+2z = -3+1 (ecuacidn.equivalente) | (-6y)+8y;5+(+5)_3YTz 0-8+7+ (+5) (zgiii$2 ;e Zsil inverso --
6z = -2 (ecuacidn equivalent . =
& S (=6y) +8y+0=3y=2+(+2) 0-8+7+(+5) +(+2) (teorema 1, y e; 1n2)
aditivo de -
Ahora, utilizando el teorema 2 y usando el inverso mil verso
tiplicativo de 6, nos queda: | _6y+By+0-3y+0 = 0=8+7+(+5) +(+2)

g

L ~-9y+8y = -8+14 (ecuacidn equivalente)
(g)6z = (6

) (-2)

(-9+8)y = +6 = (reduccién de términos semejantes)

z (ecuacidn equivalente)

(=1) (=y) (=1) (+6) (teorema 2)

(ecuacidn equivalente) V y is (ecuacidn equivalente)

i Compxobacidn:
Comprobacidn: P

Sz+6+2z = Jtzt1 (ecuacidn original) 8y-5-3y-2 = 6y-8+7 (ecuacién original) =

8(-6)-5-3(-6)-2 = 6(-6) - 8+7 (conjunto sustitucion

-48-5+18-2 = -36-8+7 (efectuando la operac1on de multi-
plicacidn)

3(+ %0+6+2(- %0 = 3+ (- %)+1 {sustitucidn del conjuie
2 L Wi to sblucidn)
37 : "3 g -55+18 -44+7 (efectuando la operacidn de la su-
ma)
-37 -37 (es verdadero)

i

7




Por lo tanto, el conjunto solucidn es {-6}

7p-3p+8’2 = 5p-8+3 (reordenando el primer miembro de

la ecuacidn)
Los pasos que se sugieren para resolver una ecuacidn (7-3) pt6 = 5p-8+3 (Propiedad distributiva y efectuan-
esta forma de "trasposicidn de términos semejantes" son lo do la operacion de suma)
siguientes:

4p+6 = 5p-8+3 (ecuacidn equivalente)
19) Determinese cuidles términos deben cambiarse de un Ahora, partiendo de la cbuABLAn eqiivalente,; vamos a te
‘mlembro 3l i ducir a términos semejantes el segundo miembro de la ecua- -

cibn:
2°) Aplicar el teorema 1 tantas veces como sea necesa ;=
24 = S5p- do la operacidn de suma)
rio, buscando que en la ecuacidn equivalente quede 4pt6 = 5p-5 (Rtastuan >
en un solo miembro todos los términos que conteng

1 2 tenemos:
la variable y del otro miembro los que no contenga Luego aplicando los teoremas 1y
variables. 3

(1N u (-5p) +4p+6 = (~5p)+5p-5 (teorema 1 y el inverso aditi
g de 5p)

Efectuar las operaciones indicadas, buscando que I 6) (:Zorzmap1 y el inverso aditi
nueva ecuacidn equivalente quede en la forma. (=5p) +4p+6+(~6) = 0-5+(- Al 5 =

(~5p) +4p+0 0-5+(-6) (ecuacidn equivalente) .

W m ‘ 4°) Despejar la variable, aplicando el teorema 2, para (=5+4)p = -5-6 (Propiedad distributiva y ele
"“MM‘HW”\\ encontrar su conjunto solucidn.

I A

i

I
I ax = b (donde a y b son constantes)
\
|
|

mento de identidad para la

suma) .
5°) Comprobar el conjunto solucibn en la ecuacidn origt (=1) (=p) = (=1) (=11) (teorema 2)
nal.

p =11 (ecuacidén equivalente)

n y g 11
Otra gomma de nesolvern ecuaciones Lineales Chimprobaci i
Hay diferentes formas, como ya se vid anteriormente, d
resolver ecuaciones lineales. BAhora vamos a resolver la si- PR 12 U
guiente ecuacidn aplicando primero la "reduccibn de t&rminc 7(11)+8-3(11)-2'= 5(11)-8+3 (conju

semejantes" en ambos miembros de la ecuacidn y luego aplica 7748-33=2 55-8+3 (efectuando la operacidn de
mos los teoremas de la igualdad.

multiplicacidn)
‘ 4 85-35 = 58-8 (efectuando la operacidn de
Ejemplo 11. i .
50 = 50 (es verdadera)
Resolver la ecuacidn: 7p+8-3p-2 = 5p-8+3

Tp+8-3p-2 = 5p-8+3 (ecuacidn original)

Por lo tanto el conjunto solucidn es {11}
Solucidon:

Primero vamos a reducir a términos semejantes el miem—
bro izquierdo de la ecuacidn:

| 118

| \“
HM\




Cualquiera de las dos formas es corrxecta para resolve 3.9 SOLUCIONES DE FECUACTIONES QUE CONTIENEN PARENTESIS.
este tipo de ecuaciones. En realidad, s8lo es cuestidn quil®

se tenga amplio dominio sobre los teoremas y la habilidad y :
ra operar con los inversos aditivos y multiplicativos.

En esta seccidn vamos a ampliar los métodos de la:

cionds anteriores a ecuaciones que contienen paréntesis.
r-a ello vamos a hacer uso de una propiedad de los numeros red

les que es la Propledad distnibutiva, que se enuncia como si-

Los pasos que se sugieren para esta forma-‘de "reduccif
de los t€rminos semejantes" son los siguientes: -
. gue:

: - a(btc) = ab + ac (para cualgquier a,b,c ER)
) 49) " (Bimplificar primero cualquiera: e .los: dos miembyy

.de 'la ecuacidn reordenando los. términos para, lug
. .. ¥educirlos a su minima expresidn.
2%) Hacer lo mismo con el otro miembro de la ecuacio

1 La propiedad distributiva afirma que un producto puede
ger igual a una suma y que, reciprocamente, la suma en cues—-—
ti&lés igual a un producto, puesto que la igualdad es sime--

; i S '™ trica. El nombre gue se le da a esta propiedad de los nume--
| bui;:ndo s B iqpa it qratvalonye quede enr;a ros reales parece apropiado en vista de que el multiplicador

R e kK an se distribuye a cada elemento de la suma (b+c). BEsta pro

JWJW‘L ‘; 8 ihid it bt piedad, es basica en la estructura del algebra elemental.

E]VM' Aplicar simulté@neamente los teoremas de la igual ' . %

‘[C‘V#flh \ dad, hasta reducir la ecuacidn original a la ecus Una consecuencia inmediata de esta propiedad es el’hec’n

\HWVWML‘ﬁ cidén equivalente de que el producto de un nimero por la suma de tres o mas nu-

‘wwwmmww‘h B neros es igual a la suma de los productos del primer numero

| " MV\ | | i i G - - o

 waHM | it Wagpde X ¢s cugifulier ninciy con cada uno de los niimeros que forman la suma. Asi, para el

N xgal) caso de tres nimeros, tenemos:

i Comprobar el conjunto solucidn en la ecuacibn orif§ '
,Mﬁ ginal. a[b+c+d] = a ((b+c) ) d]

= a (b+tec) + ad
AUTOEVALUACION © 4. ia ' = (ab + ac)+ ad

= v = ab + ac + ad
Hallar los conjuntos solucidn de las ecuaciones siguif

En todos los casos comprobar los resultados en la ec

i Ejemplo 12.
original.

Q
N
(]
(=)

Consideremos ahora la ecuacidn:
Ty+8-3y-2 = S5y~8+3

6x+7—13x = 4x-12+8 S { Aol Te BaS)

2-3y%8 = 4y-2-9y ‘

4p+3-9 = 11-3p+8p e
Sol :

5y+9-6y-3 = 7y-4+18 olucion |

3x+2-8 = 11-4x+9x ‘ : : ; o
1 la Propiedad distributiva en ambos miem

6+3m-5 = 3m+9-4m ; ) Aplicamos la p

de la ecuaciodn.
8+8y-3y = 5-y+1 ] bros de

1

(o oINS Iile )G » [ ~SE VR S I
1

121




ijemplo 13.
5(3)-5(4m) = 2(m)+2(5) (Propiedad distributiva) g
] O S oy = 3(5y=-8)-(y-3)
15— 20m 2m + 10 (ecuacidn equivalente) rResuelve la ecuacion: 2435 B SymRES
2°) Resolviendo la ecuacidn equivalente por cualquig Solucidn:
de las formas anteriores, tenemos:

Aplicando la Propiedad distributiva tenemos:
(teorema 1 y por el iny

- - @2) (6) 3(5y)-3(8)-1y-(=1) (3)
so aditivo de 2m) (=2) (y) - &

(teorema 1 y por el inw - 2y + 12 = 15y - 24 - y+ 3 (ict):acion equivalen
~, so aditivo de 15) e
‘ 0-20m+(-2m) = 0+10+(-15) (Poxr el elemento invers 3 o
:2 de la suma) 0 Ahora, aplicando la segunda forma de la seccidOn anterlior
(-20-2)m = 10-15 3 para resolver la ecuacidn equivalente tenemos:

-22m =5

15-20m+ (=2m) = 2m+ (-2m)+10

(=15) +15=20m+ (-2m) 0+10+ (=15)

-

(ecuacidn equivalente)

(-15y) -2y+12 = @E15y)+15y-24-y+3 (teorema 1)
1
’ ! (- 315) (-=22m) —2—2) (-5) (teorema 2 y por el inw
i, e (=15y) +(y) -2y +12+(=12) = -2440+3+(~12) (teorema 1)
’“ e 1-m

”‘ J|‘ 0 (-15y) +(y) —2y+0= =24+3+(-12) (teorema 1)
’ L \H | i

(=15y) +(y) =2y+12 =0-24+ (y)-Y+3 (teorema 1)

(ecuacidn equivalente) (=15+1-2) y = -36+3 (efectuando operaciones)

(=17 + 1) y -33 (efectuando operaciones)

C'o'mpr'ob‘a.cién: "'16Y =33 (ecuaci.én equivalente)

5(3-4m) = 2(m+5) (ecuacidon original)

5[3 4( ]= 2[( )+5] (conjunto sustitucién) 7 ¥
_.._‘ﬁs[' ﬁ] -2{% +s)

(6= 20) . ( 5+110 Comprobacibn.
22 L 22

L R (teorema 2)
(- —1€) (-16y) ( 16) (-33) eorem
33/16

46 115 ~2(y-6) 3¢{5y-8) - (y-3) (ecuacibn original)
S(E) = 2(2—2—)

) [(131 )—6] = [5(2) -8] _[(-?—Z)—3 (conjunto susti-
230 230 16 16 tucidn)
35 35 (verdadero)

5 (33_96) 1 3[5(33)—128 33~ 48]
Por lo tanto el conjunto solucidn es- {2—52} 16 "




e
L4t 1N
\I lll”(ll ‘ ‘

i

_ 6(3 - 4K).= {2k +9)

- 3(2-5k)
‘2(‘§3)— 15 e 3 _ |
¥ s g o (k. = 3) = 5(2k = 5) - 3(4k + 7)

_ =3(x - 4) = 5(2x - 9) - (x = 5)
{=2) (=63) - . 3) (37) 15 :
. T

A

310 SOLUCION DE ECUACIONES QUE CONTIENEN FRACCIONES.

En las secciones anteriores hemos considerado.ecuaciones

con nlimeros enteros. Ahora vamos a resolver ecuaciones gque 5
10 (es verdadero) contienen fracciones. Para ello, vamos a hacer uso del.M.C. .
" (minimo comiin denominador) para luego multlpl}car por_este Fg
da la ecuacién y asi poder convertir la ecuacidén a otra eqil—
valente que no contenga fracciones y luego proceder a resol--

Por tanto el conjunto soluci8n es '(%g}

verla.

En resumen podemos decir ¥ i :
que: "cuando haya ecuaciones i . Hodatios
. que contengan paréntesis primero vamos a usar la propiedad T TR ol “Gistinto der s

K ; ; : y i iones con distinto denominador.
WWWMMW«W distributiva para expresar ambos miembros de la ecuacién B S SR

@ﬁf} | pox términos sin sfmbolos de agrupacién Y, segundo

i cualquiera de las formas vistas en la seccibén ante

, aplicat
rior. Ejemplo . 14.

.Wﬂ Efectuar la operacidn:
[ AUTOEVALUACION 5 g ! 1
i ¢ + = o+ N
N i g 12 9 6
:‘yd, Hallar los conjuntos solucién de las ecuaciones siguie .

,'W \”‘)EHMW' tes. .En todos los casos, comprobar los resultados en la Splycitn:

i kﬂ‘ ecuacidn original.

Al operar con fracciones en sumas O restas es cuando te-

SN S EE )2 nemos: que tener un mismo denominador para poder sumar O res--—
’ tar los numeradores. Cuando no sucede esto hay que usar el

RRENE NS T Sy STler Ly M.C.D. Asf, de los denominadores tenemos que:

i (i
& M!‘ il
IR |
DA .

\N: H\H “. 5+ (x + 2) = 2x - 4 > : 3 205 3
L!‘] Mu

‘ Al
I | = a-2(3 -1 =7 - 4a

32

4(3 = 7y) - 2(4 - 3y) = 2(3y + 8 2

g
3.3
7
22.'3

5(2n ='5) = 4(3n - 7) - 2(2n + 9)
124




e

Luego, poniendo como el M.C.D. el 36, tenemos que:

5(3)+ 7(4) + 1(6) _ 15 + 28 + 6
36 36

49

———

36

,Ejemplo 15.

i
]
Consideremos ahora la ecuacidn:

3w

G 2w -5

Solucidn:

il
M

|WMW, it

nes, primero debemos encontrar el M.C.D. de la ecuacién.

ra ello debemos calcular el m.c.m. (mlnlmo comin maltiplo)
de los denominadores 4 y 2 que es el 4.

Una vez localizado el M.C.D. por el teorema 2, tenen

4(§E-— %-+ ) = 4(2w - 5) (teorema 2 y usando el M|

D. = 4)

4w _ 4w 4()
4 2 4

= 4(2w) -4(5) (propiedad dis
tributiva)

3w - 2w + 1 = 8w - 20 (efectuando la operaciént

mul tiplicacién)

Ahora, resolvemos esta ecuacidn equivalente por cual-
quiera de las formas vistas anteriormente:

(3=2)w + 1 8w - 20 -

8w - 20

(propiedad distributiva)

w + 1

(-8w)+w + 1

(ecuacidn equivalente)

(-8w) +8w-20 (teorema 1 y usando el inverd

aditivo de Sw)
126

Para poder resolver este tipo de ecuaciones con frac

( gw)+wt1+(=1) = 0-20+(-1) (teorema 1 y el inverso aditi

vo de 1)
-20 + (-=1)

=21
-21

(propiedad distributiva)

(ecuacidn equivalente)

1
(- =) (-21)

(teorema 2 y el inverso multi-
plicativo de -7)

21

7

3 (ecuacibn equivalente)

(ecuacidén dada)

(conjunto sustitucidn)

(comiin denominadox)

1 (es verdadera)

Por 1o tanto el conjunto solucibén es {3}.

Mi‘:

|
WW




“ It}

i [

wWh

‘:w\h‘"

Ejemplo 16.

Resolver la ecuacifn:

5b
3

Solucidn:

+ Primero

3

7

2

14

21
m.c.m.
Luego, con el teorema 2

3

Sb b ‘
42(5- & 7 - 3’ =

(42) (Sb) , (42)(3)

3 b
3.2 °

encontremos

wm o

~<

3b

. O
14 21

el M.C.M de

42

el M.C.D. = 42, tenemos:

3b 4
a2 ( 14 + —)

_ (42) (b)

21

_ (42)(3p) | (42) (4)

3 7

(14) (5b) + (6) (3)-(21)Db
70b + 18 - 21b

2

14 21
(propiedad distributiva)
(3) (3b) + (2) (4)

9b + 8

(ecuacidn equivalente)

Ahora, resolviendo esta ecuacién equivalente tenemos:

(70-21)b + 18
49b+ 18
(-9b) + 49b + 18

(-9b)+ 49b + 18 4+ (-18)

9 + 8
9b + 8

(=3b) + 9b + 8 (teorema 1)
O + 8 + (-18) (teorema 1)

}128

(ecuacibn equivalent

(-9b) + 4% + O

(-9 + 49)b
40b

1
Ge? (40b)

b

Ccomprobacion:

=5(14) + 3(24) + 21

~Th[
i
\”“W!

(teorema 1) I \‘m‘\ \1

+ (-18)

10

10 (ecuacibn eqguivalente)

- —) (=10) (teorema 2)

40
10
T 20

(ecuacibén equivalente)

—%%-+ %?- (ecuacidén original)
A8

3
12 2t

—2—9( —4 + 3%— (conjunto susti
e \ tucidn)

), KN
21

=

2
56

_ - 3(3) + 4(8)

168

- 70 + 72 + 21

i 168

-9 + 32

168

- 70 + 93
168

23
168

168
23
] 168

23

e (es verdadera)
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por lo tanto el conjunto solucién es {- 1/4}

De lo anterior podemos resumir que:
ciones lineales que tengan fracciones primero aplicamos e]
teorema 2 con el m.c.m. de los denominadores o bien se le
llama tamblén el M.C.D. Luego,
resolvemos® por los pasos vistos en secciones anteriores",

‘Al igual que en las demfs ecuaciones se debe comprobar sig
‘pre 1a Yespuesta en la ecuacidn original.

AUTOEVALUACION 6.

Hallar los conjuntos solucién de las ecuaciones simn:‘

tes. En todos los casos, comprobar los resultados en la
ecuacién original:

z TR
L. i

2.-

"cuando haya ecy

la ecuacién equivalente J3

13-11 RESOLUCION DE ECUACIONES EN GENERAL.

En esta seccién podremos utilizar todos los métodos de
lag secciones anteriores para resolver ecuaciones que conten-
gm\tanto fracciones como parente51s. Esperamo§ que el estu-
diante a esta altura ya haya adoptado un procedimiento regu--

; aquf vamos a utilizar,el que consiste en quitar primera-
paréntesis y en segundo témino las fracciones.

Ejemplo 17.
Consideremos ahora la ecuacién

1 -
3 (2 -4) -5 (c-5 =33

Solucidn:

Para resolver este tipo de ecuaciones, se sugieren los
pasos siguientes:

1) Eliminar los paréntesis usando para ello la propiedad
distributiva.
3

(5) = 33

1,

2
S
14

(2) - -‘2-(c) +

% + %.= (ecuacién equivalente)

Aplicar el teorema 2 a la ecuacién equivalente por el
M.C.D. = 14,

4 c 5
=T == + 2) = 14 (

c
7 2
(2)(20) - (2@ - (7 (c) + (D(5)
_4c - 8 - Tc + 35 3

(1)(3)

(ecuacién equi-
valente)




:AWWM

m,

Mg i

e

i

R

Resolviendo la ecuacién equivalente por el método acos
tumbrado, tenemos:

4c - 8 + (8) - 7c¢ + (35)+(-35) 3 + (8)+(-35)

4c - Tc 3 +8 - 35

(4 -7) c

- 3¢

11 - 38

- 24

(- l) (-24)
o T8 .

1
(- 5) (-3c)

(ecuacidén equiya-§
lente)

Comprobaciiis
1 1
7(2c-4) - =(c-5)

= 2@ -4] i -;—[8—5]

1 1
7 (16-4) - 3 (3)

= %— (ecuacién original)

(conjunto sustitucibn)

12

7

(es verdadera)

Por lo tanto, el conjunto solucidn es

{s}

AUTOEVALUACION 7.

Hallar los conjuntos solucidén de las ecuaciones sigulen
tes. En todos los casos, comprobar los resultados en la ecua
cién original.

1 2 Vg =
2(4}( + 3) + 3 = 6(3)( 2)

T10x + 7 - 24x-2)=

2
3 -~ 10
2. 5%

1 4
5(3)( + —3-) - 3( 2

(5% + 4)

+ 2)
1 2 1
§(2x + 3) - E(SX - 2)

(x - 5)

1
7(2x - 4) -

W 3x 1, 7x
E( —3+ 10) 4( 5

LIBRO ALQUILADO

l(&. + 2) -

3-12 CALCULO DEL VALOR DE UNA VARIABLE EN UNA FORMULA.

Las férmulas tienen un interés especial porque expresapn
relaciones que son muy Gtiles tanto en las ciencias como en
las matemiticas. Por ejemplo, la férmula F= 9/5 C + 32 ex--

_presa la relacidn entre la temperatura medida en la escal

centigrada y en la escala Farenheit. La férmula P = 20 +@&&
expresa la relacidn entre las variables que representan el
perimetro y el ancho de un rectdngulo.

El dominio de las variables en una férmula estd determi
nado por su significado en cada caso que se presenta en la
prictica. Asf, por ejemplo, consideremos la férmula C = 4n,
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que establece el costo (c¢) de "n" camisas a $ 120.00 por
camisa. Es claro que "n" en este caso tiene como dominio g
conjunto de los nimeros naturales, puesto que no se compara
fracciones de camisas.

Ahora, si los valores de todas las variables, excepto

.de una, se conocen, suele ser facil calcular el valor de la

‘variable desconocida.

F
Ejemplo 18.

El Area total de un prisma rectarigular de largo "t a
cho "a", y altura "h", estd dado por la f6rmula:

A = 2fa + 22h + 2ah
Encontrar el &rea total cuandof = 20 cm, a = 8 cm, h = 2.5
cm.
Solucién:

Comenzamos por AUAL{Luir todos los valores conocidos
en la férmula dada, de tal manera que:

A = 2(20)8) + 2(20) (2.5)+2(8) (2.5)

Ahora, efectuando los productos y sumando todos los t&xmino
queda que:

A = 320 + 100 + 40
A = 460 cm?

Para comprobar el resultado sustituiremos en la f&rmuld
original cada variable por su valor correspondiente, inclu-
yendo el que hemos encontrado. Si la igua¥dad que resulta
es una identidad, la respuesta es correcta.

A = 2fa + 2fh + 2ah

134

2(20) (8)+2(20) (2.5)+ 2(8) (2.5)
320 + 100 + 40
460

Ejemplo .19.
Consideremos ahora la féxrmula:
M = C +C rt

que se usa para calcular el monto (capital mis interés) que
se obtiene al invertir un capital (C) a un tipo de interés
(r) por un niimero de afios (t).

Si al invertir un capital (C) por dos afios al 4 % de in
terés nos da un monto de $ 5,400.00. <¢Cudl es el capital C?

Solucidn:

Primero sustituyamos los valores conocidos como son
M=$ 5,400.00, ¥ = 0.04, t = 2, en la f6rmula de tal manera

que:
M C +Crt
5400 = C + C(0.04) (2)
Luego, simplificando tenemos:

5400 C +0.08C
5400 (1 +0.08C
5400 1.08 C

Aplicamos ahora el teorema 2 y el inverso multiplicativo de
1.08 a 1a ecuacibn equivalente, tenemos que:




It

1 il
55 (5400) (——) (1.08 «)

1.08

5400
1.08

C $ 5,000.00

C

el capltal es de $ 5,000.00.
tudiante.

Se deja la comprobacidn al g

Ejempio.zo.

La f6rmula A = h/2 (a+b)
de un trapecio. En ella "h" es la altura y "a" y "b" son
las longitudes de las bases inferior ¥ superior del trape
Si el &rea de un trapecio es de 84 c¢cm“, la altura de 8 cnj
la base inferior mide 12 cm, encontrar la base superior.

Solucién:

A = (h/2)(a + b) (f6rmula dada)

84=(8/2) (a + 12)
84= 4(a + 12)

84= 4a + 48 (propiedad distributiva)

84 +(-48)= 4a+48+(-48)
36= 4a
4a= 36

de 48)

(propiedad de simetrfa de la
igualdad)

(teorema 2 y el inverso multip

A)ida) =
4 cativo de 4)

a 9

La base superior mide 9 cm.

se usa para encontrar el &

(sustitucidn de datos conocids

(teorema 1 y el inverso aditiwf

‘comprobaciém
(h/2) (a+b)
8/2 (9 + 12)

4(21)
84

AUTCEVALUACTON 8.

En todos los casos encontrar el valor de la variable
desconocida. >

En la férmula P=3f + 2a, encontrar "P" si #= 3.5y a. =

cm,,
Si S 6e , encontrar "S" si e = 4 cm.

Si A 2(ab + ac + bc), ehcontrar "A" cuando a= 3 cm,
b=6cm, ¢c =4.5 cm.

.~ Si € = 2mr, hallar "r" si C = 88 cm y .i='22/7.

Si M=C + Crt, hallar "t" si M = § 200,
yr=5%. :

C =$ 100.00

Si A 1/3 (x+y+z) , hallar "z" si A

Si E=1I (R + r) encontrar "xr" si E

Si.K= wv2/2g, encontrar "w" si K = 1296, v= 48 y g=9.8.

5

73, x = 88 & y=62.

132, I= 12 y R= 6.
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3~13 DESPEJAR UNA LITERAL DE UNA FORMULA . Ejemplo 22.

pe la férmula F = 9/5 C + 32, despejar C. .j

. Una variable puede estar en cualguier miembro de 1la
igualdad que expresa una férmula. A la que estd sola ep4
primer miembro se le llama a veces el "sujeto" de la fém
la. Es 13 literal con respecto a la cual la férmula da y. 9
descripcidn o regla. Algunas veces conviene escribir lai E'C s
férmula con un diferente "sujeto". Es lo que se llama "G

pejar” una literal de la f6rmula. % C + 32+(-32)= F+(-32) (teorema 1 y el inverso aditivo

de 32)

Solucidn:

= (propiedad de simetrfa de la igualdad)

Ejemplo .21.
32 (ecuacién egquivalente)

De la férmula A = 1/2 bh despejar "h" b : :
como sujeto. Dl P12-803. SEC : (g)(F—BZ) (teorema 2 y el inverso multi

plicativo de 9/5) .

i Solucidn: 3
i ‘H‘u‘ ! | l 9
| AMHWMWM Podemos escribir esta férmula como:
N‘};}‘ 'ﬂ;}?m m‘ i
i  V bh = A  (propiedad de simetrfa de la igualdad)
I
I LF gt 5 b
| .

(F - 32)

AUTOEVALUACION 9.

En los siguientes ejercicios, despejar la variable que
se indica :

PuesFo que deseamos despejar "h", aplicamos el teorema 2, o
multiplicando ambos miembros de la ecuacidn por el inverso pimle 3 o Bo8PEJAL. L

multiplicativo de b/2 para obtener una e i i
cuacién equivalenty PV = rT, despejar "V".

2, b 2
(2(3) h = (3 (a)
"2 b (teorema 2) /A o je d %

gtz, despejar "v,".

h = A

29, + 2a, despejar "&".
h =

%—h (a+b) , despjar "a".

10d + 5n, despejar "n".

N = %—ﬂrzh, despejar "h".

D = dqg + r, despejar "q"
139




e
‘ ‘r‘ l‘"‘ “

3-14 CONJUNTOS SOLUCION DISTINTOS.

pespués proceder a simplificar y despejar la varia--
ple. (Encontrar el conjunto solucién) .

Resumiendo , las secciones anteriores tratamos co
proposiciones abiertas como lo son las ecuaciones linealeg
en una variable, vimos como resolverlas, o sea encontramos
su conjunto solucidén por diferentes formas o procedimientos

a

sustituir el valor encontrado en la ecuacién origi§a1
para comprobar si el valor encontrado mantiene la igual
dad. Si la mantiene la igualdad entonces ese es el con
junto solucidn de la ecuacién original dada.

En general, al resolver una ecuacifn lineal se sugier

los siguientes pasos: Es muy importante el hecho de que el estudiante comprue

pe la solucidén encontrada con el fin de que esté seguro éde
la respuesta.

Ejemplo 23. _
Ahora consideremos la ecuacién:

1) ‘visvalizar la ecuacién original, si estd afectada por
paréntesis, proceder a efectuar las multiplicaciones,
(Por la propiedad distributiva) .

Una vez que ya se expresS la ecuacién original en otn
equivalente, ohservar si no contiene fracciones. En ¢
so de contener fracciones hacer uso del teorema 2 de
la igualdad multiplicando ambos lados de la ecuacién
por el M.C.D. de la ecuacién, o sea, el m.c.m. de los

3y + 8 -5y -3=|13-2y -8

Resolviéndola por los pasos expuestos anteriormente, tenemos:

denominadores de la ecuacibén. Proceder despufs a efe
tuar las multiplicaciones correspondientes, con el fii
de expresar la ecuacién en otra equivalente que no col
tenga fracciones.

Una vez expresada la ecuacifn original en otra equiva

lente fuera de paréntesis y fracciones ,se puede proce

der a resolverla de 2 maneras:

a) Trasponer, por medio del teorema 1 de la igualdag,
hacia un mismo miembro de la ecuacién todos los té
minos que contengan la variable y hacia el otro
miembro los otros tférminos que no contengan variabl
Luego, proceder a
ecuacifn y despejar la variable.
junto solucidn) .

(Encontrar su col

O bien, primero podemos simplificar ambos miembros
de la ecuacifn, reuniendo t&rminos semejantes y X
presarla en la forma ax + b = cx + d. Luego, hacié
do uso del teorema I, trasponer hacia un miembro d
la ecuacién los términos que contengan variable ¥

hacia el otre miembro los que no contengan variable

140

simplificar ambos miembros de lif

3y - 5y +8-3 13-8-2y (reordenando los términos)

(3-5)y + 5 5 - 2y

-2y + 5 5 — 2y (ecuacién equivalente)

(teorema 1 y el inyerso aditi=
vo de -2y)

(+2y) - 2y + 5 5-2y+(2y)

(elemento de identidad de la
suma)

eliminado la variable y sin embargo se
cumple la igualdad. Cuando al resolver una ecuac%én de este
tipo nos quede una Adentidad, decimos que el conjunto solu-
i0n o5 el dominio de La variabfe o sea,el conjunto de los
niimeros reales, en caso de no especificarlo.

Vemos que se nos ha

En este caso, en realidad atin cuando sea una ecuacidn,
se trata de una proposiclln cevada y no abierta.
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E} estudiante puede.comprobar esta identidad dandgly Cabe hacer la observacidn de que el estudiante no erg
cualquier valor a la variable. confundir nunca los conceptos {} y {o}. El primero indica
que no hay elementos posibles como solucibn, mientras que el

Ejemplo 24. i6 '
segundo si acepta un elemento como solucidn siendo el 0.

Ahora consideremos la ecuacién:

Veamos méds detenidamente esto a través del siguiente

2(4y+5) = 7(2y+5) + 3(11-2y) eiemplo:

Resolviéndola, tenemosy B5eipls 25
' 3 ; 6y + 11 + 3y - 2= 6 +5y +7 +y = 4
Z(4y)' + 2(5) = 7(2y) + 7(5) + 3(11) - 3(2y)

: : Re iendo la ecuacibn, tenemos:
(propiedad distributiva) golvien i
5y +y +6 +7 - 4 (xeordenando térmi-

+ 3y + 1
o 5 nos semejantes)

8y + 10 = 14y + 35 + 33 = 6y

(ecuacién equivalente) w6+ Ay (5 + 1)y + 9

8y + 10 = 14y - 6y + 35 + 33 9y 6y + 9 (ecuacién equivalente)
(reordenando el miembro dered

- 9y + = (-6y)+ 6y + 9 + (-9)
8y + 10 = (14-6)y + 68 k=6y) & 9y b

(teorema 1 y los inversos aditivos
8y + 10 = 8y + 68 (ecuacién equivalente) de 9 y 6y)
, (-649)y + O 0+0
8y+10+(-10) = 8y +68+(=10) (teorema 1 y el inverso aditif
i 3y 0 (ecuacién equivalente)

8 = 8y + 58 .

- ’ ‘ ( l—) 3y ( l-) 0 (teorema 2 y el inverso
(=8y) + 8y = (-8y)+8y+58 (teorema 1 y el inverso aditif 3 3 multiplicativo, de. 3)
de 8y) _
‘ (ecuacién equivalente)
# 58 (falso)

Vemos que, ahora el resultado al cual llegamos es un
absundo o bien, tiene una rafz extraiia. Cuando al resolw
una ecuacién de este tipo, en el cual se elimina la varia: 6y + 11 + 3y - 2 =6 +5y + 7 +y - 4 (ecuacidén original)
ble pero no se mantiene 1la igualdad, se considera que not
nen solucién en el conjunto de los nfmeros reales, o seal 6(0) + 11 + 3(0)-2=6 + 5(0) + 7 + (0)-4 (conjunto sustitu--
su conjunto es ¢ (vacfo), puesto que no hay elementos del cidn)
dominio de la variable que hagan cierta la proposicién.

Compxobacgidn:
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0+ 11 +0 =~ 2
11 =2

6 +0+ 7+0 -4
6 + 7 - 4

9 = 13 -4

=9 (es verdadero)

Por lo tanto, el conjunto solucién es {0}.
Podemos resumir diciendo:

Si una ecuacién es equivalente a una expresidén verdade.
ra tal como 0 = 0, 5 = 5, etc.; entonces la ecuac16nse
r& verdadera para IDdOA los valores de la variable.
Por lo tanto, su conjunto solucibén serd el dominio de
la variable.

Si una ecuacibn es equivalente a una expresidn falsa,
tal como 1= 3, 5 = 0, etc.; entonces la ecuacidn serd
verdadera para ninguno de los valores de la variable;
por lo tanto su conjunto solucibén serd ¢ & {}.

AUTOEVALUACION 10.

Determinar los conjuntos solucién para las siguientes
ecuaciones:

1. 4x + 3 - 7x + 2 =11 - 3x + 8

3m -5 +6m=-7=24+ 1Tm = 14 - 2m

2(7p + 3) = 5(6p + 4) ~ 7(3p + 2)

4(3 - 5y) - 6(2 - 7y) = 11(2y + 5)

> (2y + 9) - (5y - 2) = %(7y+ 12)

(6y + 2) - (4y + 3) —— (7y - 6)

AUTOEVALUNCION DE LA LECCIAT 1

D Y=o o TE 2

L
Determine el conjunto solucién de y + 6 = 12 cuando el
dominio de y es: a) {1,2,3,4,5}; b) {y/y es un nime-
r6 racional}.

En general, siempre que se multiplique cada lado de una
proposicién abierta por el mismo nimero, se pbtiene una
proposicién abierta , cuidando que el namero
por el cual se multiplique no -

También se dice que dos ecuaciones son equivalentes si

ZQué se entiende por dominio de la variable?

i{Qué se entiende por conjunto solucidn?

Cuando no se especifica el dominio de la variable se en- il
tiende que 0 n

“,j

¢Qué entiende por ecuaciones equivalentes?

¢Qué puede decir acerca de una ecuacidén?




¢c) 3y + 7 + 5y = 2y - 12 + 1

d) 5(2y - 3) -

3y _1 7y
e) —5 2t 0

¢Qué significa "resolver una ecuacién"?

Lt

(y + %)

£Qué se entiende por ecuaciones idénticas y condiciona- 1
les? (2y + 7) 5—(2y - 5)

14.- De la férmula = — despejar S.

- I ”
15.- De la fbérmula <5 despejar L.

Traduce las siquientes frases verbales a frases matemé
ticas apropiadas.
encontrar w si K = 1296, v = 48 y g =

a) Un nimero aumentado por el doble de sf mismo.

b) La diferencia entre la cuarta parte de un namero y
la mitad del nimero.

Traduce las siguientes frases matemdticas a frases ver-

bales apropiadas.

a) %-(4n + 5)

3x + 2

b) 7]

Hallar el conjunto solucidén de las siguientes ecuacio-|
nes comprobando su resultado:

3

— K =—§-

i
4




RESPUESTAS A LAS AUTOEVALUACIONES DEL CAPITULO II.

AUTOEVALUACION 1.

2x (XEZ)

y + 10 5 2x + 1(x€2)

AUTOEVALUACION 2.

2.5 @) &1,9 B~ i/3 -4x, 1/4x
d) -5xy, 1/5xy =5-x, 1/(5x) -4y+3x, V(4y-3x)

.- b), c) y 4

.- a) =3
d 3
g) -7

-~ a) 1/2
d) -1/4

{17}
{22}
{69}
{8}




{=7} -~ pl13/a6} AUTOEVALUARCION 5.

{-1/2} = . {9372}

{-7/3} {2073} - {19} - {-21/2}

{1/3% 2= {-29} - {-15}
| L= (11 } .- {-5/2}

{13/3}

AUTOEVALUACION 3. 4.- {-5}
- {15} 104\ {775} .- {-3/7}
=] {=1% - (- %}
AUTOEVALUACION 6.

1. {3}

| 136
{ 4} WAREYS: 2 b

3.~ {#4/3}

- {"‘9} . .{7/5}

- {7} m .~ {1178}

{ 3} =3}

AUTOEVALUACION 7.

{-2/3} = {-2/3}
S

1.- {772}
2.- {2}
AUTOEVALUACION 4. " 3.~ {-1/2}
1.- {11} = (=13 , 4.- {3/14}
2.- {a} .~ {-1772}
3.- {-6} J -~ {2}

etk - {-1/3}
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AUTOEVALUACION 8.
17
24
117

14

AUTOEVALUACION 9.

¢ 4.- ¢

El dominio de la varia 5.- { o}
ble.

{0}

6.- E1 dominio de la variable. |

ECUACIONES LINEALES EN DOS VARIABLES.
LECCION 2.

3-15 INTRODUCCICN.

Hace miles de ahos, cuando el hombre aprendid a contar,
inventd sistemas numéricos. Al hacerlo, sentd inconsciente-
mente las bases de lo que un dia seria el &lgebra. E1l ori-
gen del dlgebra, como el comienzo mismo del lenguaje, es des
conocido, pero podemos estar seguros de que se desarrolld a
causa del inter@s que la gente ha tenido siempre por los nd-

| Meros.

Sabemos que los antiguos babilonios, conocieron, hace
mis de cinco mil afos, los sistemas de numeracidn de bases
10 y 60. Aun cuando supieron extraer raices cuadradas, re-
solver algunos tipos de ecuaciones y calcular el interé&s com

‘ puesto, su algebra era muy elemental y limitada.

Ni los greigos ni los romanos estuvieron sensiblemente
mas adelantados. A los griegos les interesaban mis la geome
tria y la 1ldgica, mientras gque los romanos se preocuparon
principalmente en problemas priacticos de topografia y medi-
ciones.

Por cerca de mil quinientos afios no hubo avances de im-
Portancia, especialmente en el uso de letras y simbolos. Un
siglo o dos antes del descubrimiento de América por Colén,
la gente comenzd a preocuparse por el &dlgebra: Primero los
hinddes, arabes y persas, mids tarde, los espanoles, italia-
Nos y alemanes.

Poco después de la invencidn de la lmprenta, poxr 1490,
comenzaron a aparecer muchos libros de aritmética y algebra.
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ble.
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ECUACIONES LINEALES EN DOS VARIABLES.
LECCION 2.

3-15 INTRODUCCICN.

Hace miles de ahos, cuando el hombre aprendid a contar,
inventd sistemas numéricos. Al hacerlo, sentd inconsciente-
mente las bases de lo que un dia seria el &lgebra. E1l ori-
gen del dlgebra, como el comienzo mismo del lenguaje, es des
conocido, pero podemos estar seguros de que se desarrolld a
causa del inter@s que la gente ha tenido siempre por los nd-

| Meros.

Sabemos que los antiguos babilonios, conocieron, hace
mis de cinco mil afos, los sistemas de numeracidn de bases
10 y 60. Aun cuando supieron extraer raices cuadradas, re-
solver algunos tipos de ecuaciones y calcular el interé&s com

‘ puesto, su algebra era muy elemental y limitada.

Ni los greigos ni los romanos estuvieron sensiblemente
mas adelantados. A los griegos les interesaban mis la geome
tria y la 1ldgica, mientras gque los romanos se preocuparon
principalmente en problemas priacticos de topografia y medi-
ciones.

Por cerca de mil quinientos afios no hubo avances de im-
Portancia, especialmente en el uso de letras y simbolos. Un
siglo o dos antes del descubrimiento de América por Colén,
la gente comenzd a preocuparse por el &dlgebra: Primero los
hinddes, arabes y persas, mids tarde, los espanoles, italia-
Nos y alemanes.

Poco después de la invencidn de la lmprenta, poxr 1490,
comenzaron a aparecer muchos libros de aritmética y algebra.
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Poco despu@s se desarrolld el Slgebra, tal como la conoceny
Las fracciones decimales, los nimeros negativos, los expong
tes y las raices, fueron algqunas de las ideas que se empezy.
ron a usar ampliamente.

Desde principios del siglo XX, los simbolos y mé&todos
del Algebra son m&s elaborados. Una pPégina de dlgebra mode
na parece wn grupo de marcas sin significado, pero puede ggr
lefda, por los que han aprendido &lgebra, tan ficilmente co
MO una prosa cualquiera. Y lo mas importante, esta dlgebra
"tedrica" es una herramienta indispensable en la ciencia, g
la ingenierfa y en la tecnologia.

3-16 GRAFICAS.

Es costumbre muy generalizada, en la vida moderna, est:
blecer comparaciones entre ciertas magnitudes, como la pro:
duccidn de tal o.cual artefacto, de algiin metal determinado
en varios afos, los records alcanzados en atletismo en varia
olimpiadas, las velocidades a que se ha llegado con los mo-
demos medios de transporte, los nacimientos y las defuncio-
nes en tal nimero de afios, etc., ya sea limitindose a un pal
© bien a regiones mds extensas del globo o al mundo entero.

En la practica, la comparacidén de esas magnitudes se ha
.ce sobre todo por gré@ficas, basidndose en los datos numéricos
correspondientes a dichas magnitudes.

La ventaja de las graficas es mostrar, rapida e intuiti-
vamente, la relacidn que|guardan las magnitudes que se compa
ran, cosa que no se logra al mismo grado, con simples datos
numéricos.

3-17 LAS GRAFICAS EN ALGEBRA.

Lo que mds interesa en Algebra, es la representacidn -
gréfica de fdrmulas y ecuaciones, en la resolucidn de proble
mas, como se ve a continuacién.

154

Ejemplo 1.

Un ciclista sale a las 8 de la manana con uga velocidad,
supuesta uniforme de 16 Km por hora, con direcc19n a un punto
determinado. Otro ciclista sale dos horas despuesf con una
velocidad de 24 Km por hora y se dirige hacia el mismo punto.
iCudnto tiempo tardard el segundo en alcanzar al primero?

Solucidn:

La gr8fica adjunta indica que se encuentran cuatro horas
después de haber salido el segundo ciclista, es decir, a las

14 horas.

112

86

80

7
£64

b
48

i
; 1V
16

o Horgs 1.
& 9 10 1 12 13 % 1S

La misma grafica senala igualmente que ceda cicl}sté ha
Yecorrido 96 km, y por ella puede verse también, a qué dis-
tancia estaba cada uno del otro a las diferentes horas: 32
Km a las 10, 24 a las 11, 16 a las 12, etc.
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La resolucifn del mismo problema; por ecuacibn es:
Nimero pedido N
32 + 16x
24x
32 + 16x
32
8x

recorrido por el primer ciclista
recorrxido por el segundo cicilista :

segin el enunciado

X

ﬁjemplo 20

Se quiére pagar la cantidad de $ 160 ton monedas de §
y monedas de § 10. ¢De cudntas maneras puede hacerse el pa-
go?

Solucidn:
Nimero de monedas de $ 20 : v
Nimero de monedas de $ 10 : 4
seglin el enunciado 20v + 10d = 160

2v + a 16‘
d 16 ~ 2v

dando los valores numéricos a v se obtienen los correspondid
tes a d.

La siguiente tabulacidn de las diferentes maneras de h
cer el pago.

0 1 2 3 4 5 7 8
16 14 12 10 8 6 4 2 0

Puede dibujarse un diagrama como el adjunto, en donde &
ha llevado; en direccidn horizontal, el nimero de monedas dé
$20, y en direccidn vertical el de las monedas de $ 10.

Los puntos sblancos tomados en la recta que une los puntd
extremos, indican las diferentes soluciones del problema y -
corxresponden a los pares de valores calculados para Vv Y ¢
en la tabulacidn.
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Feuacadn deterumcnada.

En las ecuaciones y problemas
de la leccidn anterior se ha obte-
nido una sola ralz o sclucidon, lo
cual permite afirmar que: Toda ~-
ecuacidon de primer grado con una -
incégnita solo tiene una raiz o so
1uci§n, es decir, existe un valor
finigo, bien determinado para dicha
incdgnita, que satisface la ecua--
cidn,

Luego: toda ecuacidn de pri-
mer grado con una incdgnita es de-
terminada.

Ecuacion Lndeterminada.

Si la ecuacidn es de primer -
grado, pero con dos incdgnitas, no 0 '
sucede lo mismo, como se acaba de ' Z & 6'¥
ver en el segundo problema. Se -- \
han encontrado 9 pares de valores que satisfacen la ecuacién
2v+d= 16, y se habrian obtenido més si se hubieran podido
seflalar valores negativos para v y d, cosa inadmisible en
el caso considerado.

De esto se infiere que: Toda ecuacidn de primer grado
con dos incdgnitas admite una infinidad de soluciones, es de
cir, una infinidad de pares de valores determinados, no arbi
trarios, que satisfacen la ecuacibn propuesta.

Por tanto: Una ecuacidn de primer grado con dos incdg-
nitas, es indeterminada.
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3-18 REPRESENTACION CARTESIANA.

La solucibn grdfica dada al segundo problema en el pg
fo anterior, es la representacibn llamada cartesiana.

Como s6lo se han considerado valores positivos de vy
de d, falta generalizar pPara valores algebraicos cualesquj
ra, seglii puede verse a continuacidn,

Ejes y coa)pdergadaa.

Sean 1las rectas x'x y y'y (ver figura), perpendicula
res entre si, que se cortan en el puntg 0. Estas dos recty
se llaman ejes, y son lineas de referencia, porque sirqeﬂp
ra localizar un punto en el plano que determinan.

El eje horizontal se 1llama eje de las equis y el verti-
cal, eje de las yes. Dichos ejes determinan 4 cuadrantes qi

S€ numeran en el orden que esti indicado en la figura. E1-§

punto de interseccidn 0 se llama origen o cero.

YJ

Abscisa de un punto P es su distancia NP al eje verti--
cal, y suele representarse con x (ver figura).

Ordenada de un punto P es su distancia MP al eje hori--
gontal, y suele representarse con, y.

La abscisa y la ordenada del punto P se llaman. cooxdena
das cartesianas de ese punto.
Signos de Las coordenadas.

Por convenciodn: i

Toda abscisa que queda a la derecha del ejeuy'y es posi
tiva.

Toda abscisa que queda a la izquierda de y'y es negati-
va.

Toda ordenada arriba del eje x'x es positiva.

Toda ordenada debajo del mismo eje es negativa.

Para indicar que un punto P tiene como abscisa 3 ¥ como
ordenada 4, se escribe P(3,4); para un punto M de abscisa 5

La coordenada horizontal es la que se escribe primero.

Representacibn de un punto.

Para representar un punto cualquiera, por-ejemplo, ~=
P(-3,2), se llevan 3 unidades sobre x'x a partir de 0, a la
izquierda, con lo cual se obtiene el punto M. EnlM se levan
ta una perpendicular (ver figura) y en ella, partiendo de M,
S€ cuentan dos unidades hacia arriba, y se tiege representa-
do el punto P.




Repnuux/tac.wn de una ecuacidn.

En general una ecuacidn con dos incégnitas o variables,
e puede representar graficamente. Sea la ecuacidn, y= 2x-3.
A cada valor que se atribuya a x (variable independiente) ,
C 5cgrreSP0nde un valor para y (funcidn).

.-y

Se comienza a tabular:

% -7 0 1

v 4 -5 4 =3 -1

puntos B c D

Llevando los valores de x
como abscisas (ver figura), y
los de "y" como ordenadas, segin
‘Bse ha explicado, cada par de va-
lores quedara@ representado por
lun punto.

Uniendo ordenadamente los
diferentes puntos obtenidos, re- ¥
sulta una recta, que es la repre , “°
isentacidn grifica o cartesiana -

Pde la ecuacidn, y = 2x - 3. Por
tanto, toda ecuacidn de primer - !

La unidad es arbitraria y en la generalidad de los caff9rado con dos incdgnitas, de la & "

sos se toma la misma para las "x" y para las "y". B forma y = 2x - 3, o generalizan- 4 qw

n‘
do y= mx + b, se llama ecuacidn [
El uso de papel cuadriculado es muy recomendable para fiineal, porque su grdfica es una |

fh
l
I

e
graficas, pues con &l se evita el trazo de perpendiculares, linea recta. ‘I

En la figura anterior se han presentado los siguientes pun-g . ' i “‘
tos:

|

I

A(4, 0), B(6, 5), c(o, e), D(-4, 4),
E(-6,0) F(-3,-5), G(0,-3), H(5,-6),




13-19 ECUACIONES SIMULTANEAS DE PRIMER GRADO CON DOS
INCOGNITAS .

Sistema de ecuaciones.

Si se qulere pagar la suma de $ 160 con monedas de §}

y monedas#de $10, Zculntas monedas de cada clase se debarf
entregar?

La resolucidn del problema da lugar a la ecuacidn,
.d= 16 - 2v, la cval admite muchas soluciones que satigfas
las condicibnes del problema, Pero este problema, indeten
nado, porque tiene muchas respuestas, deja de serlo si s

troduce este nuevo dato; E1 nﬁmerq de monedas debe de su
10. '

Completando asi el enunciado, se tienen dos ecuacion
en lugar de una gue son:
2v + d = 16
v+d= 10

’

El conjunto de las dos ecuaciones forma un sistema g
ecuaciones de primer grado con dos incdgnitas.

En general, se llama sistema de ecuaciones todo conji

to de ecuaciones distintas que tienen una o mis solucionss
comunes.

Resoluedibn del s4istema pon el método grdfico.

Si se trata de resolver el sistema que se estd consit
rando:

2v + 4 16 (1)
v + d 10 - (2)

ge pueden representar grafica
nente las rectas que c?rres——
ponden 2 las dos ecuaciones.
glinterseccién que, C9m9 se
ye en la figura se verifica e
en el punto v = 6, d = 4, es ‘1
la solucién del sistema, pues |3
to que cualquiera de esas dos 3
ecuaciones se satisfacen por ‘:
¢gtos valores. \4
Podria resolverse tam- » j*
ipién por tabulacién‘como ge ~ |2
indica a continuacidn. |

Para (1):

4

6

Los dos pares de valores, iguales en las dos tabulacio-
hes, son las soluciones del sistema.

Las dos ecuaciones que se satisfacen para‘los mismos va
lores de v y de d, se llaman ecuaciones simultaneas.
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Puede deciyse gue: Leuaciones simultdneas son aquellag
que tienen las mismas soluciones, es decirxr que, se satisfa-.

s el .
cen para unos mismos valores de las incdgnitas.

Generalmente solo un par de valores pueden satisfacer
simulti&neamente dos de esas ecuaciones. Ese par de valoreg
se llama eceonjunto solueidn de las dos ecuaciones.

A

Y¥a que las coordenadas de cualquier punto de la gréfic
de una ecuacidn de primer grado con dos inc8gnitas, satisfa-
cen la ecuacidn, las ceordenadas del punto de interseccidn |

de las gréficas de dos de esas ecuaciones, constituyen 1a§¢
lucibn de ambas. : ' i

Ejemplo 3.
Resplver grificamente las ecuaciones:

3x + 2y =14 (1)
2x -y = 2 (2)

Solucidn:

2

Se resuelven primero (1) y (2) para "y", se obtiene:
(3) y=-% x 37
(4) y = 2% - 2
Ahora, se asignan a "x" los valores, -2, 0, 4 en (3)1 ¥y
-3, 0, 3 en (4). Con ellos se obtienen las siguientes ta- -

blas con los correspondientes valores de "x" y “y"

X e |
y 10 —f

0
7 , de (3) vy

de (4)

-

33 I
|

0
-8 2

nidos, se tiene:

Representando graficamente los puntos determinados en
eatas tablas vy construyendo las graficas de las lineas, se
obtiene la figura 1. Las graficas se cortan en un punto cu-
yas coordenadas, son aproximadamente, (2.6, 3.2)

Por tanto, de acuexdo con la
grafica se puede decix que la solu- \\\ y
cidén de las ecuaciones (1) y (2) es, //
x= 2,6, y= 3.2. La exactitud del _
procedimiento empleado depende del
valor de la escala considerada. Si
en el miembro de la izquierda de
(1) se sustituyen los valores obte-~ i

y"

3(2.6)+ 2(3.2) = 14.2

De igual manera, para los mis
mos valores de "x" y de "y" el -~
miembro de la izquierda de (2), se
transforma en 2(2.6)-3.2; ya que
los miembros de la derecha de (1)

y (2) son, respectivamente, 14 y 2,
se observa que el par de valores

x= 2.6, y y= 3.2 no es exactamente la solucidn de las dos
ecuaciones pero que con una cifra decimal mds, quizd se ob--
tengan los valores correctos.

Bic. e

Tipos de sistemas de ecuaciones Lineales con dos Lncbgnitas.

Puede suceder que las gradficas de dos ecuaciones de pri
mer grado sean rectas paralelas. Por ejemplo: en la fig. 2,
se muestran las graficas de dos rectas paralelas gue corres-
ponden a las ecuaciones siguientes:
(5) 3x - 2y

(6) 9x - 6y

LIBRO ALQUILADO




En primer lugar es excesivamente laborioso, en segundo,

Por tanto, las ecuaciones no tienen solucidn. Algebr la exactitud del método depende de la habilidad del operadoy
camente se puede observar este hecho, si se considera gue g para construir las dos graficas y para estimar las coordena-
miembro de la izquierda de (6), es exactamente 3 veces mayy das de su punto de interseccidn. 1og tres métodos algebrai--
que el miembro de la izquierda de (5). Por tanto cualquig lcos que se presentaran a continuacidn son mas ficiles para
paxr de valores que hagan igual a 6 el miembro de la izquign. lobtener con absoluta exactitud la solucidn, cuando ésta ~-
da de (5), hacen gque el miembro de la izquierda de (6) sea. lexista.
igual a 18 y no a -3. '

'AUTOEVALUACION 1.

f

Construir las graficas de las funciones lineales si- -
gulentes-

e v= X+
2.,- y==x + 2
3.- y= 3x+ 4

4.- 2x + 3y =

Dados los siguientes pares de ecuaciones lineales, cons
truye las rectas y determina las coordenadas del punto de in
terseccidn por el método grafico.

Fig. 2 5.- y= -2x - 1

Por otro lado, se pueden tener dos ecuaciones cuyasg@ y= 3x+9

:ficas coinciden en todos sus puntos. Entonces, cualquier -

par de valores que satisfaga a la primera ecuacidn, satisfx
s - . . 2

ce también a la segunda, y el par de ecuaciones tiene un ni y= 2x - 10

mero infinito de soluciones.

6.~ y= -3x% + 10

T.- y= x - 1

Si dos ecuaciones con dos incdgnitas tienen una, y sl z

una solucidn, se denominan ecuaciones consistentes, Si nos

tienen solucidn, se llaman soluciones inconsistentes, y si

tienen un niimexo infinito de soluciones, ecuaciones depen- *
dientes.

V="EFXxX 15

Diga si el siguiente par de ecuaciones lineales son con
sistentes, inconsistentes o dependientes.

Aungue el método gradfico es un auxiliar para comprende 8.-2x + 3y 6

los tres anteriores tipos de pares de ecuaciones de primer 3x -10y 15
grado, no es, sin embargo, un método eficaz para obtener li
solucidn, cuando &sta existe.

166




| :}‘ l

m‘

A S
LR L |

[3-%¢ ELIMINACION DE UNA INCOGNITA.

El procedimiento gréfico que se acaba de exponer, por ly
general, no es de aplicacidn préctica.

Para resolver un sistema de dos ecuaciones con dos in--
c6gnitas es preferible reducir el sistema propuesto a una sg
la ecuacidn que solo contenga una incdgnita. A esta reduc—-
cién se le llama eliminacidn de una incdgnita.

La eliminacidn se funda en que una misma literal de un
sistema tiene igual valor en cada ecpacidén. Asi, en el sis-
tema anterior, v y d tienen el mismo valor, porgue en cada
una representan, respectivamente, €l nimero de monedas de
$ 20y $ 10.

Evidentemente que si del primer miembro de la primera
se resta el primero de la segunda, y de 16 se resta 10, ©
sea, si se restan miembro a miembro las dos ecuaciones, re--
sultan diferencias iguales, y solo se tiene; v= 6 con lo -=
cual queda eliminada la incdgnita d.

Eliminar una incdgnita de un sistema de ecuaciones es
reducir el sistema propuesto a otro que tenga una ecuaciOny
una incdgnita menos.

Métodos de eliminacLin.

Los principales métodos de eliminacidn son:

1.~ Por adicidn ¢ sustraccidn;

2.- Por igualacidn,

3.~ Por sustitucién.

Mediante la aplicacidn de alguno de estos tres métodos

‘se resuelven algebraicamente los sistemas de ecuaciocnes si-——
multineas.

[3-21 ELIMINACION DE UNA VARIABLE POR ADICION O SUSTRACCION,

Para resolver dos ecuaciones de primer gradd con dos ln'
gbgnitas, se elimina primero una de las variables, Esto es,

" de las dos ecuaciones dadas se obtiene una tercera, con una

sola incégnita, cuya solucién es uno de los valores buscados.
Luego se sustituye este valor en cualquiera de las ecuacio--
nes dadas y se resuelve ésta para la otra incdgnita.

Frecuentemente el proceso de eliminacidn puede ser mas
extenso para una variable que para la otra. Por tanto se re
comienda estudiar el problema antes de intentar resolverlo y

con ello seleccionar el método que requiera menor nimero de
operaciones.

Los pasos a seguir para la resolucidn de dos ecuaciones
de primer grado con dos incdgnitas pueden resumirse como si-
que:

a) Seleccionar la incdgnita mis ficil de eliminar.

b) Se encuentra el M.C.M. de los dos coeficientes de esty
incégnita.

Se multiplican los dos miembros de cada ecuacidn por el
cociente obtenido al dividir el anterior M.C.M. entre

el coeficiente de la incégnita seleccionada en la ecua-
cidn.
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Se suman o se restan los miembros correspondientes de
las ecuaciones obtenidas en el paso anterior, segfin
sean opuestos o iguales los signos de los términos ep
los que aparece la incégnita seleccionada.

Se resuelve para la incdgnita que queda, la ecuacidn r
sultante.

Se substituye el valor obtenido en el paso anterior g
cualquiera de las ecuaciones dadas y se resuelve ésta
para la otra incdgnita.

f
Se eséribe el conjunto solucidn en la forma, { x=
Y= } poniendo los valores obtenidos en los pa
sos e) y f).

Se comprueban las operaciones sustituyendo en la ecua-
cidén original que no se usd en el paso f), los valores
eén el paso g).

Ejemplo 4.
Resolver las ecuaciones:

(7) 4x - 11y = -3
(B) 6% #+\ Ty.~= 19

Solucidn:

Los M.C.M. de los coeficientes de "x" y de "y" son 12
y 77, respectivamente. Por tanto, se pueden operar con ni
ros mids pequefios si se elimina "x" en vez de "y".

8i se divide 12 entre 4, y 12 entre 6 se obtiene 3 y %
respectivamente. Por tanto se multiplicaran los dos miem--
bros de (7) por 3 y los de (8) por 2, y se obtiene:
(9) 12x - 33y -9
(10) 12x + 14y 38

Ya que los términos que contienen a "x" tienen el mismo
gigno, se resta (10) de (9), y se tiene:

(11)

Sustituyendo en (7), y = 1, se tiene:

(12) 4x - 11 = -3
4x = 11 - 3 =8

X =2
Por consiguiente el conjunto solucidn es {(2,1)}

Puesto que para obtener el valor de x se usd la ecua--

cion (7), se debe comprobar la solucidn mediante el uso de

(8). Para x = 2, vy = 1, el miembro de la izquierda de (8),
es:

6(2) + 7(1) = 12+ 7 =19

Siendo también 19 el miembro de la derecha de (8), la
solucidn es correcta.

AUTOEVALUACION 2.

Resolver eliminando por adicidn o sustraccidn, los si-
Julentes sistemas de ecuaciones lineales. (Hacer oralmente
los cinco primeros) y comprobar las soluciones.

1.~ 'x + y = 4 B a— L X F y 6
X-y=2 X -y=2
2. x + b4

-y
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[3-22 ELIMINACION DE UNA VARIABLE POR SUSTITUCION.

A continuaci®n se enumerarin los pasos a seguir en el
método de eliminacidn por sustitucidn, y luego se ilustrari

su aplicacidén mediante dos ejemplos.

Con el fin de lograr mayor precisidn en lo que va a e
ponerse, se supondrd que “y" es la variable que debe elimi-
narse. Sin embargo, las mismas instrucciones pueden seguir
se para eliminar a "x", con solo intercambiar “x" y "y" en
cada paso.

a) Se resuelve una de las ecuaciones para "y" en té@rminos
de/ I'xY |

b) Se sustituye el valor encontrado de "y" en la otra eclh

cidn y se obtiene asi una ecuacidén en la gue aparece -
inicamente "x"

Se resuelve para "x" esta ltima ecuacidn.

Se sustituye el valor de "x" en la funcidn obtenida en
pasc a), y se calcula el valor de "y".

Se escribe el conjunto solucidn en la forma {(x=

y= )} poniendo los valores obtenidos en los pé
sos c¢) y d).

'Wy no se obtienen fracciones.

§) Se comprueba la solucidén sustituyendo sus valores en la
ecuacidén no usada en el paso a).

Ejemplo 5.

Resolver simultaneamente las ecuaciones:

37

(1) 5x + 3y
(2) 3 -y

“Solucidbn;

a) Se observa que si la ecuacidn (2) se resuelve para
Efectuando la operacidn, se
tiene:

3 y=3x-5

b) Se sustituye ahora, 3x - 5, en vez de "y" en la --
ecuacidén (1) y se tiene:

(4) 5% + 3(3x-5) = 13
resuelve esta ecuacidn.

5x + 9% ~ 15 13
14x 28
X 2

d) Se sustituye 2 en vez de "x" en la ecuacidn (3), y
se obtiene:

y = 3(2) -5
y =1

e) Por tanto, el conjunto solucidn es {(2,1)}.




f) Puesto que en el paso a) se usé la ecuacidn (2), g
comprueba la selucidn obtenida sustituyendo por sus valorg
las letras del miembro de la izquierda de-la ecuacidn (1),

T

De este modo se obtiene:

5(2) + 3(1) = 10 + 3 = 13

:. i
Ya que el miembro de la derecha de la ecuacidn (1) es
tambi&n 13, la solucidn es correcta.

.Ejemplo 6.
f
Resolver gimultineamente las ecuaciones:

(4) 6x + 5y = 13
(5) 7x - 4y = 25

Solucidn:

a) Puesto que al resolver como primer paso cualquiera
de estas ecuaciones, la solucidn contiene fracciones, no -
existe ninguna diferencia en escoger una u otra. Por tanto
arbitrariamente se selecciona (4) y se resuelve para "x" o
teniendo:

(6) x:JB—;_sx

b) Sustituyendo el miembro de la derecha de (6) en v
de "x" en (5), se tiene:

(1 7 (—13%5—’1’—)- i = 25

Eliminando las fracciones en (7) y multiplicando ambos
miembros por 6, se tiene:
7 (13-5y) - 24y 150
91 - 35y - 24y 150
- 59y = 59
y = -1
I 174

|

d) Sustituyendo -1 en vez de "y" en (6), se tiene:

13 = 5 (~1)
6

= 3

e) Por tanto el conjunto solucidn es, {(3,-1)}

" f) La solucidn se comprueba sustituyendo por sus valo-
res las letras del miembro de la izquierda de (5) y se obtie

ne:

7 (3) -4 (-1) = 25

Por tanto, siendo 25 el mlembro de la derecha de (5),
la solucidn es correcta.

AUTQEVALUACION 3,

Si, y= 6, lcuil el valor de x en: 2y + x = 167
Si, x= 4, 2cuil el valor de y en, x+3y = 16?

Si y= 7, &cull el valor de X + 2y = 19?7
Si x=y, ¢cudl es el valor de y en, x+2y = 6?

Si x= 2y, ¢cudl es el valor de y en x + 2y = 8?

Resolver los siguientes sistemas eliminando por el meto

do de sustitucidn.

6.- x +y = 23 9.- x -y =37

2 SN L W 2x +3y = 31x + 13y

2x +y = 3

;i X + vy
10.-
¢ 5 3

Xz ¥

3x — 7y =30
X - 4 =2y
5x = 7y = -1

3x + 4y = 24




|3-23 ELIMINACION DE UNA VARIABLE POR IGUALACION.
Ejemplo 7.
Resolver el sistema:

2x 4 3y = 23 (1)
5%x - 2y = 10 (2)

Solucidn:
f

a) Se despeja el valoxr de x en (1) y en (2) y se tieny

X:L;jx_ (3)

x=L;_2L (4)

b) Se igualan las dos expresiones que representan el -
valor de x:

eliminando los denominadores y resolviendo se tiene:

115 = 15y = 20 +:4y

- 19y =
y = 5

\

c) Se #ustituye en (3) o en (4) el valor hallado para

-am 3

5 4

Por lo tanto el conjunto solucidn es {(4,5)}

Ejemplo 8.
Resolver el sistema:

1x = Ty
8x + 9y

solucidn:

Se va a eliminar y.

a) Se despeja el valor de'y en (5) y en (6)3y se tiene:

37 - 11x
T 5 (7)

41 - 8x
: ol e (8)

b) Se igualan las dos expresiones que representan el

| valor de y:

37 = 11x _ 41 - 8x
7 9

Procediendo como antes, se tiene:

-333 + 99.x =
155x

287 - 56x
620

X = 4

c) Se sustituye en (7) o en (8) el valor hallado para

_ _37-44 -7

7

Por lo tanto, el conjunto solucidn es, {(4,1)}




De estos ejemplos se deduce que: para resolver un gig
ma de ecuaciones simult@neas, eliminando por el método do B 9.-
igualacidn: x/y = 1/2

x/3 + y/2 = 4/3

a) Se despeja, en cada ecuacidn, la incbdgnita que Se quis
re eliminar.

b) Se kgualan las expresiones que representan el valor g
' la incdgnita.eliminada.

c) Sé resuelve la ecuacién que resulta, con lo cual se g}
. tiene el valor de la inc8gnita no eliminada.
) )
Se suétituye el valor hallado en una de las expresiom
que representa el valor de la otra incdgnita, y se re
suelve.

Se deja al estudiante la comprobacidn de las soluciom
de los sistemas de ecuaciones de los 2 ejemplos anteriores,

AUIOEVALUACION 4.

Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones, elimi-
nando por el método de igualacibn y comprobar las solucion

s = S v =112 5.~ 12x - 5y 10
X -y= 8 30x + 11y -69

5x 40 2y 3x + 7y

S5y 26 Ix + 8y

4x S5y ) 5% - 24y
5x 3y 19%~ 36y

6x + 2y 4= 2Ly L= [8/8

5x 3y 5x - 4y = -3




A partir del siguiente par de ecuaciones lineales, y
usando el método de eliminacidn por sustitucidn, encuentra
lo siguiente:

AUIOEVALUACION DE LA LECCION 2.

1.- Encuentra las coordenadas del punto de lntﬁrbeLClondq
siguiente par de ecuaciones lineales, usando el mé togy 2x + 7y 3 (3)
grafico:

X - 5y = -7 (4)

3x +y = 7 : sz
Resultado de despejar la "x" en la ecuacidn (4).
2x = 3y = 12 :
0) 7 - 5y 1) 5y - 7
0) x =2, y=3 1) x =3, y = =2 2) -7 - 5y : 3) 7y - 5
:2) x =0, yv=-1 3) x=+1, y=20
/ .- Resultado de sustituir el valor anterior de "x" en la
~ A partir del siguiente par de ecuaciones lineales, y X ecuacidn (3) y simplificar.
usando el método de eliminacidn por suma o resta, encuentr;
lo siguiente: 0) 7y = 3 1) 10y = 14
2) 7y = 5 3) 17y = 17
x + 2y (1)
x - vy (2) ‘ .- Encuentra el conjunto solucidn de las ecuaciones (3) y

(4) .

2.- Resultado de multiplicar la ecuacidn (2) por 2 y sumir-
sela a la ecuacidn (1). ; g) x'\& 1 == 1, yg=-2
2) x . = 3) x =0, y=0
) [Tz =y 1) 6x 2
2) 2y = 5 2) 7x 7 5 Resuelve el siguienfe par de ecuacionef lineales, por
cualquiera de los métodos de eliminacidn.

Resultado de sustituir el valor de "x" en la ecuacidn

(1). : _L;_X_Jrl;__

2) 2y = 5 3) 5y = 1

Encuentra el conjunto solucidén de las ecuaciones (1) ¥

(2) .

1) x= -1, y= 3
3) x =0, y=1/2
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RUSPUESTAS A LAS AUIOLVALUACIONES DE TA LECCION 2
AUTOEVALUACDON ;0

1.-




AUTOEVALUACION 4.

1.- {00, 2}

2.- {(12, 10) }
3.~ {3, 2)

4.~ {(-3/4, 3/4)}

Hen =

!

8.- Consistentes.

9.- Inconsistentes.

10.- Dependientes.

AUTOEVALUACION 2.

1.- {(3, 1)} .~ {(30, 3)}
2.- {(2, 1)} M~ {0, -1}
3.- {(4, 2)} = {€7472) }
4.
5.

{(3, 1} .= {(2, =-1)}

{1, 2} = 3-8

AUTOEVALUACION 3.

1.~ : .- {(15, 8)
2. (3, -3}
21, -- {(4, 3)}
4.
i

{(8, 2)}




it
w“‘
u \\

HH!H‘

SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES CON
TRES INCOGNITAS.

LECCION 3.

[3-24 INTRODUCCION.

Aproximadamente dos décadas después a la introduccién
de las computadoras electrdnicas, estamos en el comienzo de
la revolucién tecnolbgica. Comenzamos a ver la herramienta
poderosa que significan estas computadoras de alta velocidad
y las mdquinas que se utilizan para procesar los datos auto-
maticamente. :

‘ Es asombrosa la gran variedad de campos en los cuales
[se aplican las computadoras, tanto en la ciencia, como en la
contabilidad, en la ingenieria, en la medicina, por mencio-
nar unos cuantos. Se usan para controlar el trifico, para
|analizar las condiciones del subsuelo, para interpretar car->
diogramas, para estudiar la compleja estructura de las molé-
culas. Las computadoras han hecho posible el control automi
tico de los procesos en la industria del petrdleo, acero y
textil, entre otras. Sin las computadoras electrdnicas, po-
cas o ninguna de las exploraciones recientes del espacio ex-
terior hubieran sido posibles.

Recientemente, se usaron en el andlisis de los esfuerzos
en las estructuras de acero de rascacielos de cien pisos de
altura. Fue necesario resolver un sistema de 1500 ecuacio--
nes simultidneas, que las computadoras efectuaron en 45 minu-
tos. :




3-25 ECUACIONES LINEALRES CON TRES INCOGNITAS.

Consideraremos ahora el problema de resolver un siste.
ma de tres ecuaciones lineales en tres incdgnitas. LOElﬁw
dos algebrélcos que fueron usados para resolver un sistem .
de ecuaciones en dos incSgnitas servirdn de una manera ani.
loga en el presente caso de tres incbgnitas.

Un sistema de tres ecuaciones lineales en tres incégnj
tas tiene una solucibn, o no tiene solucifn, o tiene una i
finidad de soluciones.

Esta misma situacibn fue discutida en el caso de dos i
cbgnitas. Pero consideraremos sistemas de tres incégnitas -
que tienen una y solo una solucifn.

3-26 | METODO DE SUMA Y RESTA.
i

Para resolver un sistema de tres ecua01ones con tresm
cégnitas se procede de este modo:
1.- Se combinan dos de las ecuaciones dadas y se elimina -
una de las incSgnitas (lo mds sencillo es eliminarla =

pox suma y resta) y con ello”se obtiene una ecuacibn
con dos incégnitas.

‘Se: combina la tercera ecuacién con cualquiera de las -
otras dos ecuaciones dadas y se elimina entre ellas la
nisma incégnita que se elimind antes, obteniéndose otr
ecuacién con dos incdgnitas.

Se resuelve el sistema formado por las dos ecuaciones
con dos incdgnitas que se ha obtenido, hallando de estt
modo dos de las inc8gnitas.

Los valores de las incfgnitas obtenidas se sustituyen-
en una de las ecuaciones dadas originales, con lo cual
se halla la tercera inc8gnita.
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5 - Comprobar el conjunto solucidn en el sistema original.
Ejeuplo 1.
Resolver el sistema:

x + 4y - z
2x + 5y -7z
3x + 2y + 2

Solucion:

Combinamos las ecuaciones (1) y (2) y vamos a eliminar

la x. Multiplicando la ecuacién (1) por 2, se tiene:

2x + 8y - 2z = 12
-2x ~5y +7z = 9

restando: 3y + 5z = 21 (4)

combinando la tercera ecuacidn (3) con cualquiera de las - -
otras dos ecuaciones dadas. Vamos a combinarla con' (1) para
eliminar la x. Multiplicando la ecuacién (1) por 3 tenemos:

3x + 12y 3z 18
- 3x + 2y Z -2

restando: 14y 4z 16

dividiento entre 2: Ty - 2z 8
Ahora tomamos las dos ecuaciones con dos inc8gnitas que
hemos obtenido (4) y (5), y formamos un sistema:
3y + 5z = 21 , (4)
7y - 2z = 8 (5)

Resolvamos este sistema.
Plicando (4) por 2 y (5) por 5:

Vamos a eliminar la z multi--




Y
| |
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6y + 10z 42

35y - 10z 40
41y 82

y 2

Sustituyendo y = 2 en (5) se tiene:

7(2) - 2z = 8
14—2238
- 2Z =-6

2 =3

Sustituyendo y=2, z=3, en cualquiera de las tres ecua-
ciones dadas, por ejemplo en (1), se tiene:

X +4(2) -3 =6 e
Y= 25
3

X = 1 =

X +8 -3 =6

Por lo tanto el conjunto solucidn es: {(1,2,3)}

Comprobacidn,

Los valores, x=1, y=2, z=3 tienen que satisfacer las
tres ecuaciones dadas. Haga la sustitucidn y verd que las
txes ecuaciones dadas se convierten en identidad.

Ejemplo 2.
Resolver el sistema:

2% = 5y
dy + =

X -y - z

soluclon .

En algunos casos, no hay reglas fijas para resolver el
gistema y depende de la habilidad del alumno encontrar el mo
jo mis expedito de resolverlo. Este ejemplo puede resolver-

se asi:

La ecuacidn (1) tiene x y y. Entonces tengo que bus-
car otra ecuacifn de dos incégnitas que tenga x y'y para -
formar con (1) un sistema de dos ecuaciones que tengan ambas

Xy Y.

Reuniendo (2) y (3):
4y + z -8

X - y -2 -2

sumando ; x + 3y =10
Ya tenemos la ecuacidn que buscébamos.
Ahora, formamos un sistema con (1) y (4):

2x - 5y = 13
x + 3y = =10

Multiplicando esta filtima ecuacidn por 2 y restando:
2x - S5y 13

-2x - by 20

-11y = 33
y = =3

Sustituyendo y = -3 en (1}:°
2x - 5(-=3)
2x + 15
2x

X




Sustituyendo x = -1, y= -3 en (3):
3.7 METODO DE SUSTITUCION.

=1 = (=3) -2

= -1

-1 +3 -z -3 para resolver un sistema de tres ecuaciones lineales con
4 incégnitas por el método de sustitucibn:

-2
z - Se despeja una de las incbgnitas en cualquiera de las --
ecuaciones.

Por |
3 _%9 tanto el conjunto soluciém es { (-1, - Se reemplaza la inc6gnita cuyo valor se ha encontrado en

: +
?ﬂﬂIﬂW@LﬂNﬁﬂﬁﬂ 1 las otras dos ecuaciones.
£y 5 e

Se resuelve el sistema que resulta.

Resuelve los sitema i i :
emas siguientes Se sustituyen esos valores en cualquiera de las ecuacio-

nes originales para calcular el valor de la otra inc6g--
nita.

e AL 6.-
-y +2z =5
-y =3z = -10 .- Se comprueban los resultados.

+z
+ z ]
zZ = , < Ejemplo 3.

Resolver:

Solucion:

Se despeja x en (1):

X = -3 +y - 2z

Se sustituye en (2) y (3)




Al sustituir el valor de x en (2) se

4 (-3 +y - 2z)=y -z
=12 + 4y - 8z -y - z
3y - 9z

dividiendo entre 3: y - 3z

Al sustituir el valor de x en (3),

3(-3 +y =2z) + 2y + 3z =4
-9 +'3y - 62z + 2y + 3z =

S5y - 3z =
Se resuelve:

y - 3z 5
Sy - 3z 13
4y 8

Restando
(4) de (5)

Y= 2

Luego se reemplaza el valor de y en (4):

2 =3z = 5
~ 3z
z = -1

Se sustituyen los valores (y, z) en (1) para obtener:

el valor de x:

gomprobacion.

En- (2):

4(1) =2 =(-=1)
En (3):
3(1) - +2(2) +3(-1)

Por lo tanto el conjunto solucibn es:

MUTOEVALUDCTION 2,

Por el método de sustitucidn resuelva
sistemas de ecuaciones:

16z =
10z =
7z =

s 3x +
5x -
2x +

4y
8y
6y

y
y
2y

2y
3y
Sy

3y
2y
4y +

y
5z

+ 4 - 3 =

{(1121-1)}

4

los siguientes -

3y
Sy
y

3y
2y -
oy

2y
y
4y

3y
2y
y

3y
4y
Sy




METODO D IGUALACION Se iguala x en (4) y (5).

. . LI . z ) MR
Se despeja la misma incSgnita en las tres ecuacioneg,

Se %gualan la primera con la segunda y la primera 01 Rz
segunda con la tercera. S5y

Se resuelve el sistema que resulta. Se iguala x

|
‘ Se su;tltuyen los valores obtenidos en cualquiera de. Z Y
las ecuaciones en que la incégnita restante esti desp
jada. 2z 2y

Se comprueban las respuestas. 28 b

Se resuelve el sistema:

Ejéniplo 4f sy TN

Resolver: -y 3z -

(7) Sy

Restando  (9) -2y
(9) de (7) 3y

Solucion :

Se despeja x en

X

Se despeja x en : Se sustituye el valor de "y" en la ecuacidn (8):

24 + 2y - 3z
3 —-(=3) +4+3z - 18 =0

3z =15

X

Se despeja x en

z =5
X =




Luego se reemplazan los valores de "y" y "z" en cual- e x + 2y - 32 = 5 9.- 2x - 3y - 4z
guiera de las ecuaciones en que la x esté despeijada, por : 3x -22y + 6z = 4 3x + 4y + 2z
ejemplo en (4): " 7x - 6y - 3z = 15 4% + 2y + 3z

= 5 -(-3) - 8.- 5x + y + 4z = -5
3x -5y + 6z = -20
N S x -3y - 4z = -21

= 1

x =1
-
AUTOEVALUACION DE LA LECCION 3.

Con lop valores de x, Y, % encontrados se comprueba g
las ecuaciones restantes (5) y (6):

I A partir de las siguientes tres ecuaciones en tres in--
cbgnitas, encuentra lo siguiente:

de (5) x = 24+2(-§)—(3)(S) I 24-2-15

(1) X +y + 2z 3

(5) (5)-3(~3)-32 _ 25+9-32 (2) X +2y + 4z = 3

de (6) x= 3
2 (3) x -3y - 5z 5

Por lo tanto 1 id % &
» el conjunto solucién es: {(1,-3,5)} Resultado de restar ecuacidn (1) de la (2) para elimi--

par "x¥s

AUTOEVALUACTON 3. g; e gz - g ;z 2y s
y + 2= ¥+ z=

Por el método de igualacidén resuelve los siguientes sis

temas de ecuaciones. Resultado de restar la ecuacidn (2) la (3) para eli-

minar "x".

+ - 2z = 13 = =
x e ¥ Yok B 0) 9y + 5z = 2 1) Sy + 9z = 2

S-S 2= g X -2
y +z 0 —5y-= =
2 pE Y R & - AT 1oe 2) -55=9% = 2 N TNz F O

Resultado de eliminar la "y" por adicidn, de las dos
ecuaciones encontradas en los problemas 1 y 2.

X+y+ 3z =17/2 S~ X -y +2=9
X - 2y +4z 7 X -2y +3z = 32
2x-11y-24z 5 > X -4y +5z = 62 0) z =0 1)‘X = 2

2) y = 3) z =2

X+y+ 2z = -1 - 3x - y -z
3x - Y—SZ 13 X _3y - iz
Sx +3y+22 = ] X - y _3Z




4.~ Encuentra

0) {-3, a,
2) {0yt

el conjunto solucidn de las tres ecuacioneg,

2} 1) {3, -4, 2}
2} 3 a1, 0, 2}

A partirx de las siguientes tres ecuaciones en tres in.

cégnitas, .encue

(4)
(5)
(6)

Resultado
nar " yll ¢

0) x+ 2 =
2) x - z =

Resultado
nar "y".

0) 3x - 5z
2) 5% + 3=z

Resultado
ecuaciones

0) y =2
2) z=0

Encuentra
(4), (5),

0) }2,-3,,

2) 12, o,

ntra lo siguiente:
3 +y + 2z = 1
2x -y + 32 = -6
X +y + 2z = -3
de sumar la ecuacidn (4) a la (5) para elini
N x4+ 8=1
3) x - z =1
de sumar la ecuacidén (5) a la (6) para elimi-
= -9 1) 3x + 5z -9

= =9 3) x - gz 1

de eliminar "z" por sustraccidén de las dos -
obtenidas en los problemas 5 y 6.

1) x 2
3) x 0

el conjunto solucidn de las ecuaciones dadas

(6) .

1} 1) {2,-1, 3}
2} 3) {2, 1,-3}

PESPUESTAS A IAS AUTOEVALUACTONES DE LA LECCION

ATOEVALUACION 1

i1, 2, 3.}
g iy, 4, 5.}
T, 1. 4.}
P i1, 3, 2.}
5.~ {-2, 3, -4}

ATOEVALUACION 2.

pe {4, 5,02.)
e {3, 804 2)
3= {2, /3, 1}
4.- {5, 6, 7}
5.- {4, -3, 1}

AUTOEVALUACTION 3.

1.- {2, 3, -4}
=13, -1, 1/2}
8. 481 /N0, =2}
4= {-4, -5, -6}
5e={-6, -7, 8}

{3148, 2.3
{5, -3, =2}
{-2, 3, -4}
{2, 3, -4}

f=2, 23, =4}

e
{1y ~ 972, —~ 573}
{-3, 4, 3/2}
{-5, 4, =3}




SOLUCION DE PROBLEMAS VERBALES,

LECCION 4.
3-29 INTRODUCCION.

Una ecuacidn, es una expresifn que contiene un signo de
.igualdad y por lo menos wna letra. En una fdrmula, se utili
zan letras para representar té&rminos conocidos, como L par;
longitud, V para volumen y D para didmetro, etc.

El propdsito de aprender cdmo resolver ecuacicnes, es
el de construir una base sobre la cual se puedan resolver -
problemas complejos.

El planteo de wna ecuacidn es semejante al de una traduc
citn. Plantear una ecuacidn, es expresar por medio de simbo-
los matemdticos wna condicidn formulada en palabras, es tradu
cir el lenguaje llano, a formulas matemdticas. Las dificulta
des que podemos tener en plantear la ecuacidn de un problema
son idénticas a las que nos ofrece wna traduccidn.

Para traducir una frase del espafiol al inglés, dos cosas
Son necesarias: primero, comprender a fondo la frase espanola
Y segundo, estar familiarizado con las formas de expresidn -
propias del inglés.

La situacidn es muy semejante, cuando se trata de expre-
sar en simbolos matemadticos, una condicidn propuesta en pala-
bras. Se requiere el comprender a faondo la condicién, y es-
tar familiarizados con las formas de expresidn matemdticas.

Cuando se puede hacer literalmente, palabra por pala--
‘bra, resulta bastante facil traducir al inglés un texto en es
Pafiol, para las cuales ello no es posible. Si el texto con-
tiene expresiones de este tipo, la traduccidn resulta dificil:
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SOLUCION DE PROBLEMAS VERBALES,

LECCION 4.
3-29 INTRODUCCION.
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Cuando se puede hacer literalmente, palabra por pala--
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deberemos dedicar mds atencidn al sentido general del texto,
gue a las palabras mismas, y antes de traducirlo, tendremos
sin duda gue cambiarlo.

Sucede exactamente igual en el planteo de una ecuacidn,
En los casos sencillos, el enunciado verbal se divide casi -
automiticamente en diversas partes, cada una de las cuales,
puede ser inmediatamente transcrita en t€rminos matematicos,
En los casos mas complicados, la condicidn comprende elemen-
tos que no pueden ser de inmediato traducidos en simbolos;
deberemos entaonces, dedicar menos atencidn al enunciado para
concentramos mas en el sentido. En tales casos, antes de
poner formulas por escrito, deberemos transformar primero la
condicidn, aunque teniendo presentes todos los recursos del
lenguaje matematico.

3-30 TRATANDO DE ENTENDER IAS RELACIONES NUMERICAS.

El éxito en la resolucidn de problemas en algebra, depen
dera, entre otras cosas, de la habilidad para leer e interprg
tar las relacimmes entre los nUmeros. Si no se comprende -
bien el significado de palabras claves, tales como "disminui-
do en", "nUmeros consecutivos", "reciproco", etc., tendremos
dificultad para resolver problemas. Debemos estar capacita-
dos también para relacionar, comparar y operar. Los siguien-
tes ejemplos ayudaran a desarrollar estas habilidades.

Ejemplos.
1) ZCuidnto queda si a 15 le guitamos un octavo de ocho?
1
x = 15 - (§) (8)
= 15 = 1
= 14

ZQué nlimero excede a 3 en 5 unidades?
X 3+5
8

Cuanto es wn medio de una mitad?

15
x= ) 6&)

1/4
¢{Cuantas monedas de cinco centavos son equivalentes a
4 monedas de 50 centavos?
x = monedas de cinco centavos
50 centavos = 10 monedas de cinco centavos
x = (4) (i0) = 40 monedas de cinco centavos

Juan es dos afos mis joven que Federico que tendrd 18
afios dentro de 4. ({¢Culntos aflos tiene Juan?
La edad actual de Federico 18 - 4 = 14
La edad de Juan Edad actual de Federico -2
14 - 2
12
Un tercio de p, mas dos.

x=1/3p + 2

La tercera parte de la suma de p y dos.

% el 2)

3
= —13—(p+2)

AUTOEVALUACION 1.

Contesta las siguientes preguntas sin usar papel ni 13-

ZCuil es la suma de veinte, la mitad de veinte y wna
gquinta parte de veinte?

éCuanto queda si a 25 lo disminuimos en un cuarto de
ocho?

ZCuanto es un sexto del producto de cuatro y cinco?
éCudnto es un medio de la diferencia entre 15 y 72

¢Cuidl es el cociente al dividir la suma de 7 y 11 por &
207
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6.- <¢Cuanto es tres cuartas partes de la diferencia entre g
y 20?

7.- ¢Cuil es la suma de los siguientes tres nlmeros pares
consecutivos mayores que 8?

8.— (¢Cull“es el resultado si al cociente de ocho dividido
5 por cuatro, se le multiplica pox el producto de 5 y 62

9.~ ¢Cuil es el cuadrado de la suma de 3 y 62

10.- ¢Cu8l es la suma de los cuadrados de 3 y 4?

Contesta lo siguiente:

11.- éCulntas monedas de 10 centavos son equivalentes a 3 g
25 y 3 de 52

12.- Si hay 4 1/3 de semanas en un mes, como promedio,
Zculdntas semanas hay en tres meses?

l, 3-31 CAMBIO DE ORACIONES VERBALES A PROPOSICIONES ABIERTAS.

Cuando las proposiciones verbales expresan relaciones €l
tre nlimeros se suelen llamar "enunciados de problemas". El
conjunto solucidn de la proposicibén abierta consta del conjui
to de soluciones del problema. Unos problemas son practicos
y se presentan en la vida diaria y otros pueden catalogarse
como simples pasatiempos. Pero alin los pasatiempos constitl
yen una buena practica de analizar las situaciones que presél
ta el problema y formular las proposiciones matemdticas abiel
tas correspondientes.

Practiquemos primero el cambio de oraciones verbales @
proposiciones matemdticas abiertas, (planted del problema).
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Ejemplo 1.

Juan y Paco hicieron un total de 46 puntos en un juego
de basket ball: Juan marcé 8 puntos mas que Paco. ¢Cudntos
puntos hizo cada jugador?

Solucidn:

Para formular la proposicidn matemdtica correspondien-—
te razonamos asi:

Sea x = al nlimero de puntos logrados por Paco; puesto
que Juan marcé 8 puntos mds que Paco, el nimero de puntos he-
chos por Juan es x + 8.

La proposicibn verbal establece que:

Nimero de puntos Nimero de puntos

W + Jogrados por Juan, = 46
\w‘\__/
X + (x+8) = 46

Probablemente puedas encontrar el conjunto solucién de
esta proposicidn abierta pero, por ahora, solamente cambiare-
m0s proposiciones verbales a proposiciones abiertas, es de- -
cir, plantearemos el problema.

Ejernlo 2.

Dos trenes salen de un pueblo en direcciones opuestas
eon velocidades de 45 y 50 Km por hora. <Al cabo de cudnto
tiempo estardn separados 285 Km?

Solucion:

Antes de intentar escribir la proposicién abierta, anali
¢emos las relaciones que hay en el problema. Si un tren cami

Na a 45 Km por hora, recorrié 45 x 1 = 45 Km en una hora. En
dos horas, el tren habri recorrido, 45 x 2 = 90 Km. En "h"
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horas, el tren caminard 45 "h" Km. El diagrama siguiente p
ayudard a visualizar el problema:

Trayectoria del pri punto de Trayectoria del Sequ
mer tren partida do tren

<&
<

>

» Suma de las distancias = 285 Km

Sea "h", el nimero de horas que han estado caminando los
trenes. Entonces, 45 "h" = distancia recorrida por el pri-.
mex tren y 50 “h" = distancia recorrida por el segundo tren,

Distancia recorrida Distancila recorrida
JPor el primer tren  + \Por_el segundo tren 285 Km

=" N

45 h + 50 h 285 Km

Ejemplo 3.

Separar 48 en dos partes tales que el éoble de la menor
sea 6 unidades mis que el mayor.

Sclucidn:
Sea x = la parte menor,

entonces, 48-x = la parte mayor.

Asi, los dos nimeros son x y (48-x). Ahora,
del problema:

El doble de la menqg,vés mds que la mayor

¥

2x . = (48-x) + 6

Ejemplce 4.

Hallar tres nimeros consecutivos impares tales que la
suma del primero y del segundo sea igual al tercero mas 31.

Solucion:

Asi, tenemos que si fuera 1 el primer ndmero impar, si
le sumamos 2 tendriamos el segundo nimero impar (3). De
igual manera si le sumamos al segundo nimero impar 2, ten- -
dgriamos el tercer numero impar consecutivo, o sea:

(1+2) + 2 1T+ 4

5

suponiendo ahora que sea x el primer nimero impar, enton--
ces:

X + 2 al siguiente nimero consecutivo impar.

x + 4 al tercer nimero consecutivo impar.

Una vez encontrados los tres nimeros impares consecuti-

vos, o0 sea, X, x+2, y x+4, los ponemos en la proposicidén ma
temdtica verbal de la siguiente manera:

primer nimero , +.gegundo nimero, tercer nimero mis 31

x + (x+2) (x+4) + 31

Ejemplo- 5.

Un hombre tiene ahora el triple de la edad que tiene su
hijo. Dentro de 12 afios el padre tendrd el doble de la edad
que tendrd su hijo. ¢&Cuil es la edad actual de cada uno?

Solucién:

Separemos el "enunciado del problema", de la siguiente
lanera:




"Un hombre tiene ahora el triple de la edad que tieney
81 x representa la edad actual del hijo,enﬁ

hijo".
ces:

la edad actual del padrxe serd = a el triple de la edy
de x

la ed&d actual del padre = 3x

"Dentrxo de 12 anos el padre tendrd el doble de la edag
que tendrd su hijo". si X y 3x representan las edadeg
actuales del hijo y del padre respectivamente, entbﬁds
dentro de 12 afios las edades ser@n: x + 12 y 3x + 12,
Pero, como también la edad del padre serd el doble del;
de su hijo, tenemos que:
serd

\;a edad dg} padre el doble de la edad del hijo

3x + 12 2 (x + 12)

3x + 12 2(x + 12)

Hasta ahora hemos visto proposiciones simples. Las pro

posiciones "3 + 5 = 8", "x - 2 = 5", son ejemplos de [PAOpPOL

clones simples. Sin embargo, sabemos que las proposiciones
pueden ser a veces phopodiciones compuesias. La proposicifs
"jugaré beisbol en la tarde e iré al cine en la noche" es i
ejemplo de proposicidn compuesta. De una manera semejante,
se presentan en matemdticas proposiciones compuestas, por

ejemplo, "x +y =5y x -y = 1" que suelen escribirse enl

forma siguiente:

X +y =5

X -y =1

: Las proposiciones compuestas enunciadas* son verdaderas
s0lo si ambas partes de cada proposicidn son verdaderas. He
mos considerado proposiciones compuestas formadas por el us0
de la conjuncidn "y".

Estas proposiciones compuestas son dtiles para resolver
problemas . En muchos casos la proposicifén abierta nos condu

ce a una solucién més simple que una proposicidn abierta

" gimple porque podemos trabajar con dos variables.

Ejemplo 6.
En una tienda una persona comprd 5 camisas y, 4 corbatas
por $ 30.00. Otro cliente comprd dos camisas y 6 corbatas

por $ 23.00. ¢Cudl es el precio de cada camisa y cada corba
ta?

Solucior :
Para plantear las ecuaciones, hagamos:

x = el precio de una camisa en §

y = el precio de una corbata en $
entonces, para encontrar las ecuaciones tenemos que un clien-
te comprd 5 camisas a un precio '®, y 4 corbatas a un precio
"y" que en total fueron $ 30.00. Entonces, tenemos:
5x + 4y = 30 (1)
De igual modo, tenemos que el otro cliente comprd:
2x + 6y 23

Luego, el planteamiento de este problema verbal es:

5x + 4y 30
2x + 6y 23

Ejemplo 7.

Un almacenista tiene dulces de $ 45.00 el kilo y otros
de § 70.00 el kilo. Quiere hacer una mezcla de 120 kilos que
resulten a S 55.00 el kilo, {¢culntos kilos de cada clase debg_
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rd poner?
Solucidn:

Sea x = el nimero de kilos de dulces de $ 45.00
y = el nlmero de kilos de dulces de $ 70.00
Ademds, si-suponemos lo anterior, tenemos que:
X +y =120, (1)
ya que sumando ambas cantidades nos debe de dar los, 120 kilg
que nos piden. Para encontrar la segunda ecuacion, tenemes

que el costo total de los 120 kilos es (120 x 55), o sea:

45x + 70y (120) (55)
45x + 70y = 6,600

Luego, el planteamiento de esteAproblema verbal es:
X +y 120

45x + 70y = 6,600

AUTOEVALUACION 2.
Escribanse proposiciones abiertas para los problemas si-
guientes. Decir lo que significa cada variable usada en cad

una. No se piden los conjuntos solucidn.

l.- Separar 53 en dos partes en tal forma que la mayor teng
3 unidades m&s que la menor.

Tres muchachos pesan respectivamente 120, 98 y 111 li--

bras. ¢Cuidl deberd ser el peso de un cuarto muchacho pé

ra que el peso promedio de los cuatro sea de 114 libras!

Un equipo de beisbol hizo 17 carreras, entre juegos.

En el primero hizo 5 carreras, en el segundo hizo el do
ble de las que logrd en el tercero. <Culntas carreras
hizo en cada juego?

El perimetro de un rectdngulo es de 40 centimetros. El
largo tiene 2 centimetros mds que cinco veces el ancho.
Encontrar el largo y el ancho del rectingulo.

Al jugar basketball las canastas hechas por falta cuen-
tan un punto cada una y una canasta de campo cuenta dos
puntos. Un equipo registrd 39 puntos en un jyego, ha--
ciendo 6 canastas de campo mids que las que hizo por fal
tas. <J¢Cuantas canastas logrd de cada clase?

Juanita, Maria y Elena ganaron un total de $ 2,000.00
durante el mes de diciembre. Elena gand $ 100.00 menos
que Maria y Juanita $ 300.00 m3s que el doble de lo que
gand Maria. <Cuanto obtuvo cada una?

Un hombre pagé $ 30.00 por 4 almuerzos y cinco comidas
en un restaurante. Otra vez pagd $ 33.00 por 2 almuer-
zos y 7 comidas. JCuidl es el costo de un almuerzo y
cudl el de una comida en ese restaurante?

Un comerciante desea obtener 100 litros de aceite para
venderlos a $ 19.00 el litro. Para ello, mezcla aceite
de $ 20.00 el litro con otro de $ 16.00 el lltIO
ZCudntos litros de cada clase usd?

La suma de los digitos de un nimero de dos cifras es 12.
El digito de las unidades excede al digito de las dece-
nas en 4. Hallar el nimero.

Un quimico tiene dos soluciones &cidas, una del 20 % y
otra del 70 %. Hallar el nimero de litros que debe po--
ner de cada una para obtener 50 litros de una solucidn
al 60 %.

Si le quitamos 4 al numerador de una fraccidn, el valor
de la fraccidn es 1/3. Si agregamos 5 al denominadoxr de
la fraccidn original, su valor es igual a 1/2. Encon- -
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contrar la fraccidn original.

3-32 SOLUCION DE PROBLEMAS DE PLANTEO MEDIANTE EI, USO DE Elm
CIONES EN UNA VARIABLE.

‘Un problema que se puede resolver mediante una ecuacion,
comprende varias cantidades de las cuales unas son conocidag
y otras desconocidas. Igualmente contiene datos gue permiten
observar la igualdad entre dos combinaciones de esas cantida-
des. Si el problema se puede resolver mediante una ecuacidén
de una variable, entontes las cantidades desconocidas deben
de expresarse en t&rminos de una sola letra.

El procedimiento para resolver un problema mediante el
uso de una ecuacidn no siempre es ficil y para lograr cierta
aptitud se requiere una prictica considerable. Para ello te
sugerimos el siguiente esquema.

Leex cuidadosamente el problema y estudiarlo hasta que
quede perfectamente clara la situaciéﬁ que plantea.

Identificar las cantidades comprendidas en el problema,
tanto las econocidas como las desconocidas.

Elegix una de las cantidades desconocidas y representar-
la mediante una letra, generalmente "x".

Después, expresar las otras cantidades desconocidas en
términos de esta letra.

Buscar en el problema los datos que indiquen qué cantida
des 0 qué combinaciones de &stas son iguales.

Formular la ecuacipn, iglalando las cantidades o combina
ciones apropiadas &hcontradas en el paso anterior.

Resolver la ecuacibn obtenida y comprobar la solucidn.

A continuacidn se expondrin algunos ejemplos de los va--
rios tipos de problemas que pueden resolyerse mediante el uso
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‘tiempo en un camino de herradura.

de ecuaciones.

poblemas que Amplican movimcento a veloeddad uniforme.

Generalmente los problemas de este tipo establecen una
relacién entre distancias recorridas, entre velocidades o en
tre tiempos empleados. La férmula fundamental para estos
problemas es:

d = vt

en donde "d" representa la distancia; "v" la velocidad; y
t" el tiempo. Esta formula se puede resolver para "v" o pa
ra "t" y obtener las dos férmulas adicionales siguientes:

v = d/t
£ = L d/x.

Ejemplo 8.

Un grupo de deportistas efectdan un remrrido de 380 Km.
en 7 horas durante una expedicidn de caza. Durante 4 horas -
viajan a 1o largo de una carretera pavimentada y el resto del
Si la velocidad media en -
¢l camino de herradura es de 25 Km/hr meror que la v§19c1dad
media en la carretera, encuéntrese la velocidad media y-la
distancia recorrida en cada uno de aquellos tramos de camin~ .

Solucidn:

Las cantidades desconocidas en el problema son las dos
velocidades y la distancia en cada tramo del camino. .
tidades conocidas son la distancia total, 380 Km, el tiempo
total, 7 horas y el tiempo empleado en la carretera, 4 horas
¥ la cantidad en la cual la velocidad en la carretera es ma--
Yor que la velocidad en el camino de herradura, 25 Km/hr.
Evidentemente, el tiempo empleado en el camino de herradura
fue de;

l\!
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7 horas - 4 horas = 3 horas y ladistancia total es igualalt
suma de las distancias recorridas en cada tramo.

Si hacemos, x = velocidad en la carretera entonces, x.
= velocidad en el camino de herradura, ademids, 4x = distanej
recorrida en la carretera, 3(x-25) = distancia xecorrida ey
el camino e herradura y, 4x + 3(x-25) = distancia total,
‘Por tanto, -

4x + 3(x-25) = 380

Esta es la écuacién deseada Yy se puede resolver como se indi.
ca a continuacidn:

4x+3x-75 = 380
380+75

(se han eliminado los paréntesis) .

4x+3x (se han transpuesto los té&rminos) .

7x = 455
X 65
x-25 40
4(65)
3(40)

(se han efectuado sumas) .
(Km/hr en la carretera).

(Km/hr en el camino de herradura) .
(Km recorridos en la c;rretera).

(Km recorridos en el camino de herrmmd

Comprobacidn:

260 + 120 = 380.

Problemas que implican La realizacibn de un thabajo.

Los problemas que comprenden la rapidez para hacexr detet
minadas labores, se pueden resolver frecuentemente encontrai
do primero la fraccidn del trabajo realizado por cada indivi-
duo en la unidad de tiempo y encontrando después la relacion
entre las fracciones. N

| Cuando se emplea este método, la unidad, el nimero unog;
representa el trabajo total por realizar.
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Ejemplo 9.

Un agricultor puede arar un terreno empleando un tractor
en 4 dias y un ayudante suyo puede hacer el mismo trabajo con
un tractor mids pequefio en 6 dias.

&En cudntos dfas pueden arar el campo si
conjuntamente?

trabajan

Bolucibns
8i hacemos, niimexo de dfa que se requieren para arar
el campo cuando trabajan juntos;
entonces, parte del campo arado en un dfa por los
dos;
sin embargo, parte del campo arado por el agricultor_en
un dia.

parte del campo arado por el ayudante en
un dia;

Comprobacidn:

Si entre los dos1aran el campo en 2 2/5 dias, entonces
hacen tanto como 3% =5/12 "en un dfa. Ademd3s, uno ara
1/6 del campo en un dfg y el otro 1/4, esto es:




E jemplo 10.

Si en el ejemplo anterior el ayudante trabajd un dfa g
lo con el tractor pequefio, y hasta el segundo dia el agrieul-
tor empezd a ayudarle, Zen culdntos dias terminaron & arar g]
resto del campo?

Y

Solucidn:

El ayudante ar8 1/6 del campo en el primer dfa, y por
tanto quedaron sin arar 5/6. ]

- -
Sea, x numero de dias requeridos para terminar

el trabajo;

entonces, parte del campo arado por el agricultor

en x dias.

parte del campo arado por el ayudante;

por tanto, §+

>
6

3x + 2x

5x

10
10

X

Comprobacidn:

El agricultor ar6 en dos dias 2/4, o sea 1/2 del campo ¥
el ayudante 2/6, o sea 1/3 del mismo, esto es:

3 2

1 1 + 5
- + = = 2
2 3 6 6

problemas sobre mezclas.

Muchos problemas implican la combinacidn de ciertas sus
tancias de concentracidn conocida, generalmente expresada en
porcentaje para formar una mezcla de concentracidén fija con
respecto a una de las sustancias. Otros implican la mezcla
de ciertos articulos de diversos precios. En tales proble--
mas debe recordarse que la cantidad total de una componente
en una mezcla, es igual a la suma de las cantidades que de
gga componente hay en cada una de las sustancias ‘combinadas
o que el valor de una mezcla es la suma de los valores de
las sustancias agrupadas.

Fjemplo 11.
ZCudntos litros de un liquido que tiene 74 % de alcohol
ge debe mezclar con 5 litros de otro ligquido que tiene 90 %

de alcohol si se desea obtener una mezcla de 84 % de alcohol?
Solucidn:

= niimero de litros de la solucidn de 74 %
de alcohol que deben emplearse;

§i hacemos,

0.74x nimero de litros de alcohol que aporta

esa solucidn;

entonces,

4.5 = nimero de litros de alcohol en la
solucidn de 90 %;

_ademds, 0.90(5)

5 nimero de litros de alcohol en la
mezcla;

por tanto, 0.74x +

también, X + 5 = nGmero total de litros en la mezcla;

entonces, ya que la mezcla tiene 84 % de alcohol, se tiene:

0.84(x + 5)= nimero de litros de alcohol en la mezcla.




0.74x + 4 .5
0.74x + 4.5
0.74x-0.84x 4.2 - 4.5
=0.10x -0.3

x 3

0.84 (x + 5)
0.84x + 4.2

por tanto,

(litros que deben agregarsg),

Comprobacibn;

(0.74) 3 + 4.5 = 2.22 + 4.5 = 6.72
0.84(5+3) = (0.84)(8) = 6.72

ProblLemas divensos.

Ademds de los tres tipos anteriormente discutidos, exis
te una amplia variedad de problemas que se pueden resolver
por medio de ecuaciones. El esquema fundaméntal es el mismo -
para todos, esto es, encontrar dos cantidades de las cuales
una o las dos comprenden un valor no conocido, e igualarlas.
Se mencionardn otros tres tipos y se delineari el principio
general o férmula que se emplea para su resolucidn.

a) Muchos problemas de fisica y de meci3nica se refieren a
palancas.

Una palanca es una barra rigida apoyada en un punto, C0-
locado generalmente entre los dos extremos de la barra,
Y que se llama punto de apoyo. 8i sobre la palanca sé
colocan dos pesos P; y P2 a las distancia D, y Dy, e
pectivamente del punto de apoyo, y la palanca estd en
equilibrio, entonces P;D; = P;D;; adem&s, si una fuerz
F situada a una distancia D del punto de apoyo, puede
elevar un peso R situado a una distancia @ del mismo
punto de apoyo, entonces:

FD = Rd

Cuando se resuelvan problemas que tratan acerca de in-—--
versiones de dinero, generalmente se emplea la férmula:

I = PRT

en donde P es el capital, o cantidad de dinero inverti-
da; I es el interés, o cantidad devengada de la inver--
sidén; R, expresado en porcentaje, es la tasa de interés
por unidad de tiempo total en que permanece el capital
invertido.

Los problemas que comprenden los digitos de un niimero
dependen del principio empleado en nuestro sistema numé
rico, que asigna un valor al digito de acuerdo con su
colocacién. Por ejemplo: si c es el digito de las cen
tenas en un nimero de tres cifras; d el digito de las
decenas y u el de las unidades; entonces el nimero es
100 ¢ + 10 A + u. Si se intercambian los digitos de
las centenas y de las unidades el nfimero es 100 u + 104
(6%

Ejemplo 12.

Tres n@meros estdn relacionados de tal modo que el segun
do es dos unidades mayor que el primer nimero y el tercero es
cuatro unidades mayor que el primero. Encuentra el nimero si
la suma de sus cuadrados es 56 unidades mayor que tres veces
el cuadrado del nimero menor.

Solucidn:

Si "x" es el primer nimero, "y" el segundo y "z" el ter-
cer nimero , entonces: V=2 +x%; z=4+ x Y por lo tanto
"X" serd el nlimero meénor.

Adem3s , 27 G2F £

Y, y?= (24x)2

z%= (4+x)?

2 =56 + 3(x)2

4 + 4x + x?

16+ 8x + x?

Por tanto, x%+ (2 + x)2 + (4 + x)?2
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= 56 + 3x2




Efectuando operaciones y sumando t@rminos semejantes,
queda:
12x + 20 = 56 =2 + X z =4 + x
12x = 36 =2 + 3 z =4 + 3
Xx-=.3 =5 z =7
A
Comprobacidn:
' 2y + z? = 56 4 3x°
T T ] =156+ 3.43)°
9 4+ 25+ 49 =156 + 27
83 = 83

Ejemplo 13.

La altura de un tridngulo es 3/4 la longitud de su base.
Si la altura se incrementa en 3 pies y la base se disminuyera
en 3 pies, el drea quedaria inalterada. Encuentxa la longi--
tud de la base y la altura.

Solucidn:

Si, "b" es la longitud de la base y "h" es la altura, te

nemos, h = 3/4 x b.

Ademis, el drea (A) de un tridngulo es la mitad del pro-
ducto de la base por la altura.

por tanto, R = __%?L__
también, P (b~3£ (h+3)
igualando, bh _ (b-3) (h+3)

2 2
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bh (b=3) (h+3)
or 1o que, ST e
Efectuando operaciones, gueda:
b ~-h~-3 =20
y h Cc=rbr=—"3
phora tenemos, h= b-3
h o0
3 4
3b =
igualando, b-3 = = oY 4p - 12 = 3b
&é donde, b =12 pies y h = (b-3) = 12-3 = 9 pies.
Comprobacidn:
bh 1285 .9 -
A = 5 = > = 54
(b-3) (h+3)
y a su vez, R= 5 e
e (12-3) (9+3)
2
_ o hx 12
2
= 54

Ejemplo 14.

Un hombre puede hacer cierto trabajo en 21 horas, otro
hombre puede hacer el trabajo en 28 horas y un muchacho puede
hacer el trabajo en 48 horas. Encuentra cuanto tiempo se ne
cesitard para hacer el trabajo si los tres trabajan juntos.




g ‘;lg'.
et
P

Solucidn:

tiempo que requieren los tres hombres para efeg-.
tuar el trabajo.

parte del trabajo realizado en 1 hora por 1os trg
parte del trabajo realizado en 1 hora por el Pri=
mer hombre.

parte del trabajo realizado por el segundo hombra
en una hora.

parte del trabajo realizado por el muchacho en um
hora.

Por tanto, -%T- +

1
28 X

Encontrando el minimo com@in mdltiplo (M.C.M.) de los de-
nominadores y sumando las fracciones, queda:

ML 16+ 2 +17
® A 336
35
336

de donde, x = —Egg- 9.6 horas.

Ejemplo 15.

iCulntas onzas de plata pura deben ser agregadas a 18
onzas de una pureza del 60 %, para hacer una aleacidn que €s
plata pura en un 76 %?

solucidn:

La ecuacién debe establecerse observando que la canti--
dad de plata en las dos partes separadas es la cantidad de
plata que hay en la mezcla. Representando con "x" al nimero
de onzas de plata que han de agregarse, arreglamos la informa
‘¢ién ‘de la siguiente manera:

X - 0Z. y 18 oz. da (18+x)

60 % puro
10.8 oz. de plata

76 /% puro
0.76 (18+x) oz. de
plata

100 % puro

x oz. de plata

Puesto que las 10.8 oz.originales de plata y las x on--
zas adicionales constituyen la totalidad de la plata en la
mezcla, tenemos:

x + 10.8 0.76 (18+x)
x - 0.76x% 13.68 - 10.8
0.24x 2.88

2.88

X TNoiah

12 onzas.

[Ejemplo 16.

Un hombre presta $ 5,000,00; una parte al 3 % de interés
anual y el resto al 5.5 %. Encuentra el monto de cada préstg
mo, si el interés total por afio que recibe es de $ 156.00.

| Solucidn:
Si "x" es la parte del capital prestado al 3 % de inte--

rés anual y "y" el resto del capital prestado al 5.5 % de in.
terés anual, tenemos: .
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x + y = 5,000 : - La longitud de un rectdngulo excede a su anchura en 6
. unidades. Si cada dimensidn fuese incrementada en tres
ademas, (%) (0.03) +y (0.055) 156 unidades, el Area seria incrementada en 57 unidades cua
(x) (0.03) + (5000-x) (0.055) 156 dradas. Encuentra las dimensiones del recténgulo.

0.03x - 0.055x 156 - 275 .- La persona A puede pintar una casa en 10 dias y la perso

0.025% 119 ' na B puede pintar una casa en 12 dias. <&Cudnto tiempo i
tomaria pintar la casa trabajando los dos hombres con--
119 juntamente?

= 7 0.025

;i Una persona A puede hacer cierto trabajo en 4 horas, B
$4760 puede hacer la tarea en 6 horas y C puede hacer la ta--
rea en 8 horas. ¢ECudnto tiempo llevaria hacer la tarea
5000 - x ) si A y B trabajan 1 hora y después B y C terminan el
trabajo?

= 5000 -4760

.- E1 numerador de una fraccidn es 4 unidades menor que el
= §$ 240. denominador. Si el numerador es duplicado y el denomina
dor es disminuido en 2, la suma de la fraccidn original_.
y la nueva es 3. Encuentra la fraccidn original.

) .- Un hombre presta $ 4,000 a una razdn de interés y $ 5000
AUTOEVALUACION 3. - a una razén de interés mayor en 1 %. El préstamo de
. $ 5000 obtiene $80 mis cada ano que el préstamo de
1.- La longitud de un rectdngulo excede a su anchura por $ 4000. Encuentre las razones de interés.
dos pies. Si cada dimensidn fuese incrementada en 3
pies, el drea se incrementaria en 51 pies’. Encuentrd
las dimensiones originales.

La persona A puede hacer cierto trabajo en 8 horas, la} |3:33 PROBLEMAS VERBALES CUYAS SOLUCIONES IMPLIQUEN SISTEMAS
persona B en 10 horas y la persona C en 12 horas. DE ECUACIONES DE PRIMER GRADO.

Cu@nto tiempo tomard efectuar el trabajo si A y B se :
pogen a trabajar durante 1 hora y A y C terminan des-- En el planteo de muchos problemas aparece mds de una
pués? cantidad desconocida y con frecuencia la resolucibén de los

4 mismos es mids facil si se introduce mids de una incdgnita.
¢Cuantas onzas de plata pura debemos agregar a 100 on- Sin embargo, para que el problema pueda ser resuelto se re- -
zas de una pureza del 40 % para obtener una mezcla que quiere que el niimero de ecuaciones empleadas sea igual al ni-
tenga una pureza del 65 %2 mero de incégnitas.




Ejemplo 17.

Un propietario recibid $ 12,000.00 por pago de la re.
ta de dos oficinas en el afo de 1948, La renta mensual g
una era $ 100.00 mayor que la otra. ¢Cudl fue la renta me
sual que recibid de cada una si la mds cara estuvo desalqy.
lada dos meses?
K]

solucion:

Si hacemos, X renta mensual de la mas cara.

y renta mensual de la otra.

entonces, x -y = 100 (1)
Ademds, ya que la primera estuvo rentada por 10 meses

y la segunda por 12 meses, se infiere que 10x + 12y es el b

tal de la renta recibida. i

Por tanto;
10x + 12y = 12000 (2)

Se tienen asi las ecuaciones (1) y (2) con las incogni-
tastas "x" y "y", que se pueden resolver simultdneamente

eliminando a "y".

12x - 12y = 1200 Ec. (1) por 12 (3)

10x + 12y =12000 (2)
22x =13200 Ec.(3) mas Ec.(2)

Por tanto, x = 600.

Sustituyendo "x" por 600 en (1), se tiene:

600 - y = 100
-y = =500
y = 500

l
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Por consiguiente,  las rentas mensuales fueron $ 600.00
y § 500.00 respectivamente,

Ejemplo 18.

Un comerciante mezcla tabaco de cierta calidad y precio
de $ 28.00 por kilogramo con otro de precio $ 36.00 por kilo
gramo y obtiene 100 kilogramos de una mezcla gque vende a ¥
$ 31.20 por kilogramo. <Cudnto usd de cada clase de tabaco?

Solucidn:

Si hacemos,

X nimero de kilogramos usados del de $ 28.00

v ntmero de kilogramos usados del de $ 36.00

entonces, x +y = 100 (4)

Puesto que se obtuvieron 100 kilos de mezcla, ademas el
valor del primero en pesos fue § 28.00x y el del segundo
$ 36.00y y el valor de la mezcla resultante, $31.20 (100) .

Por consiguiente:
28x + 36y = 31.2(100) = 3,120 (5)

Por tanto. (4) y (5) son las ecuaciones deseadas que se
pueden resolver eliminando a "x".
28x + 28y = 2800 Ec. (4) por 28 (6)

28x + 36y = 3120
= 8y =-320

Ec.(6) - Ec.(5)

de donde se obtiene:




i
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Sustituyendo 40 en vez de "y" en (4), se tiene:

X + 40 100
X 60

Por tanto, el comerciante empleé 60 kilogramos del pre-
cio $ 28700 y 40 kilogramos del de precio $ 36.00.

Ejenple 19.

Dos aereopuertos A y B estdn a 400 Km uno de otro y B
estd situado al este de A.

Un avién vold en dos horas de A a B y luego regresd a |}
en 2.5 horas. Si durante todo el viaje estuvo soplando vie
to del oeste a velocidad constante, encontrar la velocidad
del avidn en el aire en reposo y la velocidad del viento.

Solucion:

Sea,
X velocidad del avién en el aire en reposo.

v velocidad del viento.
Luego, considerando que el viento soplaba del oeste:

. X + y = velocidad del avidn de A a B.

X -y velocidad del avidén durante el regreso.
Por consiguiente:

400
X+y

400
X=y

tiempo empleado

tiempo empleado

[~ = LD
oy 5/2, porque 2.5 = 5/ (8)

Para eliminar las fracciones se multiplican por (x+y)
los dos miembros de (7) y por 2 (x-y) los de (8).

Se tiene:

400 = 2x + 2y (9)
800 5% - by (10)

Estas ecuaciones se resuelven simultaneamente eliminando pri

mero a "y

(11) 2000

(12) 1600 = 10x - 10y
3600 = 20x

10x + 10y Ec. (9) por 5

Ec.(10) por 2
Ec.(11) mas Ec. (12).

por tanto, x = 180.

Sustituyendo por 180 en(9) se tiene:

400 = 2(180) + 2y
400 = 360 + 2y
40

y = 20

Por tanto, la velocidad del avidn en el aire en reposo
era de 180 Km/hr y la velocidad del viento era de 20 Km/hr.




A Ejemplo 20.

Una caja registradora contiene $ 50.00 en monedas de ¢
co, diez y veinticinco centavos; en total son 802 monedas,
siendo 10 veces mayor el niimero de las de cinco centavos qu

el de las de diez centavos.

cada valor.
“

Solucidn:

Sea, v

a

c
{
Ahora,

nimero de monedas de

]

nimero de monedas de

nGmero de monedas de

se establecen las tres

Encontrar cuantas monedas hay g

veinticinco centavos

diez centavos

cinco centavos.

siguientes ecuaciones g

primer grado con v, d y c.
Puesto que,

$ 50 = 5000 centavos
(13) 25 v + 104 + 5¢c= 5000

togal de monedas:
(14) v +d + c = 802

Ya que hay 10 veces m3s monedas de cinco centavos que
diez centavos, se tiene:

(15) c = 104

Si se sustituye c¢ por 10d en las ecuaciones (138
(14) , se obtienen dos ecuaciones de primer grado con "d" y
"v". De (13), se tiene:

25v + 104 + 5(10d) = 5000

expresién que se reduce a:
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(16) 25v + 604 = 5000
Ademds, de (14) se tiene:
v+ d+ 10da = 802
(17) v + 11d = 802
Eliminando "v" de (16) y (17) como se muestra:
(16) 25v + 60d = 5000
(18) 25v + 275d = 20050 Ec.(17) por 25
- 215d =-15050 Ec.(16) menos Ec.(18)

d = 70
Sustituyendo el valor de "d" en (15), se tiene:

c = 10(70)

= 700

Por Gltimo, sustituyendo d = 70 en (17)

v + 11(70)= 802
v = 32

Consecuentemente, en la caja hay 32 monedas de veinti--
cinco centavos, 70 de diez centavos y 700 de cinco centavos.

Ejemplo 21.

La diferencia de dos nlmeros es 14 y el duplo del menor
de los nlmeros es 5 unidades menor que el mayor de los nime-
ros. Encuentra los ntmeros.
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Solucibn:

Si "x" es el mayor de los niimeros y "y" el menor, entoy

X -y =14 (1)
ahora, 2y XxX-5

Despejando "x" de (1), tenemos:
X =14 +y
Sustituyendo este valor de x en (2), se tiene:

2y = 14 +y - 5

Y =9

Luego, sustituyendo el valor de “y" en (1), se tiene:

X =14 + 9 = 23

Ejemplo 22.

Un hombre tiene dos inversiones, una que le deja anual-
mente un interés de 3 % y otra de 4 %. El ingreso anual to-
tal causado por las inversiones es $ 170.00. Si se intercan
biaran las razones de inter@s, el interés total anual seria
‘de $ 180.00. Encuentra el monto de cada inversidn.

Solucidn;

Si, x = monto de la inversién al 3 %

y = monto de la inversién al 4 %
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x(0.03) + ¥ (0.04) = 170

x(0.04) + y (0.03) = 180

(3)
(4)

Multiplicando por 100 cada una de las ecuaciones (3) v

(4), gqueda:

3x + 4y = 17000

4x + 3y = 18000

(5)
(6)

Multiplicando la ecuacidn (5) por 4 y la ecuacibn (&)

por 3, se tiene:

12x +16y = 68000
12x + 9y = 54000

Restando la ecuacidn (8) de la (7):

14000

14000
-7

Ty =

Y = 2000

Sustituyendo este valor encontrado de ey

oS :

3x + 4(2000) = 17000
3x = 17000 - 8000
« = 2000
3

3000

(7)
(8)

en (5) tene-

Por tanto, el monto de la inversidn al 3 % es $ 3000.00
Y el monto de la inversién al 4 % es de $ 2000.00.
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Ejemplo 23.
Las personas A y B pueden pintar una casa si A trabgj
6 dias y B trabaja 12 dfas, o pueden pintar la casa si A tra
baja 9 .dias y B trabaja 8 dfas. ICuinto tiempo tardaria gy,
trabajador en pintar la casa &l solo?
|“._
Solucidn:

Si hacemos:

dias requeridos por A pintando la casa solo

dias requeridos por B pintando la casa solo

’

parte del trabajo terminado por A en un dfa trabajan
do solo .

parte del trabajo terminado por B un dia trabaja
do solo 1

poxr tanto,

1 1 1 1
2 NE) 4 U (12) = )+ ;-(8)

ademés,
X +y =18 + 17 = 35 (b)

Multiplicando ambos miembros de la ecuacidn (a) pox
el M.C.M. gueda:

6y + 12x = 92 + 8x

Xy Xy

Simplificando:

despejando x de la ecuacidn (b), se tiene:

x =35 -y (d)

Sustituyendo este valor de x en la ecuacidén (c¢), se tie

4(35 - y) = 3y
140 - 4y =
140

Por tanto, la persona A se tarda 15 dias pintando solo;
la persona B se tarda 20 dias pintando solo. :

Ejemplo 24.

La suma de los reciprocos de dos nimeros es ll. El tri-

ple del reciproco de uno de los nlmeros es 3 mas gue el doble
del reciproco del otro nlmero. Encuentra los nimeros.

Solucidn:

Si "x" y "y" son los nimeros, entonces:

-1—=11
y
1
3+2 (=)
%
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Despejando 1/x de la ecuacidén (1) se tiene:

0 x Bl
e - (3)

Sustituyendo este valor de 1/x en la ecuacidén (2), queda:

i W = e (e
Y

33=3 =-§ + 7
y VY y

30
= 5/30

y = 1/6

Ahora, sustituyendo el valor encontrado de "y" en la
ecuacidn (3),

(4
X

Ejemplo 25.

Un hombre rema 12 millas contra la corriente en un rio}
regresa tardando en el viaje redondo 7 1/2 horas. FE1 pue®
remar 1 milla contra la corriente en el tiempo en que rema 4
millas a favor de la corriente. Encuentra la velocidad de
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lancha en aguas tranguilas y la rapidez de la corriente.
Solucidn:
Si hacemos:

v velocidad de la lancha en aguas tranquilas.

v = rapidez de la corriente.

€ tiempo que se tarda en remar 12 millas contra la
corriente.

v tiempo que se tarda en remar 12 millas en favor de
la corriente.

Como velocidad = distancia/tiempo, entonces:

V - v 12/t

vV + v 1277
st T 745

Despejando t de {(3), se tiene:

t=7.5-1T

Sustituyendo este valor en la ecuacidn (1), queda:

2,
Sl

12
T (5)

Por otra parte, si puede remar 1 milla en contra de la
corriente en el mismo tiempo gue rema 4 millas a favor, tene
mos:




Vv = 5v/3 (6)

Sustituyendo el valor de V de la ecuacidén (6) en las
ecuaciones (4) y (5) queda:

S5v
3

Sv

3 + v

de dénde,

2v (7.5-T)
8vT
igualando,

15v — 2vT

3
> 1.5 horas

De la ecuacidn (3) se tiene:

t Fe5u=r"125

© horas

Ahora, sustituyendo los valores encontrados en t y T ét
las ecuaciones (1) y (2), se tiene:

Ni = v = 12/6 = (7)
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. eumando (7) y : 10

10/2

5 millas/hora

8 — 5

3 millas/hora.

AUTOEVALUACION 4.

1.~ Un comerciante tiene $§ 36 en monedas de 10 centavos y
25 centavos. ¢éCuantas monedas de cada tipo hay si el
nimero total de monedas es 192?

Un aeroplano = viaja 360 millas a favor del viento
hora 20 minutos y retorna contra el viento en dos
y 15 minutos. Encuentre la rapidez del aeroplano
re tranquilo y la rapidez del viento.

Entre dos hermanos compran una bicicleta en $ 300.
Encuentre la cantidad que aportd cada uno, si uno
ellos pagd $ 12.00 mas que el otro.

Un pescador fue hasta un lago y luego regresd por otro
camino que era 15 Km m3s largo que el de ida. Si en
total recorrid 265 Km., encuentre la distancia recorri-
da en cada camino.

Despuds de haber pagado Jaime a Francisco $5.00 aquél
tenfa la mitad de dinero que &ste. Si entre los dos
juntaban $§ 21.00, encuentra la cantidad de dinero que
originalmente poseia cada uno.
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La suma de los digitos de un nlmero de dos cifras es ||
Si los digitos se 1nv1erten, el nGmero se 1ncrema&am
45. Encuentre el nfimero.

La suma de los digitos de un niimero de dos cifras es g
Si el nlmerc se sustrae del que se obtiene al inverti
los_digitos, el resultado es 18. Encuentre el nlmerg,

Durante el afio de 1950, un propietario recibid $18,10
poxr concepto de rentas de dos casas, alin cuando una de
ellas estuvo desalquilada dos meses. Si la suma de lg
rentas por mes fue $ 1650, encuentre el valor de la ra.
ta de cada una.

PROBLEMAS EN PALABRAS QUE CONDUCEN A SISTEMAS DE ECUACI)
NES LINEALES CON TRES INCOGNITAS.

Hay muchos tipos de problemas verbales que comprenden
tres incSgnitas y que pueden resolverse estableciendo un sie
tema de ecuaciones lineales a partir de los datos conocidos
El razonamiento mediante el cual obtenemos las ecuaciones
muy andlogo a aguel gue nos conduce a las ecuaciones de um
incdgnita.

Ejemplo 26.

A y B pueden hacer un cierto trabajo en 9 dias; A y C
pueden hacerlo en 8 dias; y B y C pueden hacerlo en 12 dias.
Encontrar cudnto tiempo requiere cada una de esas personas i
ra realizar el mismo trabajo.

Solucidn:

Sean "x", "y", "z", los dias requeridos por A, B y C,
respectivamente trabajando cada uno por su parte.

Tenemos, entonces, que: 1/x, 1/y, 1/z son la parte tet®

nada del trabajo en un dia por A, B y C trabajando solos,
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respectivamente. Tenemos, por tanto, las sSigerentes igualda-

des:

1
e —
< Y

1

z
i

z

Estas eCuaciones, aunque no son lineales en “"x",

“nz" si son lineales en 1/x, 1/y, 1/z.

Despejando 1/x de (1) y de (2), se tiene:

b, . EpReel
X 9 v

Igualando:

1 1
—_— = o - 4)
9 72 (

Al
z ¥

Sumando la ecuacidén (4) a la ecuaci®n (3), se tiene:

A (4)
Z y




144/7

20 4/7 dias.

Sustituyendo el valor anterior de "z"
queda:

en la ecuacién (i)

2.4
y

5

28 4/5 dias.

Ahora, sustituyendo el valor encontrado de "y" en la

ecuacién (1), se tiene:

4
ple

11

13 1/11 dias.

Ejemplo 27.

La suma de tres dngulos de un tridngulo es 1809 La suma
de dos de los angulos es igual al tercer angulo y su diferen-
cia es igual a 2/3 del tercer a&ngulo. Encuentra los angu--
los. : . :

Solucidn:

Sean A, B, C los angulos del tridngulo, entonces:

A+B +C

2C

Sustituyendo C = A + B en la ecuacidén (1), se tiene:

(6 45 (& 180°
2C 180°
C 902




Ahora, sumando la ecuacién (2) a la ecuacidn (3) se tia

ne:
5C
B, =i
SC 5
A =—_ 2
6 6 (90°)
BI=.J75%
Por filtimo,
75°i+ B = 90°
B = 90° - 75°
B = [15¢

Ejemplo 28.

, Para disponer del cambio suficiente en un dfa de nego--
cios, un comerciante adquiere $ 75 en moneda de medio délar,
un cuarto de dbélar, diez y cinco centavos. Adquiere en to--
tal 360 monedas y el nimero de monedas de medio délar es el
mismo que el nlimero de monedas de un cuarto de délar; y el
" nimero de monedas de diez centavos es igual que el nimero de

monedas de cinco centavos. Encuentra el nfimero de monedas d¢
cada especie.

Solucidn:

Sea "x", "y", "z", "w" el nimero de monedas de cada es
pecie, entonces:

X+y +2z4+w = 360 (1)

Yo x(0.5)+ y(0.25)+z (0.10 +7(0.05) = 75 (2)

Ademas:

Sustituyendo en la ecuacidn (1), se tiene:

360
180

2% + 2z

X+ z
Sustituyendo en la ecuacién (2), se tiene:

x(0.5) + x(0.25) + z(0.10) + z(0.05) = 75
x(0.5 + 0.25) + z(0.10+0.05) = 75
0.75%x+0.15z =75

Dividiendo la ecuacién (4) entre 0.75 queda:

¥ = 100

ul| N

WRestando la ecuacidén (5) de la ecuacién (3),

Xx + z = 180
x + 5 = 100
VA
Z—"g— 80
4z
i 80
400
i
Z =% 100

Sustituyendo en la ecuacidén (3) queda:

x = 180 - 100
x = 80
por tanto,
X = '80); y = 80, zi= 100, w
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se tiene:

100.

(3)

(4)

(3)

(5)




J Sustituyendo el valor encontrado de "z" en la ecuacidén
" (3), se tiene:

A, B y C, trabajando conjuntamente realizan una tarea g 3 ; !
6 horas. A y B pueden realizarla en 9 horas y B y C pueden =il
1
2

TR ——

Ejemplo 29.

realizarla en 12 horas. <(Cudnto tiempo tardard en realizay
la misma tarea cada uno de los hombres trabajando solo?

1
18,

HLIELL 1
Solucidn';

Sean "x", "y'", "z" las horas requeridas por A, B y'(, s 2

respectivamente, para realizar la tarea, cada uno trabajang
solo:

Entonces, 1/x, 1/y, 1/z sera la parte terminada del ty

bajo en una hora porA, B y C trabajando solos, respectivamer !
te. 36 horas

Tenemos r tanto, las siguientes igualdades: £
AL i i = Sustituyendo "y" en la ecuacién (2), queda:

1
— +
X

1 i N 1
y 6 ' x 36 9

(2)

i
X
i3 3)
Y

Sustituyendo la ecuacién (2) en la ecuacidn (1), queda:

LY
9

12 horas




Ejemplo 30.

La suma del segundo y tercer digitos de un nimero de
tres digitos es igual al primer digito. La suma del primer
digito y el segundo es 2 mas que el tercer digito. Si el se
gundo y tercer digitos fueran intercambiados, el nuevo niime-

ro deberia ser 54 mids gue el nimero original. Encuentra el
nimero.

Sugerencia:

Los problemas que comprenden los digitos de un nimero
dependen del principio empleado en nuestro sistema num@rico,
que asigna un valor al digito, de acuerdo con su colocacidn.
Por ejemplo, si "c" es el digito de las centenas en un nimero
de tres cifras; "d" es el digito de las decenas; y "u" €l de
las unidades, enconces, el nUmero es 100c + 104 + u. Si se
. intercambian los digitos de las centenas y de las unidades,
el nimero serd 100u + 10d + c.

Solucidn:
Por tanto, en el ejemplo, si hacemos:

x = digito de las centenas
y = digito de las decenas
z = digito de las unidades

entonces, 100x + 10y + z es el nimero.

Por tanto,

100x es el primer digito,
10y es el segundo digito,
z es el tercer digito.

Ademéas, 10y + =z 100x

Vi 100x + 10y 2+ &
10y 4z - 100x 0

10y - z + 100x 2

de donde,

2

de donde, oW thZe 100x%x 0

L0y = = o 100 x gm
2

sumando : 20y
1/10
: 1
por tanto, = 10 GG

= 1 (segundo digito) .

Por otra parte, si el segundo y tercer digitos del nume
i B 5 > "‘w .
ro original se intercambian, el nuevo nimerc. debera ser:

100x + 10z + vy
el cual tendrd como tercer digito, y = 1.

Entonces, el nuevo nimero sera =

100x + 10z + y
ademas, 100x + 10z + y = 54 + 100x + 10y +.z

de donde, 9z - 9y = 54

z2 =y =

De la ecuacidén (1) ;

100x = 10y + z

100x = 1 + 7
S0 =8




AUTOEVALUACION 5.

1.-

Un joven comprd un "bat", una pelota y un guante de
beisbol en $ 80.00. El costo del guante fue $10.00 p
yor que el costo de la pelota y el "bat" juntos, y el
precio de la pelota fue $ 40.00 menor que el del "bat!
y el guante juntos. é&Cudnto costd cada uno?

Un equipo de futbol estd formado con 45 jugadores de 1z
escuelas de Preparatoria, de Ingenieria y de Contabili-
dad. La suma del nimero de jugadores de Ingenieria y

‘8e Contabilidad es cinco unidades mayor que el de los g
" Preparatoria y la suma de los de Preparatoria e Ingenie-

ria es el doble de los de Contabilidad. Encuentre
cudntos miembros de cada escuela hay en el equipo.

Una colecta produjo $ 32.00 en monedas de diez, veinti--
cinco y cincuenta centavos. <Cuintas monedas de cada

clase habia si en total eran 150 y la suma de monedas do

diez y de veinticinco centavos importd $ 22.007?

La suma de las edades de un padre, de su hijo y de su

hija es 65 afios. Si diez afios mis tarde el padre tiene
el doble de la edad del hijo y hace cinco afios la edad
de &ste era el doble de la de su hermana.
edades de cada uno.

Un granjero camina a. caballo hasta su rancho a razoén de
9.6 Km/hr, luego toma su automdvil y se dirige a la
estacidn del ferrocarril a 64 Km/hr, y asciende al tren
que lo lleva a 80 Km/hr hasta la ciudad mis proxima. la
distancia total recorrida fue 611.2 Knm y el tiempo
empleado 9 1/2 horas. Si permanecid 5 horas mis en &l
tren que en elrecorrido a caballo, encuentre las distanr
cias de cada tramo.

Encuentre las

Perimetro = 2 largo + 2
Largo = 2 + 5%

Ancho = x

x = ancho en cms

Luego, la ecuacidén es:

40 = 2(2 + 5x) + 2x

x = # canastas por falta

# canastas de campo = 6 + x

Total de puntos = 39

Ecuacidn: x + 2(6+x) = 39
y = lo que gand Maria
Entonces,
Elena gand:
Juanita gand:

y = 100
300 + 2y

Luego, la ecuacidn es:

y + (y - 100) + (300 + 2y) = 2,000
x = costo del almuerzo

y = costo de la comida

Ecuaciones:

4x + 5y = 30
2x + 7y = 33

ancho = 40

X = cantidad de litros de aceite de $ 20.00 el litro
y = cantidad de litros de aceite de $ 16.00 el litro.

y 1t.

$16.00/1¢t.

= 19(100) (1)
100 (2)

100 1t.

$-19.00/1¢




nimero de las decenas
- .
= pnumero de las unidades

12 (1)
4 (2)

= # de litros de sol. al 20 %
= # de litros de sol. al 70 %

l x 1t. [ + y 1t. I = ' 50 1t.l

20 % 70 % 60 %

2% +.7%= (1)
b T (2)

11.- Fraccidn original = x/y

H
3

‘AUTOEVALUACION 3.
6 y 8 pies. 5 5/11 dia
4 18/25 horas 3 horas
71 3/7 horas - 3/1

5y 11 3% y 4%

AUTOEVALUACION DE LA LECCION 4.

Resolver los problemas siguientes, indicando para cada
de ellos lo gue significa:

Un maestro carpintero y su ayudante trabajaron en una
obra por seis dias y ganaron $192. El maestro carpinte
ro tiene un salario de $8. mds por dia que el de su --—
ayudante. {Cudnto gana cada uno de ellos?

Un hombre deja $12,000. para ser repartidos entre su mu
jer, su hija y su hijo. Su mujer recibe el doble de lo
que recibe cada uno de sus hijos. {Cudnto recibe cada -
uno?

El gerente de un teatro sabe que vendid 850 boletos pa-
ra cierta funcidn. Si los boletos de luneta se vendie-
ron a $3.00 cada uno y los de galeria a $2.00 cada uno,
y en total se recaudaron $2,220. ¢Cudntos boletos de
cada clase vendid?

Un nimero es 36 unidades menor que el gque resulta cuan-
do los digitos se invierten. El digito de las unidades
excede al doble del digito de las decenas en uno. Encon
trar el namero.

Una alcancia tiene 60 monedas entre monedas de 10 centa
vos y de 25 centavos. Si el monto total de las monedas
es de $12.30 <¢Cudntas hay de 10 centavos y cudntas de
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RESPUESTAS A 1AS SUNEVALUACTONES IE LA LECCION 4.

AUTOEVALUACION 1.
1.~ 34

2 23

AUTOEVALUACION. 2.

1.- (x+3) + x = 53
X = parte menor
(x+3) = parte mayor

120 + 98 + 111 + x
4

329 + x
4
X = peso del cuarto muchacho

= 114

Total de carreras = 17

ler. juego = 5 carreras
20. juego 2X carreras
3er. juego = x carreras

X = carreras en el 3er. juego
Luego, la ecuacidn es:

5+ 2x + x = 17

~UTUENRLUAGION 4.

1.- 80 de 10 centavos
112 de 25 centavos

215 y 55 mph
- $ 144; 5 156

125 y 140 Km

AUTOEVALUACION 5.

bat $ 15.00
pelota $§ 20.00
guante § 45.00

Ingenieria, 10
Contabilidad, 15
Preparatoria, 20

diez cts. 70
veinticinco cts.
cincuenta cts.

padre, 40
hijo, 15
hija, 10

a caballo,
en auto,
en tren,

Jaime 12
Francisco 9

38
35

$ 800 y $ 850




CAPITULO 4,

DESIGUALDADES E INECUACIONES LINEALES.
LECCION 1.

4-1 INTRODUCCICN.

AGn cuando las relaciones matemiticas mas importantes
son las expresadas por ecuaciones, existen otras relaciones,
de un tipo indefinido, en las que 1la correspondencia entre
m conjunto de variables y otro conjunto no estid dada por -
mna funcidn, sino por uwna relacién de grado. ILas que son te
ma de ésta leccidn se denominan "desigualdades”, pero son muy
distintas de'la desigualdad expresada por el signo "Mo e5 -
‘gual a" (#). Cuando se escribe x # vy, lo Gnico que se esti
expresando es que "x" no es igual a "y". Lo anterior dice
poco acerca de las variables. A menudo se desea expresar el
hecho de que una variable es mayor o menor gue otra variable
‘0 un nimero especifico, o el de que la variable esti conte-
nida en un cierto conjunto de valores. E1 uso apropiado de
los simbolos y t&rminos que expresan este tipo de relaciones

~ extendera nuestro vocabulario matemitico. i

El tema de las desdigualdades es de gran importancia, se
gin veremos en muchas partes del dlgebra y también observare
Mos ciertas analogias entre Agualdades y desigualdades.

Al concepto de mayor y menor entre dos niimeros corres-—
Ponde el de ordenacidn. La relacién de orden queda restrin
gida a los nfimeros reales y se puede interpretar geométrica-
tente en un sistema coordenado unidimensional. En otras pa-
labras, todo nuestro estudio con desigualdades se limitard a
los nimeros reales. No tiene sentido decir que un namero

L6/
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complejo es mayor © menor que otro.

4-2 10S AXIOMAS DE ORDEN.

Hemos introducido un conjunto de elementos ip-
definidos R, llamados KnAmenros neales, que poseen
las propiedades concretadas en los seis axLomas do
campo. Los nuUmeros reales que satisfacen a los
axiomas de campo, se dice que forman un CAMPO. Atg
buimos ahora propiedades adicionales al conjunto
requiriendo gue este conjunto satisfaga a los axi
mas de orden. Los simbolos de o%den son y se des
criben como sigue: R

significa "es menor gue"

significa "es mayor que"

Un campo que satisface los axiomas de onrnden es
llamado un campo oxrdenado.

Axioma 1. EL axioma de trhicotomifa.

Si a y b € R, entonces una y solo una de -
las siguientes relaciones es vilida.

a<b a‘=b

Axioma 3.

Axioma 2. EL axioma de thansitividad.

Sia, byc€R, tal que a> by b> c, entonces a> c.

EL axioma de adicidn.

Si a, by c € R, tales que a > b, entonces a+c > b+c.

Axioma 4. EL axioma de multipLicaciln.
Si a, by c€R, tales que a> b y ¢ > o, entonces
ac > bec

No es dificil establecer las relaciones de orden en el
sistema de los niimeros reales. En efecto, si consideramos -
dos enteros tales como -3 y 5, podemos decir a la vista, cual
es mayor, pero cuando tenemos nimeros racionales tales como
13/23 y 9/17, no es facil decidir de inmediato cual es mayor.
En esta leccidn daremos un método para tomar tal decisidn.

La investigacidn del orden de dos niimeros racionales particu-
lares, tales como 9/17 y 13/23 nos ayudara a hallar un método

-general. Convertiremos estas dos fracciones a un comin deno-

minador y entonces estableceremos el orden comparando sus nu-
meradores. Usaremos el elemento de identidad para la multi--
plicacién como ayuda.

17
Tl

A3} upd3
23 23

9.23 _ 207
1723 17.23

23
23

9_
17 i

' Puesto que 13.17 > 9.23, o sea, 221 > 207,
vemos que 13/23 > 9/17.
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4-3 DEFINICIONES.

Se dice que una cantidad "a" es ma
- : ; yor que otra canti
b" cuando la diferencia (a-b) es positiva. Asi, 4 es m:mm
que (-2) porque la diferencia 4-(-2) = 6 es positiva; (—1})[0r

es mayor que (-3) por L i ; '
v~ q porque (-1)-(-3) 2 es una cantidad posj-

Se dice que una cantidad "a" es menor
ng ; a ' que otra cantid
b" cuando la diferencia (a-b) es negativa. Asi (-1) esm:d
nor que 1 porque la diferencia -1 -1 = -2 eg negativa; (-4)
es menor que (-3) porque la diferencia (-4)-(-3) = -1 es ne-

gativa.

.De acuerdo con lo anterior, cero es mayor que cualquier
canFléad negat%va; asi, 0 es mayor que (-1) porque O—(—?)es
positiva. Desigualdad es una expresidn que indica que una
cantidad es mayor o menor que otra. Los signos de desigual-
daé son >, que se lee mayor que, y < que se lee menor que.
A;l, 5> 3 se lee 5 mayor que 3; -4 < -2 se lee -4 mengr ém

Lo mismo que en las {gualdades, en toda desigualdad
los términos que'estén a la izguierda del signo mayor o &e~-
nor forman el piimer miembro de la desigualdad 'y los térmi
nos a la derecha forman el Aegundo miembno. Asi en a+b >

c-d el primer miembro es a+b y el segundo c¢-d .
2 Los L&uminos de una desigualdad son las cantidades que
estan separadas de otras por los signos + o -, también la --
cantidad que estd sola en un miembro. En la éesigualdad an-
terior los té&uminos son a, b, c y -d.

. Dos desigualdades son del mismo signo o subsisten en el
mismo sentido cuando sus primeros miembros son mayores o me-
nores ambos que los segundos. Asi, a >by c >d son desi-
gualdades del mismo sentido. &

pos desigualdades son de 44{gno conthario o no subsisten
en el mismo sentido cuando sus primeros miembros no son ambos
mayores © menores que los segundos miembros. Asi, 5> 3 y
1 < 2 son desigualdades de sentido contrario.

De la definicidn de desigualdad, lo mismo que de la esca
la de los nfimeros algebrdicos, se deducen las siguientes con-

secuencias.

1) Todo nfimerno posAitivo es mayor que cero.
asi, 7 > 0; porque 7-0 = 7 (positivo)

2) Tédo ndmeno negativo es menor que cero.
Asf, -10 < 0; porque -10-0 = =10 (negativo)

3) Si dos ndmeros son negativos, es mayorn el que Liene
menon valorn absoluto.

Asf, (-20)>(-30); porque (-20)-(-30) = 10 (positivo)

El estudiante debe observar que, para amhos simbolos de
desigualdad, la cantidad mayor queda siempre en el lado hacia
el cual se abre el simbolo, mientras que €l vértice apunta ha
cia la cantidad menor. También vamos a introducir otros dos
sfmbolos fitiles: a > b, que se lee "a es mayor o igual que b"
y ¢ < d que se lee "c es menor o igual que d". En particu--

" lar, la desigualdad a > o es un modo conveniente de afirmar

que "a" representa a todo nfimero no negativo.

Asi como hay igualdades absolutas, que son las identida-~
des, e igualdades condicionales que son las ecuaciones; asi
también hay dos clases de desigualdades: {fas absolutas y Las

condielonales.

Una desigualdad absoluta o £ncondicional es aquella que
tiene el mismo sentido para todos los valores de las varia- -
bles para los que est@n definidos sus miembros. Son ejemplos

de desigualdades absolutas, 5> -7 y ¥+ 1> 0.




Una desiguakdad condicional o inecuacibn es aquella que.
tiene el mismo sentido solo para ciertos valores d
bles, tomados entre los valores para los que sus miembros s
tdn definidos:. Son ejemplos de desigualdades condicionaleg
O inecuaciones: x - 2 < 3, valida solo si x< 5;

x* > 4, vdlida 50lo si x5 2 8 x< -2

e las varj

4-4 PROPIEDADES DE LAS DESIGUAIDADES.

1) Si a Los dos miembros de una desigualdad se suma o g

ta una misma cantidad, el signo de La desigualdad ng =
varia.

Asi, dada la desigualdad a> b podemos escribir:
atc > b+c y a-c > b-c.

Consecuencia:

Un £énmino cualquiena de una desigualdad se puede pasax |
de un miembro al otrno cambidndole ef s4gno. '

Asi, en la desigualdad a > b4c podemos pasar "c" al primer
miembro con signo - y quedard a-c >b, porque equivale a res-
tar "c" a los dos miembros.

En la desigualdad a-b > c podemos pasar "b" con signo + al

segundo miembro y quedarad a >b+c, porque equivale a sumar "b"
a los dos miembros.

2) SL Los dos miembros de una desigualdad se multiplican
0 dividen por una misma cantidad positiva, el s4gno de
La desigualdad no varia.

Asi, .dada la desigualdad a> b y siendo "e¢" una canti-
dad positiva, podemos escribir: ac >bc y a/c > b/c.

Consecuencia:

Se pueden suprimir denominadores en una desigualdad, sin
que varie el signo de la desigualdad, porque ello equivale @

multiplicar todos los té&rminos de 1la desigualdad, o sea sus

gos miembros, por el minimo comiin mltiple (m.c.m.) de los
denominadores.

3) S Los dos miembros de una desigualdad se mubtiplican o
dividen porn una misma cantidad negativa, el signo de La
desigualdad varia.

Asi, en la desigualdad a>b multiplicamos ambos miem- -
pros por m¢, tendremos: -ac <-be vy dividiéndolos por -c, ©
sea multiplicando por -1/c, tendremos: -a/c <-b/c.

Consecuencia:
k4 - ’ ” A
Si se cambia el signo a todos ZOA‘ téruminos, o sea a Lo
dos miembros de una desigualdad, el signo de @a desigualdad
vanfa porque equivale a multiplicar los dos miembros de la de
sigualdad por -1.

Asi, en la desigualdad a-b> -c cambiamos el signo a to-
dos los términos y tendremos: b-a< c.

4) Si cambia el onden de Los miembros, La desigualdad cam--
bia de s4gno.

Asi, s1 a> b es evidente que b< a.

Si se Lnvienten Ros dos miembros, La desigualdad cambia
de s4gno.

Asi, siendo a>b se tiene que l/a< 1/b.

S{ Los miembros de una deugual;dad' s0n positivos y se
elevan a una misma potencia positiva, el signo de La de-
s4gualdad no cambia.

Asi, 5>3; elevando al cuadrado (5)%2>(3)2 o sea, 25 >9.
S Los dos miembrnos o uno de ellos es negativo y se ele-

va a una potencdia Ampar pesitiva, el signo de La desi- -
gualdad no cambia.




Asi, -3 >-5. Elevando al cubo: (-—3)3>(—5)3 O sea, =275
~125. .

2> ~2. Elevando al cubo: (2) %> (-2)2 o sea, 8> -8.

S{ Lot dos miembros son negativos y e elevan a una mis
ma pofencia par positiva, el signo de fLa desigualdad ~
camb4ia.

Asi, =3 >-5.
y queda 9 <25,

Elevando al cuadrado: (-3)2%= 9 y (=5)2=35

SL un miembro es positivo y otho negativo y ambos se
efevan a una misma potencia par positiva, el s4igno de
La desigualdad puede cambiar.

Asi, 3> -5. Elevando al cuadrado (3)%=9 y (-5)2= 25
y queda 9< 25; camb{a 8> -2, elevando al cuadrado (8) 2= 64
y (=2)% = 4 v queda 64 >4; no cambia. '

10) S& Los dos miembros de una desigualdad som positivos y
se Les extrhae una misma raiz positiva, el signo de La
desigualdad no cambia.

LT s n n
Asi, si @>b y n es positivo, tendremos: va > Vb

SL dos 0 mds desigualdades del mismo signo se suwman o
mulitiplican miembro a miembro, nesulta una desigualdad
del mismo s4gno (miembros positivos).

Asi, sl a>» y c>d, tendremos: atc >b+d y ac > bd.

S& dos desigualdades del mismo signo se nestan o divi--
den miembro a miembro, el nesultado no es necesariamei-
Le una desigualdad del mismé s4igno, pudiendo sern una
Lgualdad.

Asi, 10 >8 y 5 >2. Restando miembro a miembro: 10-5
5 y 8-2 =6; luego queda, 5< 6; cambia el signo.

Si dividimos miembro a miembro las desigualdades 10 > 8
y 5>4, tenemos 10/5 = 2 y 8/4 = 2; luego queda 2 = 2;
igualdad.

AUTOEVALUACIG\I il

1.- Si @ €eR, diga por qué la desigualdad a>a es imposi- -
ble.

Si a,'b, c, ydeR, con b>0 y d>0, demuestre que » -
la/b>c/d si y sblo si ad > be.

Si a # 0, demuestre que a?>0.

Si a>b y e©%0, muestre 'que a/c <b/c.

éCudl de las siguientes desigualdades es del mismo senti
do que 3<42
0) 2<x e i 2) 2>x
3) 1>0

¢Cudl de las siguientes desigualdades se deduce de a+b <
2
b*?

0) a<b 2) a<b?

3) Ninguna.

1) a>b

Si ac<bc entonces a<b si y solo si:

0) ¢>0 1) ¢ =-1 2) ¢<0

3) =0

éCudl de las siguientes es una desigualdad absoluta supo
niendo x € R?

0) x>+ 1>0 1) 2x%+2x+3>0
-3 x2(x+1)> 0

2) x ~ 2 < 3




éCull de las siguientes es una desiguatdad condiciona]
suponiendo X ER?

0) x - 3>2 1) x%+2> 2x

2) 135 =1
3) x%2+ 2 >0

4-5 INECUACIONES LINFALES Y GRAFICAS NUMERICAS.

_ Una 4necudacdbn es una desigualdad en la que hay una o
mds cantidades desconocidas (incbégnitas) y que solo se veri-
fica para determinados valores de las incégnitas. Las 4{ne--
cuaciones se llaman también desigualdades condicionales.

Asi, la desigualdad {x€eR| 2x - 3>x + 5}
cuacidn porque tiene 1la incégnita x y
ra cualquier valor de x mayor que 8.

es una ine
solo se verifica pa

En efecto; para x = 8 se convertirid en igualdad y para
x<8 se convertird en una desigualdad de signo contrario.
Resolver una {necuacifn es hallar los valores de las in
cdgnitas que satisfacen la inecuacidn. La resolucidn de las
inecuaciones se funda en las propiedades de las desigualda~--

des, expuestas anteriormente y en las consecuencias que de
las mismas se derivan.

Resolver la inecuacidn {xe R|2x - 3 x + 5}

Pasando x al primer miembro y(-3) al segundoj; 2x-x>5+3;
reduciendo {xX€ R x >8}. 8 es el limite inferior de x, es de
cir que”la desigualdad dada solo se verifica para los valores
de x mayores que 8 y el conjunto solucidn de la inecuacidn
es "todos los nlimeros dirigidos mayores que 8.

La grdfica correspondiente queda asi:
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8 9 10 11

Fig. 1.
observamos que el 8 no estd incluido en el conjunto y que la
flecha llena representa continuidad hasta el infinito del con
junto de los nimeros reales.

Ejempld. 2.

Hallar ‘el 1fmite de x en la inecuacidn:

x o, 5% 6}

{xE:RI 7 =% = F T

Suprimiendo denominadores:
42 - 3x 2

trasponiendo, -3x - 10x 2
- 13x 2 =78

Cambiando el signo a los dos miembros, lo cual hace cambiar
el signo de la desigualdad, se tiene:

13x £ 78

dividiendo por 13:
x < 78/13

0 sea, {xeRr| x < 6}

6 es el 1fmite superior de x, es decir, que la desiguéldad da
da solo se verifica para los valores de X menores o iguales
que 6.

LY A : =
La grafica del conjunto solucidn correspondiente queda

asi:




AUTOEVALUACION 2.

Hallar el limite de x en las inecuaciones lineales si--
Fi 2 guientes y la grdfica del conjunto solucidn en el sistema uni
S s Ny :
= dimensional.

‘Observamos que el 6 estd incluido en el conjunto y
que la flecha llena representa continuidad hasta mMenos infi- {foR| X - 5< 2x - 6}
nito en el conjunto de los nlmeros reales. Y

{xer| 5x - 12 > 3x - 4}

Ejemplo 3. {xer|] x - 6 > 21 - 8x}

Hallar el limite de x en la inecuacidn: {x e R|] 3x - 14 < 7x - 2}

{xeR|(x+3) (x-1) < (x-1)2 + 3%}

{xer| 2x - 5/3 > x/3 + 10}

Efectuando las operaciones indicadas: {xE:Rl 3x - 4 + x/4 < 5x/2 + 2}

¥ 2x - 3 < x2LDx+ 1 4 3x {xE:RI (x=1)2 -/ Cex-2) * }

suprimiento x% en ambos miembros y trasponiendo:

{xeRr| (x+2) (x-1) + 26 < (x+4) (x+5)}.
2 4+ 2x = 3% < 1 4+ 3 {xeR |x<4}

4 es el limite superior de x.

La grafica del conjunto solucidn queda:

4-6 DESCRIPCION DE SUBCONJUNTOS DE UN PLANC MEDIANTE DESI-
GUALDADES.

La grafica de cualqguier ecuacidn de primer grédo eg dos
Variables es una linea recta e inversamente,. cualquier linea
recta en un plano coordenado es la grafica de alguna.?cua o
Cion de primer grado en dos variables. Fn esta seccidn exa-
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minaremos algunas desigualdades de primern ghado en dos vanig-
bles y determinaremos sus grdficas. A continuacidn se presep
tan tres desigualdades de primer grado en dos variables.
y3>x}

2% + y< 0}

1/2 x < y}

{x,y) € Rl
{(x,y) € R|
{(x,y) € R|

Ejemplo 4.

Grafica el cenjunto solucidn de {(x,y)E:Rl y >x}.

Para determinar si cualquier par ordenado dado (x,y) sa
tisface la desigualdad y >x, reemplazamos "x" por la primera
componente del par ordenado y "y" por la segunda componente;
si la proposicidén resultante es verdadera, entonces el par or-
denado es una solucidén de la desigualdad.

Asi, cualquier par ordenado (X,y) cuya segunda componen-
te sea mayor que su primera componente serid una solucidn de
y> x. <{Pertenece el par ordenado (2,3) al conjunto solucidn
de y> x? E1l (2,-3)?

Ahora construiremos la grdfica del conjunto solucidn de
{x,y) € R| y>x}. Vea la fig. 4. Observe que cualquier pun
to sobre la recta corresponde a una solucidn de la ecuacidn
y= x. <Culles de los puntos desde P; hasta Pj2 corresponden
a soluciones de vy >x?

Fig. 4.

Note que la recta en la figura 4, como cualquier recta
en un plano coordenado separa los puntos del plano que no es-
tdn sobre la recta endos conjuntos disjuntos de puntos:! Los
dos conjuntos de puntos a cada lado de la recta, cada uno de
los cuales se llama un semiplano abiernto.

La unidn de la recta con uno de los semiplanos abiertos
que determina,se llama un Aemi{plano cerrado. Asi, podemos
describir la grédfica de, {(x,y)e:R| y > x} como €l semiplano
"arriba" de la recta que es la gridfica de y = x. La gréfica
de, {(x,y) € R|y:>x} se muestra en la figura 5. El objeto
de la recta interrumpida es indicar que los puntos que limi--
tan el semiplano no son parte de la gré&fica o del conjunto so
lucidn de la desigualdad.




{(x,y) € R|

I

7

Fig./ /5%

Sabiendo que la grafica de {(x,y) € Rl y>x} es el se-
miplano "arriba" de la linea interrumpida, describa la grafi
ca de {(x,v)e R| y<x}

Ejemplo 5.

Grafica el conjunto solucidn.de {(x,y) eR| y<x}. Ya
que el conjunto solucidn para y<x es la unidén de los con-
juntos solucidn para y=x y para y<Xx, vemos que la grafi-
ca de {(x,y) € R| y<x} se muestra en la figura &.

'|-| ”\

{(x,y)erly < x}

Fig. 6.

Note que la grifica de y<x es un sdemiplano cerrado:
La recta llena limite indica que la recta pertenece al con--
junto.

Ejemplo 6.

Grafica el conjunto solucidn de: {(x,y) € R|y>l x~-2}
Un par ordenado (a,b) es un elemento del conjunto solu—-
cidén de y>1/2 x - 2 si y solo si b >1/2 a -2. Por tanto,
(a,b) no es una solucidn si,

% a -2 5

éCuidles de los pares ordenados (4,5), (6,1), (-2,4),
(-2,-4) son soluciones de {(x,y) eR| y>1/2 x - 2}2 La
gréfica de y>1/2 x -~ 2 es un semiplano. <¢Estd la grafica
del semiplano "arriba" o "abajo" de la recta que es la grafi-
cadey=1/2 x - 22 Vea la figura 7/
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1 (x,y)ER|y > % x -2}

Fiigi /(7

Como usted habrd supuesto probablemente, la grafica de
cualquier proposicidn abierta de la forma, {(x,y)E:R[ Ax+By
>C}, en que A vy B son ambas diferentes de cero, es un semi--
plano cuyo limite es la recta que corresponde a la grifica
de la ecuacidn Ax + By = C.

Asi, para obtener la gradfica de cualquier caso de {(x,y)
ER| Ax + By >C}, primero encontramos la recta que correspon--
de a la grédfica de Ax + By = C. El {inico problema restante
es elegir el semiplano correcto. Esto puede hacerse escri- -
biendo la desigualdad Ax + By >C en una forma equivalente,
llamada la forma "y" de la desigualdad, donde "y" se deja so-
la en un miembro de la desigualdad.

Por ejemplo, suponga que deseamos obtener la grafica de
la relacién {(x,y)€ R| 2x + y>1} . La forma "y" de esta de-
sigualdad es y> -2x + 1. '

Ahora se ve fdcilmente que la gridfica deseada es el seml
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plano de "arriba" de la recta que corresponde a la grafica de
y=—2x+1.

El siguiente ejemplo ilustra otra forma de describir un
subconjunto del plano mediante una desigualdad.

Eiemplc. 1.

Hallar el conjunto solucién de {(x,y),e R| x*+ y? & 25}

El conjunto solucidn para x°+ y?<25 es la unidn de los
conjuntos solucidn para x2+ y?= 25 y para x%+ y2< 25. La
gréfica de x%+ y?= 25 es un circulo cuyo centro tiene por
coordenadas (0,0) y cuyo radio es 5. M&s afin, por la rela--
cidén pitagdrica, x%+ y? representa el cuadrado de la distan-
cia del origen a cualquier punto de coordenadas (x,y); asi,
un punto pertenece a la grdfica de la relacidn, {(x,y)e R|
x2+ y2<25} si y solo si queda dentro de la gréfica del circu
lo x2+ y2 = 25. Concluimos que la grifica del conjunto solu
cién de {(x,y) e R| x?+ y?< 25 estd dada por el &rea som- -
breada de la fig. 8, incluyendo el limite. .

¥

{(x,y)er|x*+ y* < 25}




AUTOEVALUACION 3 14.- {(x,y)e B| x*+ y* <16 }

: . A e 15.- {(x,y)e R| 2x + 2y<09
Diga si las siguientes proposiciones son falsas o verda rY) l Yy }

deras.

1.- La grafica del conjunto solucidn {(x,y)E:R|y >x%-3} eg
un semiplano cerrado.

La desigualdad anterior define una relacidn.

La desigualdad {(x,y)E:R|y<x+2} define una funcidn.

La forma "y" de 2x - y <1 esy >2x - 1.

|

It
|

{(x,y) eR| y <x} es el conjunto vacio.

4 iQ 2 La interseccidn de las graficas {(x,y)E:R| y> x} y de
e
|

|

IS0 a1 .- La grafica {(x,y) €r| y > 3x-2} es el semiplano de "

‘Hf "abajo" de la recta correspondiente a la grafica de
Y = 3x - 20

La grafica de {(x,y)€ RI ¥y >2x + 3} consiste en cada
punto del plano cuya segunda coordenada es tres mas el
doble de su primera coordenada.

Grafique el conjunto solucidn para cada una de las si--
guientes proposiciones abiertas en dos variables "x" y "y"
en el sistema cartesiano.

1
I
|

3

8.- {(x,y)e R| y>x+1}

9.- {(x,y)e R| y< -x+2

10.- {(x,y)e R| y2>2}

11.- {(x,y)e r| y< =1}
12.- {(x,y)e R| x>0}

>
4 2

13.- {(x,y)e r| =2 i




: UACION DE LA LECCION. 1. 9.- Sia b y c¢ >0 mnuestre que a/c >b/c.

Resuelva las siguientes desigualdades:

Diga si las siguientes proposiciones son falsas o verda-

{x er| 4x >12}
deras.

0) {xe r| x >4} 1) {xe
2) {xe r| x >3} 3) {xe
4) {xe R| x = 3}

10.- La gr&fica del conjunto solucidn de {(x,y)e R|y< x+2}
es un semiplano.

"y" de x+y <3 <3-x.
{4e Rl 2% - 4< 6} La forma "y e xty es y X
{ La gr&fica del conjunto solucidn de {(x,y)e R” iZ 1/2
0) {xe r| x5 5} S g . .
2) {xe R| x< 2} x-5} es la interseccidn de las gr&ficas de los conjuntos
{ l A 5 solucién de {(x,y)e R| y= 1/2 x =5} y de {(x,y)e R| v
4) Hxe  Rf () 3) >1/2 x - 5}

X€E e R
{ Rl ¥ R 7} La unidn de las gréaficas de {(x,y)€e Rl y> x} y de

{(x,9)¢ R| y <x} es todo el plano

0) {xe r| x >2}
2) {xe Rr| x> 1}

ai \fxe R| % 4} La grdfica de {(x,y)e R| Ax + By <C} puede obtenerse gra

ficando {(x,y) € RI Ax + By = C}, una recta que deter
mina dos semiplanos y luego decidiendo cudl de los dos

XE R| 6x + 3< -
{ I ¥« * o} es el semiplano correcto.

0) {xe R| x <= 5/12} x< - 12/5}
2) {xe R| x <5/12} x< 5}
4) {xe r| x <3}

{xe R| 5x - 7 3x + 2} {(x,y) € R| -y> 2x+2}= {(x,y)e R| y <-2x-2}

0) {xe r| x< 9/2} 1) {xe r| x <2/9} 2
2) {xe R| x< -2/9} 3) {xe R| x <= 9/2} Nt TR A e
4) {xe R| x< 2}

; Grafique en un sistema cartesiano las relaciones siguien
Si b€ R, demuestre que b <0 si y solo si -b> 0. tes: " &

Demuestre que b >0 si y solo si -b <0. a4 (x57) € RI -y >2x + 2}
. ’

Demuestre que a> b si y solo s a-b> 0. 18.- {(x,y) € R| 3x + 2y <2}
- ’

19,- {(x,y) = Rl 3x - 2y < 2}
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ATOEVALUACION 1.
5.- O
65 ‘xd 3

.- O

ATOEVALUACION 2.

{x € R| x >1}
{x € R| x> 4}
9.- {x € R| x> 3}

- {xeR| x -3}

-~ {x e r| x< 8}

{xeRlxﬁS}

|

b
2=

3

4

5.- {x e R| x >7}
5

7

8.-

{x € r| x> 1/2}




UTOEVALUACION 3.
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DESIGUALDADES E INECUACIONES

LINEALES,
LECCION 2.

' 4-7 INTRODUCCION.

La solucién a un problema practico no siempre es un so-
lo nGmero. A menudo hallamos que la solucidn puede ser cual
quier nimero menor que cierto nimeroc o cualquier namero en-
tre dos nlmeros. En la matemitica es, por tanto, importante
estudiar no solamente ecuaciones sino también las relaciones
"menon que" y "mayon que”

Los enunciados que contienen una o ambas de estas rela-
ciones se llaman desd{gualdades.

Es necesario conocer a fondo tales situaciones para com
prender los nfimeros de manera completa. Ademis, hay proble-

| mas complejos que se pueden resolver solo en términos de de-

s4gualdades; tales problemas pertenecen al campo de_ las mate
miticas aplicadas. El saber encontrar los conjuntoEsolucién
de ecuaciones e inecuaciones nos capacita para resolver pro-
blemas. E1 éxito dependera entre otras cosas, de la habili-
dad para traducir el enunciado al lenguaje algebridico.




En esta leccibn consideraremos primero  J{Mecuaciones
con una sola variable "x". Entonces €l problema consiste en
determinar el dominioc de valores de la variable "x" para lgs
cuales es valida la desigualdad. Este dominio recibe el nem
pre de sclucidn de la ‘fnecuacsdn. Si la variable “X" entra
solamente en forma de primera potencia, la inecuacidn se
llama de.prilmer grado-e lineal. La resolucién de una inecua
cidn-lineal es wuy sencilla .y andloga a la resolucidn de una
ecuaeidn lineal conjuna dincdgnita.

A-menudo al resolver un problema no nos interesa hallay
una cantidad exacta 'sing mas bien el minimo o el maximo de
la cantidad necesardia. Determinamos las respuestas a esos
problemas resolviendo Lnecuaclones ~mas bien gue ecuaciones,
El concepto de desigualdad se aplica solo a los nameros rea-
les.

4~8 SISTEMAS DE DESIGUALDADES LINEATES EN UNA VARIABLE.

En‘esta seccidn resolveremos algunos sistemas sencillos
de desigualdades. El conjunto sclucién de un sistema de
desigualdades en una variable censiste en todeos los nimeros
que satisfacen a ambas desigualdades.

Para saber gue se entiende por el conjunto solicidn de
un sistema de dos desigualdades, hacemos la siguiente definl

cidn:

DEFINICION.

EL confunto solucibn de un sistema de dos desigualdades

es La intenseccdin de Los conjuntos solueifn de Las nespecti
vas: desigualdades.

Ilustraremos las formas de determinar los conjuntos so-
lucidn de sistemas de desigualdades mediante ejemplos.

- Ejemplo 1.
Resolver el sistema de desigualdades en una variable:

2x ~ 7 <
13 =53 00l

5 - x

Buscamos el conjunto de valores para x que hacen a cada
desigualdad vdlida. La primera desigualdad es vdlida para to
'dos los valores de x £ 4 y la segunda para todos los valores
de x * 2. Por tanto, la solucidn del sistema estd dada por
Ja interseccidn de estos dos conjuntos gue puede expresarse
imediante:
> {

{xe R| x <4 y x> 2}
{x¢ R| x < 4} a {x e Rr| x> 2}
{xe R| 2 <x <4}

que es lo mismo que,

O sea,

| La grdfica del conjunto solucidn en una recta numérica
dirigida es la siguiente:

Fig. 1.

observe que los limites de la grafica que corresponden a los
nimeros 2 y 4 no estdn incluidos en el conjunto.

Resolver la desiguladad: [2x - 3| < 7

Recordando la definicidn de valor absoluto de un nimero.
E]l valor absoluto de un nimero real "a" denotado por |a|, es

1295




el nimero real tal Tue, |a[ = a, cuando "“a" es positiyg
¢ cero, (a20) y |a|= -a, cuando "a" es negativo, (a <0), p
tonces vemos que la desigualdad dada es equivalente alsim
ma, j

2% = 35107
2x = 3 > -7
Por conveniencia en encontrar el conjunto solucidn, ex-

iresamos primero el sistema en la forma extendida equivalen
e: '

-7 <(2x-3) < 7

ahora sumamos 3: -4 <2x < 10 il

dividimos por 2: =2 <x < 5

Pox ténto, la solucidn de la desigualdad dada consiste
en el conjunto de nimeros entre -2 y 5, sin incluir los lin
tes, o sea, {x € R| -2< x < 5} B

Sobre la recta numérica el conjunto solucidén queda: fig

{xe R| -2 < x < 5}

equivale a: {xe RI x < 5} y {xe Rl x> -2}
o sea: {xe R| x <5} n {xeRr|] x> -2}
<%
~h =3 =2 =y 0 1 2 3 L 5 6
Fig. ' 2.
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. Ejemple 3.

pada la siguiente gréafica, exprésala como una proposi- -
¢ibn abierta en notacidn|descriptiva:

i

Fig. 3.

Se observa que los puntos extremos de la grafica pertene
cen al conjunto y también todos los nlimeros menores gue 1 y
mayores gue -3, O sea X <t y x > -3 por lo que la grafica
gepresenta la interseccidn de las proposiciones abiertas ante

viores. En notacidn|descriptiva queda:
{xe r| -3< x <1}
Ejemplo 4.
¥ L ] T
x -3 = =1 0 1 2 3 b 5 6 72 x
Fig. 4.

Expresa la gréafica de 1a\ figura 4 como una proposi

cidn abierta en notacidn [descriptiva.
|
Se observa que los nimeros 0 y 4 no pertenecen al conjun
to pero si los mayores que 4 o los menores gque 0. Por tanto,
x>4 & %<0. Esto es lo mismo que la unidn,

{x ¢ R| x >4} u fxe R| x < o}

o sea, {x e R| x>4 & x < 0}
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AUTCEVALUACION 1.

Resuelva cada sistema de desigualdades alagebriicamente
y exprese la respuesta en notacidn descriptiva . Ademis grg
fique la solucidn sobre una recta numérica dirigida. =

LB 2| 1211

3R BB >

10x + 6 >
dx - 7 <

5% - 6 X
4x - 7 >
- 3|< 2
9| <5
5x| < 12

Dadas las siguientes graficas, represéntalas en nota- -
cidn descriptiva.

49 SISTEMAS DE DESTGUALDADES LINEATES EN DOS VARIABLES.

La forma mas sencilla de tener acceso a las soluciones
e sistemas de desigualdades lineales en dos variables es po:
égaficacign. ILlustraremos las formas de determinar los con-.
ﬁuntos*ﬁglucién de sistemas de desigualdades mediante ejem-
plos.

- Keolhe:
&R~

E'j%gplo 5.
o
¢rafique el conjunto solucién de {(x,y)e R| x +2y > 3}

‘ ‘Bximerxo,graficamos x + 2y = 3 (usamos trazos interrumpi-
dos para esta grdfica); la recta x + 2y = 3 separa los puntos
hﬂ.pi&ﬁo'que no éstén sobre la recta en dos semiplanos.

ino de esos semiplanos es la grafica ' d it

{(x,Y)e R|x + 2y > 33

X 42y >3

~
' 2

s 1 ’
O \/\/ / x
~

™~




En la leccin anterior aprendimos que el semiplano co--
rrecto puede obtenerse encontrando la forma "y" de la desi--
gualdad.

rrecto consiste en probar un punto en cualquier semiplano,
Por ejemplo, probemos un punto que pertenece al semiplano sy

perior, digamos (4,3); .
X (2 2 \3
(4)+ 2(3) >3
4/ +-gl[] >3

10 >3 (verdadéro)

Asi, (4,3) pertenece a {(x,y)e Rlx + 2y >3}.
punto en el semiplano inferior.
la desigualdad?

Escoja un
éSus coordenadas satisfacen

Concluimos que el semiplano superior, una porcidn del
cual estd sombreada, es la grafica de x + 2y >3. Como es lo
usual, indicamos la grafica de x + 2y = 3 por medio de tra--
Zzos interrumpidos para mostrar gque la linea en si no pertene
ce a la gradfica de {(x,y) € R| x + 2y >3}.

Ejemplo 6.

La grafica de {(x,y)e R| x + 2y < 3} se muestra a conti
nuacidén en forma sombreada. Observe que la grafica de x +
2y = 3 se muestra como una recta continua para resaltar el

hechode que esta recta es una parte de la grafica de x + 2y<
B E

Explique por qué la grifica de {(x,y)[ X + 2y = 3} es
un subconjunto propio de la grifica de {(x,y)¢e RI x + 2y <3}

Otro procedimiento para encontrar el semiplano co-

Ejemplo 7.

Grafique el conjunto solucidn de:{(X,y)€R|3y + 4x > 2}

Primero graficamos 3y + 4x = 2
ta de 3y + 4x 32 es la unidn de:

(ver fig. 7). La grafi-

{tx,y)e R| 3y + ax> 2} & {(x,y)e R| 3y + 4x = 2}

para decidir cudl semiplano es la grdfica de 3y + 4x> 2 , pro

bamos un par, digamos (4,1):

3y + 4x > 2
3(1)+ 4(4)> 2
T34+ 16 > 2

19 > 2 (cierto)
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‘Por conSigu§ente, el semiplano superior as la grdfica de
‘nuestra desigualdad,se indica por la porcidén sombreada de

_arrlba.‘ Observe que la recta limite se muestra como una r
ta continua. Explique por qué. i

ix,y) er

Fig. 7.

sy Ahora cons%deraremos la grafica de un sistema de dos
esigualdades lineales en dos variables.

Ejemplo 8.
Grafique el conjunto solucidn del sistema:

X+ 2y £ 3
3y + 4x > 2
La porcidn que estd doblemente sobreada (cuadricula) es

la grafica del conjunto solucidn del sistema. Diga qué par-

tes de‘las rectas limites pertenecen a la grafica. Explique
Por que son una parte de la grafica.

302

El conjunto solucidén del sistema puede describirse como
x + 2y <31y 3y + 4x >2} , que es lo mismo que:

{(x,y) er| x + 2y <3} 0 {(x,y)€ R| 3y + 4x > 2}

Ejemplo 9.

Mediante graficacidn, hallar el conjunto solucidn del
sistema:

Primero graficamos y= xZ gue es una parabola con vértice en
el origen y abriendo sus ramas hacia arriba. La grafica de
{(x,y)liyg?xz} es la unidén de la pardbola con su drea inte- -
rior representada por 1la porcidn sombreada.




La grdfica de {(x,y) € R|x + y < -4} es la linea rects

A partir de la grafica
del sistema, es evidente que el conjunto solucién del misno

O la parte sombreada abajo de ella.

es el conjunto vacio. Tenemos:

{(x,y) € Rly »x*} 0 {(x,y)e R] x + y <-4}

Ejeiplo 10.
Por graficacién, halle el conjunto solucidn de:
x%+ y2 <9
x <3

Examine la gradfica siguiente:
xg 3 :

/g
——%

ot
i

Fig. 10.
Explique por qué es cierto lo siguiente:
{(x,v)e 8| =xtwiota{yye Bl % £ 3H = {(x,y)e R|x%4y?<9}

Agui la grdfica del conjunto solucidn es la unidn de 1la

= [circunferencia con el interior del circulo,
L]
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Ejemplo 11.

Vea la fig. 8. Escriba en forma de proposicidn abierts
y en notacién descriptiva , la porcién de &rea angular sin Como el drea indicada queda arriba de la recta punteada
sombrear limitada por las rectas x + 2y =3 y 3y + 4x =3, y abajo de la recta llena, entonces se tiene:
! {(x,y)er|x+2y > 3 -3x < -5}
Es facil ver que es: {(x,y)th|x+2y >3 y 3y#dx < 2} e I = g =
Compruebe su respuesta examinando un punto en el area

Ejemplo 12. goncerniente.

!

. ' Resuelve los siguientes sistemas de desigualdades gféfi-
camente. Si un limite no pertenece a una grafica, indiquelo
mediante una recta interrumpida.

- 2x Ay - 150 5.— 2x - 4y = 550
x -8y + 1<0 X - 2y + 3<0

2x -y>2 6.- x° + y> %16
2x + y>2 y -3x + 9<0

4x + 3y - 6>0 T P52 + y2<16
4 + 3y + 1>0 x%-4y <0

3x + 4y + 14<0
2x = 5y - 6 >0

Expresa en notacidn descriptiva los conjuntos solucidn
/siguientes:

55 2o e |

En la fig. 11, la recta trazada con linea llena esté da
da por la proposicidn abierta, {(x,y)eR|y-3x = -5} y 1la 1i-
nea de trazos por, {(x,y)ERle2y =3}

Encuentra la correspondiente al conjunto soluciédn mos—
trado.
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~lor absoluto de un
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4-10 SISTEMAS QUE CONTIENEN VALOR ABSOLUTO.

Ahora aprenderemos a resolver sistemas que contienen vy
lor absoluto. Primero aclararemos algunas ideas bisicas
acerca del valor absoluto. Recordemos la definicidn del va-
nlimero real:

|x]

Yolxl =
Ejemplo 13:

¢Cudl es el conjunto solucién de, { x e R |x| <5}2
Como una consecuencia de la definicidn de valor absolu-
to |x| <5 consiste en todos los niimeros que son menores que
5 y que son mayores que -5. Asi, {x e r ||x| <$5}e= {x cop
-5<x <5}. Recuerde gue -5<x<5 es una abreviatura para
=5<x ly =x<5;

Sobre la recta numérica, la grafica de {x & R

Ejemplo 14.

¢Cudl es el conjunto solucidn de {x € R ||x| >2}.

De acuerdo con la definicidn de valor absoluto, [x[ 22

consiste en todos los nfimeros que son mayores que 2 O son me-

nores que -2.

Asi, {x e R ||x| >2} = {x € R|x>2 & x<-2}

| Como se ve en la fig. 13 el conjunto solucidn es el con-

Jjunto vacio.

lxl <5} !

' 8 .
¥ '
o i | 0
Fig. 13
Habiendo aclarado estas ideas basicas en relacidn con
valor absoluto estamos listos para considerar algunos siste-
nas en dos variables que contienen valor absoluto. :

Ejenmiplo 15.

Por draficacién, halle el conjunto solucidn del sistema:
I+ |yl < 4

1 lyl _>_ 2

Identifique en la gré@fica la porcién sombreada que es
la grafica de |x| + Iyl < 4. (Pertenecen sus limites al con
i ?
junto? y
4




Identifique la grifica de Iyl > 2.
mites a la grafica? E

AUTOEVALUNCICN 3.

1.- Grafique el conjunto solucidn de cada uno de los siguien-
- tes sistemas sobre una recta numérica separada. Si el
conjunto solucidn es el conjunto vacio, escriba .

It

H\‘
I “1\

a. lxl )
b. |x| <0
c. |x| 1
Para cada conjunto no vacio de los problemas anteriores

dé una descripcidn diferente para ello usando la inter--
> - .-
seccion o la unidon de dos conjuntos.

. = y
Por graficacidn halle el conjunto solucidn de cada siste
ma en RXR. Sombree Gnicamente la interseccidn. .

a. |x| + |y| <1

%[ + |y| =0

d. lxl <2
ly| > 1
b. lxl + lyl

x| + |y|

e. Ix—y|= 0
lyl < 2

|yl £, |x+3] >y

lxl 2

94 =

|y+1l ’<, X
1
4-11 PROBLEMAS QUE CONTIENEN INECUACTIONES.

Las inecuaciones son proposiciones abiertas gue contie--

nen o pueden contener relaciones de orden. Las relaciones
" " - i
dmayor que" y "menor que" son relaciones de orden que a menu-
o C . . . - - . . z 2
ontienen una informacién muy Gtil. Considéremos por ejel
plo, un automovilista que ha manejado "m" Km y dice, "si mé-
. ’

| 314

iPertenecen sug 15

gejo otros 30 Km, habr& hecho mis de 80 Km." <¢Cuénto ha mane
jado ya?. Esta proposicién puede traducirse asi: m + 30 > 80.
i encontramos el conjunto solucidn de esta inecuacidn tene--
nos m >50 por lo que sabemos que el automovilista ha recorri
do mds de 50 Km. 5 :

Supongamos que el automovilista hubiese dicho: "Si mane-
jo 30 Km. mis, cuando menos habré recorrido 80 Km." La propo
sicién abierta para esta proposicidn verbal es, m + 30 > 80.
éamsideremos unos cuantos ejemplos:

Ejemplo 16.

Ricardo pesa 20 Kg. menos que su padre. La suma de sus
pesos es menor que 168 Kg. iCudnto pesa Ricardo?

Sea, x = peso:del padre.
entonces, x-20 = peso de Ricardo.

el peso de Ricardo es menor que

168 Kg.

El peso del padre
x (x - 20)

osea, X + (x - 20) < 168. |
¥y resolviendo queda, 2x - 20 < 168
lq;x < 94.

El peso del padre es menor de 94 Kg.
El peso de Ricardo es menor que (94-20) o sea menos que
74 Kg.

Ejemplo 17.

Un hombre compra una chaqueta deportiva y un par de pan-
talones. Decide que no gastarid mis de $50. por los dos arti-
culos. Si la chagueta cuesta $5. mds que, el doble del pre-
cio de los pantalones, écudnto gastd por los -pantalones?

Sea, x = nimero de pesos gastados por los pantalones.
entonces, 2x+5 = nlimero de pesos gastados por la chaqueta.




El costo de los pantalones + el costo de la chaqueta no

es mas de $50.
o sea: X + (2x + 5) < 50

resolviendo: 3x + 5 < 50; x < 155

Por tanto los pantalones costaron #15. o menos.

Ejemplo 18.

Un comerciante vende unas camisas a $5. y otras camisas
a $4. Si vende 12 camisas de $4. mas que de las de $5.,
| &éCuantas vendid de cada clase si recibid en total un minimo
de $300.7

Sea, x = nlmero de camisas de $5. que vendid.
entonces, x+12 = nfimero de camisas vendidas de $4.
Recibido por las de $5. + Recibido por las de $4.
5x 4(x + 12)
cuando menos llega a $300.
o sea, 5x + 4(x+12) > 300.
resolviendo: 5x + 4x + 48 > 300; 9x > 252 y, x > 28.

28 + 12,
40

Por tanto, x + 12
X + 12

>
>

El comerciante debe vender cuando menos 28 camisas de
$5. y cuando menos 40 camisas de $4.

AUTOEVALUACION 4.

‘Carolina es tres anos mayor que Juanita. La suma de sus

edades no llega a 35 anos. iCudntos afios tiene Juanita?

Un estudiante recibid calificaciones de 86, 75 y 80 en

tres pruebas, ¢cudl deberd ser su calificacidn en una --
cuarta prueba para gue su promedio en las cuatro pruebas

sea como minimo 822
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Los grupos de primero y segundo afio de una escuela secun-
daria convinieron en contribuir cuando menos con $500. pa
ra un fondo atlético de la escuela. Si los grupos de 2°.
afno prometieron contribuir con $40. mds que los grupos de
primero, ¢cudl es la cantidad minima que deben poner los
grupos de primero?

Una alcancia tiene 15 monedas de a 10 centavos mas que mo
nedas de 5 centavos. Si, el total de los valores de las

monedas es mids de $5.55 {cudntas monedas de 5 centavos
tiene la alcancia?

A un hombre que esti pasado de peso le dice su médico que
debe perder cuando menos 30 libras en 8 semanas. Si pier
de 9 libras durante las primeras dos semanas, <cudntas de
berd perder por semana en las siguientes seis semanas.?

Un hombre ya retirado de su trabajo encuentra que necesi-
tard mis de $500. por afio de utilidad de sus inversiones.
Invirtid $8000. al 4%. ICulnto necesitarid invertir al 5%

para llenar sus necesidades?

AUTOEVALUACTON DE IA IECCION 2.

Resuelva los siguientes sistemas algebr&icamente:

1.~ 8 - 3x < 5x - 10
2x ~-15 <5

0) {xer|x <10} 1) {xeR|x >9/4} 2) {xer|x>10}
3) {xer|9/4 <x <10} 4){xer|x <9/4}

2,- 7x + 50 > 10 - 3x
7x + 4 < 2x - 6

0) {xeRr|x < -4} 1) {xeRr|x > -2} 2) {xer|-4 <x < -2}
3) {xer|x > -4} 4) {xer|x < -2}




|3x - 4| < 5 : 0 {(x,y)erlx>0 y y<o)} 1) {(x,y)eR|x < 0}

2){(x,¥)eR|y >0 y x <0} 3){ (x,y)eR|y > 0}
0) {xer|x < -1/3} 1) {xer|x > 3}  2){xer|x 23

3) {xer|-1/3 < x < 3}  4) Ninguna.

Exprese las siguientes graficas en notacidn descriptiva,

} +—=
3 " 5 X

0) {xer|2 <x < 3} 1) {xer|x > 3} 2) {xer|x < 36 x22}
N {xer|2< x < 3}  4){xer|x< 2}

0 1- 2 3 y 5 X
o) {xer|2<x < 3} Mm{xer|2 < x<3} 2) ¢ 4 9leyIer|x<t y y>2) DLy er|x>1 y y>2)
3 {xer|x > 3y x<2} 4){xer|x >3 5 x <2} - 2){(x,y)er|x>2 y y>1} 3 {(x,y)eER|x <1 y y<2}

Dadas las siguientes graficas encuentra el conjunto so-.
'lucidn del sistema de desigualdades en forma descriptiva.

oy{(x,y)er|2xty > 3y y-x > 1} 1 {(x,y)er|2x+y > 3 y-x <1}
1){(X:Y)€Rl2x+y £ 3y y-x<2 1} 2){(x,y)€Rlx+2y <3y x i‘l}
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0) @ 1 {(x,y) eR|x*+y? >4 y x < -3}
2){(X,y)€R|x2+y2>4 y x=3}
3){ (x,vy) €R|x2+y2<4 y X> -3}

0) { (x,y)eR|x*+y® <9 y x > 2}
N {(x,y)er|x?+y* >9 y x < 2}

. 2){(x,y)€R|x2+y2 >9 y x > 2}

N{(x,y)er|x%+y? >9 y y > 2}




‘y

7

19

0){(x,y)6R|lxl+ly| <6y |x| <2}

o) {(x,y)er| |x|+]|y| > 1 v |x|+|y|=1}
D{x,yer||x|+]y| < 1}

2 {(x,y)er| |x|+|]y| < 1 v |x]|+|y|=0}
3) {(x,y) er|x+y > 1}

N {(x,y)er| x| < 6y x > 2}
2{(x,yer||x|+|y] < 2y |x| > 6}
Nz, mer||x|+|y] <6y |x| > 2}




0){(x,y)er|y <|x| y y >x+2}
Dl verly <|x| y y> |x|}
2) { (x,y)er|y >—xi vy >x+2}
N x,verly >|x| v y <x+2}

0){(x,y)er|y > 4 y x > 4}

N{x,yer||y| >4y |x]| >
2{(x,y)er||y| < 4 y |x| > 4}
N{x,ver||y| <4y |x] <

4}

4}

Resuelva los siguientes problemas de planteo:

La suma de dos nfimeros consecutivos impares es menor de

80. ¢éCudl es el

0) Cuando mucho
2) Cuando mucho

Pedro dijo: "Si
que tengo ahora

menos $100. més

su cuenta?

mayor de estos nlmeros?

43. 1) Menos de 41.
39. 3) Cuando menos 39.

tuviera cuando mucho cinco veces de lo
en mi cuenta de ahorros, tendria cuando
de lo que tengo". éCulnto tiene Pedro en




0) Cuando mucho $75. 1) Cuando menos $ 25.
2) Cuando mucho $50. 3) Cuando mucho $125. AUTOEVALUACION 2.
El doble de un nlimero es mayor que cinco veces el nine-,

‘1.— La regidn angular por debajo de la linea 2x-y-1 = 0
ro, menos- 21. Encontrar el nfimero. i s > £ Y Y

por arriba de la linea x-8y + 1 = 0, sin considerar los

limites como se muestra en la fig. 15.
0) Menor que 14. 1) Menor que 7.

2) Mayor que 7. 3) Mayor que 3.

Un legado mayor que $25000 se va a dividir entre una ma
dre, su hijo y su hija. La madre deberd recibir $9000
mas que el hijo, y la hija va a recibir el doble del hi X-8y +1=0
jo. éCudnto recibird el hijo? T

0) Menos de $4000 1) $8000.
2) Mas de 4000. - 3) Mas de $16000.

RESPUESTAS A LAS AUTOEVALUACIONES DE LA LECCION 2

-AUTOEVALUACION 1.

{xer|-1 <x <3} <R ———+—=—
L TR 1 3 5 =
{xer|-1 <x <2}

No hay solucidn o el conjunto vacio ¢.

{xer|+1 <x <5}

{xer| 2 <x <7} < > >
0 2 Y 6 7 9 X y

{ng'_9/5 < x < 3} 2. - Ia regidén debajo de la linea 2x-y = 2 y arriba de la 17--
T nea 2x + y = 2 sin considerar los limites.

Fig. 15

{xer| x < -1}
= . 3.- La regidn arriba de la lfnea 4x + 3y - 6 = 0 sin conside-
{xer| x > =1 8 x < -2} “ derar el limite.

{x€R| 3 < x < 9} 4.- La regidn angular debajo de la 1lfnea 3x + 4y + 14 =0 y
también debajo de la 1fnea 2x - 5y - 6 = 0 sin considerar
{xer|-4 < x < -1} . los limites.
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- . -
.- No hay solucidn; & el conjunto vacio.

3a) La interseccidn es representada por un punto en el
< 2 . origen. ;
.- La reqgidn dentro del circulo x>+ y'= 16 y debajo de 13 g
linea y - 3x + 9 = 0 sin considerar los limites,

La regién dentro del circulo x>+ y2= 16 y dentro de 1a
- pardbola x%- 4y = 0 sin considerar los limites.

{(x,y)€R| x<0y y>0}

{(x,y)er| 1<x < 2}

{(x,y)er| x> 2 y y<1}
{(x,y)ERI y>x%x y y>-x}
{(x,y)eRl y-2x< 1}

{(x,y)eR|-2x + y < 3 y y-x > 1}

2

{(x,9)er| x* + y® < 4 y y>-1}

2

{(x,y)er| x* + v2 <9 y %% +y? > 1}

La interseccidn es representada por un punto en el
AUTOEVALUACION 3. origen. ;

1.- a)

a) {x € R [-3 < x < 3}

b) {'XERIXSO_‘rx)O}

c) {x € R [x>18 x<=1}




Como las zonas sombreadas no se intersectan el
resultado es, @

AUTOEVALUACION 4.

1.- Menox de 16. 4. - M3s de 27.

2.- 87 como minimo. 5.- Cuando menos 3.5 libras.

3.- $ 230 como minimo. 6.- Mas de $3600.
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CA.PITULO 5
RazOn, PROPORCION Y VARIACION.

5-1 = INTRODUCCION.

: La necesidad de contar condujo al hombre a inventar el
concepto de niimero. Si se observa a la gente, puede pensar
se que otro uso primitivo de los nimeros puede haber sido el
de comparar varias cantidades. Si se observa a dos ninos,
puede verse que estin muy interesados en comparar cosas, CO-
mo por ejemplo cuil de sus vasos de leche es mas grande, -
cual de sus mamds es mids lista, etc. :

Un método para comparar cantidades, es encontrar la di-

;ferencia entre las dos cantidades. Por ejemplo, si una per-

sona tiene 22 afios y otra tiene 33, la diferencia en sus eda
des es 11 afos. Por lo tanto, se puede decir que la primera
persona es 11 afios mias joven que la segunda, que la segunda
es 11 afos mayor que la primera.

Un segundo método para comparar estas dos mismas edades,

seria el de decir que una persona tiene 2/3 de la edad de la

otra. Cuando se comparan cantidades por este método, se es-
+§ usando el concepto'de nazdn. En efecto, estamos diciendo
que por cada dos afios de vida de la persona mids joven, la
persona mayor ha tenido tres afios de vida. Podriamos decir
cque la razdén q&g&ﬁOs de la edad de la primera perscna a la
edad de la segumda persona es 2 a 3.

Usando simbolos se puede escribir la nazfn de sus eda-
des como 2 , 2:3, 2/3, © 2:3.
3 PO
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La hazén de dos cantidades semejantes de define como e
cociente de la primera caftidad dividida entre la segunda,
Hay que notar que este cociente se expresa usualmente en sus
términos mds simples. Asf, la nazlén de 20 a 50 se escribe
como 2:5 no como 20:50

5-2 - RAZQN.

1 La nazbn de 15,dias a 35 dias puede expresarse cComo % ,
3 : 75 3/7. Generalmente se establece la siguiente defini-

cidn.
Deginicidn 1:

8i "a" es una cantidad expresada en alguna unidad de me-
dida y "b" alguna cantidad expresada en la misma unidad de
medida, entonces la razdén de "a" a "b" es el cociente %.J

Como ya hemos visto hay tres formas de escribir la ra-
zon de "a" a "b": , a:b y atb. Note que la tazbn de
dos cantidades, se deglne solo si las unidades de medida son
las mismas, pero estas unidades no se tienen que incluir en
la forma final de la razdn. BAsi, en el caso del primer e]em-
plo acerca de la razbn de dos edades, ambas se dieron en afos,
pero la razdn de las edades fué@ simplemente 2 : 3.

Ejemplo 1.

Seleccione una de las tres respuestas dadas a continua-
cidn, para completar la siguiente proposicidn. Una 4azln es:

a) El cociente de dos cantidades.

b) La diferencia entre dos cantidades semejantes.

¢) El cociente de dos cantidades semejantes.

La eleccidn de (c) es cox
ideas de cociente y cantidad
te. Nos dice por ejemplo, que
na puede encontrarse transform
biendo la razén como 3:7, lo cual :
unidades son las mismas. g e

en 7 dfas y esc;i
“hacer ya que las

. Hemos definido una 1azdn como el cociente de dos canti-
dades Aemgjansz. Sin embargo, con frecuencia encontrari -
una razdn expresada entre dos cantidades que son completamen
te diferentes en unidades de medida. Por ejemplo, la veloci
dad (V) se puede expresar como la razdn de la distancia (d)
al tiempo (t):

si "a" 'y "b" no representan cantidades de la misma espe--
c1e, la razdén a : b representa simplemente una porcidn de
"a" que corresponde a una unidad "b" como una milla por

8.




AUTOEVALUACION 1.

Escriba en su forma mis simple la razdn de lo siguien-

7 docenas a 6 docenas.
3 yardas a 7 pies.

85 libras por pulgada cuadrada a 150 libras por pulgada
cuadrada.

36 pies cuadrados a 3 yardas cuadradas.
25 galones a 50 galones;'

15 dias a 36 cuartos de galdn.

12 libras a 36 yardas.

45 monedas de 10 centavos a 12 monedas de veinticinco
centavos.

9.- 18°F a 30°F (¥ indica grados Fahrenheit)

10.- 3 pies cflibicos a 1 yarda cfibica.

5-3 PROPORCION.

Ya has trabajado lo suficiente con razones, como para
comprender algo acerca de ellas. Se adelantara mé§ en su uso
y formacidn cuando empieces a trabajar con proporciones. Es-
to es cierto porque una prOporcdLdn es solamente una proposi-
cidén en la cual una razén es igual a otra razén. Asi, 1/2 =
3/6 & 1:2 = 3:6 es una prepPorcidn,

Deginicibn 2.

Si a/b y ¢/d son razones iguales, entonces a/b = ¢c/d es
una PROPOACALON; la forma a:b = c:d se usa tambidn frecuente-
mente.

EJEMPLO 2.

éCudles de las siguientes parejas de razones se pueden
usar para formar una proporcidn verdadera?

b) 3/4 y 6/8
a) 3/7 y 5/9

a) 2/3 y 3/4
f
c) 2/7 y 6/21

respuesta: (b) y (c).

El alumno debe aprender a identificar una proporcidn
cuando la vea y estar capacitado para encontrar algln valor
que haga de la proporcidn una proposicidn verdadera. Si fal-
ta un término de una proporcidn, puede encontrarse frecuente-
mente por inspeccidn. Sin embargo, ya que no todas las pro--
porciones se pueden resolver tan ficilmente, necesitamos
aprender algo sobre los métodos de solucidn.

Un punto importante que se debe recordar, es que una pro
porcidn es una ecuacidn. En consecuencia, todas las reglas
de las ecuaciones se pueden usar para-encontrar los términos
faltantes en las proporciones. También, ya que las razones
son fracciones, todas las reglas relacionadas con las fraccio
les se pueden aplicar. Todo lo quenecesitas aprender, son
unos cuantos nombres especiales y algunas propiedades impor--
tantes de las proporciones.

En la proporcidén a:b = c:d (que se lee "a" es a "B"
tomo "c" es a "d"), las letras a, b, ¢, d, se llaman primer
término, segundo término, tercer tdérmino y cuarto término,
tespectivamente. Los términos "a" y "d" se llaman los extrhe-

03 (porque son los mis apartados) y "b" y "c" se llaman

los med{os (porque son los términos intermedios) .

En la pro
Porcién 5:7 = 10:14, los extremos son y

y los me- -
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dims son Y 5

Una de las propiedades basicas de una proporcidn, es 3. Si n:a = c:¥r, es una proporcidn. Entonces, e A idis
que el producto de los extremos es igual al producto de los L . s
.medios. Esta idea se puede expresar algebraicamente como si Resuelva las siguientes proporciones para la incdgnita.
“gue:
e a:18

TEOREMA.

Si byd#0 ysi -5 |1 , entonces a.d'= b.c | (£-3):4 = (£+3):3

&
d
DEMOSTRACION: { : Utilizando proporciones resuelva los siguientes proble--—

Hpotea Lt Si en un mapa, 1 pulgada equivale a 24 millas y una po--
blacidn aparece en un rectangulo de 2 3/8 de pulgada
por 1 3/4 de pulgada. ¢Cudl es el 3rea de la poblacidn
en millas cuadradas?

Por demostrar: a.d b.c Z¢Qué longitud representan 14 3/5 pies en un dibujo a es
' cala, si la escala es 5/8 de pulgada igual a 1 pie?

Si multiplicémos ambos miembros de la hipdtesis por "d"
tenemos: ? )

§-4 VARIABLES INDEPENDIENTES Y DEPENDIENTES.
"b" queda:
Con frecuencia se observa en problemas cotidianos que el
_concepto de funcidn estd intimamente relacionado con la idea
 de variacidn; para interpretar tal situacidn, veamos los si--
guientes ejemplos.

AUTCEVALUACION 2.
EJEMPLO 3.

Contesta las siguientes preguntas: 2

Conocida la formula del movimiento uniforme,
En la proporcidn 2:7 = 3:x,el producto de los extremos
es y el producto de los medios es . 71 K

\si consideramos que la velocidad del mévil es de 30 Km por ho
Si 3:x = 4:7 es una proporcidn. Entonces, 4x= g ré y ésta sg_mantleng cogsﬁa?te, es facil calcular las-distan
= lcias recorridas en ciertos tiempos.




Si t = 1 hora; 4 30 x 1 30 Knm.

Si t = 2 horas; d 30 x 2 60 Km.

Si t = 3 horas; d =30 x 3 90 Km.

<Qué ocurre? Podemos afirmar que la distancia recorri-

la .depende o estd en funcidn del tiempo empleado en recorrer
lo. X

EJEMPLO 4.

Conocida la férmula para calcular el &rea del circulo,

A =T «x

Si aceptamos que la constante T es igual a 3.14 resulta sen-

sillo calcular el Area de un circulo cuando se conoce Su ra--
dio. :

Sir A= 3.14 x (1)2 3.14 cm?

Si r A=3.14x (2)2 12.56 cm?

Sir A=3.14 x.(3)2 28.26 cm?

¢Que ocurre cen las areas de los circulos? Podemos - -
afirmar que el &rea de un circulo depende o estid en funcidn -
de la longitud de su radio.

Definiceibn 3.

Una variable independiente es la que puede sustituirse
en una funcidn por cualquier elemento del dominio de la fun
cién.

Definicidn 4.

Una variable dependiente es la que puede sustituirse -
en una funcidn por cualguier elemento del contradominio de
la funcidn.

5=-5 PROPORCTONALIDADES DIRECTA E INVERSA.

Consideremos que tenemos los antecedentes necesarios pa-
a interpretar las proporcionalidades directa e inversa como
unciones.

EJEMPLO 5.

Supongamos que estamos viajando a velocidad constante de
0 Km por hora. Entonces es facil advertir que existe una co

rrespondencia entre el espacio o distancia recorrida y el
tiempo empleado en recorrer dicha distancia. ~

t) 1 hora le corresponde, dj= 40 Km.
ta 2 horas le corresponde, dz= 80 Xm.

t3 3 horas le corresponde, dsz= 120 Km.




a tx = x horas le corresponde, dy = y Km.

~En tal correspondencia puede observarse que a un tiempo
doble le corresponde una distancia doble, a un tiempo triple,
le corresponde una distancia triple, y asi sucesivamente,

Nos podriamos preguntar, desta correspondencia entre los tien

pos. vy las distancias serd una funcién? La respuesta es afir-
mativa; lo que debe hacerse para una mayor precisibén es dar
la terna que constituye la funcidn,

iDominio: Conjunto A de todas las ‘medidas del tiempo
emplear. )

Contradominio: Conjunto B de todas las distancias por reco- -

rrer.

Si empleamos la notacién de funciones para este caso,
tendremos :

f : A+ B
f(T) =d
1,

elemento del ————

dominio

imagen correspondiente

Sabemos también que tal funcidn tiene una propiedad basica;
si multiplicamos un tiempo "t" por un nimero "k", la distan-
cia correspondiente resulta multiplicada por dicho nfmero.

;—2 hr -+ 80 1<m,‘-;~I
x5

x5
L10 hr - 400 KmJ

|En general:
A

—

_d—l

xk

peps

J

\\-——-f(kt) = kd

Al sustituir d = f(t) en la expresién, f(kt) = kd, se
tiene:

f(kt) =k £(t)

Fue es la férmula fundamental de la proporcionalidad directa.




Degdnieidn 5;

S} AyB sop d?s conjuntos cuyos elementos son nineros
¥ se_t1en§ una funcidén de A en B, dicha funcibn es una Pro :
porc1ona}1dad directa de A en B si para cada elemento x ¢ A
|y ?ada nimero "k", tal que kx€ A, se cumple la igualdad:

£(kx) = Kf(x)

Podemos interpretar tal definicidn en dds tabulaciones:

f(X) =y f(X) =y

5
10
15
20
25
30

f(x) 10x3=30 2x6=12 f(;:)
k£ (x) k£ (x)

- Esta definicibn nos permitiri encontrar una forma gene;
para expresar la proporcionalidad directa.

Se j
Z I an A.y'g dos conjuntos cuyos elementos son nimeros
a condicidn, f: A-»B; entonces se tiene que: g

1.- ﬁlupara toda x €A se verifica que f(x) = ax, siendo
a gna constante, entonces "ax" es la regla de una =
porcionalidad directa. ¢

Si P: a€B ?s una proporcionalidad directa de A en B
entonce§ ex1§te una constante "a" llamada constante ée

griporc%onalldad, tal que f(x) = ax, para todo elemento
el conjunto A. Como f(x) = ax, '
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pero, f£(x) = y; entonces:

a ;=

Y
X

Advertimos que no se debe confundir el nimero k con la

constante de proporcionalidad.

Supongamos que la constante "a" existe; entonces se

tiene que, f(x) = ax para todo X€ A; si tal regla de corres-
ndencia determina una proporcionalidad directa, la defini-

cién aceptada debe cumplirse. Si "k" es un nimero cualquie-
a, se tiene que f£(kx) = kf(x).

En seguida veremos que tal igualdad se verifica:
f(kx) = akx = (ak)x = (ka)x = k(ax) = k£ (x)

4 ' 4 _
igualando sustituyendo f(x)=ax

r tanto, f£(kx) = kf(x).

ahora la proporcionalidad directa como fun--

Resumiendo
ién, se tiene:
4.- Si £ : A>B es una proporcionalidad directa, entonces

f(x) = ax; si empleamos la literal "y" para designar

f(x) , tenemos:
y = ax

para toda proporcionalidad directa existe un numero "a"

llamado constante de proporcionalidad que la determina.

£ (x) ax
L E(x)
X

y/%x-

a




[ . :
Sabemos que funciones con regla de correspondencia axth

tienen por grafica una linea recta; como en este caso
b=0, entonces la grafica de proporcionalidad directa es
un conjunto de puntos que pertenecen a una recta que pa-
sa por el origen.

Si se tiene una proporcionalidad directa basta calcular
la imagen de un nimero diferente de cero para construir
su grafica.

Ejemplos de graficas de proporcionalidad'directa:

distancia

una tabla y traza la grdfica de:

2.54x% para transformar pulgadas a cm.
¥2.5 x para transformar pesos a délares.

%-x para convertir °C a °F.

para aumentar a los precios 25 % de su valor.

para conocer cuanto debe pagarse cuando se
obtiene 15 % de descuento.

para calcular la circunferencia conociendo
el didmetro.




5-6 LA VARIACION INVERSA COMO FUNCION.

Para interpretar la variacidn inversa como una funcidn

seguiremos un proceso anélogo al expuesto para la variacidn
directa.

Supongamos que se desea recorrer la distancia de 300 Km
que existe entre dos ciudades Ay B; écudl debe ser la veloci
dad promedio si se desea hacer el recorrido en 1, 2, 3, 4, 6
y 12 horas? ‘

Se puede advertir que existe una correspondencia entre
el tiempo empleado y la velocidad requerida, es decir:

t1 = 1 hora corresponde Vi 300 Km/h
150 Km/h

100 Km/h

= 2 horas corresponde Va

3.-horas corresponde V3 =

x horas corresponde v

Km/h
y Y

En esta correspondencia puede observarse que al multipli

car una cantidad por un nimero k, la cantidad correspondiente
resulta dividida por ese nimero k. También se puede advertir
que el tiempo debe ser diferente de cero; de lo contrario no
se efectuaria el recorrido.

Lo anterior nos permite dar la definicidn de propoxciona
lidad inversa.

»

Dedinicin 6: -

Si A y B son dos conjuntos cuyos elementos son nimeros
y se tiene una funcidn de A en B, dicha funcidn es una propor
cionalidad inversa de A en B si para cada elemento x EA y i
cada nfimero k, tal que kx €A, se cumple la siguiente igualdad:
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£ (x)

F(kx) = X

cuando tal igualdad se verifica, podemos afirmar que los ele- °
mentos .del dominio son inversamente proporcionales a los ele-
mentos del contradominio.

podemos interpretar tal definicién en dos tabulaciones:

]

f(x) =y 1 f(x) =y

60 400
30 200
20 100
15 80
124 20
70 a0

.

Cuando se tiene una tabulaecidén para una proporcionali--
dad inversa, es facil advertir que el producto de un elem?nto
del dominio por su imagen correspondiente es siempre el mismo:




EJEMPLO 6,

Dar la grafica de la proporcionalidad inversa:
£f: A*B

cuya regla de correspondencia es:

X

En primer lugar se procede a tabular algunos valores de
En general, sean A y B dos conjuntos cuyos elementos son . <
numeros ; si £ : A>B es una proporcionalidad inversa, enton )
ces existe un nimero "a" llamado constante de proporcionali-- v * (Km/h)

dad inversa, que cumple la siguiente condicibn:

pPara todo nimero x €A, siendo x # 0 se tiene que:
2L (x) S =) | &

como, f(x) =y, a = Xy-.

A continuacidn se da la expresidn general de la propor-
cionalidad inversa.

Si A y B son conjuntos cuyos elementos son nlimeros, con
la condicidn de que cero no pertenece al dominio, y si f:A~B
es una proporcionalidad inversa, entonces dicha proporcionali
dad esti determinada por un niimero "a" llamado constante de
proporcionalidad inversa, es decir;

£ : A+B, ' EJEMPLO 7.

cuya regla de correspondencid es, - Trazzr l? gréfic;(df lazijncién, f: A+B cuya regla de
rrespondencia es, R = x

f(x) =




obreros

Fig. 4.

Si tenemos come dominio los nimeros reales, con la condi.
cién de que cero no sea elemento del dominio, la grédfica de
R en R, cuya regla de correspondencia es f(x) = a/x; es una
curva a la que se llama hip&rbola.

8~7 APLICACIONES.

En ciertas leyes de la fisica, de la guimica y en algu—-
nos problemas cotidianos, se afirma que las cantidades que in
tervienen varfan en forma directa o inversamente proporcional,
a continuacidn se dan tres ejemplos.

a) . Ley de Charles.

En un proceso, a presidn constante, los volimenes de un
gas ideal son directamente proporcionales a las tempera-
turas que soportan.

Ley de Boyle y Mariotte. '

En un proceso, a t@mperatura constante, las presiones en
un gas ideal son inversamente proporcionales a los voli-
menes ocupados.

c) Si se tiene un conjunto de rectdngulos con la condicién
de tener la misma 8rea, la longitud de la base es inver
samente proporcional a su altura.

Lo usual es expresar las leyes de la fisica y la quimi-
ca en forma simbélica por medio de proporciones, lo cual oca
siona dificultad en su interpretacién cuando se trata de re-

solver problemas especificos, ya que se dan Ginicamente dos
elementos del dominio.

Si se tiene f: A*>B y dicha funcién determina una pro-
porcionalidad directa, entonces, para un par de elementos r
y s del dominio y ambos diferentes de cero, se pueden for-
nmar las siguientes proporciones:

L S

f(x) f(s)

La ley de Charles se puede expresar en forma simbélica
de la siguiente manera:




sf(s)

f(s)

o bien, —f(—;)—

La ley de Boyle y Mariotte puede expresarse en forma
simb6lica de la siguiente manera:

£l PR

Vi
t,

Si se tiene £ : A+*B vy dicha funcidén determina una pro

poxcionalidad inversa, entonces se tiene que, para un par de
elementos x y s del dominio diferentes de cero, se pueden
formar las siguientes proporciones:

AUTOREVALURCION 4.

s ’
Para cada una de las siguientes tabulaciones, de la re-
gla de correspondencia:

| £(x)
6
9
12
15




AUTOEVALUACION DEI, CAPITULO IV.

Escribir el nimero que falta en cada una de las propor-
ciones siguientes.

L= 75 10/25

Un resorte de alambre acerado se alarga 3 mm cuando se
le suspende un peso de 1 Kg y 15 mm cuando el peso es
de 5 Kg; ¢cudl serd su alargamiento cuando se suspen--
den pesos de 2, 3 y 4 Kg?

A Bl ||| | \\D

&

0) 9 1) 6
3) 3 4) 8

La altura que alcanza un ligquido en los tubos capilares Resuelva los siguientes problemas:
estd de acuerdo con la siguiente proporcidn:
La razdén del peso de un cuerpo en la Tierra a su peso
h r' en Marte es aproximadamente de 3 a 1. <¢Culnto pesara
L WAN en Marte una persona gque pesa 70 Kg en la Tierra?
en la que "h" es la altura correspondiente a "r" y "h'" 0) 210 1) 23.333 C2) 89
a Myt 3) 50 4) 15.5

Los tubos A, B, C;, D y E son capilares; sus radios in \ Si 9 gramos de dcido clorhidrico neutralizan 10 gramos
teriores miden respectivamente 1 mm, 0.5 mm, 0.6 mm, [ de lejfa, écudntos gramos de lejfia neutralizardn 270 g
0.4 mm, y 0.8 mm.; en el tubo A sube el agua 14 mm; en de &cido clorhidrico? '

B, 28 mm. Calcula las demids alturas.

0) 250 1) 200 2) 100
3) 1%0 4) 300

{357




En un conjunto de rectdngulos con &reas iguales, el lar-
go de cada rectdngulo es inversamente proporcional al -
ancho del rectidngulo. Si el ancho de un rectangulo es

de 8 centimetros y su largo es de 15 cm. ¢Cudl es el -
ancho de un rectangulo cuyo largo es de 12 cm? 0) 0.14

i.- Con respecto al %foblema anterior, si un objeto con un
volumen de 10 cm ° pesa 14 g, hallar el valor de k.

- ® 1) 7 2) 1.4
0.7 4) 2.8

0) 10 1) 20 2) 4% )
3) 1B 4) 25 Ahora escriba la férmula, utilizando el valor de k que
se acaba de obtener.

El tiempo necesario para hacer un cierto viaje varia in
versamente con la velocidad con gue se viaja. Si viajgﬁ 0) W= 0.7V
do con una velocidad media de 40 millas por hora se » - 3) W=
emplean 5 horas en hacer el recorrido. éCuanto tiempo :
podri economizarse, si se viaja con una velocidad media
de 45 millas por hora?

1) w= 2) W= 0.14V
v 4) W=

Hallar el volumen de un objeto de la misma sustancia
cuyo peso es de 35 g.

0) 1 hora 1) 15 minutos 2) 34 minutos 0) 10

1) 15
3) 57 minutos 4) 1 .1/2 hr. 3) 20 ) P

4) 25

La tabla siguiente es un ejemplo de variacidn directa; En cada uno de los siguientes problemas indicar si cada

- . -~ . 3
escribase una ecuacidn lineal, expresando la primera va 5 ; : :
: : ‘ {e b a ‘varlable del par es directamente proporcional a la otra.
riable como funcibn de la segunda y dar el valor de la l

constante de proporcionalidad.

. Lerf30l 32\ 347 36 38 :
A ALTIO\\\ W7 2 3. 4 0) K 1) %

(14.- El di&metro y la longitud de una circunferencia.

6) & = 3% 1) & = 2n+3 . 2) t ='30m : El nimero de hombres que hacen una tarea y el tiempo
3) t = 2n+30 4) t = 3n+2 que se emplea en terminarla.

El peso de un objeto varia directamente &:) su volumen. 0) F 1) v
Traduzca el enunciado anterior en una férmula. )
La longitud de un lado y el &drea de un cuadrado.
0) W= 1/V 1) W = K/NV 2) W =K
3) W= KV 4) W=V 0) F : 1) v

La longitud y la anchura de un rectangulo que tiene un
drea de 100 unidades cuadradas.

0) F . 3V




Para cada una de las tablas siguientes, escribir una

-ecuacidén que exprese "x" como funcidn de "y".

18.=

20 .-

0)

)

0) y= 6x £ 2) x =6y
3) y= 6kx

Todo rectangulo de un cierto conjunto de recténgulos
tiene un drea de 24 pulgadas cuadradas. Entonces la
longitud varfa inversamente con la anchura.

Escribir una fdrmula que defina dicha funcidn.

0) Ra = 24 1\ 2 =124 2)lak = 24
3) a = 24% 4) \ L] =l24a

Construir la grdfica de la funciodn:

i
1)

£

ZQué sucede a la anchura, si la longitud se reduce a
la mitad?

0) Queda dividida por 24.

1) Se triplica.

2) Se duplica.

3) Queda multiplicada por 24.
4) Se reduce a la mitad.

¢Qué sucede a la longitud, si se triplica la anchura?
0) Se duplica. 1) Se triplica.

2) Queda dividida por dos. 3) Queda dividida por tres.
4) Ninguna.

Indicar si las funciones sigquientes son ejemplo de va--
riacién directa o inversa.

La longitud de la circunferencia de una rueda v el name

ro de revoluciones que necesita para cubrir una distan—

cia dada.

0) Inversa. 1) Directa.

El perimetro y el lado de un cuadrado.

0) Inversa. 1) Directa.

La masa y el volumen de un cuerpo de densidad uniforme.
0) Inversa. 1) Directa.
La base y la altura de un tridngulo de &rea constante.

0) Inversa. 1) Directa.




G tidades iguales pa-
nimero de personas que aportan can ¢ , - .
i’]:; la compra de un articulo y la cantidad que debe apor- RESPUESTAS A LAS AUTCEVALUACIGIES DiE LA LECCIOH
tar cada una.

AUTOEVALUACION 1.
0) Inversa. 1) Directa.

7/6 No hay respuesta.

9/7 No hay respuesta.

17/30 3/2

4/3 3/5

1/2 , 1/9

AUTOEVALUACION 2.

2% ; 21
21
ca

12

AUTOEVALUACION 3.

1.- b,
2.54
5.08
7.62
10.16
12.70




AUTOEVALUACION 4.

l.- f(x) = 48/x

f(x) 3x

£ (x)
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