CAPT FFULO &4

DESIGUALDADES E INECUACIONES LINEALES.
IECCTION 1.

4-1 INTRODUCCION.

AGn cuando las relaciones matemiticas mas importantes
son las expresadas por ecuaciones, existen otras relaciones,
de wn tipo indefinido, en las que 1la correspondencia entre
m conjunto de variables y otro conjunto no esti dada por -
wma funcidn, sino por wa relacidn de grado. Ias que son te
ma de &sta leccidn se denominan "desigualdades", pero son nuy
distintas de'la desigualdad expresada por el signo "no es -
dual a" (#). Cuando se escribe x #¥ y, lo Gnico que se esti
expresando es que "x" no es igual a "y". Lo anterior dice
poco acerca de las variables. A menudo se desea expresar el
hecho de que una variable es mayor o menor que otra variable
‘0 un niimero especifico, o el de que la variable estd conte-
nida en un cierto conjunto de valores. El uso apropiado de
los simbolos y té&rminos que expresan este tipo de relaciones
extendera nuestro vocabulario matemitico. i

El tema de las desi{gualdades es de gran importancia, se
gin veremos en muchas partes del dlgebra y también observare
os ciertas analogias entre {gualdades y desigualdades.

Al concepto de mayor y menor entre dos niimeros corres-
Ponde el de ordenacién. La relacién de orden queda restrin
gida a los nfimeros reales y se puede interpretar geométrica-—
ente en un sistema coordenado wnidimensional. En otras pa-
labras, todo nuestro estudio con desigualdades se limitard a
los nimeros reales. No tiene sentido decir que un nimero
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complejo es mayor o menor que otro.

4-2 10S AXIOMAS DE ORDEN.

Hemos introducido un conjunto de elementos ip
definidos R, llamados nimekod reales, gque poseen
las propiedades concretadas en los seis axLomas dg
campo. Los niimeros reales que satisfacen a los
axiomas de campo, se dice que forman un CAMPO. Aty
buimos ahora propiedades adicionales al conjunto §
requiriendo que este conjunto satisfaga a los ax{

mas de onden. Los simbolos de o4den son y se des
criben como sigue: g

significa "es menor que"

significa "es mayor que"

Un campo que satisface los axi{iomas de orden es
llamado un campo ordenado.

Axioma 1. EL dxioma de tricotomifa.

Si a 'y b € R, entonces una y solo una de -
las siguientes relaciones es v&ilida. :

a < b a =b

Axioma 3.

- general.

Axioma 2. EL axioma de trhansitividad.

Sia, byc€eR, tal que a> by b> ¢, entonces a> c.

EL axioma de adicidn.

Sia, byc¢€R, tales que a > b, entonces atc > b+c.

Axioma 4. EL axioma de muwltiplicacidn.
Si a, by c € R, tales que a > by ¢ > o, entonces
ac > bec

No es dificil establecer las relaciones de orden en el

sistema de los nimeros reales. En efecto, si consideramos -
dos enteros tales como -3 y 5, podemos decir a la vista, cual
es mayor, pero cuando tenemos nimeros racionales tales como
13/23 y 9/17, no es ficil decidir de inmediato cual es mayor.
En esta leccidén daremos un método para tomar tal decisidén.
La investigacidn del orden de dos niimeros racionales particu-
lares, tales como 9/17 y 13/23 nos ayudarda a hallar un método
Convertiremos estas dos fracciones a un comiin deno-
minador y entonces estableceremos el orden comparando sus nu-
meradores. Usaremos el elemento de identidad para la multi--
plicacién como ayuda.

3 13

1
23 23475

923 207
17.23 17.23

g
17

Puesto que 13.17 > 9.23, o sea, 221 > 207,
vemos que 13/23 > 9/17.
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4-3 DEFINICIONES.

= Se dice qu? una cantidad "a" es mayor que otra cantidag
b" cuando la diferencia (a-b) es positiva. asi, 4 es maa
que (-2) porque la diferencia 4-(-2) = 6 es posLtiva; (-1¥Or

es mayor que (-3) porque (-1)-(-3) = 2 es una cantidad posis |

tlva, .

Se dice que una cantidad "a" es men
: : A ¢ Or que otra cantid
"b" cuando la diferencia (a-b) es negativa. asi (=1) es mf
nor que 1 porque la diferencia -1 -1 = -2 es negativa; (-4)
es menor que (-3) porque la diferencia (-4)-(-3) = -1 eg ne-

gativa.

-De acuerdo con lo anterior, cero es mayor que cualquier
canFléad negat%va; asi, 0 es mayor que (-1) porque 0-(-1) e
pOSlFlV&. Desigualdad es una expresidn que indica que unas
cantidad es mayor o menor que otra. Los signos de desigual-
dag son >, que se lee mayor que, y < que se lee menor que.
Agl, 5 > 3 se lee 5 mayor que 3; -4 < -2 se lee -4 menor ém

Lo mismo que en las {gualdades, en toda desigualdad
los términos que estdn a la izquierda del signo mayor o ;en
nor forman el piimer miembro de la desigualdad , y los térmi
nos a la derecha forman el segundo miembro. Asi en atb >

c-d el primer miembro es a+b y el segundo c¢-4 .

5 Los ténuminos de una desigualdad son las cantidades que
estan separadas de otras por los signos + o - también la --
cantidad que estd sola en un miembro. En la éesigualdad an-
terior los Z&uminos son a, b, c y -d.

‘ Dos desigualdades son del mismo signo o subsisten en el
mismo sentido cuando sus primeros miembros son mayores o me-
nores ambos que los segundos. Asi, a >b y c >d son desi-
gualdades del mismo sentido. :

pos desigualdades son de 84gno contrario o no subsisten
en el mismo sentido cuando sus primeros miembros no son ambos
mayores © menores que los segundos miembros. Asi, 5> 3y
1 < 2 son desigualdades de sentido contrario.

De la definicifn de desigualdad, lo mismo que de la esca
la de los niimeros algebrdicos, se deducen las siguientes con-

gecuencias.

1) Todo ndmerno positivo es mayor que cero.
asi, 7 > 0; porque 7-0 = 7 (positivo)

2) Tddo ndmero negativo es menor que ceno.
Asi, -10 < 0; porque -10-0 = -10 (negativo)

3) S{ dos ndmenos son negativos, es mayor el que Liene
menor valorn absofuto.

asi, (-20)>(-30); porgue (-20)-(-30) = 10 (positivo)

El estudiante debe observar que, para ambos simbolos de
desigualdad, la cantidad mayor queda siempre en el lado hacia
el cual se abre el simbolo, mientras que €l vértice apunta ha
¢ia la cantidad menor. Tambidn vamos a introducir otros dos
simbolos fitiles: a > b, que se lee "a es mayor o igual que b"
yc < d que se lee "c es menor o igual que 4". En particu--
lar, la desigualdad a > o es un modo conveniente de afirmar
que "a" representa a todo nlimero no negativo.

Asi como hay igualdades absolutas, que son las identida-
des, e igualdades condicionales que son las ecuaciones; asi
tambi&n hay dos clases de desigualdades: {as absolutas y Las

condicionales.

Una desdigualdad absoluta o Lncondicional es aquella que
tiene el mismo sentido para todos los valores de las varia- -

bles para los que estdn definidos sus miembros. Son ejemplos

de desigualdades absolutas, 5>-7 y x*+ 1>0.

e
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Una desigualdad condicional o inecuacifn es aquella que
tiene el mismo sentido solo para ciertos valores de las varj
bles, tomados entre los valores para los que sus miembros g
tdn definidos. Son ejemplos de desigualdades condicionaleg
© inecuaciones: x - 2 < 3, vdlida solo si x< 5;

x* > 4, vdlida Bolo si x5 2 6 x< -2

4-4 PROPIEDADES DE LAS DESIGUAIDADES.

1) S< a Los dos miembros de una desigualdad se suma o ey

ta una misma cantidad, el signo de La desigualdad ng -
varia.

Asi, dada la desigualdad a> b podemos escribir:
atc > b+tc¢ y a-c > b-c.

Consecuencia:

Un Lénmino cualquiera de una desigualdad se puede pasar
de un miembro al otro cambidndole ef s4gno. '

Asi, en 1la desigualdad a >b+c podemos pasar "c" al primer
miembro con signo - y quedari a-c >b, porque equivale a res-
tar "¢c" a los dos miembros.

En la desigualdad a-b >c podemos pasar "b" con signo + al

segundo miembro y quedard a >b+c, porque equivale a sumar '"b'
a los dos miembros.

2) S4 Kos dos miembros de una desigualdad se mubtipficon

0 dividen por una misma cantidad positiva, el signo de
La desigualdad no varnia.

Asi, -dada la desigualdad a> b y siendo "c¢" una canti-
dad positiva, podemos escribir: ac >bc y a/c > b/c.

Consecuencia:

Se pueden suprimir denominadores en una desigualdad, sin
que varie el signo de la desigualdad, porque ello equivale a
multiplicar todos los términos de la desigualdad, o sea sus

gos miembros, por el minimo comin maltiplo (m.c.m.) de los
denominadores.

3) S4 Los dos miembros de una desigualdad se multiplican o
dividen porn una misma cantidad negativa, el signo de fLa
desdigualdad varia.

asi, en la desigualdad a>b multiplicamos ambos miem- -
pros por ;x¢, tendremos: =-ac <-be y dividiéndolos por -c, ©
sea multiplicando por -1/c, tendremos: -a/c <-b/c.

Cons ecuencia:

S¢ se cambia el signo a todos Los téuminod, o sea a Los
dos miembros de una desigualdad, el signo de La desigualdad
varfa porque equivale a multiplicar los dos miembros de la de
sigualdad por -1.

Asf, en la desigualdad a-b> -c cambiamos el signo a to-
dos los términos y tendremos: b-a< c.

4] S cambia el onden de Los miembros, Lq desigualdad cam--
bia de signo.

asi, si a> b es evidente que b< a.

S se L{nvienten Los dos miembros, La desigualdad cambia
de s4gno.

Asi, siendo a>b se tiene que 1/a< 1/b.

84 Los miembros de una desigualdad son pozs{,téuoa y se
elevan a una misma potencia positiva, ek signo de La de-
s4gualdad no cambia.

Asi, 5>3; elevando al cuadrado (5)2>(3) 2 o sea, 25 >9.
S{ Los dos miembrnos o uno de elfos es negativo y se ele-

va a una potencia Aimpar pesitiva, el signo de fa desi- -
gualdad no cambda.




Asi, -3 >-5. Elevando al cubo: (-3)3%>(-5)3 o sea, =275
~125. :

2> ~2. Elevando al cubo: (2)3>» (-2)% o sea, 8> -8.

SL Los dos miembros son negativos y se elevan a una mi

ma pofencia par positiva, el signo de La desigualdad =
cambia.

Asi, -3 >-5.

Elevando al cuadrado: (-3)2%= 9 y (-5)2=p5
Y queda 9 <25, :

SL un miembro es positivo y otro negativo y ambos se
elevan a una misma potencia par positiva, el signo de
La desigualdad puede cambiar.

Asi, 3> -5. Elevando al cuadrado (3)%=9 y (-5)2= 25

v qued% 9< 25; camb{a 8> -2, elevando al cuadrado (8) 2= 64
y (=2)° = 4 y queda 64 >4; no cambia. '

10) S< Los dos miembros de una desigualdad son positivos y

se Les extrae una misma nalz positiva, el signo de fa
desigualdad no cambia. -

- . e n n
Asi, s1 a>b y n es positivo, tendremos: JE > Vb

SL dos o mds desigualdades del mismo signo se suman o
multiplican miembro a miembro, resulta una desigualdad
del mismo s4igno (miembros positivos).

y c>d, tendremos: atc >b+d y ac > bd.

S& dos desigualdades del mismo signo se nestan o divi--
den miembro a miembro, el nesultado no es necesariamen-
te una desigualdad del mismé signo, pudiendo sen una
Lgualdad. :

Asi, 10 >8 y 5 >2. Restando miembro a miembro: 10-5
5 y 8-2 = 6; luego queda, 5< 6; cambia el signo.

Si dividimos miembro a miembro las desigualdades 10 > 8
y 5>4, tenemos 10/5 = 2 y 8/4 = 2; luego queda 2 = 2;
jgualdad.

AUTOEVALUACION i

Si a e R, diga por qué la desigualdad a>a es imposi= -
ble.

Si a,{_b, ¢, ydeR, con b>0 y 4>0, demuestre que » -
la/b>c/d si y s6lo si ad > be. '

Si a # 0, demuestre que a’>0.
Si a>by

c <0, muestre que a/c <b/c.

iCudl de las siguientes desigualdades es del mismo senti
do que 3<42

0) 2<x 1) “2¥% g o
3) 1>0

éCudl de las siguientes desigualdades se deduce de a+b <
2
b™?

0) a<b 2) a<b?

3) Ninguna.

1) a>b

Si ac<bc entonces a<b si y solo si:

Gy e 1) ¢ =-1
3) =0

2) ¢<0

éCuidl de las siguientes es una desigualdad absoluta supo
niendo xX € R?

0) ¥+ 10 1) 2x%4+2x+3>0 ) ¥~ 2 = 3

3) x2(x+1)> 0




9.- <Cull de las siguientes es una desiguaidaa condiciona]
suponiendo X ER?

0) x -

3% 1) x%+2> 2x 2) 3> -1
w4 2.3 9

4-5 INECUACIONES LINFALES Y GRAFICAS NUMERICAS.

~ Una 4{necuacifn es una desigualdad en la que hay una o
mds cantidades desconocidas (incdgnitas) y que solo se veri-
fica para determinados valores de las incégnitas. Las {ne--
cuaciones se llaman también desigualdades condicionales.

Asi, la desigualdad {xeR| 2x - 3>x + 5} es una ine
cuacidn porque tiene la incbgnita x y solo se verifica pa
ra cualquier valor de x mayor que 8.

En efecto; para x = 8 se convertiri en igualdad y para
x<8 se convertird en una desigualdad de signo contrario.

Resolver una {necuaci{fn es hallar los valores de las in
cognitas que satisfacen la inecuacidén. La resolucidn de las
inecuaciones se funda en las propiedades de las desigualda--
des, expuestas anteriormente y en las consecuencias que de
las mismas se derivan.

Elj ernplo 1.
Resolver la inecuacién {xe R|2x - 3> x + 5}

Pasando x al primer miembro y(-3) al segundo; 2x-x>5+3;
reduciendo {xe R x >8}. 8 es el limite inferior de x, es de
cir que“la desigualdad dada solo se verifica para los valores
de x mayores que 8 y el conjunto solucifn de la inecuacidn
es "todos los nfimeros dirigidos mayores que 8.

La grdfica correspondiente queda asi:
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Fig. 1.
cbservamos que el 8 no estd incluido en el conjunto y que la
flecha llena representa continuidad hasta el infinito del con
junto de los nimeros reales.

Ejempld. 2.

Hallar;el 1imite de x en la inecuacidn:

X 5x
{XERl 7—-'2- = 3 - 6}

Suprimiendo denominadores:

42 - 3x =2 10x - 36

trasponiendo, -3x - 10x > -36 - 42
- 13x = -78

Cambiando el signo a los dos miembros, lo cual hace cambiar
el signo de la desigualdad, se tiene:

13x £ 78
dividiendo por 13:
x < 78/13
o sea, {xer| x < 6}

ﬁ‘es el 1fmite superior de x, es decir, que la deSigu?ldad da
da solo se verifica para los valores de x menores o iguales
que 6. ;

La qrafica'del conjunto solucidn correspondiente queda

asi:
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