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CAPITULO 1

INDUCCION MATEMATICA Y EL TEOREMA DEL BINOMIO
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1.1 INTRODUCCION Ve XoadEr &

\
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Hay ciencias racionales que nos dan verdades de razén y
ciencias que nos dan verdades de hecho.

El razonamiento deductivo que procede de lo general a lo
particular, se ubica en las ciencias que nos dan verdades de razén, a
las cuales pertenece la matematica; el razonamiento que va de lo
particular a lo general es el inductivo, usado en las ciencias que
nos dan verdades de hecho, como la fisica.

La matemadtica es una ciencia conceptual deductiva, donde
la base del pensar lo constituyen la definicion y la demostracién
y tiene por método para sistematizar las verdades, el deductivo.
¢ Porqué entonces induccién matemadtica o induccién completa?
¢ Acaso un adjetivo modifica el proceso de razonamiento?

Se dice que: “ la matemitica presentada con rigor, es una
ciencia deductiva, pero la matemadtica en el hacer es una ciencia
experimental inductiva, ya que muchos resultados matematicos

fueron encontrados - por induccién primeramente y probados
mas tarde .

* La naturaleza de la induccién matematica es deductiva ya
que se puede probar ™',




Se puede inferir que todo jucio racional logico opera por
andlisis y por sintesis formulando deducciones y ain en la ma-
tematica pura es preciso la intuicibn para que el pensamiento
progrese.

1.2 INDUCCION MATEMATICA

El método de induccion matemadtica o completa podria

llamarse “ Prueba de n a (n+ 1) o simplemente pasar al siguente
entero?’

Tlustramos el método con el siguiente ejemplo.

En una prictica ecuestre hay un nimero indefinido del
mismo tipo de obsticulo. Se quiere demostrar que el competidor
puede salvar hasta un obstaculo determinado cualquiera. Es
necesario conocer dos hechos para hacerlo: i) puede salvar el
primer obstdculo ii) Si ha salvado un nimero cualquiera de obsta-
culos, puede salvar el siguiente.

De i) se sabe que puede salvar el primer obstaculo; de esto y
de ii) se sabe que puede salvar el segundo obsticulo, nuevamente
de esto y de ii) se sabe que puede salvar el tercer obsticulo y asi
sucesivamente.

La induccién matemaitica es usada solamente para probar
teoremas relacionados con los niimeros enteros positivos, por ser
el conjunto de los nimeros naturales un conjunto que contiene
el nimero 1 y es cerrado con respecto a la adicion de 1, lo cual
significa que si 1 € N, entonces 1+1= 2,2 e N; 2+1=3,3€eN;
y asi sin € N entonces (n+ 1) € N.

Haremos algunas consideraciones de interés con los nimeros

enteros positivos, necesarias para manejar los ejemplos de induc-
cién matematica. Usaremos la siguiente nomenclatura,

N = { nimeros naturales o enteros positivos }
P = { nimeros pares }

I = { niimeros impares }

Si cualquier nimero natural n,se multiplica por 2, entonces
2n. pertenece a los nimeros pares, asi si 3 € N, entonces 3 (2) e P

oseab eP.

lo.

Si restamos la unidad a - un nimero par, lo convertimos en
impar, por lo tanto la expresion de un nﬁmero} ifnpar es 2n — 1,
para toda n que pertenezca a los naturales. Asi si 5 € N, entonces
2(5)—1€elosea9¢l.

Los nimeros pares e impares consecutivos difieren en dos
unidades del anterior, por tanto los pares consecutivos son

2n, 2n+ 2, 2n+ 4, 2n+ 6, ...
y los impares consecutivos son:

o9n —1,2n+1,2n+ 3, 20+ 5,...

El enunciado formal del teorema de induccion matematica
se da a continuacion,

1.2.1 PRINCIPIO DE INDUCCION MATEMATICA

Si asociamos a cada entero positivo n una proposicion P (n),
con la propiedad de que P (n) sea cierta o falsa pero no ambas,
para cada n € N, si P (n) es verdaderay P(n+1 ) también lo es,en-
tonces P (n) sera verdadera para todo entero positivo n.

Ejemplo 1

Demostrar por induccidon matemadtica que la suma de los
primeros n niimeros naturales es igual a —g— (n+ 1). Lo cual
se expresa por la igualdad
n(n +1)

1+2+3+|---+n-_-.
2

Demostracion:

Verificamos la igualdad para un nimero pequeiio de sumandos

Sin=3 = 1+2+3_—,i(_32ll)_

6= 3(4)
2

6=6




Si la igualdad se cumple para n debe cumplirse para n+ 1, por

lo tanto si sumamos n+ 1 a los dos miembros de la igualdad,

obtenemos

n(n+1)

1

Lt ity
L S Bl

1T +2+3+--:+n+mn+1)= 5 +(n+1) 1 =

Despejando (n + 1) del primer miembro, ‘enemos 2. Sila proposicién es verdadera para n debe cumplirse para
n+ 1 por lo tanto sustituimos n por n+ 1 en los dos miembros
de la igualdad por demostrar y obtenemos

n(n + 1)

2

n+1-= +n+1)—(1+2+3+---4+n)

1 1

2n+1 = = 2n+1

-+

- At gy RED) .
Despejando Ton¥i_ del primer miembro, tenemos

na# s el
La igualdad queda demostrada si llegamos a una identidad.

11 Ejemplo 2
9.}”:; | Demostrar por induccion matematica que:
Ll

L | L r0,gh0g sdaexg

92 93 = 2"

1
—_— 4
2

1
= —‘zn
Demostracion:

lo. Verificamosparan=1 y n=4

Sin=1

i g W
gomil=

Ejemplo 3
_é"' Usar el principio de induccion matematica para demostrar
que:
12 598 + 38 4 ..o408 = (142+3%-=v+n)?

lo cual se expresa diciendo que: La suma de los cubos de n
nGmeros, es igual al cuadrado de la suma de ellos mismos.
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Demostracion:

lo.

Verificamos paran = 4
1%+ 28 + 33 +43 = (1+2+3+4)2
1+8+27+64 102

100 100

Del ejemplo 1 sabemos que:

n(n+ 1)

1+2+3+-+++n-= 5 , entonces la igualdad prime-

ra se escribe como;

13+23+33+-..+n3=[M]2‘
2

Si la proposicién es cierta para n debe serlo para n + 1

13 + 238 + 33+ ... 4+ (n+l)3 = [(_n:%(n_+2)_]2

Despejando (n+1)3 del primer miembro tenemos:

(n+1)3 = [Jn_ﬂgn_-?)]z = [ n(n2+1)]2

oo (251) [inen -]

(m+1p = EIR 4, )]

(m+1)® = (n+1)> (n+1)

(n+1)3 = (n+1)3

EJERCICIO 1.1

;Cual es la diferencia entre el razonamiento deductivo y
el inductivo?

¢Cudles son los elementos que constituyen la base del pensa-
miento matemdatico?

Completa el siguiente parrafo.
“La matematica presentada con rigor esuna ciencia________,
pero la matemadtica en el hacer es una ciencia experimental

;En que consiste el método de induccion matematica?
Enunciar el principio de induccién matematica.

;Qué tipo de nimeros reales se usan en el metodo de induc-
cibn matematica.

;Como se expresa un nimero par y uno impar en funciéon
de nsi ne N? 2

(Pertenecen a los naturales los nimeros pares € impares?
Identifica los siguientes conjuntos

{1,2,3,_,...}

{2n, 2n+2 2n+4, ... ] o REN

{2n—1, 2n+1, 2n+3,... }, neN




Por el método de induccién matemdtica demuestre la veraci- 1.3 TEOREMA DEL BINOMIO
dad de las proposiciones siguientes:
Potencias de binomios. Si recordamos los desarrollos del
cuadrado y el cubo de un binomio, dados en productos notables
y obtenemos por multiplicacion algebraica los desarrollos de po-
2+4+6+---+2n=n(n+1) ¥ tencias mayores cuyos exponentes sean nimeros naturales, tene-
mos:

(a + b)2 =-a2 + 2ab + b2
1+3+5+:::-+(2n—1)=n2 v

B B (a+b)® = a® + 3a2b + 3ab? + b3

5 (a+b)* = at +4a%b + 6a%2b? # 4ab® + b?
5+10+15+---+5n= 211 (n+1)
(a+ b)® = a% + Ha*b + 10a®b2 + 10a2b® + bHabt + bP

4+ 8+12+ + «« 4+4n=2n (n+1) Estos desarrollos nos sugieren un modelo con las siguientes
caracteristicas.

Primera: El niimero de términos de cada desarro-
llo, es una unidad mayor que la potencia
del binomio.
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IR 4 El grado de cada uno de los términos
‘ 1% 3.9% ¢ gt goad oa Lo del desax:rollo, coincide con el grado del
término.

n(mn+1)(6n® +9n% +n_ 1) .
30 El primer término del desarrollo, es el
primer término del binomio elevado a
una potencia igual a la del binomio, su
coeficiente es unitario.

El exponente de “a” en cualquier térmi-
no que no sea el primero, es una unidad
menor que el exponente de “a” en el
término anterior.

El coeficiente de cualquier término del
desarrollo, exceptuando el primero, se
obtiene multiplicando el coeficiente del
término anterior por el exponente de
“a” y dividiéndolo entre el orden de
ese término anterior,
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El exponente de b en cualquier término

es una unidad mayor que el exponente -

de b en el término anterior.

Si los términos del binomio tienen signos
iguales, entonces todos los términos del
desarrollo son positivos y si los términos
del binomio son diferentes, entonces los
términos del desarrollo tienen signos
alternados.

Los coeficientes del primero y tultimo
términos son iguales, lo mismo sucede
con los coeficientes de los términos
segundo y penaltimo, tercero y ante-
peniltimo y asi sucesivamente. Cuando
el nimero de términos del desarrollo
es impar, hay un término central sin
pareja.

Ejemplo 1

Desarrollar (x+ Y)6

Solucion:

Célculo del 15x 4 20x 3

(2x—y)*

coeficiente . 3 4
(x+y)® =

Término
nimero

Ejemplo 2

Obtener el desarrollo de (1— a?)s

Solucion:

(1—a?)* = (1) +B6(1)* (—a®)#10(1)* (—a? ) +10(1)* (—a?)?

+5(1) (—a*)* +(—a")

(1—a*) =1 —Ba + 10a* — 10a°® + 5a® —'al®

Ejemplo 3

Obtener el desarrollo de (2 x —y )*
Solucion:

Cilculo del

coeficiente 1 2
3

Orden del
lo.

término 20, 30, 4o,

= 16x* — 32x%y + 24x2y? = 8xy® + y*

Con lo expuesto anteriormente se establece el desarrollo de la
potencia enésima de un binomio, conocida como:“Teorema del

Binomio” siendo n un nimero natural.

1x4 4x3 6x2

—4x1

4

= (2x)% + 4(2%)° (—y) + 6(2%)* (—¥)* + 4(2x) (—y)® + (2x(—y)*

So.
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o n{fi—1) (n—29)
1+2+3

N n(n—1) (n—2) (n—3)

n—4 1.4
b
1.2.3 4 2 +

nn—1)(n—2)(n—38) - - [n—(=2) W x—1)p-1,..

7 1-2-3-4 0 B-1)

En este desarrollo, el témino que contiene la letra r se conoce
como el r-simo término y sus elementos se obtienen si observa-
mos la relacién que guardan los elementos de cada término del
desarrollo con el orden del término,

Se observa que:

a) El exponente de b en cada uno de los término del desa-
rrollo es una unidad menor que el orden del término, por
lo tanto en el r-simo término el exponente de la b se
escribe como (r—1 ) ya que r eselorden del témino,

El exponente de a en cada uno de los términos es n dis-
minuida en un nimero, el cual también es una unidad
menor que el orden del término, en consecuencia el expo-
nentedela a es n— ( r —1 ) que se puede escribir como
n—r+1

El coeficiente de cada uno de los términos del desarrollo
esta formado por una fraccidén, la cual contiene verios
factores en el numerador y en denominador. El Gltimo
factor del numerador esla n disminuida en un nimero
el cual es dos unidades menor que elorden del término,
entonces este Gltimo factor del numerador es n—(r—2)
= n—r+2y el Gltimo factor del denominador es un ni-
mero el cual es una unidad menor que el orden del térmi-
no,osea(r—1)

4 ht

Para escribir el denominador del r—simo término en forma
mas simple, se utiliza la notacion factorial que explicaremos
enseguida.

{Definicion.- La escritura abreviada de los productos de nu-
meros positivos consecutivos, recibe el nombre de factoria’lj

i~

La notacion del factorial es el signo que cierra una admira-
cion (!) y se lee “factorial™.

Si neN => n!'=1-2-3-4- - -

como la multiplicacién es conmutativa, se puede escribir
n' =nn—1)(n—2)---3-2-1
5! 5:-4-3-2-1=120
61=6+5-4-3+1 =720
M=7sg+s5*4+3-2~1 = 5040
Por definicion 0! =1
Definicion que se explica con la siguiente exposicion,
4! = 4.3-2-1 =4-3!
3! 3-2.1=3-2!
2! 2.1 =2-1!

1! 1= 1+0¢

Despejando 0! de la Gltima igualdad, tenemos 0! =

Volviendo al r —simo término del desarrollo de la teoria

del binomio y aplicando el concepto de factorial al denominador
del coeficiente, escribimos
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nm—1)(m—2) .- [ n—(r—2)]
(r—1)!

an—(r—l)b!—l

La expresién del r—simo término, permite obtener un térmi-
no cualquiera del desarrollo de la potencia de un binomio sin
el desarrollo completo.

Ejemplo 1
Encontrar el quinto término del desarrollo de (a + b)*°

Solucion:

nn—1) - - - [n—(x—2)] D) 1

r — simo término = :
(=1

Con n=10 y r = 5 calculamos los elementos
n—(x—2) = 10—(6—2) = 10—(3) =17
(xr—=1)! (B—=1) =4
n—(r—1) = 10—(5—1) = 10—4 =6
r—1 5—1 =4
Sustituyendo estos valores en la formula del r—simo término,
tenemos.

rd - 10'9'8. i
5 - = 6 4
0. término = {.3.92-1 a’b

Simplificamos la fracciéon obtenemos

3
e’ 10-9-8-1
50. téerming = —————— 6 l‘_‘t4
do Fodlot 5

50. término = 10(3)(7) a® b* = 210 a® b*

Ejemplo 2

Encontrar el séptimo término del desarrollo de (x — 2y)2
Solucion:

18

n(n—'l)' " [n""(r_z)] an-—(r-—l)br—l g
(r—1)!

r — sime término =

‘;_ Con n=12 y r=17 calculamos
n—(r—2) = 12—5=7
r—1)! = 6!
n—+(r—1) = 12—6 =6
rr—l =6

Sustituyendo estos valores en la.férmula del r=——simo término,

tenemos

2-3-2
Séptimo término = yi, }1 ;0;! gz ‘-gl. 7 x8 ('_ 9y )6

7o0. término = 11 (2)(3) (2) (7) x5 64 y*®

7o. término 59,136 %y

Ejercicio 1.2

Desarrollar la potencia indicada en cada binomio y expresar el
resultado en la forma mas simple.

(c+d)? _ x—1y)7
(m—1)° i 1+y)®
(r+s) . (e
(2x —y)° . (1+3a)
(y* — 3 : 1 —b#y?
(% +b?)° : :xz = 1:“
(2a + 3b.)6 . (a—2b)®
G — 1R NSl




17 Obtener los factoriales de los primeros 10 nimeros naturales,

18. Simplificar las expresiones siguientes:

10! 7 n!
g N g1 2 g

Obtener el término indicado de cada uno de los binomios sin
el desarrollo completo.

19.  5o. término de (w + z)7

20. 60." término de (2x — 1)8

. término de (s — t)*

|l\.,uw.| |
le il
il

| il

el 8o. término de (1 —y?)5

IR,
L !

|
il 90. término de (3a— 2b)2

(11
100. término de(%+ ])1

11o.. término de (1 + w)*

) I8 ‘l‘
. ¢Aquéesigual 0! ? - . r
. Menciona las caracteristicas del desarrollo del Teorema del -
Binomio.
. Coloca los desarrollos de las potencias de los binomios que A l‘ k\

aparecen en la pagina 13, de tal manera que formen un trign-
gulo. El tridngulo asi formado se llama tridngulo de Pascal.
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