CAPITULO 3

PROGRESIONES

LRI

3.1 INTRODUCCION

De las sucesiones analizadas en el capitulo anterior revisten
| st especial importancia la sucesion aritmética y la geométrica, cono-
L

4 gl : cidas también como progresiones.

3.2 PROGRESION ARITMETICA

Teniendo presente lo que es una sucesién, podemos formalizar
la definicién de progresion aritmética.

)
Definicién. \Progresién “aritmética_es el recorrido de una_
funcion lineal, cuyo dominio. es-todo.o_parte del conjunto de los
nimeros naturales. | YOS 1

!

Definicion Alternativa, LI_J_na/progresién aritmética es un
conjunto de ntimeros tales que cualesquiera de ellos, después de
el primero, se obtiene sumando al anterior una cantidad fija
llamada diferencia comin,!

“La diferencia comiin se obtiene restando a cualquier término
de la progresion,el término anterior,




Las progresiones siguientes son aritméticas.
3,7,11,15,...

1,2,3,4,...

5,10, 15, 20, ...

La diferencia comin de la primera es 4, la de la segunda es
1y b es la diferencia comun de la tercera.

Para manejar una progresion aritmética cualquiera, usamos
la siguiente nomenclatura.

a; = ler. término ;ﬁ"

= enésimo o tltimo término
= diferencia comun .
= nimero de términos

= suma enésima

Utilizando la nomenclatura y la definicién alternativa de
una progresién aritmética, formamos la siguiente tabla,
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La expresion del enésimo_término se obtiene analizando los
sumandos de los términosjprecedentes,; el primer sumando es a, ,
el coeficiente del segundo sumando de cada término es una unidad
menor que el orden del término, en consecuencia el coeficiente
de la diferencia comin del enésimo término es una unidad menor

que “n”, lo cual se escribe (n—1) y la expresi6én final del enésimo
término esa, = a; + (n—1)d.

La progresion aritmética completa se escribe como

ag , a1 +d, a + 2d ,7..., [a1 + (n—1)d]

a, +(n—1)d |

Conociendo el ler. término y la diferencia comin, podemos
conocer los demads términos. El n- simo término se conoce también
como el ltimo término de una progresion finita.

Ejemplo 1

Obtener el veintiavo término de la progresion 3,7,11,15,. ..
Solucion:

En esta progresion se tienen como datos 4, =3 y n = 20.
Las incognitas son d y a, , entonces

d=7-38 = 4

an = a1+(n_1)d

Sustituyendo n = 20

850 = 34+ (20 =1)4 = 3+19(4) =

El veintiavo término es 79

Ejemplo 2

Obtener la progresién aritmética de ocho términos, si el
primero es 4 y el ultimo 39.

Solucion:

Se dan a; =4, an = 39, n =8 entonces usndo la férmula del
Gltimo término, tenemos




ap= a3+ (n—1)d

39=4+(8-1)d =4+17d

Sumando esta diferencia comln al primer término, obtene-
mos el segundo término y asi sucesivamente los demas términos.

4,9,14,19, 24, 29, 34,39, ... esla progresion pedida.

Con frecuencia es 1itil obtener la suma de los términos de
una progresion aritmética finita que se expresa por el simbolo
Sa (suma enésima ) y cuya féormula se obtiene de la manera
siguiente
Sa =a +(a,+d)+(a, +2d)+ - -+[a +(n—1)d]

Sa [a1+(n-—1)d]+[a1+(n—2)d]+ ek (aprd) eay
2Sn = [2a, + (n—1)d] + [ 2a,+ (n—1)d] +---+[2a + (n—1)d]
n[2a, +(n—1)d]

[a,+(a,+ (n—1)d)]

(a, +2,)

= L
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La descripcion de los pasos en la deduccién anterior son:-
Primero. Se escriben los sumandos en orden natural.

Segundo. Se invierte el orden de los sumandos, obser-
vando que el coeficiente de la diferencia
comin del peniltimo término que no aparece
escrito en la primera ecuacién es (n — 2), el
del antepeniltimo es (n—3) y asi se sigue
hasta escribir a, que ocupa el lugar del
ultimo término.

Tercero. Se suman miembro a miembro las dos ecuacio-
nes, obteniéndose en cada una de ellas el
mismo resultado,

a1 + [a1 + (n—1)d] = 2a; + (n—1)d

(a1 + d) + [a1 + (n—2)d] = 2a; + (n— 1)d

Como hay “n” sumandos iguales, entonces la

Sn=n[2a + (n—1)d]

Se despeja Sn

Se sustituye a; + (n—1)d por a, en la pe-
niltima igualdad

gL[ na progresion aritmética se conoce si conocemos el primer
término, el ultimo._término, la diferencia. comun; el nimero de
términos y la.suma-enésima> |Si de estos cinco-elementos se
conocen fres, es posible obtener los otros dos resolviendo las
ecuaciones apropiadas,

Ejemplo 3

Una progresién aritmética tiene 25 términos, siendo el primero
igual a la unidad y dos la diferencia comin. Obtener el tltimo
término y la suma de ellos.

Solucién:

Como datos tenemos n=25, a; = 1 y d =2 siendo los ele-
mentos desconocidos an y S,

Las formulas para el altimo término y la suma enésima son
conocidas

8p =1+ (n—1)d

Sa =5 (ay+ay)




Sustituyendo los valores conocidos en estas férmulas, tenemos

335 =1+ (25—1) 2 =49

Sps = 22— (1+49) = 220300 495

Por lo tanto la progresiénes 1,3,5,7,9,..., 49

Ejemplo 4

El primer término de una progresion aritmética es 3, el
altimo es 95, la diferencia comin es 4, se desconocen el namero
de términos y la suma enésima.

Solucion:
Losdatosson: a; = 3, a, = 95, d=4
Los elementos desconocidos son: n y Sy

Sustituyendo valores conocidos en a,
y despejando n obtenemos:

a1 + (n _l)d

95 = 3+ (n—1)4

98—38
4
95 — 3

n:——4'_+1

n—1

n=23+1

n=24

Sn=%(a1+an)

=12 (3+ 95) = 1176

Ejemplo 5

La suma de los primeros quince térmi i
 La inos de una progresion -
aritmética es 540 y la diferencia entre ellos es 5. T

o Forma
progresion. S

Solucion:

Datos: S;=540, d=5, n=15

Incégnitas a; y a,

Usando las férmulas conocidas y sustituyendo valores en
ellas, tenemos

Sn =%(al +ay)
M0=J§%m+%)

1080 = 15a, + 15a, Ecuacién con dos incognitas
an=2a;+ (n—1)d
a, = a3+ 14(5)

an—a; = 70 Ecuacion con dos incognitas

. Ya que no es posible resolver las ecuaciones aisladamente, se.
simultanizan para obtener a;, y a,

15a, + 15a, = 1080

—a1+an=70

15a; + 15a,= 1080

—15a, + 15a,= 1050

30a, = 2130

an="T1




Sustituyendo a, = 71 en la ecuaciéon a, —a, =70 obtenemos
Determinar en cada uno de los problemas del 11 al 15 los elemen-
71—70 = a4 tos faltantes de las progresiones aritméticas, si se conocen tres de
ellos.

a1=1

Progresion pedida

1,6, 11, 16,21, 26, 31, 36, 41, 46, 51, 56, 61, 66, T1

Ejercicio 3.1

{ Qué es una progresion aritmética ?

Enumera los cinco elementos necesarios para conocer una
progresion aritmética.,

Escribe la expresion matematica del enésimo o dltimo término.

Escribe en forma general la expresién de una progresion
aritmética de n términos,

¢{ Como se obtiene la diferencia comin de una progresién
aritmética dada ?

En los problemas del 16 al 18, determinar la ley de desarrollo de

Demostrar la férmula para obtener la suma enésima de una :
las sucesiones dadas.

progresion aritmética de n términos.

Obtener el Gltimo término de cada uns de las progresiones

aritméticas dadas a continuacion.
16. 4,3.2,1,0,-1,-2,..:

1,6,11,16, ... hasta el 150. término.

7,10, 13, 16, . . . hasta el 180. término. 19, 2,4.6.8,10,1214. .,

2,1,0,—1, ... hasta el 110. término.
4

3,1,—1,—3, ... hasta el 120. término. 1 M et SRR G, TR LR
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3.3 PROGRESION GEOMETRICA/ g

Definicion. {Progresion geométfi/c/a es el recorrido de una fun-
cién exponencial, cuyo dominio es todo o parte del conjunto de
los nimeros naturales;

Definicion Alternativa. [Una progresién geométrica es el con-

junto de nimeros tales que, cualesquiera de ellos después del pri- |
mero, se obtiene multiplicando el término anterior por una canti- |

dad fija llamada razon comun.

La razon comin se obtiene dividiendo, cualquier término de

la progresién entre el anterior.... ... E

Son progresiones geométricas las siguientes

2,4,8,16,382, ...
3,9,27, 81, 243, .-
1 1 1 1

WO TR . |

3 v e

En toda progresion geométrica se distinguen los siguientes |

elementos
81 = ler. término
a, enésimo o 1lltimo término
razdon comin
n nimero de términos
S, = suma enésima

Si escribimos una progresién geométrica en funcién de estos

elementos y utilizamos la definiciébn alternativa, obtenemos

La funcibén exponencial se define como

Exp, = {(X,Y) | y=a*,a%1,a >0, xeR, y>0}

ORDEN DEL
TERMINO R

TERMINO | a; [a;r .. |ayre-1

La potencia de la razon en el enésimo término es (n —1)o
sea una unidad menor que el orden del término, esta misma rela-
cién se cumple en todos los términos.

La formula del enésimo término es

an = air

La expresion general de una progresion geométrica es

a , air , ayr?

PR

Si conocemos el primer término y la razén comin, podemos
ir escribiendo término a término una progresién

Ejemplo 1
Obtener el doceavo término de la progresiéon geométrica
2.4,8:18,32;. ..

Solucion:

En esta progresion geométrica tenemos como datos a; = 2,
n = 12 y como incognitas a, y r, entonces

,n—-1
a=ar

Sustituyendo los datos, tenemos

a12=2(2)'271=2(2)" = 2(2048)=4096
a1 = 4096

El doceavo término es 4096

1A9NT 16519 01




Ejemplo 2

Obtener la progresion geométrica de siete términos, si el pri-

1 14 1
mero es —— el Gltimo
s ¥ u 2187

Solucion:

Obtenemos los siguientes datos del enunciado del problema

1 1
l‘l=7,a=— AP —
1773 ¥ = 9187

Como a, =a;r*! entonces

_1—— = _.I__ rﬁ d d
2Ty oy e dande

=L
3

La progresién buscada es

1 gl 1 1

81 ' o43 = 729 ' 2187

También en las progresiones geométricas es 1til obtener una
férmula para la suma enésima representada por S,

Si representamos por S, la suma de los primeros n tér-
minos de una progresién geométrica, tenemos

Sy =ag+ @y T +a 12+ o0+ ars

Multiplicando los dos miembros de esta igualdad por r,
obtenemos

ISy =a r+a 1t At + oo eIt

Restando la segunda ecuaciéon de la primera se obtiene

Sp=ay "’}(4 %"'/?”A
——rSn=—(}1/r+yf€ +-/+a1rﬂ)

S,—rS, =a; —a,r°

Factorizando el primer miembro de la ecuacién

Sn (1—x) =3 — 1™

Despejando S,

a; —a;rr

1—r

Esta formula representa la suma de los primeros n térmi-
nos de una progresién geométrica finita.

El valor de la razén debe ser diferente de 1 evitando asi
que el denominador se haga cero.




|Para-conocer completamente una progresion geométrica es
necesario tener determinados los cinco elementos basicos, ‘a, ,
a, , I, n y S,,que se identifican como el primer término,
Ailtimo_término, razon-comin, nimero de términos y suma enési-
_ma)} Conociendo tres de ellos podemos obtener los dos restantes
aplicando las férmulas del enésimo término y suma enésima.

Elemplo 3

Obtener la suma de los primeros diez términos de la progre-
si6n geométrica dada a continuacién

1,3,9,27, ... hasta el 10° término

Solucioén :

Férmula a usar :

Datos :

El valor de la razén se obtiene dividiendo 9 entre 3 o bién
27 entre 9, por lo tanto r = 3.
Sustituyendo estos datos en la férmula a usar, tenemos

s 0 =
S w ~—l—Li(@y¥ = 1-—5049
1—3 —2

Se deja al estudiante la comprobacién del valor del décimo
término que esa; o = 19,683, con el cual se conoce completamen-
te la progresion, i

Definiciéon. |Se llaman medios geométricos a los términos
comprendidos entre dos. termlnos cualesqluera de una progresion
geométnc_@_} G i3

Los dos términos cualesquiera de la definicion anterior, se
asocian respectivamente con el primero y Gltimo término de una

progresi()n.

Ejemplo 4.

Insertar tres medios geométricos entre

Solucion :

Con los dos términos dados y los tres por insertar se forma
una progresion de 5 términos.

y aplicando la formula

1
Haciendo a; = —21,7— Y a 5yg7

del enésimo término, tenemos

= n—1
a, = a r

- = qgsioo
81 * 243~ 729

Por lo tanto los medios geométricos son: *

'Ejercicio 3.2

En los problemas del 1 al' 6 se dan tres elementos de una
progresion geométrica. Determinar los elementos faltantes.
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Insertar dos medios geométricos entre

3
5 Y T320

1

Intercalar cuatro medios geométricos entre 27 y 57

. Una pelota se deja caer de una altura de 1 m. Si en cada rebo-
te alcanza un tercio de la altura desde la cual ha caido esa
vez, ;Qué altura alcanzara en el cuarto rebote? {Qué distan-
cia total recorrera al tocar el suelo por sexta vez?

El tercer término de una progresibn geométrica es 3 y el
octavo es -23;3— . Obtener los dos primeros términos,

Definir lo siguiente:

a) Progresion geométriea.

b) Funcién exponencial.

c) Medios geométricos.

44\

VA




7))
(D)
-
Q
Q
g
~
=~
=
=
(D)
[aF

Inaciones

k4
Comb

I
|




