CAPITULO 5

TRIGONOMETRIA

5.1 INTRODUCCION

La trigonometria tiene sus inicios antes de la era Cristiana,
pero no fué sino hasta el siglo XVI cuando surge como poderosa
herramienta que impulsa la matematica aplicada.

No obstante que el significado de la palabra trigonometria.es
la medicién de tnangulos hoy en dia su campo se extiende alas

funczones trigonométricas, medlcxon de lineas, angulos y arcos de
clrcunferencm
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5.2 CONCEPTOS GEOMETRICOS GENERALES.

Puntos , rectas y_planos

Dos puntos determinan un segmento de recta.

Cuando varios puntos se pueden unir por una sola recta, en-,
fonces se dice que estin alineados | 0 _son colineales.

'I_‘a_mto_ las rectas como los .plano_s son conjuntos de puntos,

En la figura 5.1 los puntos A .».BYy.C esta,n%almeados los, pero
D,Ey Fnoloestin. 4




Figura 5.1
E
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Recta horizontal es aquella recta que es paralela a una super- / / a
ficie de nivel, como el nivel de la superficie del agua. i 7 el )
Fig. 5.2. . o NG

Recta vertical es la que sigue la direccién de la plomada. Figura 5.4
Fig. 5.3

Generacion de dngulos
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Un éngulo se genera gimdo un segmento de recta a]rededor

las del relo;, (de un relcu con manecﬂlas) entonces el 4ngulo e
considera de signo_positivo y si el angulo se genera con un giro

a favor de las manecillas del reloj, entonces se considera de sig-*
no negatwo Fig. 5.5
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Figura 5.3
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5.3 ANGULOS .
} Definicion, Angulo es la abertura compremhda entre dos seg ; '\ ) s
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Los dos segmentos de recta se llaman los lados del dngulo,

Figura 5.5
Un ingulo se designa por una letra mayiscula colocada en el
vertlce o _bien por una letra griega _situada en la abertura.zfgcl;ﬁp
lados son_OP._y ON, entonces al 4ngulo se nombra por.
opor £ NOP., enesta notacioén es. indiferente qué se nombre les uif)l dt;'llgon;)gletna ?e hal;lla del antfulo.s orientados’en los cua-
primero, La abertura de un gngulo no sé afecta por la longitud de- P os lados es el inicial y el otro es el lado final o terminal.
igura Fig. 5.6
sus lados. Fig. 5.4.




lado inicial

49% .
lado inicial _ B
Figura 5.6
Hay una infinidad de dngulos que tienen los mismos lados

inicial y final, a los cuales se les llamaangulos coterminales,
Fig. 5.7

lado inicial

 lado inicial
Figura 5.7

Se llama dngulo _gg‘elgvaciéﬁ 4ngulo_formado_por la hori-

zontal que pasa por el ojo d

“un punto situado arriba de él.

Se llama dngulo de dep,,r_ég,iévg al angulo formado por la hori-
zontal que pasa por el ojo del observador y la visual dirigida hacia
“un punto situado abajo de él. Fig.5.8,

I Angulo de depresién

A Anguio de elevacidn { /3

el observador y la visual dirigida hacia ™|

54 UNIDADES ANGULARES

Grado. En los comienzos de nuestra era, los matematicos grie-
gos de la Escuela de Alejandria, dividieron la circunferencia en 360
partes iguales, llamando grado a la abertura angular. correspondien-
te a _ese arco_y cuyo vértice estd en el centro de la circunferencia,
p?)r lo tanto ;él_ggagp es MT;T{ parte de una revolucion y es una de
las unidades ;mgulares.{ Fig. 5.9
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1" = _e.elTo parte de una revolucién,

Figura 5.9

Dividieron también el grado en 60 partes iguales llamadas mi-
nutos (primera parte menor) y cada minuto lo dividieron en 60
partes iguales llamadas segundos (segunda parte menor de un gra-
do). :

Los simbolos para grado, minuto ¥y segundo son respectiva-
mente un cerito, una .coma y dos comas ° ,","" colocados en el
lugar de los exponentes. Asi para designar un 4ngulo de quince gra-
dos, ocho minutos y cuatro segundos, se escribe 15° 8' 4

En el sistema inglés se utilizan también los sfmbolos ’ , "
para designar pies y pulgadas respectivamente. La lectura del tex-
to hard distinguir cuando se trate de fracciones de grado o uni-

dades de longitud.

Radian. Otra unidad angular de amplia aplicacion es el ra-
dian.

Definicién. Radidn es el dngulo cuya longitud del arco sub-
tendido es igual a la longitud del lado,




' Si —
Si el vértice de este dngulo lo ubicamos en el centro de una | > 27

= 2(180°) =360°
circunferencia, tenemos un radidn en la Fig. 5.10
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Y asi sucesivamente,

Tabla de equivalencias,

Radianes Radianes

Figura 5.10
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Analizando la figura 5,10 podemos encontrar la relacién
entre radianes y grados.

Sabemos que la longitud de la circunferencia es 27r y en
este giro completo hay 360° , también en toda circunferencia los

arcos son proporcionales a los angulos centrales que los subtien-
den, en consecuencia tenemos
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sustituyendo los valores correspondientes,tenemos

180°
1Radian =~ r
180° .1

5.5 CLASIFICACION DE LOS ANGULOS

simplificando y despejando

180°

5 * : Angulo nulo es aquel dngulo cuyo lado final coincide con el
-— = 57.3° aprox. | inicial] Fig. 5.11

1 Radian =

7 radianes = 180° 5
podemos formar una tabla de Lado inicial y lado final

equivalencias de grados a radianes para los valores angulares mas Figura 5,11
usuales, obteniendo multiplos y submtltiplos de 7 . : :

Con esta relacion 7 = 180°




:‘bé Angulo o agudo es un angulo cuya abertura es mayor que 0°
__Pero_menor q que la abertura de un cuadrante. Fig. 5,12

Figura 5.12

3& Angulo recto. Cuando una recta corta a otra formando an-
gulos adyacentes iguales

, entonces estos 4ngulos son rectos
Fig. 5.13
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Figura 5,13

Angulo obtuso es el dngulo cuya abertura es mayor que la

de un angulo recto y menor que la abertura de dos dngulos rectos,
Fig. 5.14
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Figura 5.14

%Angulo de lados colineales o llano es aquel dngulo cuyo lado

final es prolongacién del lado inicial o sea que sus lados forman
una recta Fig, 5.15
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Lado final Lado inicial

Figura 5.15

78 Angulo entrante es aquel angulo cuya abertura es mayor que

un angulo de lados colineales pero menor que una revolucion com-
pleta. Fig. 5.16
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Figura 5.16

f Angulo perigonal o perigono es aquel que corresponde a un

giro completo. En este angulo los lados inicial y final también
coinciden. ‘Fig. 5.17

Figura 5.17

La abertura de un dngulo_perigonal representa una circun-
ferencia a la cual corresponden 160°
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Con esta base, los limites en grados para las diferentes clases
de angulo son:

v angulo nulo = Q°
0° < dngulo agudo < 90° i
angulo rec_to = 90°
° < 4ngulo obtuso < 180" ==
éngulo - de lados colineales = 180° = 2pt,
— 180° <_éngulo entrante < 360° —

angulo perigonal = 360° = 4rt,

Generacién de dngulos en posicién normal

Se dice que un dngulo estd en posicién normal si su vértice

estd en el origen y su lado inicial coincide con el lado positivo
del eje “X*,

Si ubicamos el vértice de un dngulo de 0° en el origen del
sistema cartesiano y sus lados inicial y final coincidiendo con la

parte pos1t1va del eje de las “X”’y giramos su lado terminal en con-"

tra de las manecillas del . reloj, estaremos generando diferentes
angulos_positivos dependiendo de la pos1c10n donde se detenga el
lado terminal..

Si la posicién del lado final del angulo se ubica en el primer

cuadrante el angulo generado es agudo. . Cuando el lado final coin-
cide con la parte positiva del eje Y el angulo es rectQ Conti-

nuando con el giro y ubicando el lado fmal en el segundo cuadran-
te, generaremos.ingulos_ Sl el lado final coincide con la
parte negativa del eje “X”, el angulo es de lados colineales. Gene-
rarer_nos‘,engulos entrantes cuando detenemos el giro en cualquier
posicién del tercer y “cuarto cuadrantes Por Gltimo tendremos un
giro completo 6 dngulo p ‘perigonal al detener el lado terminal sobre
el lado_inicial ‘colocado-en-la- parte positiva del eje “X’’. En la
figura 5,18 se dan graficamente los angulos descritos.

| %% agudos
%% obtusos

Ve

%*® de lados colineales / . Nulo, y

s 0, 27

T

%?® entrantes A2 entrantes
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Figura 5.18

}(‘Deﬁniciones

, Angulosmcomp‘lementarios

Dos dngulos son complementarios si su suma es 90° .
Angulos suplementarios ’

Dos angulos son suplementarios y uno es el suplemento del
otro si la suma de ellos es 189":.}

Angulos conjugados
Dos angulos son conjugados y uno es el conjugado del

otro si la suma de ellos es 360°J En la figura 5.19 se presentan es-
tos angulos.
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a+f = 90° a+B = 180°

§ Ya
a+f = 360°
Figura 5.19

Ejercicio 5.1
¢ Cual es el campo de la trigonometria actualmente ?
¢ Qué siglo marcé su desarrollo ?

& Qué caracteristica distin
cal ?

¢ Que es un dngulo orientado ?

¢ Como se generan los dngulos positivos ¥ negativos ?

¢ Cuéntos radianes hay en un circulo ?
¢ Cuando dos dngulos son coterminales ?

-Dado un dngulo, ; cudntos dngulos coterminales tiene 2

Menciona tres angulos coterminales de los s

iguientes dngulos:
a) —45° b) 32° c) —15°

d) 67° 30’

gue a las rectas horizontal y verti-

10. Di si estos angulos son iguales o diferentes § porqué?

/

11. Asigna signos a los siguientes angulos. La flecha en la aber-
tura indica el sentido del giro.

.r a) n

d)

91
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f 4’5\ 5.6 TRIANGULOS

¢, Como se forma el dngulo de elevacién ?

Si tres puntos no alineados A, B y C se unen por segmentos
de recta AB, AC 4 BC la figura resultante se llama tridngulo y
decimos que un trlangulo es un Ppoligono_cerrado que consta de

tres lap}os y tres  angulos....

& Qué elementos intervienen en un dngulo de depresién ?

¢ Que es un grado ?

¢ Como se llaman las partes de un grado ? Enla Fig. 5.20, se presentan tres tridngulos diferentes. Los

. ; T puntos A, B y C se llaman vértices del triangulo.
¢, Cudles son las unidades angulares mis conocidas ?

G o .
D4 la definicién de radidn
¢ Cudntos grados tiene un radian ? :
¢ A cuamtos grados equivalen 3. 14159 . .. radianes ?
A R A B A B

. Comprueba cada una de las transformaciones de grados a
radianes que aparecen en la tabla de equivalencias de la pag.

TR

Figura 5.20
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Da la clasificacién de los dngulos de acuerdo con su abertura, Clasificacién de los tna.ngulos, de acuerdo con las caracteristicas

Ee los s lados...
¢ Cudles son los limites de variabilidad de un dngulo

a) entrante, b) obtuso, c) agudo ?

CHIRRML v o o -

. Di si la siguientes parejas de dngulos son complementarios, o 8
Z ; - . Triangulo equildtero
do ]
suplementarios o conjugados (Lados i_guales)
a) 75°y 15°

b) 40° 50" y 49° 50'
c) 90° y 270°
d) 270° y —90°

80° 80° ; . Triangulo is6sceles
& 2 ¥ & | (Dos lados iguales)

Dibuja en su posicién normal los dngulos cuyos lados termi-
nales pasan por los puntos siguientes:

a) (—3~-1) b (48 o (-73) Sy s e
d) (—40) &)y —L78) . 1)+ (0,-8) | {ladvsdeniales).




-Clasificacion de los tridngulos atendiendo. a.las _caracteristicas de
los angulos E

1. Triangulo rectingulo

(un dngulo O recto)

e

A

cateto ) f-,e eafe

Tridngulo equidngulo Figura 5.21
(angulos 1guales) -

El tridngulo rectangulo reviste especial importancia en trigo-
nometria y su conocimiento se remonta a afios antes de Cristo.
Fue en esa época cuando el matematico griego Pitigoras (582 a. de
J.C. — no se conoce) demostré6 un teorema relacionado con el
tridngulo rectangulo que lleva su nombre,

_ Triangulo oblicudngulo
(éngutos diferertesy

_El Tridngulo Rectingulo

Si uno de los angulos de un tridngulo es recto, entonces el
tr1angulo se llama rectangulo

El lado opuesto al angulo recto recibe el nombre de hipo.
tenusa. N

PR,

Los lados que forman el 4ngulo-recto se.llaman catetos,

conmder:ia"o S

(RS

Cateto opuesto es _aquél que estd frente al dngulo agudo %:TEL’QM! de Pitégoras

5 ¢ En todo lo rec lo la suma de los cuadrados de los
Cateto adyacente es aquél que forma parte del 4ngulo agudo.. R alu;?;ﬁl; 5 dojﬁﬁgﬁ ey

Si nosreferimos alangule A-dela.Fig. 5.21, emtoncesel cateto
opuesto es el “BCy -si_el.dngulo_conciderado es el B, entonces el
cateto opuesto es el AC..y.eladyacente.el BC,




La expresion matematica de este teorema es:

La interpretacion grafica del teorema de Pitagoras se da en
la Fig. 5.22

Figura 5.22

Conocidos dos puntos en el plano P, (X1, ¥1), Py (x2, ya),
podemos_obtener la distancia-entre ellos si procedemos de la ma-
nera siguiente. Ver Fig. 5.23

4P
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Figura 5.23

Trazamos una lineaparalela al eje ** X ” partiendo de P; y
bajamos una linea perpendicular al eje ** X ” a partir de P, . Estas
rectas se cortan en angulo recto por ser respectivamente perpendi-

culares a los ejes coordenados, formando el tridngulo rectangulo
P/A'P, , cuya hipotenusa es la longitud.de-la.recta.que une los

puntos P, 'y P,, longitud .que.-corresponde.a.la distancia_que _

queremos encontrar.

——————

La longitud del cateto horizontal P; A del tridngulo rectén-
g‘quTE oo~ i i - . _de"a_-tlﬁc_lsﬁ X; —X; la longi-
tud dej__pﬁgtg&gj’&!tjcmgtglgglgi;‘estando las ordenadas y, ¥,

La distancia entre los dos puntos.dados se obtiene aplican-

do el Teorema de Pitdgoras para-obtener el valor de la hipotenu
égl"jg}ﬁggg_gg_la letra d.
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