d? = (x3 — %)% + (Y2 —¥1)2

La figura siguiente corresponde a la grafica de la distancia en
tre los dos puntos dados. '

I

Despejando d, obtenemos

d =\//(1"‘2—K1)2 + (Y2—Vy1)?

Igualdad que se conoce como formula general para obtener la
distancia entre dos puntos en funcién de sus coordenadas.

So—

Se lee: La distancia entre dos puntos es igual a la raiz cuadra-

da de la diferencia de abscisasal cuadrado, mas la diferencia de or-
denadas al cuadrado.

Ejemplo 5.6.1

amardan e
IEIELC . E———
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: Ejemplo 5.6.2
Obtener la distancia entre los puntos (4, 7) y (8, 5).

Solucion:

Obtener la distancia entre los puntos (~7, =8)y (-5, 6)
Solucion:

Cualesquiera de los puntos puede tomarse como primer pun-
to.

Formula a usar

ooty L mﬂ@iz

‘P, (4,7 ,P (8,5)

d= \/ (x2 —%,)% + (¥, —¥;)?
X \
Férmula a usar 2 7%

i s oy 36)
d=v/(x3—x:)* (92— 1) | S '

: &/ [—5— (=D +[6—(—3)
Sustituyendo los valores de las coordenadas, tenemos : ;

| d=(=B+Tpa(6+3)
d=\/(8—4)*+ (5—T)* L\ )
d=y/16+4 = J20 =2J% R

.S 85




La grafica del ejemplo 5.6.2 se presenta enseguida.

1\

Pl('_7 s _3)

Teoremas de Amplia Aplicacién

Teorema 1~

La suma_de los angulos.interiores.de todo tridangulo es igual a |

180 Fig. 5.24

Grafica

Z(a+B+7vy) =180° = 2rt.

Figura 5.24

Teorema 2 )

_En todo tridngulo los dngulos opuestos a los lados 1gua1es son
iguales. Ver 'Fig, 5.25 s 5T

A

Figura 5.25
¢ __Tgoréﬁlﬁ?‘*l" ‘

Un ang'ulo externo de un tridngulo es igual a la suma_ de los

éngulos internos opuestos F1g 5 26

s St

X externo 0 =a+p

Figura 5.26

& Teorema 4

Los dngulos opuestos por el vértice son iguales. Fig. 5.27

B

Figura 5.27
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Ejercicio 5.2

¢ Cémo se clasifican los tridngulos, si se consideran
a) loslados b) losdngulos?

¢ Es equidngulo un tridngulo equildtero ?

¢ Se puede considerar un tridngulo equilitero como isbsceles?
¢ Por qué ?

¢ Como se llaman los lados de un tridngulo rectingulo ?
¢ Quién fué Pitdgoras ?
Enuncia el teorema de Pitdgoras

¢ En qué teorema estd basada la deduccién de la férmula de
la destancia entre dos puntos ? Escribela. /

Obtener la distancia entre los puntos dados en los siguientes
incisos y graficar

a) A(—2,4) , B(5,—6)
b) A(8,3) , B(—1,—17)
¢) C(6,0) , D(0,—8)
d) €(0,0) , D(x,y)

e) A(x,y) B(h, k)

La suma de dos de los dngulos interiores de un trigngulo

es 130° . ; Cuénto mide el tercer dngulo ?

¢ Cuénto suman los dngulos agudos de un tridngulo rectidngulo?

¢ Cuintos idngulos externos tiene un tridngulo ?

. Dibuja un tridngulo oblicudngulo y sus éngulos externos.

¢ Como son los dngulos opuestos por el vértice ?
.j? k -;r_,-_!.k_r 5

Fung'g Lrigonomé
o

. sen A =
5 - :

5. ‘7 FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

O e
e it

En todas las funciones existe una regla de correspondencm
entre las variables mdependlente y dépendiénte, sin embargo en
ocasiones la regla se coﬁ“ﬂé‘tﬁ“&m&tﬁ“wﬂ CaS0 e
las-funciones trigon "metlcgks_wgu f seno, coseno , tan=i
gente, cotaﬁ’gé‘n"fg “secante y_ cosecante , cuyas abr:ewaturas se es-

¢riben a ¢ contmuaclén

R e u——

P

sen para seno cot
cos para coseno sec
tan para tangente CsC

para cotangente
para secante
para cosecante

Si A es un angulo, entonces sen A se lee “seno de A”,

Con las seis funciones se establecen tres pares afines formados
por seno y coseno, tangente y cotangente, secante y cosencante;
en estos pares de funciones una de ellas es cofunci6én de la otra.

Si relacionamos.-los.lados. de un tridngulo rectingulo, es po-

sible/ ob m&ﬂa@gges cons1derando dos lados B
a_vez.y.cada.una de. estas relaciones se asocia a. gmn@“ﬁmclon tn-

. Eg_p_gmg,tnca.

Regiriéndonos_a uno _de los dngulos agudos.de.un tridngulo
_Igcml,;lo Fig. 5.28,tenemos las siguientes definiciones.

B

A Figura 5.28

cateto adyacente
hipotenusa

cateto opuesto
hipotenusa

cos A =

TR I e
et




cateto opuesto
cateto adyacente

tan A hipotenusa

cateto adyacente

. teto adyacente ipoten
ootk ca SR hipotenusa
=0 _cateto opuesto “3 " cateto opuesto

Si_aplicamos las. definiciones anteriores a los dngulos a

B del siguiente tridngulo cuyos lados se designan por las letra;i' '

by y c, podemos escribir lo siguiente-Fig, 5,29

b (ot
Figura 5.29

sen f§ =

cos

tan g
cot 3

e
b sec f

C
csc a = % CSCﬁ

Comparando las funciones de los éngulos
mos que:

a y f observa-
sen a
cos a
tan a

cos. f§
sen 3
cot 3

cot a tan 8
sec a = csc f
CSC a4 = sec ﬁ

Estas igualdades siempre se cumplen . si los dngulos son com-
plementarios y se puede decir que una funcion de un dngulo agudo
wgg_;gual 2 la cofuncién de su complemento, . '

Obtencion. de. las funciones trigonométricas de un ingulo agudo
dado el valor de una de ellas

Cuando tenemos el valor de una funcién tngonometrlca de
un angﬂlo “agudo, podemos asociar los elementos de la razon_con
los lados.del tridngulo rectdngulo y obtener las funciones restantes
sm necesldad de obtener el valor del angulo.

Ejemplo 5.7.1 =

fon Bt
Si sen @ 5

Obtener las demas funclones tngonometncas de @

TCHIATWY v o oo

s w8 raagy AN

Ui

cateto opuesto

1910 % &
hipotenta 1* y como sen § = =>

5

c.opuesto 4
hipotenusa 5

Con estos datos construyamos el triétigulo; rectangulo, en
donde 6 es uno de los dngulos agudos, el cateto opuesto vale 4
y la-hipotenusa 5.’

5 4

h.c
Nt

A
—.b

Aplicando el teorema de Pitagoras se obtiene el valor del cate-
to faltante

a’ +b? =¢?

16 +,b2 = 2b
e TL g -




Bin/ 25—16 =/ 9 =8

Las funciones trigonométricas se obtienen del siguiente trian-
gulo rectingulo,

=8
cot 8 = 7

Cabe sefialar que los valores de los datos del triangulo rectan-
gulo que se obtienen a partir de una funcién, no son Gnicos ya que

el valor de una fraccion se puede obtener por un niimero infinito de

relaciones numéricas, por ejemplo —g,—..—;,%s-}%;,,ect. Sin embargo
los valores de las funcionessonlas que corresponden al dngulo

Ejemplo 5.7.2

Obtener la demis fuciones trigonométricas de 0.

Sitanf = —3_
V7

Solucién:

A cateto opuesto —_ o
o cateto adyacente ° 5

tan 6

=3— ", setiene
VT

c.opuesto _ _ 3.
c. adyacente N

Construyamos el siguiente tridngulo rectingulo.

£
Vi

El valor de la hipotenusa ¢ ,- lo obtenemos aplicando el teore-
ma de Pitagoras.

¢? =a+ b?

c? =32—}-(\/§_)2
=16

c =4

Por lo tanto las funciones trigonométricas se obtienen del
siguiente triangulo.
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Funciones Trigonométricas de los Angulos 45°, 30° y 60°

_S_i__c9nstru1’mos un triangulo rectangulo isdsceles cuyos cate
tos sean iguales e iguales-a la -unidad, estaremos construyendo

triangulo cuyos dngulos agudos son iguales e iguales a 45° ,
Fig. 5.30

Figura 5.30
La hipotenusa la obtenemos aplicando el Teorema de Pitag

h2= 1 +i

cos 45°

tan 45°

cot 45°

sec 45°

csc 45°

Construyamos enseguida un tridangulo equilitero cuyos lados
tengan una longitud de dos unidades, Como todo tridngulo equila- ~

tero es equiangulo, cada dngulo mide 60°, puesto que la suma de,
los.dngulos. interiores es 180°. Fig.5.31

60°

2
Figura 5.31

La bisectriz* del angulo opuesto a la base, lo es también de 'és-

~ta Gltima y del tridngulo misme. Tomando cualesquiera de estas

b

mitades del tridngulo inicial, tenemos un tridngulo rectingulo
cuyos angulos agudos miden 30° y 60° , de este tridngulo obtene-
mos las funciones correspondientes a los dngulos agudos de 30° y

_60° . Aplicando el Tegrema de Pitigoras obtenemos el valor del

cateto desconocido. Fig, 5,32

a2+ b® = ¢?

a=+ c2—h?
a=+y4—1
a=+3

Je

Figura 5.32

_* Larecta AD'esla BISECTRIZ del dngulo BAC si y solo sl X BAD = X DAC.

Teorema, Todo dngulo tiene exactamente una bisectriz,

: ::“:;ﬁ'tf!:“x;i"ii S seteve
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Funciones de 30° jercicio 5.3

1. Enumera las seis funciones trigonométricas,

2. Obtener las seis funciones trigonométricas para el ingulo
A del siguiente tridngulo,

A

Obtener las seis funciones trigonométricas para el dngulo B
del tridngulo del problema anterior.

Menciona las cofunciones del sen a , sec a , tana

~Funciones de 60°

En los siguientes incisos se dan los valores de los catetos de
un tridngulo rectingulo. Obtener el valor de la hipotenusa.

a=6,b=8
a=10,b=5
a=3,b="T
a=4 b=12
En los siguientes incisos se dan los valores de la hipotenusa y

un cateto de un tridngulo rectiangulo. Obtener el valor del
otro cateto.




iii) ¢c=15, a=6

iv) c=4/2 ,a=1

¢ Qué valores tieﬁen los lados de los tridngulos rectdngulos de
donde se obtienen las funciones de 45° , 80° y 60° ?

Obtener las seis funciones {gigonométricas de 45° , 30° y
60° a partir del tridngulo rectingulo correspondiente,

Completa las siguientes proposiciones
sen 30° = cos — LC

tan 45° = cot

sec 70° = csc

cot 60° = tan

csc 15° = sec

cos 85° = sen

¢ En que te besaste para llenar los espacios de la pregunta
anterior ?

Si el lado de un cuadrado mide 8 unidades de longitud. |

¢Cuanto mide su diagonal ? Construye la figura,

En los siguientes incisos se d4 el valor de una funcion trigono-
métrica de un dngulo. Obtener las demas funciones trigono-
métricas del dngulo dado.

a) cosf =

c) secf=
e) cotp= f) cscé

. Si los lados de un rectdngulo miden 10 y 6 unidades, ¢ Cuanto
mide su diagonal ? Construye la figura.

|

5.8 RESOLUCION DE TRIANGULOS RECTANGULOS

/Resolver un tridngulo recténgulo significa conocer las longi-
tudes de los tres lados y los valores angulares de los tres angulos.

Consideraremos los diferentes casos que se pueden presen-
dar,” conociendo dos de sus lados o bien uno de sus dngulos agu-
dos y. un lado.

” - - : - - ‘
Es 1til aplicar las siguientes reglas que facilitan la obtencién

de los catetos, las cuales se obtienen por aplicacién de las funcio-
nes.

Regla 1|

En todo tridngulo rectingulo un cateto es igual a la hipote-

_nusa, multiplicada por el seno del dngulo opuesto o por el coseno

del dngulo adyacente al cateto considerado.

=> a=csena

=> b=ccosa

/Regla 2

En todo tridngulo reéténgulo un_cateto es igual al otfro cate-
to, multiplicado por la tangente del dngulo opuesto o por la co-
_tangente del dngulo adyacente.

RN e

Ty

&)

r L

PR TE! SEILIL

At
it

SRR v oD e o




tana.=——%~‘ => a=btana

cota=% ==> b=acota

Cuando las incégnitas de un tridngulo rectingulo son los
dngulos agudos, estos se obtienen a través de una funcién trigo.
nométrica que relacione dos lados conocidos, Al despejar el va-
lor angular se utiliza la abrevmtura de la funcién escogida, elevada
ala potencia —1, como sen’!, co§? , etc. que significa dngulo cu-
YO seno o éngulo cuyo coseno respectivamente.

La siguiente proposicion esun ejemplo de lo anteriormente
explicado.

Sisena:%— => g=sen!

Lo cual se lee ‘¢ si seno de alfa es igual a -—— -entoces alfa es el 4ngulo
ciyo seno es?

El dngulo se obtiene buscando en las tablas trigonométricas

o bien en una calculadora con funciones trigonométricas, el valor
angular correspondiente,

Ejemplo 5.8.1

_Los catetos de un tridngulo rectingulo miden 3 y 4 unidades
de longitud. Encontrar la hipotenusa y los angulos agudos.

Solucion:

Construyamos el tridngulo rectingulo correspondiente.a los

catetos dados y obtengamos la _hipotenusa

= a2 + b?

= 32 +42

Escogemos la funcion tangente para obtener los valores an-
gulares.

4
3
@ = tan—1 -4
3
a tan—! 1.333..

tan a

Ejemplo 5.8.2

Uno de los 4ngulos agudos de un tridangulo rectangulo es de
30° y la hipotenusa mide 6. Resolver el triangulo,

Solucion:

La figura aproximada con esos datos es:

Utilizando una de las funciones trigonométricas que relacione

el angulo y el lado dados con uno de los catetos desconocidos se
tiene: _

cos 30° = %— entonces,

Despejando “au

a=6 cos 30°

También podriamos haber utilizado la regla directa puesto

que conocemos la hipotenusa y un dngulo agudo. Utilizindola
tenemos:




a=6 cos 30°

b=6 sen 30°
-Un cateto es igual a la hipotenusa multiplicada por el

seno del dngulo opuesto o por el coseno del angulo adyacente,

Sabemos que:

sen 30°

AZE— entonces
() - v

_6(2)=3

El otro dngulo agudo debe ser el complemento del 4ngulo d¢
30°, puesto que la suma de los angulos agudos de un tridnguld
rectiangulo es 90°,

cos 30°

Por lo tanto el dangulo g = 60°

El diagrama del tridngulo resuelto se presenta enseguida.

3v3
Ejemplo 5.8.3

Resolver el tridngulo rectangulo que tlene un dngulo agudo dJ
60° y el cateto opuesto a él mide 2 /3

Solucion:

El diagrama inicial del tridngulo rectdngulo en cuestién es:

Usando la regla directa que nos dice que un cateto es igual
al otro cateto, multiplicado por la cotangente del angulo adya-
cente, tenemos:

2./ 3 cot 60° cot 60° = ASE

=2

/3 /3 2(v/ 3)?
entonces a = Ms 3 = (3 )

Una vez conocidos los dos catetes, la hipotenusa la obtene-
mos aplicando el Teorema de Pitagor- ..

21(2)2 +7( 23/
;
=4+ 12 = 16
c= 4

El dngulo B = 90°—60°= 30°




El diagrama final del tridngulo resuelto es:

Ejercicio 5.4

¢ Que significa resolver un tridngulo rectangulo ? 3

¢. Cuantos elementos se deben conocer como minimo para
poder resolver un triangulo rectingulo ?

Si conocemos la hipotenusa y un dngulo agudo. ; Qué regla
aplicamos para encontrar los catetos ?

Si conocemos un cateto y un dngulo agudo. ; Qué regla apli-
camos para obtener el otro cateto ?

¢ Cémo se leen las siguientes proposiciones ?

a) sen! 0.5 b) cot! ;>

2

c) tanl1

Resolver los siguientes tridngulos rectingulos, cuyos datos
se dan en cada inciso, de acuerdo con la figura siguiente

Encontrar la altura a la que se encuentra un aeroplano que
estd sobrevolando un drea ubicada a 2,000 m de una bateria
antiaérea. El dngulo de elevaci6n del avion, desde la bateria
es de 30°. )

Un aeroplano vuela a una altura de 2,200 m sobre el nivel del
mar, cuando pasa sobre su portaviones. En el mismo instante
se advierte la presencia de un submarino, cuyo dngulo de de-
presién es de 28°, desde el aeroplano. Calcular la distancia
entre el submarino y el portaviones. '
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