5.9 : FUNCIONES TRIGONOMETRICAS PARA ANGULOS AGU.
DOS, OBTUSOS Y ENTRANTES, B

Los tridngulos rectingulos con angulos agudoes de 45°, 30° y
60°, son bésicos para obtener las razones trigonométricas de an-
gulos obtusos y entrantes, si colocamos uno de estos tridngulos
en los diferentes cuadrantes del sistema cartesiano, cuidando que
la base del tridngulo coincida siempre con el eje de las X En
esta posicion, las longitudes de los catetos del tridngulo rectdngu-
lo pasan a ser coordenadas del vértice opuesto a la base, la longitud
de la hipotenusa se considera como la distancia del punto al origen
y como toda distancia, siempre es positiva. Con estas consideracio-

nes, las funciones del angulo agudo del tridngulo rectingulo co-
rresponden a las funciones del dngulo cuyo lado inicial es la parte .

positiva del eje “ X * y el lado terminal coincide con la posicién
de la hipotenusa. '

Al definir las funciones trigonométricas en los difei'entes
cuadrantes, reportaran diferentes signos,

_Las siguientes figuras muestran la posicién del tridngulo rec-
tangulo en los diferentes cuadrantes, al cual llamaremos tridngulo
trigonométrico. Fig.5.33 y 5.34

[oaceme (a,b)

Figura 5.34

FUNCIONES DE 45°, 135°, 225° y 315°

Estas funciones se obtienen si colocamos.el tridngulo rectan-
gulo de 45° en los diferentes cuadrantes. Asi si lo colocamos en el
primer cuadrante obtenemos la Fig. 535

A

Figura 5.35

Si el tridngulo trigonométrico esta ubica’do. en el _pritlner cua-
drante, los valores de las funciones trigonometr._lcas comcu.ien con
las obtenidas considerando el triangulo respectivo como flgmia -
bre. Véanse los valores de las funciones trigonométricas de 45° da-

das en la pdg. 108




Para obtener las funciones de 135°, colocamos el tridngulo Las funciones trigonométricas de un éngulo de 225° corres-
trigonométrico en el segundo cuadranbe F1g SW y obtenemos ponden @ nWmﬁes*mmhtmx; Qol?)cmldo el triangulo tri-
las funciones gonometrICO ‘en el tercer cuadrante F1g 5 37
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Figura 5.36
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Si colocamos los cuatro tridngulos en un solo diagrama,
lograremos la Fig. 5,39

cuadrante se t1enen las funcmnes de 315 VerFig. 5,38 1
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Figura 5.39

FUNCIONES DE 30", 150", 210°y 330° __

cos 315°

De manera analoga al anilisis hecho en la exposicién del pun-
to anterior, se tienen las funciones trigonométricas para los dngu-
los de 30°, 150°, 210° y 330° utilizando laFig, 5.40
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Figura 5.40




La obtencién se deja como ejercicio al estudiante, asi tam- _Definicion de las funciones-
bién como la obtencién de las funciones de 60°, 120° 240° y

300° donde se utiliza la Fig.5.41 | 7 e e g e
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FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE LOS ANGULOS
Figura 5.41 WA DE_0°, 90°, 180°, 270° y 360°

' . ¥ Estos dngulos tienen la caracteristicas de que sus lados ter-
5.10 OBTENCION DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS . minales coinciden con alguno de los ejes coordenados. I L
DE CUALQUIER ANGULO. :

: ; ; &1 o Las funciones trigonométricas de estos angulos se obtienen
Partiendo de las definiciones de las funciones trigonometri- construyendo una circunferencia de radio uno con centro en el

cas para angulos cuyo lado terminal estd en los d1fferentes_ cua- otigen, Tlatada circunferenicis uhitaria. Fig, 5,43 : s

drantes, podemos generalizar dichas definiciones si considera- i

mos un angulo @ en posiciéon normal, un punto P situado

S 90°]
en el lado terminal del dngulo 6 vy la distancia de ese punto P ""l o < Bnikied J
al origen. Ver Fig. 5.42 _
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Figura 5.42

270° @—-1)
} Figura 5.43




Si localizamos puntos sobre los lados terminales de los angy. £
los miltiplos de -~ tenemos como coordenadas (1, 0), 0,1) F
(—1, 0), (0,—1) y aplicando las definiciones generales, obtenemog |

cot 90° =

F . (s} 3 o
unciones de 0° y 360 sec 90°

csc 90°

Se deja al estudiante como ejercicio la obtencién de las fun-

5 it St ciones de 180° y'270°,

(1,0)

Ejercicio 5.5

sen0° cot0° =

¢ En qué posicion debe estar colocado el tridngulo trigonomé-

CcOos Oo \ sec 0° =
trico, en el sistema cartesiano ?

tan 0° e csc0°® =

Dibuja el tridngulo trigonométrico en los diferentes cuadrantes

Las funciones de 360° tienen los mismos valores que las de 0°

A

Funciones de 90°
Con base en los tridngulos rectangulos de la Fig. 5.40, ob-

tener las funciones trigonométricas de los dngulos de 30°,°
150° , 210° y 330°. ;

Con base en los triangulos de la Fig. 5.41, obtener las fun-
ciones trigonométricas de los dngulos de 60° , 120° , 240°y
300°.

Dar las definiciones de las seis funciones trigonométricas a
partir de las coordenadas de un punto y de la distancia al
origen.




Obtener las funciones trigonométricas de 180° y 270° , a par-

tir de la circunferencia unitaria. DEL ANGULO POSITIVO: . -

L

511 FUNCIONES DE ANGULOS NEGATIVOS EN TERMINOS

; En chales cuadrantes es positiva la funcién coseno ? g :
; En la Fig. 5.44 se presenta un 4ngulo positivo 8 y el negativo

de este angulo (- 0). Fig. 5.44

Forma una tabla donde especifiques el signo de las funciones
en los diferentes cuadrantes;

En cada uno de los siguientes incisos, obtener las funciones
trigonométricas del angulo en posicion normal cuyo lado
final pasa por el punto imdicado.

2 (V3,-1) 9 (0,—1)

b (—1;1) d (—1,—1) Figura 5.44
a o.

Obteniendo las funciones trigonométricas de 6 -
demos establecer la relacién entre ellas. y (- 6) po-

sen 0 = sen (8 )= :dL

cos @ : cos (_3)=__§__

tan 6 tan(-—ﬂ)=':xL

-
=¥

d

cot 0 : cot (—80) =

sec 0 =

csc @ =

sec (—8)

csc (—0)




Comparando las dos columnas, tenemos

sen (—f) = —senf cot (—0)

cos (—0) cos @ sec (—0)

tan (—8) = —tan 0 csc (— @)

5.12 GRAFICAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS,
Haciendo . una recopilaciéon de los valores angulares de cada
una de las funciones trigonomeétricas, localizando en el sistema de

ejes coordenados los puntos correspondientes a cada pareja orde-

nada y uniéndolos por una curva suave, obtenemos la grafica de
cada una de ellas.

Funcion seno; y= sen x

TABLA DE VALORES

Los valores ahgulares los transformamos a radianes y en esa
forma los localizamos sobre el eje de las “ X *, los valores de la
funcién se localizan sobre el eje “Y”’. Ver figura Fig. 5.45

Figura 5.45

Los valores dados a la variable x

angulos negativos y mayores que 27 , sin embargo los valores

de la variable dependiente “y” o funcion siempre estaran entre
-1yl '

~ se pueden ampliar a

Con los datos anteriores damos la definicién formal de la fun-
cion seno expresada en la notacién de conjunto.

Sen =

{(x,y)IY=senx,xeR;ye[—1;1]}r

La cual se lee: La funcién seno es igual al conjunto de pare-
Jas ordenadas (x, y), tal que y = sen x , el dominio de la fun-
cién son los niimeros reales y el recorrido de la funcién es el inter-
valo cerradode — 1al.

Las seis funciones trigonométricas son funciones peribdicas,

repitiéndose el periodo un nimero infinito de veces por lo tanto

la grafica se presenta en la Fig. 5.46
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Funcion coseno ; y-cos x

TABLA DE VALORES

X

0°
30°
45°

~ 60°
90°
120°

1357

150°

180° | —1

Localizando los puntos correspondientes a cada uno de los
pares ordenados de la tabla anterior, obtenemos la grafica de Ir
funcion coseno. Fig. 5.47

y
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T o
y=cosx,

Figura 5.47

Definicion

Cos = [(x,y) | y=cos x, xeR; ye[—l;ll}

Lo eual se lee: la funcidoncosenoes igual al conjunto de pare-
jas ordenadas . (X,¥), tal que y=cosx , el dominio de la fun-
cion son los numeros reales y el recorrido de la misma es el inter-

valo cerradode — 1al.

Si repetimos el periodo, obtenemos la Fig, 5,48 para la
funcion coseno.

y

par

@\-L/—%- 1 ;u\l_/s;./;.\;i\ﬂ
¥ = s X,

Figura 5.48

" Funcién tangente, y = tan X

TABLA DE VALORES

y X

0




El anilisis de esta tabla nos indica que para los valores angu-
lares de 90° y 270°, el valor de la funcién es infinito, en estos ca-
sos la curva se fuga al infinito, teniendo como limite una rects
vertical llamada asintota. Estas rectas se dibujan a través de cac
uno de los puntos —;I- + nq donde n esun nimero ente
Ver Fig, 5.49
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Definicion

Tan= {(x,y) | y=tanx, xeR, x# (= +n7) ; yeR}

La construccidn de la tabla de valores para las funciones co-
tangente, secante y cosecante se dejan como ejercicio al estudian-

te. Las graficas respectivas se dan a continuacion. Figs. 5.50 5.51
y 5.52

-= ~ Los puntos de las curvas localizadas a la izquierda del eje “Y”’
se obtienen dando valores angulares negativos a la variable x .

i e e

et

RIS

S R 3
it




Ejercicio 5.6
Combpleta las siguientes proposiciones
sen(—8@) = cot(—0)=
cos(— 0)= sec(—0 )=

tan(—0 )= csc(—@)=

Define las funciones seno, coseno y tangente, dando su do-
minio y recorrido,

Dibujar las funciones seno y coseno en una sola gréfica para

el periodo de 0° a 360°

¢ En qué se distingue la grafica del seno de la del coseno ?

¢ Se puede trazar la grifica de la funcién tangente sin despe-

gar el lapiz ?

Grafica las siguientes funciones para el intervalo que se indica
a) tan x
b) cotx
c) secx
d) cscx
Forma las tablas de valores para las funciones cot , sec , ¥ cse
y comprueb_a sus graficas.

Define las funciones cotangente, secante y cosecante en for-
ma de conjunto, dardo su dominio y recorrido.

5.13 IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

(Identidad trigonométrica’es una igualdad que se cumple para
todo valor del angulo o argumento.

Aqui se mencionaran las principales, ya que el niimero de
ellas es grande,

Identidades inversas multiplicativas del mismo angulo.

1. sena csca = 1
2. cosa seca = 1

3. tana cota = 1

Despejando de cada una de las igualdades una de las funcio-
nes, obtenemos

Demostrar que: senacsca=1

Demostracion:

Construyamos un triangulo rectangulo dando nombres a sus
lados y sustituyamos las funciones por las relaciones correspon-
deintes, al llegar a una identidad airtmética, la identidad trigono-
métrica queda demostrada.




Demostrar que: sen? a + cos? a

Demostracion:

-

a

Las demostraciones de las identidades 2 y 3 se dejan al estu-
diante.

Identidades Pitagoricas

Vot s

sen a
4,  —

= tan a
cos a

COs a

= cot a
sen a

gt

sena + cos?a = 1

A

s
P i

1+ tan? @ = sec? a

-

RN
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1+ cot?a = csc? a

Las identidades 7 y 8 pueden obtenerse de la identidad 6 por
transformaciones permitidas a saber:

en a
Dem . LEEV e
emostrar que e,

Transformar la identidad sen? @ + cos? a =

en 1+ tan?a
Demostracion:

Transformacion:

2 2
.sen‘a cos“a
cos?q cos?a

Una igualdad no se altera si
los dos miembros se dividen
entre la misma cantidad.




