Utilizando las identidades

senia
3 R —— = tana
tan’a + 1=sec’a cos a

: = sec
y cos @

La propiedad conmutativa de
la adicion.

5.14 IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS
COMPUESTOS.

Figura 5.56
i{\ngulo compuesto/ es aquel dngulo formado por la suma, res- Coseno de la suma y diferencia de dos dngulos.
ta, multiplicacién o division de dos angulos simples! Si representa:

mos geométricamente estos angulos, obtenemos las Figs. 5.53,
5.54,. 5.55 y5.56.,

) Para obtener la indentidad del coseno de la diferenciade dos
angulos, construyamos una circunferenciaunitaria con centro en el

B e

? origen y marquemos losdngulos a y [ en posicion normal. Fig.5.57
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(cosa,sena) B A (cosf,senf)

Figura 5.57

Las coordenadas de los puntos A y B que estdn en la circun-
ferencia se asocian con el coseno y con el seno del dngulo respectivo.




Uniendo los puntos A y B se forma el tridngulo A OB,
La longitud del lado AB la podemos obtener aplicando la formula
general de la distancia entre dos puntos.

d=\/(xz—x1‘)2 + (y2— V1 g

AB =,/ (sena—sen B)>+ (cosa—cos B)?

Desarrollando los cuadrados y simplificando

AB = \/ 2—2sena sen3— 2 cosacos 8

Elevando al cuadrado los dos miembros obtenemos

A_ﬁi-——2—2sen.a.senB——ZcosacosB _ (1_)
Si giramos el tridngulo ABO de manera (iue el ,vé'rti.ce A

coincida con el punto (1,0), hacemos que el dngulo a — 3 “esté

en posicion normal y que las coordenadas del vértice B sean ahora
(cos(a—pB) ,sen(a—B) ). Fig 558

)
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Fig. 5.58

AB® = [ 1—cos (a—B) ]2

2
+ [0-—sen(a—ﬁ) ]
desarrollando los cuadrados de los binomios

R Ve gun, B X & gednag &g (@—B) + sen? (a—pB)

sustituyendo los Gltimos dos sumandos por la unidad, puesto que
cos> (@a— )+ sen? (a —B) = 1, tenemos

—2

AB = 2—2cos(a—f) (2)

como la longitud de la recta AB es la misma en las dos figuras, en-

tonces formamos una igualdad, igualando los segundos miembros
de las ecuaciones 1 y 2,
2—-2cos(a—f) = 2—2senasenff— 2 cosacos

simplificando, dividiendo entre — 2 y conmutando los sumandos
del segundo miembro de la igualdad, obtenemos la identidad

| cos(a—pB) = cosacosf + senasenf

Si en esta identidad el angulo £
entonces la identidad se transforma en:

cos (a—(—B)) =

como cos(—f) =cos f y .sen(—pB) =— senf, entonces
tenemos

lo sustituimos por (— f),

cosa cos(—f)+ senasen(—f)

cos(a+ B) = cosacosf—senasenf

Las identidades referentes al seno de la suma y diferen-
cia de dos &dngulos, se obtienen aplicando el concepto de co-
funcion y las identidades que a continuacion se deducen.

. Slenlaldentldad cos(a—f) = cosacosf +senasenf
sustituimos el angulo a por 90°,
.obtenemos cos (90° —fB)=cos 90° cos 8- + sen 90° sen f

como cos 90°=0 y sen 90°=1-, entonces la identidad se trans-
forma en




cos (90°-6) = sen

si en esta identidad sustituimos el dngulo f por (90% ), obte f

nemos )
cos ( 90%=(90°—f) ) = sen (90°—f)
cos B = sen (90°—§). *

Con estas identidades, comprobamos que cualquier funcio
de un angulo dado es igual ala cofuncion de su complemento,

Seno de la suma y diferencia de dos dngulos.

Sustituyendo el angulo B por (a +B) en la identidad
sen = cos ( 90° — B ), obtenemos

sen (a+ B)=cos (90°—(a+pB) )

reagrupando el segundo miembro, escribimos

sen (a + ﬁ)=005[(190°—a)—3]

Aplicando la identidad del coseno de la diferencia de dos angulos
al segundo miembro, tenemos

sen(a+ f) = cos(90%a) cosf+ sen (90°—a) senp

sustituyendo cos (90~ a ) por sena y
cos a -obtenemos

sen ( 90°~a ) po

sen(a+f) = senacosf+ cosasenf —

tan(a+ ) =

En forma analoga, podemos demostrar la identidad del seno
de la diferencia de dos dngulos y obtener

, SQ]SI (a—8) = senacosf — cosasenf

Obtencion de la tangente de la suma de dos dngulos.
Utilizando las identidades basicas, podemos demostrar que:

tan a + tan
1—tan a tan

tan(a+ g) =

Demostracion:

_ _sen(a+B)
s il cos(a+ B)

sustituyendo sen(a+ B) y cos(a+ )

por sus respectivas
igualdades, tenemos

sen a cos + cosasen
cosacosfi — senasenfl -

dividiendo el numerador y el denominador entre cosa cosf.
escribimos

sen a cosf8
cos a cos f

cos a sen f§
cosa cos f

tan(a 4+ B) =

cos a cos f3
cosa cos f

sen a sen f§
cos a cos f3

reduciendo a la unidad los factores iguales, obtenemos la identi-
dad por demostrar

(et ) - AR

R e

A.v:u_:;.‘ll




En forma analoga se obtiene

tana—tanf
1+ tanatanf

tan(a—B)=

Funciones trigonométricas de angulo doble

Si hacemos que el angulo a sea igual al dngulo B en las
identidades del seno, coseno y tangente, de la suma de dos an-

gulos, obtenemos las identidades de angulo doble que se dan a
continuacion.

sen 2a 2senacosa
cos2a = cos? a—sen’ a

2tan a
1—tan?a

tan 2a =

Demostrar que: sen2a = 2senacosa

Demostracion:
sen(a+p) = senacos'B + cosasenf}
si B=a , tenemos
sen(a+ a) =senacosa + cosasen @

conmutando el orden de los factores del segundo sumando, en el
segundo miembro y sumando los términos semejantes, tenemos

sen2a = 2senacosa

Se deja como ejercicio al estudiante, la demostracion de las
identidades delcos2a y tan2a .

Demostraremos dos identidades muy usuales a partir de la
identidad cos 2 a = cos? a —sen? q

1—cos2a .
2

Demostrar que: sen? @ =

Demostracion:

Usando la identidad

cos 2a = cos? a — sen? a

sustituyendoel cos?a = 1 —sen? a , tenemos
cos2a = 1—sen? a—sen? a

cos2a = 1—2_$<~m_2 a

despejando el sen? @ , obtenemos

2sen’a = 1— cos2a

1l1—cos2a
2

sen? a =

Demostrar que: cos’a = L4 ré'os 2a

Demostracion:

Con la misma identidad del coseno del dngulo doble usado en
la demostracion anterior y sustituyendo el sen?a por 1 — cos?a
obtenemos cos 2a = 2cos’a— 1

despejando el cos?a, escribimos

1+ cos2a
2

cos’a =

e ETEn s et e




Funciones trigonométricas de la mitad de un ingulo.

Si sacamos la raiz cuadrada a los dos miembros de las ident;.
“dades

l1—cos2a

2
sen” a =
2

obtenemos las identidades

e L LT
ke 2

cosa = + 1+ cos2a
2

Como la relacién de los dngulos que aparecen en el primero y
segundo miembros es uno a dos, entonces podemos sustituir el

" a g ; :
angulo a por 5~  yasi obtener las identidades de 1a mitad del
angulo

..g'_=+ P e RS i 5 2
sen-3 -/
i

Ejercicio 5.7
Demostrar que: cosaseca=1

Demostrar que: tanacota=1

Exprese cada una de las identidades de los problemas anterio-
res en otra forma,

cosa

. ————2 ='cot @
Demostrar que: =

Tranformar la identidad, sen? a+cos? a=1
en l+cot?a = csc2a

Completa las siguientes proposiciones
cos (a-f) s ces @ 1 T4
cos (a+p)

sen (a+f)

sen (a— )

Demuestra que:

cos(a—fB) = cosacosf +senasenf
Compieta las siguientes proposiciones
tan (a+f)= Jeoa

tan  (a=B)= oo

Demuestra la primera identidad del problema anterior,

Deduce las identidades trigonométricas de la mitad de un an-
gulo.




5.15 TIRANGULOS OBLICUANGULOS

Hemos mencionado que 'un triangulo rectingulo esta resuel.
to, cuando conocemos sus tres lados y sus tres dngulod, esto tam.
bién es valido para los tridngulos oblicuingulos cuyo anilisis nog
ocupa por ahora. Los elementos desconocidos en cualquier trign.
gulo pueden llegar a tres, siempre y cuando dentro de los elemen.
tos conocidos se incluya la longitud de uno de sus lados. Para re.
solver un triangulo oblicudngulo es necesario conocer nuevas leyes
que nos ayuden en esta tarea. Estas leyes se conocen con el nom-

bre de ley de los senos y ley de los cosenos, las cuales se enuncian
y se demuestran enseguida.

Ley de los senos
Enunciado:

‘;_En todo tridngulo, los lados son proporcionales a los senos de
los angulos opuestos a dichos lados]

Si tenemos el tridngulo oblicuangulo ABC cuyos lados son
a, byc, Fig. 5.59

c
Figura 5.569
entonces la expresion matemitica de la ley de los senos es:

e B B
sen A sen B sen C

Demostracion:

Colocamos el tridngulo oblicuangulo de la Fig. 5.59 sobre el
plano cartesiano, haciendo que el vértice A coincida con el origen,
por lo tanto el 4ngulo A esti en posicién normal (ver Fig. 5.60)
y en esta posicidn obtenemos las coordenadas del vértice que no
esta sobre el eje “ X ” o sea el vértice C. De este vértice bajamos
una perpendicular al lado AB, siendo h la altura del tridngulo.

G- ('-b cosA , b senA )

I

]

!
D

Las coordenadas del vértice C corresponden a las distancias
AD y h respectivamente y forman los catetos del tridngulo rec-
tdngulo ADC, los cuales se expresan en funcion del angulo A por
las igualdades,

— AD = bcosA
h = bsenA

Refiriéndonos ahora al tridngulo rectangulo BCD, tenemos

h = asenB




Por lo tanto

Sih = bsenA y h = asenB , entonces bsen A = asenB,
igualdad que puede escribirse en la forma

a hB b

senA - senB

De manera anéloga se demuestra que

b - c
sen B sen C

colocando el dngulo B en posicién normal,

Escribiendo las dos igualdades en una igualdad continua, te-
nemos

Ley de los cosenos

Enunciado

|

/En-todo triangulo, el cuadrado de uno de los lados es igual
a la suyma de los cuadrados de los otros dos lados, menos el doble
producto de dichos lados por el coseno del dngulo comprendido,/

La expresion matematica de la ley de los cosénos para cada
uno de los lados a, b y c del tridngulo ABC de la Fig. 5.61 es:

c
Figura 5.61

a2 = b%2 + ¢ —2bccos A
b? = a? 4+ ¢ —2accosB

c? = a? 4+ p2 —2abcosC

Demostracion:

Colocamos el origen del sistema cartesiano spl?}'e el vértice A
del tridingulo ABC, quedando el dngulo A en posiciéon normal co-
mo se muestra en la Fig. 5.62

C (bcosA ; bsenA)

h

|
I‘
L b
|
|
|

N

D

Figura 5.62




Las coordenadas del vértice C estan dadas por
x =AD =bcos A
y= h =bsenA

y las coordenadasde B son (c,0) .

Aplicando la féormula de la distancia entre dos puntos, obte-
nemos la longitud del lado a.

a=+/ (bcosA—c)? + (bsenA—0)?
elevando al cuadrado los dos miembros nos queda
a’ = (bcosA—c)*+ (bsen A )?

elevando al cuadrado, sacando factor comin y aplicando la identidad
sen? A + cos? A=1 , obtenemos

a2 =b? cos2 A—2bccos A + ¢ + b? sen? A

a? =Db? (sen? A+ cos® A) + ¢2 — 2 be cos A

a2 =b? + ¢2 —2bccos A

Se deja como ejercicio al estudiante la obtencion del cuadra-
do de los otros dos lados.

‘/Resolucién de tridngulos obicudngulos

En la resolucién de este tipo de tridngulos se contemplan cua-
tro casos, de acuerdo con los elementos conocidos, a saber:

Al resolver tridngulos oblicudngulos se contemplan cuatro
casos tomando en cuenta los elementos conocidos, los cuales se
presentan en la siguiente tabla.

Elementos conocidos

I Un lado y dos angulos cualesquiera

II Dos lados y el 4ngulo opuesto a uno de ellos

il Dos lados .y el angulo comprendido
v Los tres lados

Los casos I y II se resuelven aplicando la ley de los senos y los
casos ITI y IV con la ley de los cosenos.

Al resolver un tridngulo oblicuangulo es recomendable hacer
siempre el dibujo del tridngulo marcando en la figura los datos y
los elementos desconocidos, identificando el caso correspondien-
te. Cuando se aplique la ley de los cosenos, se sugiere calcular pri-
meramente el mas pequeiio de los dngulo desconocidos.

Se ilustran con ejemplos los diferentes casos
Casos I Datos: Un lado y dos dngulos cualesquiera.

Ejemplo 5.15.1
Resolver el tridngulo ABC . si a=4, A=35° y B=50°
Solucion:

En la figura, los datos se presentan con negritas

35°

Las incognitas son b, c y C.




Al escribir las razones de acuerdo con la ley de los senos, hay
que cuidar que intervengan los datos y solo un elemento descono.
cido.

sustituyendo valores

_ 4gen95°
i 9z =]
Para hallar la incognita b, escribimos j sen 35
oo _4(099%) _ >

- 0.574 +
a

sen A

b
deeprianda Respuesta c
_.asenB e
sen A '
sustituyendo valores Ejemplo 5.15.2
A Encontrar a, ¢ y B del tridngulo ABC si b=10, A=40°
4 sen 50

b= e y C=100°

p= 4(0.7660) _ = 3y/7
0.5736

Solucidn:

Dibujamos el tridngulo, sefialando los datos e incognitas
: C
El angulo C se obtiene aplicando la igualdad

A4+ B+ C = 180° , dedonde
C=980°0 X — B

C = 180° —35° — 50° = 95°%

Para hallar ¢ , empleamos

c e a
sen C sen A

El 4ngulo B = 40° puestoque A + B+ C = 180°

) Para obtener a, escribimos P

despejando

_ _asenC
sen A




despejando

b sen A

a=
sen B

sen A =senB yaque A=B » entonces

a =,10
Comprobamos aqui, que los lados Opuestos a los dngulos iguale
son iguales.

Para obtener ¢ escribimos

AL i BT
sen C sen A
despejando

c= -asenC
~ senA
sustituyendo y efectuando operaciones

10 sen 100°

e sen 40°

_ _10(0.94)

0.643  — 1462

c
a= 10

Respuesta

Caso II

Datos: Dos lados y el dngulo opuesto a uno de ellgs.

Este es el caso conocido como ambiguo, ya que puede ha-
ber una, dos o ninguna solucién cuando ‘el dngulo conocido es

S

agudo, o bien una o ninguna solucién, si el angulo conocido es
recto u obtuso.

Analizaremos las soluciones posibles, si el angulo conoci-
do es agudo. '

a). Condiciones para una solucién. Fig, 5.63 -

a<c pero a=csenA

h=csen A

Figura 5.63

b) Condiciones para dos soluciones. Fig. 5.64

a<c y a>csenA

Figura 5.64




Condiciones para no - solucion. Fig. 5.65

a<c y a<csenA

Ejemplo 5.15.3
Si C=45°, b=40 y c=25. Resolver el tridngulo
Solucién:

Construimos la figura de acuerdo con los datos.

Comparamos c con la longitud de la perpendicular trazada
desde A al lado opuesto '

h = b sen 45° :

b= Y B 20,/ 2 =28.28

2

entonces 25< 283 osea c<bsenC

y de los datos sabemos que C es agudo y ¢ < b, condiciones

éstas para no solucion. En la figura observamos que el lado ¢ no
alcanza a cerrar el poligono.

Ejemplo 5.15.4

SiA=30°, c=50 y a=30. Resolver el tridngulo

Solucion:
Calculamos h

h = 50sen30° , h = 50 (_;—) =25, 30> 25 osea

a>csen30°, Aesagudo y a < ¢
ycomo a>h , entonces puede tener dos-posiciones, dando asi

lugar a las dos soluciones que en la grafica aparecen con lineas
punteadas.




Aplicando la ley de los senos al tridngulo ABC para obtener e]
angulo C, tenemos

a . c
sen A sen C

despejando

_ _csen A
sen C = OB IS

sustituyendo

o — 50sen30° _ 50(0.5)
e 30 30

2xC

%C Ba¥ § '1924°

Estos valores angulares indican las dos soluciones.

Si C = 56°, entonces el triangulo es:

Elangulo B = 180° — A -C

B = 180° - 30° — 56° = 94°

para obtener b , aplicamos la ley de los senos

xel 5g
sen A

_ asenB
.sen A

_ 80 sen 94°
sen 30°

_ _30(0.99) _
i 59.4

Si C = 124° , el tridngulo correspondiente es

Elangulo B =180° — 30° — 124° = 26°

Obtenemos b paritendo de :

b - a
sen B sen A

iy = a sen B
sen A

30 sen 26°
sen 30°

_ -30(0.45) o
e




