LOGICA
TERCERA UNIDAD

OBJETIVO DE UNIDAD:

‘ CAPITULO 10
El alumno, al terminar la unidad en el tema:

Il. LOGICA DE FUNCIONES O CUANTIFICACIONAL,

2. Conoceri el calculo de la inferencia que se efectiia con funciones,

OBJETIVOS DE APRENDIZAJE:

L LOGICA DE FUNCIONES

El alumno, por escrito en su cuaderno y sin error, en el tema:

1. Concepto de funcién proposicional.
Il. LOGICA DE FUNCIONES O CUANTIFICACIONAL.

Hay muchos razonamientos cuya validez o invdlidez no puede dec:-
dirse solamente con el analisis de la 16gica proposicional. Consideremos ¢!
caso del siguiente razonamiento vilido: Todos los gatos son mam iferos. —
Tom es un gato. Por lo tanto, Tom es mamifero. Este razonamiento re.suk
ta invalido para la logica proposicional, pues su condicional asociado tiene
una forma no tautolégica: (p.q)Or. Ello se debe a que la logica proposi-----
cional analiza, como hemos visto, las proposiciones compuestas en prop .-
siciones m4s simples hasta llegar a las atomicas, deteniéndose alli.

Para estudiar razonamientos como el expuesto es necesario un mé.--
todo de andlisis mis fino, capaz de penetrar en la forma logica de las pro--

. posiciones atémicas mismas. El desarrollo de este método copsfituye un -
capitulo fundamental de la l6gica moderna denominado, indistintamente.
teoria de la cuantificacién, logica de funciones, lgica de predicado, etc..

Es central en este tema el concepto de funcién proposicional. Para intro..-

vl B ducirlo, consideremos la conclusién de nuestro razonamiento: Tom es ——

mam{fero. Esta es una proposicién atributiva, en que se atribuye una pro-
piedad (la de ser mamifero) a un individuo (Tom). También puec'ie' expre--
sarse esto diciendo que el predicado mamifero se predica del i'nflw]duo —

Tom. Tenemos aqui dos tipos de enti_d_a_des: predicados e individuos. Para

2.1 Definiré el concepto de funcion proposicional,

2.2 Sefialard en qué consiste la cuantificacion.

2.3 Efectuard la simbolizacién de las proposiciones categéricas clasi-

cas, segun la logica funcional en el cuadrado de oposicion,
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24 Distinguiri entre predicados mon4dicos y poliadicos.

2.5 Definir4 las relaciones binarias,

2.6 Definira las propiedades de las relaciones, con sus ejemplos.

Los objetivos anteriores los podras lograr estudiando cuidadosamente el Ii-
bro de LOGICA, Cap. 10, pp- 133 - 143 inclusive,
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simbolizarlos uﬁ]_izamoe las letras mayﬁsculaia F, G, H, etc., como 'cons-—
tantes de predicado (designan un predicado en especial), las letras mints..
culas g,b,c, efc., como  constantes de individuo (designan un individuo -.
determinado), y las minisculas x, y, z como variables de individuo (desig-
nan un individuo no especificado). Segiin esto, la proposicién que nos ...
ocupa se simbolizaria como: Ma (donde M: mamifero;a: Tom). Conside.-
remos ahora la expresion: Mx (donde M: mamifero). Ella no simboliza -...
una proposicion, puesto que no es ni verdadera ni falsa, dado que x, por -
ser una variable, no designa ningiin individuo en particular. Pero puede —
transformarse en una proposicién sustituyendo la variable individual x por
una (:,onstante individual, por ejemplo, a donde a designa un individuo de.
Terr.m.nado (como Tom). Expresiones como Mx que contienen variables -
mdmiluales y tales que si se sustituyen dichas variables por constantes

se obtienen proposiciones, se denominan funciones proposicionales. Las -
constantes que pueden sustituir a una|variable se denominan valores de ---
dicha variable.

2, La cuantificacién.

Como quedé dicho, una funcién proposicional puede transformarse
en una proposicion sustituyendo las variables que contiene por constantes.
Una segunda manera de efectuar esa transformacién es la que se denomina
guantificacion. Esta consiste en prefijar a la funcién proposicional una ex-
presifm'llamada cuantificador mediante la cual se establece o bien que el -
predlcado se aplica a —o es satisfecho por— todos los valores de la variable
que figura en dicho cuantificador, o bien que es satisfecho al menos por -
uno de estos valores. El primer caso corresponde al cuantificador univer—
sal: que se simboliza usualmente como (x) (y se lee para todo x). Asi Fx -
se interpreta como x es filoséfo, (x)Fx significa: para todo x, x es filésofo.
El segundo caso corresponde al cuantificador existencial, que se simboliza
(dx) (existe al menos un x tal que). En nuestro ejemplo: (@x)Fx significa-
ra: Existe al menos un x que es filésofo.

VARIABLES LIBRES Y LIGADAS. De este modo, expresiones como ---
(x)Fx y ( 3x)Fx, a pesar de contener variables, no son ya funciones pro----
posicionales, sino proposiciones. Ello se debe a que las variables de la fun.
¢ién han caido dentro del dominio o alcance de un cuantificador. Se dice
de las variables que se hallan dentro del alcance de un cuantificador que --
estan ligadas; de lo contrario, son variables libres. Para que una expresion
sea una funcién proposicional, debe contener al menos una variable libre.

CONVENCION. Se conviene en que el alcance de un cuantificador se -
extiende hasta la primera conectiva que conténga la expresion que le sigue:
si desea darsele un alcance mayor, debe encerrarse la expresion que se pre-
tende afectar entre paréntesis. En los siguientes ejemplos las variables li----
bres se distinguen con letras subrayadas:

(ax) (Fx.Gx); (y) Fy.Gy; (x) [(FxGy) D GxJ;
(x) (dy) (Fx.Gy) '

3. Leyes de equivalencia entre la cuantificacién
universal y la existencial.

Las siguientes leyes expresan relaciones de equivalencia entre la
cuantificacién universal y la existencial:

(x)Fx = ~v (@x) v Fx
(Ix)Fx = v (x) v Fx
~ (x)Fx= (9x) v Fx
~ (Ix)Fx = (x) v Fx

Fstas equivalencias permiten traducir cualquier formula cuantifica--
da universalmente a otra férmula con cuantificacién existencial y vicever-
sa, lo que, unido a ciertas transformaciones autorizadas por reglas y leyes
logicas, permite simplificar algunas formulas y realizar algunas demostra---

ciones.




Ejemplo:

~ (3x)[Fx D (™ Gx v~ Hx)
Paso 1. Por ley de equivalencia entre cuantificadores.

(x)V[FxD (“Gx v v Hx)]
Paso 2. Por ley de negacion del condicional.

(x)[Fx v (VvGx v vHx)]
Paso 3. Por ley de De Morgan:

(x) [Fx.(vVvGx .V VHx)]
FPaso 4. Por ley de doble negacion:

(x)(Fx . Gx . Hx)

4. Distribucién de cuantificadores.

Otras leyes referidas a expresiones cuantificadas que sefialaremos -
son las de distribucion de cuantificadores: el cuantificador universal es ---

distributivo con respecto a la conjuncién (pero no a la disyuncién) y el --

existencial lo es con respecto a la disyuncién (pero no ala conjuncion).

(x}(Fx .Gx) = [(x) Fx . (x) Gx]
(dx)(Fx v Gx) = j(dx) Fx v (dx) Gx]

Pueden establecerse, ademis las siguientes implicaciones:

[(x)Fx v (x) Gx] D (x) (Fx v Gx)
(3x)(Fx . Gx) D [(dx) Fx . (Ix) Gx]

5. Simbolizacién de las proposiciones
categéricas cldsicas,

La légica funcional permite analizar las proposiciones categéricas -

cl4sicas y las inferencias en que sus términos juegan un papel significativo.
Segtin la moderna teoria de la cuantificacién, las proposiciones categori----
cas tipicas se simbolizan de la siguiente manera:

‘

. ANALISIS DE LA
LOGICA FUNCIONAL

ANALISIS CLASICO

A
UNIVERSAL Todo S es P
AFIRMATIVA

(x)fo D Gx)

E
UNIVERSAL
NEGATIVA

Ningtin S es P (x) (Fx DO~ Gx)

I :
PARTICULAR
AFIRMATIVA

o
PARTICULAR
NEGATIVA

Algun S es P (9x) (Fx . Gx)

Algun S no es P (dx)(Fx . ~v Gx)

T T P e T A S e P

Hemos visto que términos como mamifero y vertebrado se conside-
ran predicados ;| decir que todo Ses P (todo mamifero es vertebrado) ---
equivale a decir, segiin este andlisis, que todo individuo, si tiene la propie--
dad S (en el ejemplo, la de ser mamifero), tiene la propiedad P (la de ser --
vertebrado). O sea que las proposiciones universales del tipo A son condi-
cionales generalizados. Lo mismo ocurre con las proposiciones universales-
negativas (tipo E): todo individuo, si tiene la propiedad S, 5o tiene la pro-
piedad P. En cambio, las proposiciones del tipo 1y del tipo O se interpre-
‘tan como existenciales: Hay al menos algin individuo que tiene las propie-
dades S y P, y Hay al menos algin individuo que tiene la propiedad S y no
tiene la propiedad P, respectivamente.

Sobre la base de estas formas tipicas, pueden traducirse proposicio-
nes mas complejas.' Ejemplos:

Algun gato de angora es blanco: '?Hx) (Fx.Gx.Hx );
Ningtin hombre noble es racista: (x) [(Fx . Gx) O ~v Hx}
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6. Interpretacién moderna del cuadrado
de oposicibén.

Segiin la simbolizacién que ya se ha estudiado, el cuadrado clisico
de oposicion de los juicios adoptaria la siguiente forma:

A
(x) (Fx D Gx)

(dx) (fx.Gx)
I

E.
(x) (Fx D" Gx)

{dx) (Fx .~ Gx)
(4]

Ahora bien en esta interpretacién moderna de las proposiciones -
categoricas la mayoria de las inferencias del cuadrado clisico no son vili-
das. Presentamos a continuacion un somero anilisis de las mismas:

Proposiciones
contrarias

(A—E)

Proposiciones
subcontrarias

1-0)

LOGICA CLASICA .

No pueden ser ambas
verdaderas.

No pueden ser ambas
falsas.

INTERPRETACION
MODERNA

Pueden ser verdaderas am—
bas; si no hay individuos —
que tengan la propiedad se-

fialada en el antecedente, és-

te resulta falso y por lo tan-
to el condicional sera verda-
dero independientemente -
del valor de verdad del con-
secuerite.

Pueden ser ambas falsas; & -
no hay individuos que po-—
sean la propiedad sefialada -
en el primer miemhro de la
conjuncion, ésta resulta fal
ea, independientemente del
valor de verdad del otro —
miembro.

Relacion de

subalternacion
(A-T)
E-0)

Proposiciones

contradictorias
(A-0)
(E-D

LOGICA CLASICA

8i la universal es verda-
dera, la particular res—
pectiva también lo se-

ra.

Si la particular es
falsa, la universal -
correspondiente —
tambien lo sera.

Tienen su valor de
verdad diferente —
en todos los casos.

DEMOSTRACION de A ="V 0

INTERPRETACION MODERNA

Puede ser verdadera la universal

y falsa la particular respectiva; -
en el caso de que no haya indivi—
duos que posean el atributo sefia--
lado en el antecedente de la pro—
posicion universal, éste resulta ver
dadero (ver arriba A_E) y la con-
juncién que aparece en la particu-
lar respectiva, falsa (ver arriba ——
1-0).

Puede ser falsa la particular y ver-
daders|1a universal respectiva; el -
andlisis es igual al anterior.

Esta es la inica inferencia del cua
drado que se mantiene; es posible
demostrar en términos de la logi-
ca funcional, mediante una serie -
de inferencias validas, que la ver—
dad de un juicio implica la false—
dad de su contradictorio, y vice—
versa, Presentamos a continuacion
un ejemplo de demostracion de es
te tipo.

Equivalencia a demostrar: (x) (Fx O Gx) ="V (3x) (Fx .V Gx)

1. Por ley de equivalencia de cuantificadores:

2. Por ley de negacion del condicional.

- @) FxD6x)="v(d@x)"v(Fx DGx)

@) (Fx D6x) =~V (Tx) Fx. V6x)




7. Predicados monddicos y poliddicos.

A todo predicado puede asignirsele un grado; éste se halla determi..
nado por el niimero minimo de individuos de los cuales tiene sentido pre-
dicarlo. Asi, por ejemplo, tiene sentido predicar bueno de un solo indivi-.
duo (Juan es bueno); en cambio; un predicado como mds alto/que requie..
re al menos dos nombres de individuo para que pueda formularse con él --
una oracién con sentido (Juan es més alto que Pedro). Los predicados de -
grado I (monddicos) corrésponden a propiedades de los objetos o indivi—
duos, y los de grado mayor que I (diddicos, triddicos, y, en general, polig-.
dicos) corresponden a relaciones. Para indicar si un predicado es monadico
diddico, etc., se colocan, a la derecha de la letra que lo representa, varia-

bles de individuo en una kcantidad idéntica.al grado del predicado. Ejem----.

plos: Bueno (de grado 1): Fx; Ser tan alto como (de grado 2): Fxy; Estar -
situado entre (de grado 3): Fxyz.

8. Légica de predicados poliddicos.

El tratamiento sistemético de los predicados poliddicos da origen a
una rama mds compleja de la logica de funciones que posibilita el estudio
de algunas inferencias que no podrian analizarse correctamente si nos li---
mitiramos a los predicados monadicos y su cuantificacién. Asi, por ejem.--
plo, en una inferencia vélida como Alguien es amado por todos; por lo —
tanto, todos aman a alguien, deberfamos distinguir, si s6lo reconociéramos
predicados monédicos, dos predicados distintos: ser amado por todos (Fx)
y amar a alguien (Gx), de modo que nuestra inferencia tendria la forma: -
(dx)Fx2(x)Gx, 1a que es obviamente invilida. En cambio, tomando en -

cuenta la existencia del predicado diddico amar a (Fxy), la estructura de la
inferencia mencionada seria:

(-4 y) (x) Fxy D (x)(dy) Fxy
cuya validez puede demostrarse. Adviértase que la introduccién de predi--

cados poliddicos obliga a emplear mas de un cuantificador para ligar las --
variables libres de una funci6n. Presentamos a continuacién ejemplos de -

7 siinbolizaci()n de algunas proposiciones generales en el lenguaje de la logica

de predicados poliddicos:

. Todo atrae a todo: -~ (x) (y) Fxy

. Todo atrae a algo: (x) (Fy) Fxy

. Algo es atraido por todo: (Fx) (y) Fyx

. Todo hombre ama algo:  (x) [Fx2(Hy) Gxyl

. Todo hombre ama a alguna persona: (x) [Fx2({y) (Hy . Gxy)]
6. Algiin cuadro es admirado por todos los criticos:

(dx) [Fx . () (Gy 2 Hyx) ]

9. Relaciones binarias: dominio,
codominio y campo.

Como ya se dijo, los predicados poliddicos indican relaciones entre
objetos o individuos. Las relaciones que corresponden a los prefiicados
diadicos (o de grado 2) se llaman relaciones binarias. Algunos ejemplos de
relaciones binarias son: Ser sobrino de, ser tan alto como, ser amigo de, —

efc.
Dada una relacién binaria cualquiera, que simbolizaremos (xRy), ---

se denomina referente al primer miembro de la relacién (x) y relato al se--
gundo (y). Ejemplo: en la afirmacién Juan es hijo de Pedro, Juan es refe---
rente v Pedro relato de la relacion ser hijo de. Se llama dominio de una re-
laciénia la clase de todos los referentes de la misma, es decir a la clase de -
todos los x que tienen la relacién R con algin y, y codominio |, o domi----
nio converso a la clase de todos sus relatos, es decir, a la clase de todos los
y tales que existe al menos un x que tiene con él la relacién xRy, Se llama

~ campo (C) de una relaciényp la clase formada por el dominio y el codomi--

nio de la misma. Ejemplo: dada la relacién ser marido de, el dominig es el
conjunto de todos los esposos; el codominio el de todas las esposas, y el --
campo, el conjunto de todas las personas casadas. Dos de estas l'res clases. .
(0 las tres) pueden ser iguales entre si. Por ejemplo, en la relacion ser ami-
go de, el dominio, codominio y campo coinciden.




10. Propiedades de las relaciones.

Las relaciones binarias presentan ciertas propiedades formales, Al...
gunas de ellas son las relacionadas con la reflexividad, la simetria y la —
transitividad.

REFLEXIVIDAD

REFLEXIVIDAD TOTAL. Una relacién es totalmente reflexiva cuan--
do todos los individuos tienen esa relacion consigo mismos. Ejemplo: ser -
idéntico a.

Def.: (x) xRx

REFLEXIVIDAD. Una relacion es reflexiva cuando todos los indivi-
duos que pertenecen al campo de la relacmn tienen esa relacion consigo

mismos. Ejemplo: ser tan inteligente como.
Def.: (x )ﬂxECn xR

IRREFLEXIVIDAD Una relaclon es irreflexiva cuando ningiin indi--
viduo tiene esa relacién consigo mismo. Ejemplo: ser mds alto que.

Def.: (x)~ xRx

NO REFLEXIVIDAD. Una relacion es no—reflexiva cuando no esre-
flexiva ni irreflexiva. Ejemplo: herir a.

Def. ~(x)(X(Ca D xRx) " (x)~ xRx

SIMETRIA.

SIMETRIA. Una relacién es simétrica cuando para todo par de valo--

res x e y, si x tiene esa relacién con|y, y tiene esa relacxén con x. Ejemplo:
estar casado con.

Def.: (x)(y) (xRy O yRx)

(1) Ei simbolo E que aparece en esta formula significa “pertenece a*’.
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ASIMETRIA. Una relacién es asimétrica cuando para todo par de -

valores x ¢ y, si x tiene esa relacién con y, y no la tiene con x. Ejemplo: -
ser madre de.

Def.: (x)(y)(xRy D~ yRx)

NO SIMETRIA. Una relacién es no—simétrica cuando no es simé----
trica ni asimétrica. Ejemplo: amar a. :

Def.: V[(xXyXxRyDyRx)]. ~(x Ny XxRyDvyRx))

ANTISIMETRIA . Una relaci6n es antisimétrica cuando para todo par
de valores x e y, six tiene esa relacion con y, e y la tiene con x. entonces -
x es igual a y. Ejemplo: ser mayor o igual que:

Def.: (xXy)l(xRy.yRx) D x = y]

TRANSITIVIDAD

TRANSITIVIDAD.Una relaci6n es transitiva cuando para cualquier -
conjunto de valores x,y,2, si x tiene esa relacion con y, e y la tiene con z, -
entonces x la tiene con z. Ejemplo: ser mayor que

Def.: (x)XyXz)[(xRy . yRz)DOxRz]

INTRANSITIVIDAD. Una relacion es intransitiva cuando para cual-
quier conjunto de valores x,y,z, si x tiene esa relacion con y, e y la tiene --

- con z, entonces x no tiene esa relacion con z. Ejemplo: ser padre de

Def.: (xXyXz)I[(xRy . yRz)>"vxRz]

NO TRANSITIVIDAD. Una relacién es no—transitiva cuando no es --

transitiva ni intransitiva. Ejemplo: amar a

Def. ."\:{(nyXz){{ny. yR’thRzl'} ' A {fx)(y)( z){xRy.yRz)OVvxRz ]}




AUTOEVALUACION

4 Qué es una funcién proposicional ?:

:Qué es la cuantificacion ? :

;Coémo se interpretan las proposiciones del tipo “I”” y “0” 7.

¢Cuiles son las proposiciones contradictorias en el cuadrado de
oposicion ?

¢Cuéles son los predicados que corresponden a relaciones ?:

¢Cémo se les llama a las relaciones que corresponden a los
dmdmos'P

:Qué propiedades formales presentan las relaciones binarias 7:

RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACION

Son expresiones que por contener variables individuales no simboli-
Zan a una proposicion; pero pueden transformarse en proposiciones
sustituyendo la variable individual por una constante individual.

La cuantificacion consiste en prefijar a la funcion proposwlonal -
una expresion llamada cuantificador mediante la cual se establece
o bien, que el predicado se aplica a todos los valores de la variable
que figura en dicho cuantificador, (umver%al) o bien, que se aphca
al menos por uno de esos valores (existencial).

Las proposiciones del tipo I y O, se interpretan como existenciales.
Las proposiciones contradictorias son (A — O) .y (E - I).. .

Los predicados que corresponden a relaciones, son los poliadicos.

A las relaciones que corresponden alos prtdlrados dladlooq s€. lfH l!a, '
ma relaciones binarias,

Las propiedades formales que presentan las relacmnes bmana.s son la
reflexividad, la simetria y la transitividad.




