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UNIDAD VII

OPERACIONES CON EXPRESIONES AL-
GEBRAICAS.

INTRODUCCION

En esta unidad veremos las partes principales de las expresiones
algebraicas y estaras en condiciones de ordenar cualquiera de ellas.

Al término del estudio de esta unidad, el estudiante estard en
condicion de:

OBJETIVOS:

1. Definir el Algebra como rama de las mateméticas y establecer
su diferencia con la Aritmética.

2. Identificar a partir de ejemplos dados, los conceptos de cantidad
positiva, cero, cantidad negativa y valor absoluto.

3. Definir los términos o conceptos siguientes:
Expresion algebraica exponente.
Término Monomio.

Signo Binomio.




Coeficiente Trinomio.

Parte literal

Grado.

Polinomio.

4. Ordenar correctamente un polinomio segin las potencias de una
literal.

PROCEDIMIENTO SUGERIDO.

1. Estudia la lecci6n 1 de] capitulo I de tu texto. Para los objetivos
del 1 al 4 estudia la seccion 4-1 del mismo capitulo. Es impor-
tante que tengas presente la definicién del algebra o un sig-

nificado mé4s amplio de esta materia, puesto que es la base para
estudios superiores.

Copia en tu cuaderno todas las definiciones que encuentres y con
base a ello, trata de distinguir un concepto de otro. Para que

puedas comprender mejor estos objetivos, resuelve la
autoevaluaci6n.

2. Como ritmo de trabajo te sugerimos el siguiente:

ler.dia - objetivo 1.

2do. dia - objetivo 2.

3er. dia - objetivos 3 y 4.

4to. dia - Laboratorio.

3. El requisito para tener derecho a presentar esta unidad serd
entregar resuelto el Laboratorio de la unidad a tu maestro.

AUTOEVALUACION.

1. Grupo de numeros y letras combinadas entre si rrcliedlantt;, 11]1::: g
" més de las operaciones fundamentales y que puede tene
miés términos.

0) Coeficiente. 1) Grado.

2) Término 3) Expresion algebrdica.
4) Exponente.

de -10°a
i dor de las 8 A. M. marca una temperatura
" ggggrﬁéﬁ ascendido 20°, expresa la temperatura a las 3 P. M.

0) -30° 1) +10° 2) =10
3) 320 4) 20°

i i acia
Una embarcacion se mueve hagla el norte 28 km, si se redgres:rl:i‘:jca‘)
el sur 13 km, éa qué distancia se encuentra el punto de p ?

0) 15 1) 28 2) 41
3)13 4) 10
4. Encuentra el valor absoluto de -7.
0) 1/7 1)-7 2)7
3)0 4)1
5. Es el exponente de una letra, con respecto a la letra.
1) Grado
4) Término.

0) Factor 2) Coeficiente

3) Base




. Erlcue?tgazel grado del siguiente término con respecto a la letra

n_n, =

y': 9x"y z"a
0) Primero

3) Quinto

1) Segundo 2) Tercero

4) Noveno.

. Expresion algebréica que consta de dos 0 més términos.
0) Expresién

1) Polinomio 2) Literal

3) Coeficiente 4) Exponente.

- Respecto al nimero de términos, éc6mo se clasifica la expresion:
3ab - 2ac - 3de?

() Coeficiente 1) Factor 2) Tercer grado

3) Trinomio 4) Binomio.

. Ordenar el siguiente polinomio, con respecto a las potencias
ascendentes de la letra "a".

3;15y2 =2y - Sa‘;y2 + Zay3 + 1+ 2:12y
0) 1-2y-2ay’ + 2a’y-5a’y> + 3a’y’
1)1 + 221)!3-5213)'2 + BaSy2 2 2azy + 2y
2) 2ay3 =4 5213y2 - 3asy2 - 232y + 2y + 1
3) 3a3y2- 5:13y2 + 2a2y -+ Zay3— 2y + 1

4) 2azy- Sziz'y2 * 2ay3 + 3215y2 + 1-2y

OPERACIONES CON EXPRESIONES
ALGEBRAICAS.

LECCION 1.

1-1 DEFINICIONES.

“El Algebra es la rama de las mateméticas, cuyo objeto es
simplificar y generalizar las cuestiones relativas a los niimeros”. El
Algebra proporciona los medios para expresar de manera concisa las
relaciones entre nimeros entre si desconocidos, ademas de propor-
cionar los medios para manipular tales nimeros. Estos dos aspectos de
la utilidad del Algebra se hardn més evidentes a medida que el es-
tudiante avance en sus cursos profesionales.

El concepto de "cantidad" en Algebra, es mucho méas amplio que
en Aritmética.

En Aritmética, las cantidades se representan por nimeros y €stos
expresan valores determinados. Asi, 20 expresa un sélo valor: veinte.
Para expresar un valor mayor o menor que éste, habrd que escribir un
nimero distinto de 20.

En Algebra, para lograr la generalizacion, las cantidades se repre-
sentan por medio de letras, las cuales pueden representar, todos los
valores. Asf, "a" representa el valor que nosotros le asignemos, y por lo
tanto puede representar 20 6 mas de 20 6 menos de 20, a nuestra
eleccién, aunque conviene advertir que cuando en un problema asig-
namos a una letra un valor determinado, esa letra no puede representar

en el mismo problema, otro valor difiiato del que le hemos asignado.

En la vida diaria es frecuente el uso de simbolos para significar
anotaciones y facilitar las operaciones, como el signo $. que indica pesos
y el signo °, que indica grados, pero los mas usados son simples
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abreviaturas en las que la primera letra de una palabra reemplaza a toda
la palabra. La longitud de un rectdngulo puede ser representada por "L",
el radio y el didmetro de una circunferencia por "r" y "d", 1a presién de

n_n

un gas, por "p", etc.

Estas letras pueden representar un nimero cualquiera. Entero o
fraccionario. Asi, si el largo de un rectdngulo mide 30 centimetros, la
"L" representa 30 cm:, pero si el lado midiera medio metro, la "L"
representa 1/2 m. ;

Las letras que representan algin nimero se llaman "literales".
Comianmente, las. dltimas letras del alfabeto: x, y, z, se utilizan para
representar cantidades desconocidas y los nimeros para representar las
cantidades conocidas.

En Algebra, la suma, la resta, la multiplicacién y la divisién se
indican como en Aritmética con los signos + (més) - (menos), x (mul-
tiplicado por) y + (dividido entre).

En el caso de la multiplicacion, en lugar del signo x, suele usarse
un punto entre los factores, o también, colocando los factores entre
paréntesis. Asf, ¢*d y (c¢)(d) equivalena ¢ x d. Los signos de
multiplicacién no se usan cuando se desea expresar el producto de varios
factores literales o numéricos. Por ejemplo, abe es igual ax bx ¢; 3xy es
iguala3 *x +y.

El signo de divisién, también puede ser expresado por medio de
una raya de quebrado entre los dos nimeros que se quieren dividir,
observando tinicamente que el niimero de arribaes el dividendoy el que
estd abajo es el divisor. Entonces a + b se indica también como a/b.

Existen otros simbolos, los paréntesis en sus diferentes formas:
paréntesis circular (), paréntesis rectangular [ ], y paréntesis de llaves

{}.

El paréntesis es una agrupacion de términos e indica que la
operaci6én colocada entre ellos, debe efectuarse primero. Asf, 3(6 + 2),
inidca que el resultado de la sumggle 6 + 2 debe multiplicarse por 3.

"Punto de referencia y conceptos de cantidad positiva y negativa".-
Al salir de la escuela, un alumno puede dirigirse hacia la derecha o hacia
la izquierda. La escuela es el punto de partida o de referencia.

Una cantidad, puede estar al norte o al sur del ecuador. El ecuador
es la linea de referencia. También, puede estar al este 0 al oeste de un
meridiano determinado. El meridiano es la linea de referencia.

La temeperatura de un cuerpo, puede ser superior o inferior a 0°C.

En el globo terrestre, tanto las alturas como las depresiones tienen
como referencia, el nivel del mar.

Para representar graficamente problemas de esta naturaleza es
indispensable conocer el punto de partida o referenciay el sentido del
fen6meno. Cada uno de los ejemplos anteriores, se representa mediante
una gréfica formada por una linea recta horizontal, en la que se marca
"0", el origen o punto de referencia y las cantidades, se toman a unoy
otro lado de dicho punto. (Ver figura).

6 5 -4 -3 2 0 1 2 4

Los niimeros que se encuentran a la derecha del origen, son
niimeros positivos y se les asigna el signo +.

Los nimeros que se encuentran a la izquierda del origen son
niimeros negativos y se les asigna el signo -.

El signo +, también tiene dos significados, adicién y sentido. Asi,
+5indica que aunaciertacantidad hay que anadirles 5 unidades, o bien,
que el cinco est4 a la derecha del origen en el eje orientado.

El signo -, también tiene dos significados, sustraccion y sentido.
Asi, -8 indica que a cierta cantidad se le han restado 8 unidades, o que
el 8, est4 a la izquierda del cero en el eje orientado.

"Concepto de cero".- Cero es la ausencia de camidaq. Toda can-
tidad positiva es mayor que Ceroy cero es mayor que cualquier cantidad
negativa.

Entre dos cantidades cualquiera, es mayor la cantidad que se
encuentra méas a la derecha en la recta orientada; asf, +5 es mayor que
+3, +2 es mayor que -4, -2 s mayor que -6, etc.




"El valor absolute".- Los niimeros algebraicos est4dn constituidos
por positivos, el cero y los negativos. (R)

El valor absoluto de un nimero algébraico es el valor de dicho'

nmimero sin tomar en cuenta su signo. Asi el valor absoluto de -10 es 10.

Las cantidades de 5y -5 tienen el mismo valor absoluto; -6 y -12
tienen diferente valor absoluto. Los puntos que correspondena-5 y 5
en la recta numérica, estdn a la misma distancia del origen pero en
direcciones opuestas. Si nos interesara la distancia del punto 0 sin
importarnos la direccion, entonces, usamos 1a idea de valor absoluto.

El valor absoluto de un nimero, que répresenta su distancia al 0,
se indica escribiendo el niimero entre dos lineas verticales:

| -2 | se lee"el valor absoluto de -2".

| -2 | = 2, puesto que el punto -2, est4 auna distancia de 2 unidades
de 0

Es ¢laro, que el valor absoluto de un nimero cualquiera y el de su

opuesto, son iguales, puesto que el niimero y su opuesto, estdn a la
misma distancia de 0.

Por ejemplo:
3] =-3] = 3yesobvioque |0] =0,

De lo anterior se observa facilmente la diferencia entre cantidades
aritméticas y algebrdicas. las primeras son las que expresan solamente
el valor absoluto de las cantidades por medio de los niimeros, pero no
nos indican el sentide ovalor relativo de estas cantidades:.

"Expresiones algebraicas”".- Un grupo de niimeros y letras com-
binadas entre si mediante una o mas operaciones fundamentales recibe
el nombre de expresi6n algebaica.

Las exprsiones Sa, 2a + 1, 3a%- 2¢, 6x° + 2y +4, son ejemplos de
expresiones algebraiicas.

"Término".- Un niimero o una letra o varios nimeros y letras
combinadas entre si, mediante las operaciones de multiplicacién y de
divisién, o de ambas, recibe el nombre de término.

4

Puesto que un término no implica ni adicién ni sustraccién, todo
grupo de letras, que en una expresi6n algebrdica esté separado de otros
grupos, mediante los signos mds o menos, es un término.

4
Por ejemplo en la expresion: 3a2- 2ab + 4b: 5y3; 2a - 4b; son
términos.

También la suma de dos o méis nimeros encerrada en un
paréntesis, se considera como un solo nimero. Asfi, en 1a expresion:

(b-c)(b + ¢)
2

2
a -

b2+c

2

en donde, b-¢; b + ¢; b + ¢ ; se consideran como tres cantidades

individuales. Ademas como

(b-¢)(b + ¢)
2

b2+c

comprende tinicamente la multiplicacién y division, representada, por
tanto, a un s6lo término de la expresion algebraica.

Los elementos de que consta un término, son cinco: el signo,
el coeficiente, la parte literal, el exponente y el grado.

"El signo".- Los términos positivos, son los que van precedidos del
signo (+); los términos negativos. son los que van precedidos del signo
menos (-). El signo (+), comunmente se elimina, delante de los
términos positivos.

"Coeficiente".- Es el nimero o letra que indica cudntos sumandos
iguales se toman.

En el término 5x, el 5 indica que se han tomado 5 sumandos iguales
a "5("; 5% = x + x + x + x + x. E1 5, es el coeficiente. En_ ¢l término
3a‘b, el 3 indica que se han tomado 3 sumandos iguales a, a"b.

"Parte literal".- La parte literal de un término_, son las letras que
tenga el término. Asj, en €] término 4ab, la parje htfral son las letras
ab. En el término 2x"y/3ab”, la parte literal es x"y/ab".




"Exponente”.- El exponente de un término es el nimero que se
coloca en la parte superior derecha de una o més letras del término, para
indicar el nimero de veces que dicha letra se ha tomado como factor.

El 4ea de un cuadrado de lado L es, A = Lx L, y se escribe LZ; 31
volumen de un cubo de lado "a"es, V.= axax ay se escribe V = a”,
En las expresiones anteriores, €l 2 y el 3 son los exponentes.

En el término a4, eldesel exppnente, que indica que se ha tomado
cuatro factores iguales a, "a", asi,a” = ara-a-a.

"Grado".- El grado de un término, con respecto a una letra, es el
exponente de dicha letra.

El grado de un término, con respecto a todas las letras que lo
forman, es la suma de los exponentes de todas las letras.

En el término "3, el exponente es 1; "3" es un término de primer
grado; ep el término a”, el exponente es 2, a“ es un término de segundo
grado, a” es un término de tercer grado.

El término ab’ es de primer grado con respecto a a y de segund?
grado con respecto a b, Sise consideran las dos literales, el término ab”,
es de tercer grado con respecto a ab.

El grado de una expresion algebraica puede ser absoluto o con
relacion a una letra.

El grado aPsolthjde yn término de mayor grado, por ejemplo, en
la expresion 2a” + 3a” - a” - Sa + 2, el primer término es de cuarto
grado y a la vez la expresion anterior tiene un grado absoluto de 4.

El grado de un polinomio con relacion a una letra, es el d_;: mayor
exponente de dicha letra, en la expresion. As{, en la expresiéon, x’ + b™x
- bx, es de séptimo grado, con relaciéna la letra "x" y de tercer grado con
relacion a la "b".

"Ordenacion de una expresion".- Antes de efectuar ciertas
operaciones, como por ejemplo, en la divisién algebraica, se necesita
ordenarlo, es decir, escribir sus términos de manera que los exponentes,

de una misma literal, vayan aumentando o disminuyendo.

En el primer caso, resulta que la expresi6n estd ordenada segin
las potencias ascendentes de una letra y en el segundo caso, esta or-
denado, segiin las potencias descendentes de dicha letras.

. 5 ;
As{ en la expresion, ax® + bx* + 1-cx° + dx®-x°, ordenado segiin
las potencias ascendentes de x resulta:

1+ ad-ex +bx'-x + dax®
y segtin las potencias descendentes de la misma letra, queda:
dxl - x> + bx*- e + ax’ + 1.

El término independiente de una expresi6n, con relacién a una
letra, es el término que no tiene dicha letra.

Asi, en la expresion, 2x% + 3x + 4, elztérmino indepeindiente con
relacién a la x es, 4, y en la expresiéil a“ + S5ab + 2b° el término
independiente, con relacion a labes,a”.

"Clasificacién de las expresiones algebraicas".- Las ex-
presiones algebraicas, se clasifican de acuerdo con el nimero
de términos inclufdos en ellos, a saber: monomios, binomios,
trinomios y polinomios. La expresi6n algebraica, que tiene un
s6lo término, se llama monomio si consta de dos 0 mas términos
se llama, polinomio.

Si un polinomio consta de dos términos, es binomio y si consta de
tres términos, trinomio.

Asi, en la expresion, 2a + 4ab - 5t?2/3c, es un ejemplo de un
trinomio, y en la expresién, a + b, es un ejemplo de un binomio, pues
tiene dos términos.

"Términos semejantes”.- Términos semejantes son aquellos
que sélo difieren por sus coeficientes numéricos, 0 sea, son lgs
que tienen las mismas literales con los mismos exponentes, sin
tomar en cuenta los coeficientes.

Por ejemplo, 5ab? - 7ab2; 14ab%: son términos semejantes.
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AUTOEVALUACION DE LA LECCION 1.

Expresar los siguientes problemas, como cantidades positivas o

negativas.

1.-Juan tenfa $40 y recibié $280. Encuentra su situacion
econdémica.

2.- A las 7 a.m. el termémetro indica +8°C. A las 7 p.m. la
temperatura ha descendido, 11°C. Expresa la temeperatura a las
TP Mivet

3.- Expresa que un poste esté enterrado 2 m. en el sueloy sobresale
8 m.

4.- Expresa que una montana tiene una altura de 3,780 m. sobre el
nivel del mar.

5.- Dos corredores parten de un punto en direccién contraria. El
que corre hacia al norte del punto, va a 6 m/seg., y el otrova 8
m/seg. Expresa sus distancias del punto, después de 9 seg.

6.- Expresa que en Egipto, se encontré un papiro que se escribi6
en 1850 antes de J.C., y que indica que desde entonces ya se
cultivaba la cienicia del dlgebra.

7.- Expresa qué nimero, se encuentra 7 unidades a la derecha del
cero y otro 3 unidades a la izquierda.

8.- Un autobis recorre 32 km a la izquierda de su punto de partida
y luego retrocede 17 km. £ A qué distancia se encuentra del punto
de partida?. |

9.- Expresa que el punto de ebullicién del alcohol etilico es de
78.4°C y que su punto de fusién es de 112°C bajo cero.

Encuentra el grado absoluto de los siguientes términos.
10.- Sx°y*
11.- 4abex’

Encuentra ezl %11’)34(19 del siguiente término, con respecto ala literal
indicada: 10m™n'b ¢

12.- Respecto a, n
13.- Respecto a, €
Encuentra el grado absoluto de los siguientes polinomios.
1425 - 6a%b°> - 4a%b + a’b® - 3b°
15.-y5. - by4 + b2y3 -b° y2 + b“y2

oy - : Gt ieral
Encqutri8;£ grado d6c} ’s(}%glintxs ;éolmomlo, respecto a la litera

indicada: x -+ 3x4y

16.- Respecto a, x

17.- Respecto a,y

18.- Ordenar el siguiente polinomio con respecto a las potencias
descendentes de, x;

4;13’x:Z - Sax6 + 932)(7 - 4a4)413 + 5x +7

19.- Ordenar el polinomio anterior con respecto a las potencias
ascendentes de, a.




RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACIO
LECCION 1. N o

1) + §320

2)-3

3)-2m, + 8 m.

4) + 3,780 m.

5) 4 54 m; -72 m.
6) -1,850.

) 1#7, =¥

8) -15 km.

9) +78.4°C; -112°C.
10) Séptimo grado.
11) Quinto grado.
12) Tercer grado.
13) Quinto grado.
14) Séptimo grado.
15) Sexto grado.

16) Décimo grado.
17) Octavo grado.
18) 9a2x” - Sax% - 4a™> + 4a™% + Sx + 7

19) 7 + Sx-5ax® + 9a%’ + 4ax* - da™x’

UNIDAD VIII

OPERACIONES CON EXPRESIONES
ALGEBRAICAS.

INTRODUCCION.

En esta unidad veremos las operaciones con expresiones al-
gebraicas y estards en condiciones de sumar y restar correctamente
expresiones algebraicas y a usar los simbolos de agrupacién.

Al término del estudio de esta unidad, el estudiante estara en
condicion de:

OBJETIVOS:

1 Definir correctamente el concepto de sumay adici6n algebraica.

2. Sumar algebraicamente monomios y polinomios.

3. Eliminar correctamente los simbolos de agrupacion.
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2. Sumar algebraicamente monomios y polinomios.

3. Eliminar correctamente los simbolos de agrupacion.




PROCEDIMIENTO SUGERIDO: AUTOEVALUACION.

1. Para los objetivos 1, 2 y 3 estudia la lecci6n 2 del capitulo Iy | Para efectuar una suma se necesita que todos los sumandos sean:
resuelve la autoevaluacion. En esta leccion se exponen las reglas 1 N E
para la suma de expresiones algebraicas, justificadas con las 0) Exponentes 1) Signos. 2) Factores.
propiedades para la adicion de los nimeros reales, por lo que te : ,
recomendamos, si no las recuerdas, las estudies de nuevo 3) Dediferente especie.
(capftulo 11). Practica estos objetivos resolviendo la : S . A3 a2 R e By
autoevaluacién, cuidando de no confundirte a la hora de juntar 2. Reducir los términos semejantes: 3a” - 2a° - 1 + 2a=3a =
términos semejantes, en la simplificacion de la expresion al- 3a

gebraica. 0) 3a3-3a%-2a + 1 1) 2a° - 5a%-a-1

4) De la misma especie.

. El requisito para tener derecho a presentar esta unidad serd 2) 323 + 222 + 2a + 1 3) 2a3-2a%-2a + 1
entregar resuelto el laboratorio de la unidad a tu maestro.

4)a>-a’-3a- 1

Elimina los simbolos de agrupacion y simplifica

3.[3a-(a-b-c) + (2b + ¢)]
0)a+b-c 1)2a + 3b + 2¢ 2)a-2c¢
3)2c-a 4)2a-3b

4. 2x-(1-2x)-(2 + x)]
0) -3x 1)1-x 2) -1
IH)x + 1 4) 3 - 3x

5. (2b-3b2-10 + a) #+ (2a°3b-2b"-a) + (1 + 3b -2’ + a)
0)a®-8b>-a-5b +3 1)a*-3
2)a2-5b% + a + 8b-9 3)3-a° + b
4)2a° + b-a + 5




6.(2a-b + 2c-d)-(c + 3a-2d + b)

0)-a-2b+c+d
3)2b

1)c-d
4)a+2b+c+d

2)2;1—1) + 2¢-d

SUMAS ALGEBRAICAS.

LECCION 2.

1.2 ADICION ALGEBRAICA.

"DEFINICION"

Ia adici6n o suma, es la operacién que tiene por objeto, reunir
varias cantidades de la misma especie en una sola. El signo
empleado para estaoperaciones, +. Cadaunade las cantidades
que entran enunaadicion se llaman sumandos y al resultado de
la adici6n se llama suma.

En Algebra, los términos suma y diferencia, se usan en el mismo
sentido que en Aritmética, sise aplican a nimeros positivos. Sin embar-

go, su aplicacién a numeros negativos, hace necesario precisar el
procedimiento de adicion.

En Aritmética, la suma siempre significa aumento, pero en Al-
gebra, la suma es un concepto muy general, pues puede significar
aumento o disminuciénm ya que hay sumas algebraicas que equivalen a
una resta aritmética.

"Reglas para la adicién algebraica”.

En la suma de nameros algebraicos, se presentan dos casos:

| Primer caso, que los sumandos tengan igual signo.

Para sumar dos niimeros algebraicos, de igual signo, se suman los
valores absolutos a dichos nimeros, conservindoles el signo.
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5)+B)=5+3=38
(-5)+(3)=-5-3=-(5+3)=-8
l Segundo caso, que los sumandos tengan diferente Signo.

Para sumar dos nimeros algebraicos de diferente signo, se restan
los valores absolutos y el resultado tendré el signo del nimero de mayor
valor absoluto.

Ejemplo:
(5) +(-3) =5-3=2
(-5) + @) =-(5-3) = 2

Estos resultados se pueden obtener graficamente en la siguiente
figura.

-3 +3 -3 +3

/89146 SR 123 =% N1 O A

"SUMA DE MONOMIOS"

Para efectuar la suma de dos términos semejantes (poseen las
mismas letras con los mismos exponentes), se efectia la suma algebraica
de los coeficientes y se agrega el grupo de letras. La suma de dos
términos que contienen diferentes literales, se pueden expresar
Ginicamente colocando el signo " +" entre ellos.

Ejemplo:

Encontrar la suma de las siguientes expresiones:

a) 3a%b y 5a’b

b) 6xy y -8xy
c)4x y 6a

Soluci6n: a) Para encontrar la suma de estos términos semejantes,
escribimos

3a2b + 5a’b = (5 + S5)a’b (Ley distributiva)
= 8a’b
b) Igualmente, escribimos
6xy + (-8xy) = -8xy + 6xy (Ley conmutativa)
(-8 + 6)xy (Ley distributiva)
-(8 - 6)xy
= -2xy

¢) Como los términos 4xy 6a, no son semejantes, no se pueden
combinaréntre si, por tanto, inicamente se €Xpresa cOmo:

4x + 6a




"SUMA DE POLINOMIOS".

La suma de dos polinomios, se reduce a la suma de monomios.

EJEMPLO:

Sumar: (-4a + 9b% - 112% + 8) + (5a + b + 5a°-9)

Solucion: Escribiendo todos los términos unos a continuacion de
otros con sus respectivos signos.

= _4a +9b%- 112> + 8 +5a + b2 + 52°-9
Agrupando los términos semejantes de la expresion, tenemos,

— (-4a +'5a) + (9b% + b)) + (-11a® + 52%) +
(8 -9) (Ley asociativa)

— (-4 + 5)a + (9 + 1)b% + (-11 + 5)a* + (8-9)
(Ley distributiva).

= a + 10b%<6a%- 1

Si se tienen que sumar més de dos polinomios, se procede en igual
forma, que para dos.

En la préctica, para facilitar 1a reduccién de los términos semejan-
tes, en una misma columna, como se muestra a continuacion.

EJEMPLO:

Sumar los tres polinomios siguientes:
62> + x* + a*-4dax-4ax° + 9
Tax - Ta%x* + Sa’x + 3a*-x*-5

2a4 - a3x B Zazx2 - 10ax3 - 3x4 -3

Soluci6n: Para sumar 10s polinomios anteriores se les dispone
como sigue:
3 4
at-4a’x + 6ax>-dax + x +9

3 4
3;314 + Sa3x -732)(2 4+ Jax’ - x -5

4
2a% - a%x +2a°% - 10ax> - 3x" - 3

S
6a* + 222 - Tax"-3x; +1

Por tanto, habiendo reducido los términos semejantes de cada
columna, s€ obtiene, que la suma buscada es:

4
6a* + alx” - Jax® - 3% + 1

EJEMPLO:

Encontrar la diferencia si -5x + 4y + 5 se sustrae de 2x + 6y - 3.

Solucion: Podemos obtener la diferencia encontrando la suma de

la segunda expresion anterior (el minuendo) y el inverso aditivo de la

endo). Obtenemos que el inverso aditivo

| expresion (el sustra ‘ )
Pttt ( 1 signo de cada uno de sus términos. Asi

del sustraendo cambiando €
tenemos:

2x + 6y-3
Sx -4y -5

e

Tx + 2y-8

es la respuesta.




"SIMBOLOS DE AGRUPACION®

Cuando un grupo de términos,en una expresion algebraica, van a
ser manejados como un s6lo nimero, se encierran en paréntesis cir-
culares (), o rectangulares{ ], o bien llaves { }. Estos simbolos, se usan
también para indicar que se van a efectuar ciertas operaciones al-

gebraicas y el orden en el cual deben efectuarse. Por ejemplo:
(2x + 4y-z) + (3x -2y + 32)
significa que el nimero representado por la expresion en el primer

paréntesis, debe sumarse al representado por la expresion en el segun-
do: De igual modo

(6a-5b-2c)-(2a-3b-2c)

indica que el nimero representado por la altima expresion debe res-
tarse del representado por la primera.

Con objeto de efectuar las operaciones indicadas, mediante el uso
de los simbolos de agrupacion, se necesita quitar dichos simbolos, antes
de llevar a cabo la operacidn final.

Si la operaci6on indicada es la adicion, se puede, por la ley
asociativa, omitir los simbolos de agrupacién y combinar los términos
semejantes. Asi, en la expresion de arriba se tiene,

(2x +4y-z) + 3x-2y + 3z) =2x + dy-z + 3x-2y + 3z
= (2x +3x) + (4y-2y) + (z + 32)

=5x + 2y + 2z

Si en una expresion algebraica, es necesario eliminar un simbolo
-de agrupacion precedido por un signo menos, debe cambiarse el signo
de cada uno de los términos encerrados por estos simbolos. Asi

(6a-Sb + 2c)-(2a-3b + 2¢) = 6a-5b + 2c-2a + 3b-2c
= (6a-2a) + (-5b + 3b) + (2c-2¢)
= (6-2)a + (-5 +3)b + (2-2)c
= 4a-2b

o sea, si los simbolos de agrupacién estan precedidos por un signo mas,
pueden eliminarse sin ninglin cambio en la expresion. Y si lo qxée
precede a un simbolo de agrupacion es un signo menos, l(?s sngnos_é e
todos los términos deben cambiarse al retirar el simbolo de agrupacion.

Reciprocamente, si en una expresion algebraica, es necesario in-
sertar un par de simbolos de agrupacion, precedido de un signo me I(leS,
deben cambiarse los signos de cada uno de los términos que queden

encerrados.

Cuando en una expresion algebraica, contiene uno 0 mas pares de
simbolos de agrupacion, encerrados en otro par, €s aconsejable empezar
a eliminar los simbolos internos.

EJEMPLO:

Quitar los simbolos de agrupaci6n y simplificar combinando los
términos semejantes, en la expresion:

2x - {3x + [4x - (x - 2y) + 3y] - 4y} + 2y

Solucién: Los pasos del procedimiento, para eliminar los simbolos
de agrupacién, en la expresion anterior, se muestran a continuacion:

2x - {3x + [4x - (x - 2y) + 3y] -4y} + 2y

= 2x- {3x + [4x-x + 2y + 3y]- 4y} + 2 (eliminar
paréntesis circular).

= 2x - {3x + [3x + 5y} -4y} + 2y (combinar
términos semejantes en paréntesis rectangular)




Sumar las tres expresiones en cada uno de los problemas 22 a 25,

— ] - . i = X
= 2x- {3x + 3x + Sy-dy} + 2y (eliminarparéntesif o o7 uego la tercera expresion de la suma de las dos primeras.

rectangular)

= 3 + 13
=K {6x + y} + 2y (combinar términos 22.-Tx -3y + 11;-14x + 10y + 10; 8x + 8y
S L g 23.-3a + 4b-c;2c-4a + 7b;3b-c¢ + Sa

=2x-6x-y + 2y (eliminar llaves) 2. 2% y —4xy - 6xy; 3xy + T2 y + 2xy -xy + 4xy + 2% y

i i (simplificar) 25.- 2r - 3rs + Ts; -4s - 3r + 515, 2rs + 3s - 8r

Quitar los simbolos de agrupacion y simplificar combinando
términos semejantes.

26.-2x-(y +z) + (x-y-2z)
27.-(3a-2b)-(a + 4b + 1)
28 - (2a% + 3ab + ¢) + (2¢- Sa’ - ab)

AUTOEVALUACION DE LA LECCION 2.

Realiza las operaciones indicadas.
1.-(-14) + 6 12.- (=x):- (-7x)

2-(-2) + (:3) 13.- 2a-'5a
3.-(5) + (-3) 148X - 2x 30.- (4a) + (b-3)- (3a + 1)

-x-(y- +z-2
4.-(-3)-(-2) 1SL5a—6a~Ta 31-x-(y z+4)+(x+2z )

29.-(Tr + 4s-3r%s%) - (3s + 61 + 3r%s%)

5.-9 + (-3) 16.- (-8a) - (-3a) - (-6a) 32-(x-y)- (2x-3y) - (x +¥)
33-1-[a-2b-(3-2) + 3]

34.- 8x - [(x + 3y) - (3x - 3y)]

35--[a+ (3-2)-(4 + 3a)]

36.- (25x -22xy + lSy) [(4x + 2y) (15xy - 10y )]
37--{5x-y-[By-(z-y + 2x) - 4x] + z}

38.- 3ab - {-(2ab + 4a) + [3b- (-ab + a + 2ab)]}
39.--{x-2xy +y-[3x + 5xy + 6y - (x-y) + 51}

6.- (-17) + (-5) 17.- 2y - 3y - Sy
7.-18 ¥ (-17) + (-1) 18.- 3x% - 2xy

8L (=20)=13 19~ -2y + Ty
9.-5 + (-9) 20.-2ab + (-3ab)
10.- (-4) - (-5) 21.-8a - 8b

11.- (mn) + (-mn) + 6mn




F

RESPUESTAS A LA AUTOEVALUA |
SRR CION DE LA

1)-8
2)-5
3)2

4) -1
5)6

6) -22
7)0

8) -33
9) -4
10) 1
11) 6mn
12) 6x
13) -3a
14) 6x
15) -8a
16) a
17) -6y
18) 3x% - 2xy
19) 5%’y
20) -ab

UNIDAD IX

21) 8a- 8b

22) x + 15y + 34; -15x-y+8

2NADRIABSFOaFI8 8- 26 OPERACIONES CON EXPRESIONES
ALGEBRAICAS.

2
24) 11x y—3xy2+xy; 7X2y-xy2-7xy
25) -9r + 4rs + 6s; 71

26)3x-2y-2z
INTRODUCCION

27)2a-6b- 1

22 :
28) -3a” + 2ab + 3c En esta unidad aprenderds a
multiplicacién y divisién con las expresionesy a

efectuar las operaciones de
simplificar el resultado.

29) 1 + 5 <60
Al término del estudio de esta unidad, el estudiante estarda en

30)a + b-4 condiciones de:
31)2x-y + 2z-6
32)y

33)1-2a + 2b

34) 10x - 6y {. Definir correctamente el concepto de multi

OBJETIVOS:

plicacion.
37104 Iy 2. Aplicar correctamente las leyes de los signos de la multiplicacién
36) 1% Txy + 3y2 de niimeros algebraicos.

3. Aplicar correctamente las leyes de los exponentes en la
37)-11x + Sy -2z multiplicacién de monomios'y de polinomios.

38) 6ab + 5a-3b 4. Definir correctamente el concepto de division.

39)x + Txy + 6y + 5 5. Aplicar correctamente las leyes de los signos en la divisién de

nameros algebraicos.
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6. Aplicar correctamente las leyes de los exponentes en la division AUTOEVALUA(:'ON-
de monomios y de polinomios. 3l

Efectuar las siguientes operaciones'y simplificar:

L (-1)(-5)
0) -6 1) 6 2)5
3) -5 4) -4

PROCEDIMIENTO SUGERIDO:

1. Estudia la leccion 3 del capitulo L de tu libro de texto. Para los
objetivos del 1 al 3 estudia la seccion 1-3 de la misma leccion; N3 V2
i : y i o - | 2. (+2)(-3)%(-2)
al vez te parezcan muy sencillas las reglas de los signos y de los
exponentes, pero deberds ponerles mucha atencion y practicar- 0)-1316 1) 1492 2) 1152
las, ya que la mayor parte de las veces, es donde se comete el
error al efectuar la multiplicacion. Estudia y analiza los ejemplos 3) 1052 4) 1352
que vienen, y en base a ellos, trata de resolver la autoevaluacion " A
1 de la leccidon 2. 3.(-a")(2a")

5
Para los objetivos 4, 5'y 6 estudia la seccion 4-4 de la misma A 0) -2a 1) 2> 2) -2a
lecciéon. Aqui se presentan todas las formas de dividir una : 5 6
expresion algebraica entre otra. Es necesario que domines, 3) -a 4) -3a
también, las reglas de los signos y de los exponentes para la 2 2
divisi6n. Resuelve la autoevaluacion 2. - (xW(2y)(-3xy)(-2)
2 2 ” 3 4
2. Como ritmo de trabajo te sugerimos el siguiente: 0) 6x7y 1) 12xy 2)12x7y
342
ler.dia - objetivos 1y 2. 3) -12xy 4) -6xy
2
2do. dia objetivo 3. - (3x" - 2x - 2)(-2%)

T 3o =
3er. dia objetivos 4y 5. 0) 3x“-2x" - 2x 1) x~ - 3x" - 5x

3 2 3 Bty
4to0. dia objetivo 6 y Laboratorio. ’ 2)-6x" + 4x” + 4x 3) 4x X X

3 2
3. El requisito para tener derecho a presentar esta unidad serd 4) 6x - 4x” - 4x
entregar resuelto el laboratorio de la unidad a tu maestro. . (x2 “3xy + 3){2)()( -2y)

0) Xt 5x2y + 9xy2 - 6y3
1) x> - 3x2y - L’nn(y2 - y3

2) 3x° - xzy - xy2 - 9y3




3) 2% - 5x°y - 9xy” - 6y°
4) © + 5x2y - 8xy2 - 3y3

7. (x - 4)°
0).x* - 4x + 16 1) x> -8x + 4
2) x> -8x + 16 3) x> + 8x- 16
4) x> -16

8. (x -4)(x + 4)
0) x> - 16 1) x> -8x + 16
2)x% -4x + 16 3) x> + 8x-4
4)x*-8x + 4

9. (-9)/(-3)
0)3
3) -6
36a'b’c’
682b2C2
0) 3ac 1) 6a’c> 2) 3ac®
3) 6a’c 4) 6a>e?
11. (6a*b’ - 122°b%)/(62'd%)
0)b-2 1) -2 2) -2ab
3)abZ-2a’d 4)b-2a

12. (43 - 10x% + 2x + 4)/(2x" - 3x - 2)
0)x-1 1)2x-1 2)2x-3
3) 2x - 2 4)2x + 1

XII

MULTIPLICACIONES Y DIVISION CON EX-
PRESIONES ALGEBRAICAS.

LECCION 3.

1-3 MULTIPLICACION ALGEBRAICA.

Definicion.

Ia multiplicacion es la operacion que tiene por objeto, repetir
un nimero como sumando, tantas veces como unidades tiene el
otro. Asi,Sx4=5+5+5+ 5 = 208

El nimero que se repite se llama multiplicando y el nimero que
indica las veces que el multiplicando es repetido, se llama multi-
plicador.

El resultado se llama producto y al multiplicando y al multi-
plicador se llaman también, factores del producto.

El signo de la multiplicacion es una cruz (x) o un punto (*), que s¢
lee _multiplicando por, O simplemente por, y que s€ coloca entre el
multiplicando y el multiplicador.

"Leyes de los signos para la multiplicacién”.

En la multiplicacion de numeros reales se presentan dos casos:

| ‘Primer caso, cuando los factores son del mismo Signo.

"El producto de dos factores del mismo signo, es positivo:. Por
ejemplo:

(5)(3) = 15




3) 2% - 5x°y - 9xy” - 6y°
4) © + 5x2y - 8xy2 - 3y3

7. (x - 4)°
0).x* - 4x + 16 1) x> -8x + 4
2) x> -8x + 16 3) x> + 8x- 16
4) x> -16

8. (x -4)(x + 4)
0) x> - 16 1) x> -8x + 16
2)x% -4x + 16 3) x> + 8x-4
4)x*-8x + 4

9. (-9)/(-3)
0)3
3) -6
36a'b’c’
682b2C2
0) 3ac 1) 6a’c> 2) 3ac®
3) 6a’c 4) 6a>e?
11. (6a*b’ - 122°b%)/(62'd%)
0)b-2 1) -2 2) -2ab
3)abZ-2a’d 4)b-2a

12. (43 - 10x% + 2x + 4)/(2x" - 3x - 2)
0)x-1 1)2x-1 2)2x-3
3) 2x - 2 4)2x + 1

XII

MULTIPLICACIONES Y DIVISION CON EX-
PRESIONES ALGEBRAICAS.

LECCION 3.

1-3 MULTIPLICACION ALGEBRAICA.

Definicion.

Ia multiplicacion es la operacion que tiene por objeto, repetir
un nimero como sumando, tantas veces como unidades tiene el
otro. Asi,Sx4=5+5+5+ 5 = 208

El nimero que se repite se llama multiplicando y el nimero que
indica las veces que el multiplicando es repetido, se llama multi-
plicador.

El resultado se llama producto y al multiplicando y al multi-
plicador se llaman también, factores del producto.

El signo de la multiplicacion es una cruz (x) o un punto (*), que s¢
lee _multiplicando por, O simplemente por, y que s€ coloca entre el
multiplicando y el multiplicador.

"Leyes de los signos para la multiplicacién”.

En la multiplicacion de numeros reales se presentan dos casos:

| ‘Primer caso, cuando los factores son del mismo Signo.

"El producto de dos factores del mismo signo, es positivo:. Por
ejemplo:

(5)(3) = 15




(-9 (3) =15 axa = a> (léase "a cuadrada”)
| Segundo ¢aso, cuando los factores son de signo diferente.

axaxa= a2 (Léase "a ciibica")
: : . s " "
"El producto de dos factores de signo diferente, es negativo”, axaxaxa=a (Léase"acuaria )
Por ejemplo: . o e o
45, s son ilustraciones de la siguiente definicion:

(-5) (3) F[TS "Si g s un Namero y n es un entero positivo, entonces, a"
(5) (-3) =-15 denota el producto de n factores, cada uno de los cuales es a.

Esto es
Para encontrar el producto de (-8)(-6)(-5); se multiplican los
primeros dos factores y el resultado se multiplica por el tercero asi: -

a = axaxax..xa(n factores)
CHEO() = (RSN §240 La cantidad a" es llamada n-ésima pqtencia de ay se lee "a es la
base y 0 el exponente. La primera potencia de un nimero se expresa
Para encontrar el producto de, (-2)(-3)(-4)(-5); se multiplican lo :

\ e usualmente sin exponente. Asi, por definicién,
primeros dos factores y los Gltimos dos factores, los resultados se mul-
tiplican entre si, para obtener el producto, asi '

(-2)(-3)(-4)(-5) = (+6)(+20) = 120 Como consecuencia de la definicion anterior, se tiene la siguiente
j : ley, aplicable a los productos que comprenden potencias de los
De estos ejemplos se deduce lo siguiente: nﬁfneros:

"El producto de cualquier nimero de factores positivos, es | "Si 2 es un nimero real y my 1 son enteros positivos, entonces,
positivo".

am.an o am +n
"El producto, de un namero par de factores negativos, €S D, {
Al Demostracion: La cantidad a Sl‘gmflca el producto de m factores,
cada uno de los cuales es a, Y a" significa a tomado como factor n veces.

i i i | : ibi ibien-
"El producto, de un nuimero impar de factores negativos, €5 En total, a ocurre como factor m_+ nveces,lo cual exhibimos, escr
negativo”. do

"Ley de los exponentes en la multiplicacion”. m factores n factores
o m_n_ eeeqese eneqeneeceg) = 4
Hay productos en que el mismo factor ocurre dos, tres 0 ms veces. amea” = (a-asasac-ca) (aacaca )
Un producto de ese tipo puede expresarse escribiendo el factor un

niimero apropiado de veces, pero es mas conveniente usar una notacion
abreviada, asi

m+n




“MULTIPLICACION DE MONOMIOS".

—

~ Regla.- Para multiplicar dos monomios se multiplican los coefi
cientes y a continuacién de este producto, se escriben las letras de los
_factores, en orden alfabético, poniéndole a cada letra un exponent;
igual ala suma de los exponentes que tenga en los factores. El signo del
producto, vendré dado por la ley de los signos.

EJEMPLO:

multiplicar:

2 _

a) x3°x N\ x3+2

= x> (Ley de los exponentes)

2 44342

A1 3 72 9 _
b)asaea” = a = a (Ley de los exponentes)

3i.2 4
¢) (-2a°b%)(3ab%) = -2:3+a’~a-b’+b* (Ley Conmutativa)

= (-2x3)(a>-a)(b*+b") (Ley asociativa)

= -6a"b° (Ley de los exponentes)

"MULTIPLICACION DE UN MONOMIO POR UN
POLINOMIO".

. Regla.- Para multiplicar un monomio por un polinomio se multi-
plica el monomio por cada uno de los términos del polinomio, teniendo
en cuenta en cada caso, la ley de los signos, y se hace la suma algebraica
de los productos parciales.

EJEMPLO:

Multiplicar
@y - 3xy - 2y°)

24

Solucién: Usando la ley distributiva para la multiplicacién y la ley
de los exponentes, obtenemos

3, 2 2 2
. 233 - 3xy - 2y%) = 2y°(7) + 2y°(-3xy) + 2y°(-2y%)
- 2x2y3 -6 xy4 - 4y5

El paso intermedio se escribe para enfatizar el proceso. El
procedimiento usual es escribir tan solo el resultado final.

“MULTIPLICACION DE POLINOMIOS POR

POLINOMIOS".

Regla.- Se multiplican todos los términos del multiplicando
por cada uno de los términos del multiplicador, teniendo en
cuenta la ley de los signos y la ley de los exponentes y s€
¢ombinan los términos semejantes.

Para facilitar 1a combinacion de términos semejantes en la
multiplicacion de polinomios, se ordena cada uno de ellos segin las
potencias ascendentes 0 descendentes de una misma literal y se escriben
uno debajo de otro. Se multiplican luego, todos los términos del multi-
plicando por cada término del multiplicador, empezando por la izquier-
da. se escriben después los productos parciales de modo que sus
términos semejantes, si los hay, se correspondan en columna y se hace
la reduccion.

EJEMPLO:
Multiplicar
(a%-2ab + b’) (a-b)




Solucion:
a2-2ab + b’

a-b

Lk N 2
multiplicacion por a: a’-2a’b + ab

multiplicacién por -b: 1 a%b + 2ab%-b>

producto: a’-3a’b + 3ab” - b’

EJEMPLO:
Multiplicar :
(2x2 + Xy - 3y2)(x2 - 3xy + yz)
Solucién:
2% Xy - 3y2

X2 - 3xy + y2

multiplicacién por X2 2t + x3y - 3x2y2

multiplicacién por -3xy: - 6x3y - 3x2y2 + ()xy3

AUTOEVALUACION 1.

Multiplique como se indica

1) (4)(-2)

2) (-5)(-4)

3) 2)(-D(-4)

4) (-3)(-1)(-2)

5) (5ab)(2ab)

6) (-6x’y)(3xy")

7) (-2x*(-3%)

8) (ab)(-2b)(3a)

9) (-ab)(2b)(-52)

10) (32%b%))(2ab)(a’b)
11) ab(a> - b)

12) -7x*(4x - 3)

13) 2a%b(3ab” + )
14) -8x°y(-2x + 3y + 1)
15) 6a(3a - 2b - ¢)

y combina términos semejantes.
16) -2x(3x - 3y + 2)
17) (x-3) (x + 5)
18) (1 -2a)(4 + 3a)
19) (a + 2b)(a- 2b)
20) (2¢ - 3d)(c + d)
21) (x - y)(x + 4y)
22) (x* - 8x + 16)(x-4)
23) )(a -T7ac + 8¢ )(3a - 2¢)
24) (42> + 2ab + b*)(2a-b)
25) (- xy + ¥)x + )
26) (a + b-1)(a + b + 1)
27) (2x-y + 4)(2x + y + 4)
28) (a + 2)(a + 1)(a + 3)
29) (x -1)(x - 2)(x - 3)
30) (1 - b)(2 + b)(3 -b)

multiplicacioén por yz: + 2x2y2 + xy]' - 3>y4

2% - 5x3y - 4)(2)'2 - l()xy3 - 3y4




1-4 D|V|S|ON ALGEBRAICA. | "El cociente, de dos niimeros de signos diferentes, es negativo'.

Las leyes de los signos, se pueden representar también en la

"Definicion". siguiente forma:

La divisién-es la operacién que tiene por objeto, repartir un 7
niimero, en tantas partes iguales, como unidades tiene el otro, hale 2
o hallar las veces que un nimero contiene a otro. Cualquierade - entre~ dd,+
estos dos aspectos de la division viene a Ser una operacién + entre - d4,-
inversa a la multiplicacién, asi como la resta lo es de la suma; - entre + dé,-
de modo que la division , puede siempre definirse como una
operacién-que tiene por objeto hallar uno de los dos factores,
cuando se conoce su producto y el otro factor. Asi, 24 = 6 = 4
porque 4x 6 = 24.

"Leyes de los exponentes para 1a divisi6én algebraica”.

"Sim y I son enteros positivos y a = 0, entonces

El producto dado, se llama dividendo, el factor conocido se llama a” "sim >n
divisor y el factor que se busca se denomina cociente.

El signo de la divisi6n se representa de las siguientes formas:
a+b, a:b, a/b

Si el cero es considerado como la ausencia total de cantidad,
entonces es evidente que

n+0=n mx0=0 0n=0

Sin embargo, cualquier intento, para establecer un proceso en el Demostracién.- Si m > n, tenemos por la ley de los exponentes
que se emplee el cero como divisor, conduce a una situacién absurda. & parala muliiplicacién
Por ejemplo, si se interpreta el cociente, a + b, como el mimero de L 3"
veces, que debe sumarse b para obtener 3, entonces, a/0 es el namero § TK ‘N £ (a"“") =2
de veces que debe sumarse cero para obtener a. Evidentemente, ello# : a”
carece de sentido. Por lo tanto, si el divisor es cero, la operaci6n de
divisién no queda definida y por ello, se escluye la divisién entre cero.

m-n

"Leyes de los signos para la division".

Las leyes de los signos en la divisién, son las mismas que en Ia |
multiplicacion. diante
Dejemos la demostracién de lailtima parte de la ley al estudiante.

"

I "El cociente, de dos niimeros del mismo signo, es positivo
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Regla.- Para dividir dos monomios, se divide el coeficiente d¢
dividendo entre el coeficiente del divisor y a continuacion g
escriben en orden alfabético las letras, poniéndolé a cada letn
un exponente igual, ala diferencia entre el exponente que tiex
el dividendo y el exponente que tiene el divisor. El signo, lod
la ley de los signos para la division.

*Divisién de dos monomios".

EJEMPLO:
Dividir:
3 362>
a) 36a +(-18a) =———
-18a

-12a5
5

= -232

b) (-122%)+(-362°) =

-36a

7a3bzc3 a

c)  Tabic+21ab’c’ =
21ab>c 3b
De este ejemplo se deduce que:

1.- El coeficiente del cociente de dos monomios, s cociente de lof
valores absolutos, de los coeficientes del dividendo y del divisor,

2.- Cafia literal, de las que forman el dividendo, interviene en ¢
cociente, con un exponente calculado, de acuerdo con la lej
anterior mencionada, a menos que una misma literal tenga igud
exponente, en el dividendo y en el divisor; en este caso, no ¥
escribe, por ser su cociente, igual a 1. ]

*Divisi6n de un polinomio entre un monomio”.

Regla.- para dividir un polinomio entre un monomio, se divide
cada uno de los términos del polinomio entre el monomio,
separando los cocientes parciales con sus propios signos.

~ EJEMPLO:
Dividir
3x2y - 6xy2 + 12x 3x2y 6xy2 12x

Solucion: i
3x 3x 3x 3x

3x2y - 6)(y2 + 12x + 3x

=xy-2y2+4

"Divisi6n de dos polinomios”.

Para dividir un polinomio entre otro polinomio, se efectiian los
siguientes pasos:

i.- Tanto el dividendo como el divisor, se disponen en orden
ascendente o descendente, de l1as potencias de alguna letra que
aparezca en ambos.

2.- Se divide el primer término del dividendo entre el primer
término del divisor y se obtiene asf, €l primer término del co-

ciente.

3.- Se multiplica el divisor por el primer término del cociente y ¢l
producto obtenido, se sustrae del dividendo.

4.- El residuo obtenido, en el paso anterior, se trata como a un
nuevo dividendo y se repiten con €l, 1os pasos 2y 3.

5.- Se continta este proceso, hasta obtener un residuo en el cual,
el mayor exponente de la letra que se escogib, en el paso 1, sea
menor, que el mayor exponente de dicha letra en el divisor.
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Si el residuo es cero, la divisi6bn es exacta y el resultado puede
expresarse como L

dividendo

R = cociente
divisor

Si el residuo no es cero, expresamos el resultado como

dividendo residuo

= cociente +

divisor divisor

EJEMPLO:
Dividir; 4L 16x° + 36%%-40x +25 + 2x%-4x + 5
2 -dx + 5§ (cociente)

%3k ax a5 | 4xd 63 4L 36x 20 A0k ¥ 25

(Dividendo)

(divisor) Axt 8- 10x%

_ 8x> ¥ 76x% - 40x + 25 (1ler, Residuo)

+ 8% - 16x> + 20x

10x% - 20x + 25 (2do. Residuo)

S10x% + 20x-25

(Residuo)

Solucién:

- Para obtener el primer término del
cociente se divide el primer término del dividendo entre el primer
término del divisor.

4x4 + 2.x2 = 2x2

ial.- Para obtener el primer producto parcial,
se multiplica el divisor por el primer término del cociente

@2x%-4x + 5) = 4x* - 8x° + 10x°
y se resta del dividendo, para obtener el primer residuo.

- Se obtiene, dividiendo el primer
término del primer residuo, entre el primer término del divisor

8x° + 2x% = -4x

ial.- Se obtiene multiplicando el divisor por
el segundo término del cociente.

@2x%-4x + 5) = -8 + 16x” - 20x
y se resta del primer residuo, para obtener el segundo residuo.

.- Se obtiene dividiendo el primer
término del segundo residuo entre el primer término del divisor.

10X + 2x* = §

ial.- Se obtiene multiplicando el divisor por
el tercer término del cociente

@2x2 - 4x + 5)(5) = 10x" - 20x + 25

y se resta del segundo residuo, para obtener un residuo final de cero.

Prueba de la divisién.- Puede verificarse cuando la divisién es

exacta, multiplicando el divisor por el cociente, debiendo dar el dividen-
do, si la operacién est4 correcta.




AUTOEVALUACION 2. | 21, (3<% - 8xy + 4y7) + (x-2y)

22. (42> + Sab - 6b%) + (a + 2b)
23. (8)(3 + 12x%y + 6xy2 + )'3) + (4)12 + 4xy + y?)
2. (3 + 102 + 12x + 27) + (£ + x + 3)

Realice las divisiones indicadas.
i 2a4 = a2
2. (-36a%b°) + (-6a’b)

3. (8xy) + (-4xy) - . 9
> - a~ + 3a
4. 2a2b3c4 + a‘3.b2c3 A4 )+ (

27.(8a°-1) + (2a- 1)

28. (< +xiy +yY) - oE-xy +y9)

29.(2a%-3a> +3a° + a-1) + (2a-1)

30. (2)(5 -5t + 6 + 4x2-11x + 4) + (2x2- 3x + 1)

25. @x* - 53 - 2% + 11x-6) + (x* - 3x +2)

5. (-9xy") + (-3x%°)

6. (16a°b%) + (-42°b)

7. (1422- 212°) + (7a%)

8. (15x%y” - 9xy) + (3xy)

9.(9x%- 6x + 3) + (-3)

10. (c?d - ¢d? - cd) + (cd)

11. (Ad + 2c2d* - Pd?) + (D)
12. (92%b° - 10a’b?) + (5a’b°)
13.(a%-7a + 6) + (a- 1)

14. (% + 4x-12) + (x + 6)

15. (x* - 5x < 18) = (x + 2)

16. (a% - 6ab + 8b?) + (a - 4b)
17: (x3 -6x% + 12x - 8) + (x2 -4x + 4)
18. (a4 - b4) - (a2 B b2)

19. (9x* - 16y°) + (3x - 4y)

20. (2)(2 + Sxy - 3y2) +(2x-y)

34




|

AUTOEVALUACION 2.

RESPUESTAS A LAS AUTOEVALUACIONES | ~
DE LA LECCION 3.

AUTOEVALUACION 1.

1.-8
2.20
3.8
4.-6
. 10*%p?
: -18x3y3
. 6x°
. -6a°b?
.10a’b?
.6a°b*
.a’b-ab’
285 + 21x°
.62°b°> + 2a’b
: 16x3y - 24x2y2 - 8x2y
. 18a% - 12ab - 6ac

16.-6x> + 6x2y - 4x*
17.x% + 2x - 15
18.-6a%-5a + 4

19. a% - 4b°

20.2¢* - cd - 3d*

21.x% + 3xy - 4y2
22.x> - 12x* + 48x - 64
23.3a° - 23a%c + 38ac’ - 16¢
24.8a° - b°

25.x> + y3

26.a% + 2ab + b’- 1
27.4x> + 16x-y* + 16
28.a° + 62 + 11a + 6
29.x° - 6x> + 11x- 6
30.b>-2b*-5b + 6

|

1. 2a%

2. 6b*

3.-2

4,2bc/a

5. 3x/y

6. -4b

7.2-3a

8. 5xy2 -3
9.3x° + 2x- 1
10c-d-1
11.1/d + 2d-1
12.9/5 - 2a°b
13.2-6

14 x-2

15. x-7




UNIDAD X

OPERACIONES CON EXPRESIONES
ALGEBRAICAS.

INTRODUCCION

El objetivo de estaleccién es presentar al alumno algunos métodos
que contribuirdn a dar rapidez y precisién en el célculo.

Al término del estudio de esta unidad, el alumno estarid en con-
diciones de:

OBJETIVOS:

1. Desarrollar con facilidad algunos productos con coeficientes
racionales llamados "productos especiales” , tales como:

a) El producto de dos binomios con términos semejantes.
b) El cuadrado de la suma o diferencia de un binomio,

¢) El producto de la suma y diferencia de dos nimeros.
d) El producto de dos trinomios.

¢ ) El cuadrado de un polinomio.

f) El cubo de la suma o diferencia de un binomio.




AUTOEVALUACION.

————————

\ Hallar los productos de los siguientes problemas por los métodc
: S )S

L de la leccion 4.

1-(2a + 3)(a +5)
2-(a + 4)(2a + 3)
3-(x + S)(3x + 2)
4.-(3c + 1)((c + 4)
5-(2a + 1)(a + 2)
6.-(5a + 4)(a + 3)
7.- (4c + 1)(c +5)
82y + 3)y +7)
9.-(3b + 2c)(b-4c)
10.- (4f - 3g)(f - 4g)
11.- (n - 7p)(2n - 3p)
12.- (3h = Tk)((h - 2k)
13.= (6¢ - 5d)(c - 8d)
14.- (7p - 2q)(p - 59)
15.- (u- 9v)(4u - v)
16.- (8a - 3b)(a - 6b)
17.- (2x + 3y)(x - 2y)

18.- (4m - 3n)(m + 2n)

19.- (3r - Ss)(r + 3s)
20.- (5¢ - d)(c + 2d)
21.- (6h + 8k)(h - 2k)
22.- (w + 9z)(2w - 7z)
23.- (7Te + Sf)(e - 2f)
24.- (9g - Th)(g + 3h)
25.- (2x - S5y)(3x + 7y)
26.- (4p + 3q)(2p - 59)
27.- (3a - 5b)(4a + 7b)
28.- (S5r - 68)(3r + 2s)
29.- (8g + 3h)(2g + Sh)
30.- (Sm + 7n)(3m + 4n)
31.- (7¢ - 2d)(5¢ - 8d)
32.- (61 - 115)(5r - 7s)

33.-(3a +2)°
34.- (2x -5)°

35.-(Sp +3)°
36.- (4m - 4)°




37.- (4a - 3b)* 60.- (c + d + 2e)?
38.- (6f + 5g)° 61.- (u + 2v - 2w)?
39.- (2r - 7s)> 62.- (3p - 2q + 3r)> ~ PRODUCTOS ESPECIALES.
40.-(5x + 2y)? 63.- (3f - 4g - 3h)?
41.-(7h + 8k)? 64.- (5t + 25 - 3t)2 LECCION 4.
42.- (9u - Tv)? 65-[x + (y + 2)][2x + (y + 2)]
43.- (6w - 11z)° 66.- [2(a + b) - c][3(a + b) -]

44.- (8p + 99)° 67~ [2u + 3(u-v)][Bu + 2(u -y

45.- (x-3)(x + 3 68.- [2(e + f) - j
) [2(e )= 3gli3(e o+ 1) 58 Se llaman productos especiales a ciertos productos que cumplen

46.- (m-5)(m + 5) 69.- [4r - 3(x - t)][St + 2(s - )] reglas fijas y cuyo resultado puede ser escrito por simple inspeccion, es
decir, sin verificar la multiplicacion. De este modo se puede, para

47-(p-N(p +7) 70.- [3(b + c) + 4d][2(b + c)-4 muchos tipos de productos, abreviar el proceso de multiplicacién.
I12( ) P

1-5 PRODUCTOS ESPECIALES.

48.- (¢ + 6)(c-6) 71.- [3(x - 2y) + 2z][4 (x-2y)-%

49.- (4a -5)(4a + 5) 72.- [(a + 2¢) - 3]}[(a + 2¢) + 3] z

S0L32. (G +7 3 1-6 EL PRODUCTO DE DOS BINOMIOS CON TERMINOS
: )(3z ) 73.- (x-2) CORRESPONDIENTES SEMEJANTES.

51.- (5t + 8)(5t-8) 74.- (5 - x)°

52.- (2f + 9)(2f-9) 75~ (x - 1)3 i Sokgzggglﬁgss correspondientes de los binomios "ax + by"y"ex +

53.-(6p = 7q)(6p' + Tq) 76 (2a + Bb)? férminos Semejantes
S54.- (9¢ + 2g)(9¢c - 2g) 77.- (a - 4)°

55.- (8x + 9y)(8x - 9y) 78~ (a + 3)° (ax + by) (cx + dy)
56.- (10h - 7k)(10h + 7k) 791 Gk + y)° ‘

. 2 : 3
57-(a+ b + ¢) 80.- (x + 27) términos semejantes

- (x- 2 2
S8 (x=y it 2) 59.-(e-f-g) Obtendremes el producto de estos dos binomios por el
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37.- (4a - 3b)* 60.- (c + d + 2e)?
38.- (6f + 5g)° 61.- (u + 2v - 2w)?
39.- (2r - 7s)> 62.- (3p - 2q + 3r)> ~ PRODUCTOS ESPECIALES.
40.-(5x + 2y)? 63.- (3f - 4g - 3h)?
41.-(7h + 8k)? 64.- (5t + 25 - 3t)2 LECCION 4.
42.- (9u - Tv)? 65-[x + (y + 2)][2x + (y + 2)]
43.- (6w - 11z)° 66.- [2(a + b) - c][3(a + b) -]

44.- (8p + 99)° 67~ [2u + 3(u-v)][Bu + 2(u -y

45.- (x-3)(x + 3 68.- [2(e + f) - j
) [2(e )= 3gli3(e o+ 1) 58 Se llaman productos especiales a ciertos productos que cumplen

46.- (m-5)(m + 5) 69.- [4r - 3(x - t)][St + 2(s - )] reglas fijas y cuyo resultado puede ser escrito por simple inspeccion, es
decir, sin verificar la multiplicacion. De este modo se puede, para

47-(p-N(p +7) 70.- [3(b + c) + 4d][2(b + c)-4 muchos tipos de productos, abreviar el proceso de multiplicacién.
I12( ) P

1-5 PRODUCTOS ESPECIALES.

48.- (¢ + 6)(c-6) 71.- [3(x - 2y) + 2z][4 (x-2y)-%

49.- (4a -5)(4a + 5) 72.- [(a + 2¢) - 3]}[(a + 2¢) + 3] z

S0L32. (G +7 3 1-6 EL PRODUCTO DE DOS BINOMIOS CON TERMINOS
: )(3z ) 73.- (x-2) CORRESPONDIENTES SEMEJANTES.

51.- (5t + 8)(5t-8) 74.- (5 - x)°

52.- (2f + 9)(2f-9) 75~ (x - 1)3 i Sokgzggglﬁgss correspondientes de los binomios "ax + by"y"ex +

53.-(6p = 7q)(6p' + Tq) 76 (2a + Bb)? férminos Semejantes
S54.- (9¢ + 2g)(9¢c - 2g) 77.- (a - 4)°

55.- (8x + 9y)(8x - 9y) 78~ (a + 3)° (ax + by) (cx + dy)
56.- (10h - 7k)(10h + 7k) 791 Gk + y)° ‘

. 2 : 3
57-(a+ b + ¢) 80.- (x + 27) términos semejantes

- (x- 2 2
S8 (x=y it 2) 59.-(e-f-g) Obtendremes el producto de estos dos binomios por el
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procedimiento indicado a continuacién donde se hace uso del aXiﬂsz
distributivo.

(ax + by) (cx + dy) = ax(cx + dy) + by(cx + dy)
(ax + by){(cx + dy) = acx” + adxy + bexy + bdy2
(ax + by) (ex + dy) = acx’ + (ad + bc) xy + bdy2
tenemos, pues,
(ax + by) (cx + dy) = acx’ + (ad + be)xy + bdy2
Analizando el producto de la derecha, vemos que el producto ¢
dos binomios con términos correspondientes semejantes se realiu

siguiendo estos pasos:

1) Multiplicar los primeros términos de los binomios para obtene
el primer término del producto. I

SR acx2 o

\ (ax + by) (cx + dy)
2) Sumar los productos obtenidos al multiplicar el primer términ
de cada binomio por el segundo del otro. Esto nos llevad
segundo término del producto.

(ax + by) (cx + dy)

bexy
adxy

(ad + bc) xy

3) multiplica los segundos términos de los binomios para obtent

40

el tercer término del producto.

dy2

(ax + by) (cx + dy)

De ordinario, estos tres pasos se hacen mentalmente'y el resultado

se escribe sin paso intermedio.

EJEMPLO 1.
Obtener el siguiente producto: (2a+3b) (3a- 5b).

Solucién:

Escribimos el producto como se indica abajo, tras el problema, y
se refieren los resultados a las posiciones indicadas por las flechas.

(2a + 3b) (3a-5b) = 6a” -ab - 15b%

1) (2a) (3a) =
2) [(2a) (-5b)] + [(Bb) (3a)] =

- 10ab + 9ab =
3) (3b) (-5b) =

EJEMPLO 2.
Obtener el siguiente producto: (2x-3) (x+ 4)

Solucién:




(2x-3) (x +4) = 2%% + Sx=12 | En consecuencia

(x + y)2 = x2 + 2xy + y2 (2)

1) (2x) (x) = Anélogamente,

2) [(2x)(#)] + [(-3) ®)] = 8x-3x = -yl =x-2%y+y (3

3) (-3) (4) = Asi diremos que "el cuadrado de la suma o diferencia de un
binomio es igual al cuadrado del primero, mas o menos dos veces el
producto del primero por el segundo, mas el cuadrado del segundo.”

A
UTOEVALUACION 1. EJIEMPLO 3.

Hallar los productos de los siguientes problemas utilizando k Obtener el cuadrado de 2a + 5b.

formula 1.

1.- (x + 2y) (x + 3y) 4-(x-8)(x + 3)

Solucién:

Utilizandoe la férmula 2, tenemos que:

2.~ (at 4b) (a - 7b) o+ 7) (x- 8 | "(2a + 5b)? = (22)® + 2(2a) (5b) + (5b)°
3-(2r +5) (3r-4) 6- (3a-4) (2a-1) (20 + 5b)? = 4o 20ab + 25b7
7-(2x'+ y) (2x = 5y) 9.-(5a + 1) (2a + 1)
8.- (2u-5v) (u + 3v) 10. (2x - 3y) (4x - Sy)

EJEMPLO 4.

Obtener el cuadrado de 3x- 4y.

El cuadrado de la suma o diferencia de un binomio" Solireion:

El cuadrado de la suma del binomio x + y se expresa: Utilizando la f6rmula 3, tenemos que:
2 _
G A%t LS (3x- 4y)? = (3%)7 - 2(3%) (4y) + (4)°
usamos la férmula 1y obtenemos: Gx- 4y)2 — 9y2. 24xy + 16y2
2
x+y)=k+y)E&+y)

=x* + (xy + xy) + Y’

=x2+2xy+y2
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AUTOEVALUACION 2. @+5)@-5 = @*-5)°

il = 32-25

Hallar los productos de los siguientes problemas utilizando Juf
férmulas 2y 3. |

L- (a + 2b)* 6.~ (2a-3b)? .~ EJEMPLOG.
2.~ (x- 3Y)2 7- (3x + 2y)2 Obtener el siguiente producto: (3x + Sy) (3x - Sy)

3.1 (a +4b)? 8.+ (4x - 5)2 Soluci6n:

4.- (x- 5Y)2 9.- (3a + 4b)2 Utilizando la férmula 4, tenemos:

5- (x + 6)° 10.- (5% - 3y)>2 Gx + 5y) (3x-5y) = (3%)*- (5y)°
= 9x%-25y*

"El producto de la suma y diferencia de dos niimeros™. "

El producto de la suma y diferencia de dos nimeros "x" e "y" &
expresa como (x + y) (x - y). Si aplicamos la férmula 1 a este productg AUTOEVALUACION 3.
obtenemos:

x +y)(x-y) X2 + (-xy + xy) -y2 L lliazlar los productos de los siguientes problemas utilizando la
rmula 4.

e e
T f 1- (x+2) (x-2) 6.- (3x+y) (3x-y)

2- (2x+1)(2x-1) 7.- (4a+3b) (4a-3b)
3- (3x+2) (3x-2) 8.- (2x+7y) (2x-Ty)

es decir.

x+y)(x-y) =x*-y* (@) :

Podemos, pues, enunciar el "producto de la suma y diferenciad®
dos nimeros es igual a la diferencia de sus cuadrados.” 4.- (a+3b) (a-3b) 9.- (3a+7b) (3a-7b)

5.- (2x+5y) (2x-5y) 10.- (-2x +3y) (-2x-3y)

EJEMPLO 5. r

Obtener el siguiente producto: (a + 5)(a-5) . "Productos de trinomios”

Solucién: El cuadrado de un trimonio se puede obtener agrupando con-
. | venientemente los términos y aplicando luego la férmula 2 olaférmula

Utilizando la férmula 4, nos queda: . 3.Con dos ejemplos aclararemos el procedimiento.
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EJEMPLO 7.
Obtener el cuadradode a + b + c.
Solucién:

) Cor}sideremos b + ¢ como nn nimero, para ello metdmoslo entre
paréntesis:a + (b + ¢).Luego[a + (b + ¢)]” es el cuadrado de la suma
de dos.nimerosy lo podemos obtener aplicando la férmula 2, como se
indica a continuacion:

(@+b+cl=[a+d+)
= (a)® + 2(a)(b + ¢) + (b + ¢)®

=a% + 2a(b + ¢) + (b + ¢)®

= a% # 2ab + 2ac + (b)* + 2(b)(c) + (c)?

=a2+2ab +Zac+b2+2bc +c2

= a2 + b% + ¢® + 2ab 4+ 2ac + 2bc
EJEMPLO 8.

Obtener el cuadrado de 2x - 3y - 5z.

Solucibn:

. En este problema meteremos los dos primeros términos entre
paréntesis, aplicando la férmula 3, obtendremos:

(2x- 3y- 52)% = [(2x-3y) - 5z

= (2x-3y)%-2(2x - 3y) (52) + (52)*

= (2x - 3y)? - 10z(2x - 3y) + (52)*

= (2x - 3y)> - 20xz + 30yz + 252

= 2(2x)%- 2(2x) (3y) + (3y)? - 20xy + 30zy + 252
= 4x* - 12xy + 9y* - 20xz + 30yz + 252°
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Algunas veces se pueden agrupar los términos de dos trinomios de
modo que uno de ellos sealasuma de dos niimerosy el otro la diferencia
de los mismos. Luego utilizaremos las férmulas de 2y 4 o la formula 3
para obtener el producto. Los siguientes ejemplos aclararén tales ¢asos.

EJEMPLO 9.
Obtener ¢l producto de (3a + 2b + 5¢) (3a + 2b - 5¢)

Solucion:

Si encerramos entre paréntesis los dos primeros términos de cada
trinomio, obtenemos [(3a + 2b) + Sc][(3a + 2b) - 5¢c], es decir, la suma
y diferencia de dos nimeros. Por tanto podemos obtener el producto
utilizando primero la férmula 4 y luego completar el problema utilizan-
do la férmula 2. Asf ontendremos:

[(3a + 2b) + 5c] [(3a + 2b) - 5¢] = (3a+ 2b)? - (5¢)°

— 022 + 12ab + ab2-25¢°

EJEMPLO 10.
Hallar el producto de (3x + 4y + z) (3x -4y - z).
Solucidn:

Advirtamos primero que si agrupamos los dos primeros términos
de cada trinomio, no se obtiene el producto de la sumay diferencia de
dos niimeros. Pero si agrupamos los términos del siguiente modo [3x +
(4y + z)] [3x - (4y + z)], vemos que las expresiones en ambos corchetes
son respectivamente la suma y diferencia de dos nimeros. Nétese que
los paréntesis en-el segundo trinomio van precedidos por un signo

menos, y que hemos de cambiar el signo de los términos encerrados.
Procederemos como sigue:

(Gx + 4y +z)(3x-4y-2z) = [3x + (4y + z)] [3x - (4y + 2)]
= (307 - 4y +12)"
= 9x’ - (16y2 + 8yz + zz)
= Ox” - 16y2 - 8yz - 2
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AUTOEVALUACION 4.

Hallar el producto de los siguientes problemas por inspeccifn:
1- (x + 2y +.2)° 6.- (a+ 2b + ¢)(a + 2b-<¢)
2 (2x-y-3z)°
3- (3a + 2b + c)?
4~ (x-2y + 32)°

S5 (2x + 3y -2z)2

7.- (2x + 3y + 2z)(2x - 3y - 2z)
8.- 3a + 2b + ¢)(3a-2b-c¢)
9.- (3a-2b + ¢)(3a-2b-¢)
10.-(a + 2b-c)(a-2b + ¢)

1-7 EL CUADRADO DE UN POLINOMIO.

Podemos utilizar la férmula 2y el resultado obtenido en el ejemplo
7 de la secci6n anterior, para obtener el cuadrado de un polinomio que
conste de cuatro términos. Procederemos como se indica a
continuacién:

EJEMPLO 11.

Hallar el cuadradodea + b + ¢ + d.

Solucioén:

(a+b+c+d>=[@a+b+c)+d?

(@a+b+c+d’=(@+b+c)+2a+b+c)d + (d)>
de acuerdo con el ejemplo 7, en donde:

(@a+b+¢) =a+b>+c

+ 2ab + 2ac + 2bc
entonces, se sigue que:

(@ +b +c +d)? =a® +b% +¢% +2ac +2bc +2ad +2bd + 2cd +d>

48

(a+b+c+d)2=a2+b2+c2+d2+2ab+2ac+23d+
%bc + 2bd + 2cd.

El ejemplo anterior y el ejemplo 7 de la seccién anterior hacen
patente 1a siguiente regla para obtener el cuadrado de un polinomio.

"El cuadrado de un polinomio es igual a la suma de los
cuadrados de cada término, incrementada por la suma
algebrdica del doble producto de cada uno por los que le

siguen.”

EJEMPLO 12.

Hallar el cuadrado de 2a + 3b - 4c - 2d.

Solucién:

(2a + 3b- 4c-2d)> = (2a)* + (3b)* + (4¢)% + (-2d)* +
2(2a)(3b) + 2(2a)(-4¢) + 2(2a) (-2d) +
2(3b) (-4c) + 2(3b)(-2d) + 2(-4c) (-2d)

(2a + 3b-4c-2d)” = 4a” + 9b” + 16¢2 + 4d® + 12ab - 16ac
- 8ad - 24bc - 12bd + 16¢d

1-8 EL CUBO DE LA SUMA O DIFERENCIA DE UN
BINOMIO.

El gubo de la sumga de un binomio se expresa (x + y)3, en donde,

1
(x + = (x + y)° (x ¥ y), obtendremos este producto por ¢
procegi)miento indicando a continuaci6én donde se hace uso de la
f6rmula 2 y del axioma distributivo.

x+y)> =x+y) E&+y




2JE 4.
=(X2+2XY+Y2)(X+Y) i f la 6, el cubo de x 4yelde2a-b
| ilizando la férmula 6, €1€ = .
=X (x +y) + 2y (x +y) +y (x +y) Obtener, utilizan

3 B 2 2 E 3 Solucion:
=X A XYk 22Xy 22Xy b XY oF Y 2 3
3 2 2 2! 3 (x-4)° = ®)°-3(0° @) + 3x) 9)"- ()
= x 3y +3xyy + 3xy" +y
- = x>~ 12x% + 48x - 64
en consecuencia, 2 3
3 _ 3 2 25 w3 (2a-b)> = (22)°- 3(2a)” (b) + 3(2a) (b)" - (b)
x+y)y =x +3Xxy+3xy +y (5)

2=40S
anadlogamente = 8a’ - 12a’b + 6ab”-b
-y’ )=x -3y + 3xy” -y (6)

Asi diremos que el cubo de la suma o diferencia de un binomio 5
es igual al cubo del primero, mds o menos el triple producto del AUTOEVALUACION -
cuadrado del primero por el segundo, mis el triple producto

del primero por el cuadrado del segundo y mas o menos el cubo
del segundo.

Obtener los siguientes productos por inspeccion.

2
1- (a+ 2b + 3¢ + d)

2
2.- (2w-3x + 2y-2)
EJEMPLO 13.

2
3.- (a-b-2¢c-3d)
Obtener, utilizando la férmula 5, el cubo de (a + 2) y el de 2x +

2

4- (x +2y-3z +w)
2

Soluci6n: 5.-(a-3b - 2c + 4d)

(a +2)° = (@ + 3(2)%(2) + 3(2) 2)* + (2)° 6- (a+ 2b)°

3
=a> + 6a° +12a + 8 7.- (2a-3b)

(2x + 3y)° = 207 + 3207 By) + 32x) Gy)* + Gy)° 8- (x-3y)°

3
= 8x> + 36x%y + S4xy’ + 27y° 9.- (3x + 2y)
10.- (3a-4b)>




RESPUESTAS A LAS AUTOEVALUACIONES
DE LA LECCION 1.

AUTOEVALUACION 1.

1- x> + 5xy + 6y°
2.- a” - 3ab - 28b?
3.- 67 + 7r-20
4.- x%-5x-24

5.- x2+6x-7

AUTOEVALUACION 2.

6.- 6a°-1la + 4
v 8xy - Sy2

8- 2u + uv- 15v?
9. 10a% + 7a + 1
10.- 8x”-22xy + 15y°

1.- 2% + 4ab & 4b>
2.- x2 - 6xy + 9y2
3.- a’ + 8ab + 16b>
4- x>~ 10xy + 25y>
5- x% + 12x + 36

6.- 4a° - 12ab + 9b>
7- 9% + 12xy + 4y2
8.~ 16x% - 40x + 25

9.- 9a% + 24ab + 16b°
10.- 25x” - 30xy + 9y

AUTOEVALUACION 3.

1-x>-4 6.- 9x2—y2
7. 164> - 9b°
8.- 4x% - 49y2
9.- 9a® - 49b7
10.- 4x* - 9y?

2- 4x>-1
3.- 9x°-4
4.- a*-9b>
5.- 4)&2-25y2

AUTOEVALUACION 4.

1- %% + 4y2 + 2% + 4xy + 2xz + 4yz
2- 4x% + y* + 92° - 4xy - 12xz + 6yz

3.- 922 + 4b% + ¢ + 12ab + 6ac + 4be
4- x* + 4y2 + 92° - 4xy + 6xz - 12yz

5.- 4x> + 9y2 + 42 + 12xy - 8xz - 12yz
6.- a° + 4ab + 4b”- ¢

7 4x2-9y% - 12yz - 42°

8.- 9a>-12ab # 4b” - c*

9.- 9a® - 4b% - 4bc - ¢

10.- a2-4b> + 4bc- ¢’




AUTOEVALUACION 5. AUTOEVALUACION 3.

———

2 2 2
1.- 22 +4b% +9¢% +d% + 4ab + 6ac + 2ad + 12bc + 4bd + 6cd l=x -4 6.- 9x" -y

) 2 2 2
2.- 4w? + 9t + 4y2 + 22 - 12wx + 8wy - 4wz - 12xy + 6xz - 4yz 2 41 7.- 164a” - 9b

3.- a2 + b2+ 4c +9d*L 2ab- 4ac - 6ad + 4bc + 6bd + 12cd 3.- 9x>-4 8- 4x2-49y2
4- X+ 4y2 +92% +wh 4 4xy - 6xz + 2xw - 12yz + 4yw - 6zw 4- a”-9b* 9.-.9a2 - 49b%
5. 22 + 9b% + 4c2 4 1642 - 6ab - 4ac + 8ad + 12bc -24bd - 16¢d 5.- 4x” - 25y° 10.- 4x% - 9y
6.- 2> + 6a’b + 12ab” + 8b°
7.- 8a>-36a’b + S4ab’-27b>
8.- X - 9x2y o+ 27xy2 - 27y3

9.- 27 + 54xy +36xy" + 8y’ 1- X204 4y? + 25+ dxy + 2xz + dyz

AUTOEVALUACION 4.

10.- 27a° - 108a’b + 144ab’ - 64b° 2.- 4% + y* + 92% - 4xy - 12xz + 6yz

3.- 92 + 4b% + ¢ + 12ab + 6ac + 4bc
4- x> + 4y2 + 92" 8 4xy + 6xz - 12yz

5- 4x + 9y2 + 42% + 12xy - 8xz - 12yz
6.- aZ + 4ab + 4b>- ¢

7- 4x%-9y* - 12yz - 42°

8- 9a%-12ab + 4b%-¢”

9.- 9a%- 4b? - 4bc - ¢

10.- a®-4b> + 4bc-c”




AUTOEVALUACION 5.

1- a2 +4b% +9¢% +d% + 4ab + 6ac + 2ad + 12bc + 4bd + 6¢cd

2 ; )
2.- 4w + 9+ 4y2 + 22 - 12wx + 8wy - 4wz - 12xy + 6xz - 4yz

3. a2 4+ b2 + 4¢% +'9d% - 2ab - 4ac - 6ad + 4bc + 6bd + 12cd
4- x> + 4y2 +07% +w? + dxy - 65z + 2xw - 12yz + 4yw - 6zw
5. 22 + 9b2 + 4¢> + 16d* - 6ab -4ac + 8ad + 12bc -24bd - 16¢d
6.- a> + 6a’b + 12ab” + 8b°

7.- 8a>-36a%b + S4ab’ - 27b°

%1 9x2y F 27xy2 - 27y3

9- 27> + 54x2y + 36xy2 + 8y3

10.- 27a> - 108a%b + 144ab*- 64b>

UNIDAD X1

FACTORIZACION

INTRODUCCION.

Con esta unidad comenzamos €l estudio de la factorizacion. Esta
operacion es lo contrario al producto, esto €s, a través de €l vamos a ver
eomo encontrar los factores en que S€ descompone. Aprenderds a rep-
resentar como factores ciertos tipos de expresiones algebraicas.

Al término del estudio de esta unidad, el estudiante estara en
condicion de:

OBJETIVOS:

|. Definir el concepto de factorizacion.

2. Descomponer en factores primos un numero entero o un
Monomio.

_ Encontrar el miximo comin divisor (m.c.d.) de dos o mads
MOoNomios.

4. Aplicar correctamente la propiedad distributiva de la
multiplicacién para extraer un factor comiin de un polinomio.

. Descomponer en factores, expresiones algebraicas que in-
volucren los siguientes casos:
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AUTOEVALUACION 5.

1- a2 +4b% +9¢% +d% + 4ab + 6ac + 2ad + 12bc + 4bd + 6¢cd

2 ; )
2.- 4w + 9+ 4y2 + 22 - 12wx + 8wy - 4wz - 12xy + 6xz - 4yz

3. a2 4+ b2 + 4¢% +'9d% - 2ab - 4ac - 6ad + 4bc + 6bd + 12cd
4- x> + 4y2 +07% +w? + dxy - 65z + 2xw - 12yz + 4yw - 6zw
5. 22 + 9b2 + 4¢> + 16d* - 6ab -4ac + 8ad + 12bc -24bd - 16¢d
6.- a> + 6a’b + 12ab” + 8b°

7.- 8a>-36a%b + S4ab’ - 27b°

%1 9x2y F 27xy2 - 27y3

9- 27> + 54x2y + 36xy2 + 8y3

10.- 27a> - 108a%b + 144ab*- 64b>

UNIDAD X1

FACTORIZACION

INTRODUCCION.

Con esta unidad comenzamos €l estudio de la factorizacion. Esta
operacion es lo contrario al producto, esto €s, a través de €l vamos a ver
eomo encontrar los factores en que S€ descompone. Aprenderds a rep-
resentar como factores ciertos tipos de expresiones algebraicas.

Al término del estudio de esta unidad, el estudiante estara en
condicion de:

OBJETIVOS:

|. Definir el concepto de factorizacion.

2. Descomponer en factores primos un numero entero o un
Monomio.

_ Encontrar el miximo comin divisor (m.c.d.) de dos o mads
MOoNomios.

4. Aplicar correctamente la propiedad distributiva de la
multiplicacién para extraer un factor comiin de un polinomio.

. Descomponer en factores, expresiones algebraicas que in-
volucren los siguientes casos:
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a) Diferencia de cuadrados.
b) Trinomio cuadrado perfecto.
¢) Polinomio cubo perfecto.

d) Suma o diferencia de dos cubos.

PROCEDIMIENTO SUGERIDO.

1. Estudia la leccion 1 del capitulo II de tu'texto. Para los objetivos
1y 2, estudia las secciones 1y 2. Se supone en estos objetivos,
que el alumno tiene conocimiento de los niimeros primos y de
la forma de ¢6mo descomponer en factores a un nimero al-
gebraico. Es importante que logres comprender bien el sig-
nificado de factorizaciény del uso de los nimeros primos, puesto
que en ellos se basa la descomposicién de factores de una

expresion algebraica. Por esto, te sugerimos que resuelvas la
autoevaluacién 1.

Objetivo 3. Estudia la secci6n 3. Para este objetivo es necesario
que domines el anterior, puesto'que se basa en sacar el m.c.d. de
la expresion algebraica para encontrar el factor comin: asf en el *
primer ejemplo tenemos que:

5a’bx* - 15ab%x? - 20ab x*

. . p . |

factores primos de Sa“bx

g 2 2
factores primos de 15ab“x” =

factores primos de 20ab’x*

en donde el m.c.d. = Sabxz. Ahora con el m.c.d. como factor
comin queda:

Sabx’(ax” - 3b - 4b*x?)

En caso de que no sea directo sacar factor comin por m.c.d.
resuélvelo por el método de agrupacién primero y lgfzg() aplica
el m.c.d. para extraer el factor comin de la expresién. Aplica
estos objetivos resolviendo la autoevaluacion 2.

Objetivos 4 y 5. Estudia la seccién 4 en adelante. Para resolver
satisfactoriamente estos objetivos, es necesario que domines los
productos especiales, por lo que te ‘s.ugerim()s los saques en
limpio en tu cuaderno para que visuaiices mejor a que t1po de
factorizacién pertenece cada expresién que analices. Resuelve
como préctica de estos objetivos las autoevaluaciones 3,4, 5y 6.

). Aplica tus conocimientos de esta unidad, resolviendo los

problemas de la autoevaluacion de la unidad volviendo a es-
tudiar aquellos problemas de factorizacién que hayas compren-
dido bien.

. Como ritmo de trabajo, te sugerimos el siguiente:

ler. dia objetivos 1y 2.
2do. dia = - objetivos 3y 4.
3er. dia objetivo 5.

4t0. dia Laboratorio.

4. Como requisito para presentar la unidad, deberas entregar a tu

maestro el laboratorio de la unidad, resuelto en el 'salén, el
cuarto dia. Te sugerimos que consultes otros libros de
matemadaticas, donde encontrards suficientes problemas con
relacién a los objetivos.
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AUTOEVALUACION Encontrar el m.c.d. de las siguientes expresiones:

1 5 12a3b: 18ab’

1. Operacién que consiste en descomponer una expresion al-
gebraica en dos o mds factores cuyo producto es igual a la

expresién propuesta. 2) 3a°b _3)6ab
0) Multiplicacién 1) m.c.m. 4) a’b

0) 3a°b’ 1) Sab”

2) m.c.d. 3) Agrupacién. iy 8a5bc>: l?_ab3c3; 18b2c?

’

4) Factorizacion. 0) 3boc> 1) Sab’c
2. El cuadrado del primer término més o menos el doble producto 2) 2bc? 3) 3a%bc?
del primero por el segundo maés el cuadrado del segundo ;
término, es lo que se llama: 4) abc?

0) Cubo 1) Cuadrado de un binomio. I Encuentra un factor comin de las siguientes expresiones:

——

2) m.c.d. 3) Diferencia de cub&%. 7. 2b2(x2 = 9c2) + 563()(2 - 902)

2 2
4) Raiz cuadrada. 0) (x - ¢) 1) (x-9¢7),

Encuentra los factores primos de las siguientes expresiones: 2) (x + 9¢) 3) (x-9¢)

3. (225) 4) (x¥.c)

0) 1,2,7 1) 1,8,6,7 8. 6x'2% - 155’2 + 21x’2°
2)1,2,4 3)1,0, 11,17 0) 5xz° 1)3x°z
41,35 2) xz 3) 6x'z*
4. 45n’n5p3 4) 2xz°
0) 1,8, “‘ZP3 Encuentra los factores de las siguientes expresiones
2).1, 8, 7, m3, p* 9. (9a2 - 4x%)
4) 1, m’, p° 0) (92 - 4x)° 1) (3a - 2x)°

2) 3a + 2x)° 3) (3a + 2x)(3a - 2x)
4) (9a + 4x)(9a - 4x) :




10. (a’x? - 25y%)

)

0) (a + 5y)2 1) (2x - S5y)°

FACTORIZACION.

2) (ax + 5)’)3 3) (ax + Sy)(ax - Sy)
#yax ® S)ax 2y’ Eatee
11.(4a” - 16a + 16) LECCION 1.

0) (22 +/16)2 1) (2a° - 4)

2) (2a-8)2 3)\(2a-4)%

4) (a - 4)2 5.4 DESCOMPOSICION EN FACTORES.

2.2

1R a0 Dados dos o mas factores, se obtiene su producto, multiplicando

0) (2ax + 3)2 1).(2a - 3)3 ¢l uno por otros. Inversamente, dado un producto, se pgeden obtener
i sus factores; a esta operacion se le llama, descomposicion en factores.

2) (ax + 3)2 3)(2ac + 3)(2ax - En general, descomponeruna expresion algebraica en factores, es hallar

e dos o mas factores, cuyo producto es igual a la expresion propuesta.

4) (4ax + 9)?
‘ 33 39 Para descomponer en factores, un nimero O una expresion al-
13. (a”x” + 3ax™F 3ax+ 1 gebraica, se buscan todos los factores primos contenidos en dicho
nimero-o expresion. Los nameros primos solo son divisibles entre si
mismo y entre la unidad. Dos 0 mds expresiones algebraicas, son primas

z 2 -
0) (ax-1) 1) (ax + 1)(ax-1) 1 ( : 10
entre si, si solo admiten la unidad como divisor comin.

2) (ax +-1)>" 3) (ax - 1)°
Eratéstenes, matematico griego del siglo IIT A.C. ide6 un

33 2
4)(ax” +-1) procedimiento para obtener los niimeros primos en la serie de los
14. (b3 + 27) nimeros naturales que se conoce con el nombre de "Criba de
Bratostenes". Bésicamente consiste en ir eliminando todos aquellos
0) (b_+ 3)(b> - 3b -+ 9) 1) (b'+3) gpimeros que adr{liten alguna divisibilidad en forma sistemética,
2)(b -3)(h + 3) — 3) (b - 3)(b + 3b + 9) acomodando los niimeros como se ve a continuacion.
SPEaE) Sea obtener los nimeros primos de los primeros 100 nimeros de

15. (1 = 8a3) la serie de los niimeros naturales.

0)(1-2a)(1 + 2a + 439~ 1) (a-2)(1~ o
2) (a F 2a)ta~2"+F 43‘3)) 3; 8-221()1 By r
4) (a + 2a)(1 - 2a)




10. (a’x? - 25y%)

)

0) (a + 5y)2 1) (2x - S5y)°

FACTORIZACION.

2) (ax + 5)’)3 3) (ax + Sy)(ax - Sy)
#yax ® S)ax 2y’ Eatee
11.(4a” - 16a + 16) LECCION 1.

0) (22 +/16)2 1) (2a° - 4)

2) (2a-8)2 3)\(2a-4)%

4) (a - 4)2 5.4 DESCOMPOSICION EN FACTORES.

2.2

1R a0 Dados dos o mas factores, se obtiene su producto, multiplicando

0) (2ax + 3)2 1).(2a - 3)3 ¢l uno por otros. Inversamente, dado un producto, se pgeden obtener
i sus factores; a esta operacion se le llama, descomposicion en factores.

2) (ax + 3)2 3)(2ac + 3)(2ax - En general, descomponeruna expresion algebraica en factores, es hallar

e dos o mas factores, cuyo producto es igual a la expresion propuesta.

4) (4ax + 9)?
‘ 33 39 Para descomponer en factores, un nimero O una expresion al-
13. (a”x” + 3ax™F 3ax+ 1 gebraica, se buscan todos los factores primos contenidos en dicho
nimero-o expresion. Los nameros primos solo son divisibles entre si
mismo y entre la unidad. Dos 0 mds expresiones algebraicas, son primas

z 2 -
0) (ax-1) 1) (ax + 1)(ax-1) 1 ( : 10
entre si, si solo admiten la unidad como divisor comin.

2) (ax +-1)>" 3) (ax - 1)°
Eratéstenes, matematico griego del siglo IIT A.C. ide6 un

33 2
4)(ax” +-1) procedimiento para obtener los niimeros primos en la serie de los
14. (b3 + 27) nimeros naturales que se conoce con el nombre de "Criba de
Bratostenes". Bésicamente consiste en ir eliminando todos aquellos
0) (b_+ 3)(b> - 3b -+ 9) 1) (b'+3) gpimeros que adr{liten alguna divisibilidad en forma sistemética,
2)(b -3)(h + 3) — 3) (b - 3)(b + 3b + 9) acomodando los niimeros como se ve a continuacion.
SPEaE) Sea obtener los nimeros primos de los primeros 100 nimeros de

15. (1 = 8a3) la serie de los niimeros naturales.

0)(1-2a)(1 + 2a + 439~ 1) (a-2)(1~ o
2) (a F 2a)ta~2"+F 43‘3)) 3; 8-221()1 By r
4) (a + 2a)(1 - 2a)




PROCEDIMIENTO.

1) Se suprimen los maltiplos de 2, excepto 2.

2) Se supriinen-los-multiplos de 3, excepto 3.

3) Se suprimen los multiplos de S, excepto 5.

4) Se suprimen los multiplos de 7, exeepto 7.

Los nimeros restantes son primos.
1-2 3 4 5 6 7 8919
11 2 13 #3516 17 48 19 26
2+—22 23 24325262728 29 38
31 3233343536 37 383948
41 42 43 444546 47 484956
S+—52 53 5455565758 59 68
61 6263646566 67 686979
71 2 73 H—F5—F6F7—F8 79 88
81 82—83—84 85 86 88 88—89—9(0
91 92 93 94 95 96—9798 99 100

Los nimeros primos.obtenidos son: 2, 3,5, 7, 11, 13, i :
P 1 : y My dy Fy y 19, 17, 19, 23,
29,31, 37,41, 43, 47,53, 59, 61,67, 71, 73,79, 83,89, 97.

~ En consecuencia, hay 26 nimeros primos en los 100 primeros
nimeros de la serie de niimeros naturales (que tinicamente son
divisibles entre la unidad y entre s{ mismos).

_Algunos ejemplos de expresiones algebréicas primas entre si (solo
admiten la unidad como divisor comin) son:

1) (a + b) y(a-b)
2) Ba+5)y (2b-4)

H KEHx+1)y & +1)

2-2 FACTORES PRIMOS.

Tomando ahora como base cada uno de los nimeros primos
anteriores, sin tomar en cuenta el nimero 1, todo niimero puede ser
descompuesto en sus factores primos.

Los factores primos de un niimero son aquellos que pueden servir
como divisor exacto al niimero propuesto. Para encontrarlos se va
dividiendo en forma progresiva Gnicamente entre-los-mimeros primos
con los que se pueden hacer divisién exacta, sin importar que alguno o
yarios de ellos se repitan dos © més veces hasta lograr que el nimero
indicado se reduzca a la unidad.

Lo usual es colocar una linea vertical a la derecha del nimero. A
la derecha de dicha linea se van colocando los divisores primos y a la
izquierda los dividendos resultantes en la forma siguiente:

EJEMPLOS:

Encontrar los factores primos de 120:

120 | 2

60 120.= 2x2x2x3x5= (2)>x3x5
30
15 Los factores primos de 120 son; 2, 3,y 5.
5
1




Encontrar los factores primos de 276: AUTOEVALUACION i
276 | 2

138 | 2 276 = 2x2x3x23 = (2)2 <3 x23 Encuentra los factores primos de los siguientes numeros.
4 : L2
69 | 3 1.- 360 6.- 32 11.- 8xy 16.- 15ab
2.2 5
- - = 17.- 97
23. | 23 Los factores primos de 276 son; 2, 3 y 23. £ =630 (o 12 17x°y E

i 3.- 342 8.- 125 13- 100 18- 121a’b%c’

2
- 3 = -~ 10
Encontrar los factores primos de 8a> b’ gt b sl P

F A 10,20
8a’b 2

5- 227 10.- 4x> 15.- 96a3bc>  20.- 25x

42%b% | 2 La expresion, 8a° b% = (2) (2) (2) (a) (a) (a)

2 ~ ’,
2a°b° | 2 (b) (b) 2.3 MAXIMO COMUN DIVISOR:
= (2 (a)’ (b)*

Los factores primos de 8a> b% son; 2, a y b

Teniendo varios nimeros propuestos, por ejemplo, 10, 20, 30, 40,
se observa que todos ellos pueden ser divididos por un mismo nimero,
en este caso pueden dividirlos el 2, 5, y 10. Por ello, se dice que tienen
un divisor comin; pero si a la vez se trata del nimero més grande
posible, que sea divisor de todos, entonces tendremos el maximo comin

divisor, que en el ejemplo es 10.

Porque:

divisores de 10 : 2,5, 10

divisores de 20 : 2,4, 5, 10,y.20
divisores de 30 : 2,3,5,6,10,15y 30
divisores de 40 : 2,4,5,8, 10,20y 40

De todos los divisores distintos a la unidad, los comunes son: 2.5,

De 2, 5y 10 el méximo es 10.




Por lo tanto m. ¢. d. de 10,20,30y 40 = 10

EJEMPLO:

En los nimeros 8, 12y 16, todos ellos pueden ser divididos entre
2 y 4; pero el mayor divisor comin es el 4.

Porque:

divisoresde 8 : 2,4y 8
divisores de 12 : 2,3,4,6,y 12
divisores de 16 : 2,4,8y 16

de todos los divisores diferentes a la unidad, los comunes son: 2y

De 2y 4 el mayor es 4.
Por lo tanto, m.c.d.de 8,12y 16 = 4

Para obtener mentalmente el m. c. d. de varios nameros sencillos
se ensaya si el menor de todos ellos estd contenido exactamente en los
otros; si esto ocurre, ¢l serd el m. c. d. En caso contrario se prueba con
la mitad del menor, la tercera parte, la cuarta parte..., hasta obtener una
parte de dicho nimero que éste exactamente contenida en los restantes.
El nimero asi obtenido es el m. c. d. de los nimeros dados.

EJEMPLOS:

Obtener mentalmente el m. ¢. d. de 18, 24 y 8:

8 no esta contenido exactamente en 18, pero si en 24.

4 (la mitad) estd exactamente contenido en 24, pero no en 18.

La tercera parte de 8 no es entera, por lo tanto no se tiene en
cuenta.

2 (La cuarta parte) estd contenido exactamente en 18, 24 y, por
supuesto en 8.

El m. c.d. de 18,24 y 8 es 2.
Obtener mentalmente el m. c. d. de 10y 12:
10 no est4 contenido exactamente en 12.
5 (su mitad) tampoco estd contenido.

La tercera y cuarta parte de 10 no son enteras, por lo tanto no se
lienen en cuenta.

2 (la quinta parte) estd contenida exactamente en 12 y por supues-
toen 10. En consecuencia:

Elm.c.d.de 10y 12 es 2.

9.4 CALCULO DEL m. c. d. POR FACTORES PRIMOS.

Se buscan los factores primos de cada nimeroy se escriben en la
forma indicada para poder escoger los factores comunes de menor
exponente. El producto de dichos factores €s el m. c.d.

EJEMPLOS:
Calcular el m. ¢c. d. de los naimeros 10, 20, 30y 4(0:

102 20 30| 2 40 | 2
5 2

2
515 10| 2 15

2()

1 S 15 10
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2)* x5 15a2b3¢ = (3)(5)a’b’c
2x3x5 242b% = (2)*(3)ab’x
2 x5 36b42 = (2)2(3)2b2x2
Por lo tanto: (3) es el factor comun en los tres monomios de menor exponente.
Los factores comunes de menor exponente son2y Ssum. ¢. d. = b2 es la literal en los tres monomios de menor exponente.
7T Por tanto, el m. c. d. de los tres monomios €s = 3b2.
Calcular el m. ¢: d. de los nimeros 8, 12 y 16:
gll. e T = T6al.2 8 = (2)°
? 2. 4,8 AUTOEVALUACION 2.
AN 3 4 2)*x3
1 2

S TR X A A

e L

Calcular mentalmente el m. c. d. de los siguientes grupos de
pimeros:

f
M
it
4
di
X

i
i
!
A
1

P e et

4
1 16 = (2) 1. 30y 40

El factor comin de menor e€xponente es (2)2 2. 12,8y 20

e -

-z
e

Su maximo comin divisor = (2)° = 4 3. 6,8, 16y 20

~ Calcular el m, c. d. de: 152 bc; 24ab® x; 36b* x° descomponiendd 4. 18,27,36y45
en factores primos, tenemos:

5. 56, 64, 48, 40
15a%b%¢ | 3 24ab%x 36b*x2

2. 3 5 29 Calcular mediante la descomposicién en factores el m.¢. d. de los
Sa’b7c |5 12ab"x 18b"x” siguientes grupos de nimeros:
a’bc 6ab’x 9b’x> 6. 45,30y 60

ab’c ¢ 3ab’x : 3b2x? 7. 175,245y 315

2 2.2
ab’x : b™x 8. 81,54y 189
2 2
b™x bx Hallar el m. c. d. de:
bx m

)]( X X X 9. 2x2y. )n&zy3




> 3 2
. 8am™ n, 2()x2 m

2 3 4
_ 18mn2, 272’ m> n

. lSa-2 b3 C, 2411b2 X, 36!)4 x2

. 12x% yz3, 18,\:y2 z, 24x° yz2

_4a%b. 82> bZ 2a%be, 10ab° ¢

2-5 LA PROPIEDAD DISTRIBUTIVA COMO HE-
RRAMIENTA PARA LA FACTORIZACION DE
POLINOMIOS.

Aplicar la propiedad distributiva en la factorizacién de polinomios
dados.

Hasta ahora hemos utilizado la propiedad distributiva solo para
transformar productes en sumas, es decir:

a(b+c¢) = ab + ac

Pero nos falta analizar el otro sentido, que es el de transformar
sumas en productos, como indicamos a continuacion:
ab + ac = a(b + ¢)

en este caso decimos que hemos expresado la suma ab + accomo el
producto de los factores ay (b + ¢)

EJEMPLOS:

Si tenemos el rectangulo

C

decimos que su perimetro es 2b + 2¢, o también 2(b + c) yaque porla
propiedad distributiva:

2b +2c=2(b + ¢)
lo cual puede deducirse inmediatamente de la formula,
ab + ac = a (b + ¢), haciendoa = 2.

2 2 2
Si tenemos la expresion, 2x“y + 3x“z, podemos expresarla como
xzzy + x“3z y entonces escribir,

2

=
2x=y: 3x’z = x° (2y + 3z)

Si comparamos la expresion, (x + 2)y + (x + 2)4 con la expresion
ab + ac, vemos que:

ab + ac = a(b + ¢)
(x+2)y+(x+2)4 = (x+2)(y +4)
; < .

Poner en factor comiin, 3a en la expresion, 3a~ - 6ab

3a” - 6ab = 3a-a-3a-2b = 3a(a-2b)

Poner en factor comun, Sabx en la expresion:

3 4
5a” bx* - 15ab” x° - 20ab’ x
3 2
= Sabx” (ax - 3b - 4b” x)

En la practica se elige como factor comin un monomic tal que
facilite operaciones subsecucntes; como, s¢ verd mds tarde en la
simplificaci6n de fracciones. Para ello, conviene ge neralmente elegir el
m. ¢. d. de los términos del polinomio.

El obtener un factor comin, implica la aplicacién de, la propiedad

distributivay de la propieded simétrica de la igualdad. Asi, por ejemplo,
Si:

a(x +y) =ax + ay Propiedad distributiva.




ax +ay =a(x+y) Propiedad simétrica
de la igualdad.

Hay veces que en un polinomio cuyos términos no contieneg
ningiin factor comin pueden ser separados en grupos de términos co
factor coman. Algunes polinomios que no estdn en la forma de diferen
cia de dos cuadrados pueden ser expresados asi mediante u
agrupamiento adecuado de los términos.

EJEMPLO:

3x + 3y + ax + ay = (3x + 3y) + (ax + ay)
=3(x +y) +a(x+y)
= (x +y)(3 + a)

Las propiedades asociativay conmutativa para la adici6én junto ol
la propiedad distributiva, permiten factorizar un polinomio por
agrupacion. En el dltimo paso, (x + y), se maneja un solo término d
aplicar la propiedad distributiva.

Otro polinomio-que se puede factorizar rapidamente cuando s
agrupan los términos en forma apropiada es el siguiente:

2ab - 15¢d - 10ad + 3bc (2ab - 10ad) + (3bc-15¢d)
2a(b - 5d) + 3¢(b - 5d)
(2a + 3c)(b-5d)

Naturalmente que puede haber méas de una forma conveniente de
agrupar términos.

2ab - 15cd - 10ad + 3bc = (2ab + 3bc) + (-15¢d - 10ad)
b(2a + 3¢) + (-5d)(3c + 2a)
b(2a + 3¢) +(-5d)(2a + 3¢)
= (b-5d)(2a + 3c¢)
Como la multiplicacion es conmutativa, este resultado es el misme
que el precedente.

AUTOEVALUACION 3.

——

Descomponer las expresiones siguientes en dos factores:

1. b + b
y x3-4x4

: 15c3d2 + ()Oczd3

2

3

4. 2432xy2 - 36x2y4
5. 4x> - 8x + 2
6
7
8
9

.x3 +x5-x7

2 2 : 2
. 34ax” + Sla’y - 68ay
. 55m’n’x + 110m?n>x” - 22()m2y3

4
.x—x2+x3—x

f25+ 3ad-+ 823~ 48’
L2+ 4
2 4
. XT-X
.a+ ab
3 2

. 6b” + 4b"-2b
15. 16a* -8

Factorizar por el método de agrupamiento:
16. am - bm + an-bn
17. a2 - 3bx” + azy2 - Bbyz
18 x2ka? + x-la’x
19. 3abx” - 2y2 2+ 3aby2

20. 6ax + 3a + 1 + 2x
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. 3x°-9ax% -x + 3a

\ 2x2y + 2xz° + yzz2 + xy'%
1 +a + 3ab + 3b

. 20ax - 5bx - 2by + 8ay

Al o

. 2x + 2y + bx + by

. ax + ay + 4x + 4y

. ax - ay + 2¢x -2cy

. 4x + 12 + xy + 3y

.mn+ m+n+ 1

2-6 FACTORIZACION DE UNA DIFERENCIA DE DOS
CUADRADOS.

~ Algunos monomios, se descomponen en dos factores iguales, por
ejemplo:

49 = (7) (7)
25 7
4a” = (2a) (2a)
6 3 3
100a” = (10a”) (10a”)
| Doy - : .

. Un nimero o monomio que se descomponé en dos factores
iguales, es cuadrado perfecto. Cada uno de los factores de la
descomposicion de un cuadrado perfecto, es la raiz cuadrada del

nimero o del monomio.

144 se descompone en, 12 x 12

I.a raiz cuadrada de 144 es, 12

2534, se descompone en, (532) (532)

p 4 2
I.a raiz cuadrada de 25a " es, S5a

Cada uno de dos factores iguales en que se descompone un
sfimero, es la raiz cuadrada de dicho nimero. Toda raiz cuadrada, tiene

doble signo.

La raiz cuadrada se denota con el simbolo Vv el radical.

Para extraer la raiz cuadrada deun monomio cuadrado perfecto se
extrae la raiz al coeficiente y se divide entre dos el exponente de cada
una de las literales

EJEMPLO:
v252%b2 = 5 (a)*2(b)?? = =5a°b

13 (8)2,’2 (b)4/2 (C)6/2 2 255

2,40 = + 13ab’c¢

v169a°bie® =

Dos binomios que tienen idénticos el primer término y el segundo
rmino solo difiere en el signo, se llaman binomios conjugados.

EJEMPLO:
a + by a-b sonbinomios conjugados.
3a + Sy3a-5 son binomios conjugados.

Al calcular el producto de dos binomios conjugados, encontramos
que era una diferencia de cuadrados como se observa enseguida:

(x £ y) (x$y) =x5-Y
(a+b)(a-b) =a® - b’

(x ¥ 4) (x<4) =x>-16
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(2a-5) (2a + 5) = 4a’-25

esto quiere decir que cada vez que tengamos una diferencia de
cuadrados es posible factorizarla, expresdndola como un producto ge
dos binomios conjugados como en los siguientes ejemplos:

) x> -yr= (x +y) (x-y)
2) 25-16 = (5 + 4) (5-4)
3) a%-36 = (a + 6) (a-6)
4) 49x% - 9y* = (Tx + 3y) (7x +3y)

Para encontrar los binomios conjugados en los ejemplos
anteriores, lo que hicimos fué encontrar la raiz cuadrada tanto del
minuendo como del sustraendo en la diferencia de cuadrados que
teniamos, pero como la raiz cuadrada puede ser positiva o negativa
entonces es posible factorizar una diferencia de cuadrados en mas de
una forma, como veremos a continuacion:

Enel ejemplo 2),v25 = 5y ¥25 = -5,

también vi6 =4 y vI6 = -4, por lo que si sustituimos estos valores
en la férmula, x“ -y~ = (x +y) (x -'y) tendriamos:

a) 2516 =((5)*- (#)2.=(5 + 4) (5-4) = 9) (1)
=9

(-5)7-(-4)° = [-S + (D] [5- 4]

= (-9)(-1) =9

(5)2- (4)" = [5 + (D] [5- (-4)]

b) 25 - 16

¢) 25- 16

= (1) (9) =9
d) 25+ 16 ‘= (-5)2 - (4)" =/ (-5 +4)(-5-4)
= (1) (:9) =9

En el ejemplo 4), Ja9x% = Tx; V49x*

-7x, y también
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jgy’z = 3y »/C)y2 = -3y de modo concluimos que, 49x2 - 9y2 =
factorizarse como:

a) 492 -9y% = (Tx)2- (3y)* = (7x + 3y) (7x- 3y)

(-7x)% - (-3y)? = (-Tx - 3y) (-Tx + 3y)
(7x)% - (:3y)% = (7x - 3y) (Tx + 3y)
d) 49x2-9y? = (-Tx)% - (3y)* =

En ambos casos, observamos que los resultados a) y ¢) correspon-
den a los mismos factores, solo que en otro orden, y también ocurre lo
mismo con los resultados b) y d).

b) 49x° - 9y
¢) 49x” - 9y”
(-7x + 3y) (-7x - 3y)

g

Para factorizar una diferencia de cuadrados de la forma x” - yz,
gscribimos el producto de dos binomios conjugados de la forma (x + y)
(x- y), donde el término com@n x es una raiz cuadrada del minuendo y
los términos simétricos (y) y (- y) son las raices cuadradas del sustraen-
do, es decir:

-yt = (x+y) (x-y)

AUTOEVALUACION 4.

Ria e

N e
B

Encuentra los factores de las siguientes diferencias de cuadrados:

1) a*-49 6) 4x%* - x’y?
2) 36x% - 25y° 7) -25x> + 36y’
3) 64ab” - 121x° 8) (3a + 2b)”- (3a - 2b)?
4) 144x%y° - 169x> 9) 100 - (x + 3)°

5) 81-9x'° 10) -49x%° + (Txy® + 3)°

- -




2-7 FACTORIZACION DE TRINOMIOS CUADRADOS
PERFECTOS.

—

En unidades anteriores establecimos que el resultado de elevar i
cuadrado un binomio de la forma (x + y) o de la forma ( x - y) eraug
trinomio cuadrado perfecto, es decir:

(x+y)2=x2+2xy+y2
(x-y)2=x2-2xy+y2

Esto significa que si tenemos un trinomio cuadrado perfecto,
podemos expresarlo como el cuadrado de un binomio, es decir:

x2+2xy+y2=(x+y)2
x2-2xy + y2 - (x-y)2
Para ello, debemos estar seguros de que el trinomio que tenemos
es realmente un trinomio cuadrado perfecto, por lo que procederemos

como en los siguientes ejemplos:

; J ! : 2 2
Si queremos factorizarel trimonio 4a” + 20ab + 25b~ observamos
que:

4a’ es el cuadrado de 2a.

25b” es el cuadrado de Sh.

20ab es el doble producto de 2ay Sb.
es decir,

2(0ab = 2(2a) (5b)

-
L

- 2 —
de donde concluimos que 4a~ + 20ab + 25b
perfecto de la forma,

es un trinomio cuadrado

X2 + 2xy + y2

donde, X
y

a
b

jeomo, x> + 2xy + y2 = x + y)2
atonces, (2a)> + 2(a) (Sb) + (5b)® = (2a + 5b)°
Si queremos factorizar el trinomio, x> + 8x + 16, observamos que:
x* es el cuadrado de x.
16 es el cuadrado de 4.
8x es el doble producto de x y de 4.
pque, 8x = 2(x) (4)
i donde, 2+ 8 + 16 = (x) + 2(x) (4) + (4)°
Por lo que podemos escribir:
)(2+8x-i-16=(x+4)2
Si queremos factorizar el trinomio,
2% - 10z + 25
Observamos:
7% es el cuadrado de z
25 es el cuadrado de 5
10z es el doble producto de z y de 5 ya que,
10z = 2(z) (5)

2
bnde. z2 - 10z + 25 = (2)%-2(z) (5) + (5)% 10 cual es de 1a forma, x
2 2
Ay + y"conx =z yy=5ycomo

X2y + ¥, = (%)
2 2
monces, (z)2 -2(z2) (5) + (5) = (z-95)
En el trinomio, 36x° + 42xy + 16y2, observamos:

?)
36x” es el cuadrado de 6x.
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16y es el cuadrado de 4y.
42xy no es el doble producto de 6xy de 4y
42xy # 2(6x)-(4y) =

Porlo que el tri i 2 2
nomio, 36x° + 42xy C . - :
cuadrado perfecto. . RS B0 S HU: T RIEN TR

YERRRISS 48xy.

AUTOEVALUACION 5.

. . 5 S i 5
fe(,t().i . ( : ; : ‘ :
4 V) -l ZUX

5 2
2) y*'+ 6y + 6 7) 9x*-'48% '+ 64

3) y2 + 9y + 6 8) 100a> + 30a + 9
4) a’- 14a + 49 9) 49x% + 24x-'1
5)h? 4 4h-4 10) 4y2-12y-9
Factoriza los siguientes trinomios cuadrados perfectos:
11) a2 + Zac + &

12) 4x% + 24xy + 36y

L ?.xy2

13) x> + y
14) 9x%y% + 16 + 24xy
15) 28xy> +49y® + 4x’
16) 100a*b? + 100a°b> + 25a%b*

17) 16a%x> + 642%° + 64a*x*
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18) 49a’p®- 422" + 9a*b?

2-8 FACTORIZACION DE UNA EXPRESION QUE ES EL
CuUBO DE UN BINOMIO.

En los productos notables se vio que:

(x + y)3 =x + 3x2y + 3xy2 + y3

(x - y)3 = x3 - 3x2y + 3xy2 - y3

ue un polinomio ordenado con

Por lo anterior se deduce que para g
deber4 cumplir con lo

fespecto a una letra sea el cubo de un binomio
siguiente:

1) Tener cuatro términos

2) El primero y Gltimo términos deberdn ser cubos perfectos.

3) Elisegundo término debera ser + .0 - el triple producto del
cuadrado de 1a rafz cabica del primer término multiplicado
por la raiz cabica del dltimo término.

ser el triple producto de la raiz

4) El tercer término deberd
ado de la rafz cabica

cabica del primer término por el cuadr
del ultimo.
Si todos los términos del polinomio son positivosia expresion dada

es el cubo de la suma de las rafces ciibicas del primero y @ltimo término
ysi los términos son alternadamente positivos y negativos la expresion

dada es el cubo de la diferencia de dichas raices.
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EJEMPLOS:

Encontrar si la siguiente expresion es el cubo de un binomio:

1252° + 150a% + 60ab” + 8b> |

Primero vemos si cumple con las condiciones anteriores:

1) Si tiene cuatro términos.

2) La raiz cibica de 125a° = 5a

La rafz ciibica de 8b> = 2b

3) (3) (52)° (2b) = 150a’b (segundo término)

4) (3) (5a) (2b)? = 60ab” (tercer término)

Por tanto, si cumple las condiciones y como todos sus t€rminos son
positivos la expresién dada es el cubo de (5a + 2b) o de otra manera,
(5a + 2b), es la raiz cabica del polinomio dado.

Encontrar si la siguiente expresion es el cubo de un binomio:

S4abZ-27b> + 82> -36a°b
ordenando la expresi6n se tiene:
8a>- 36a’b + S4ab” - 27b°

1) Tiene cuatro términos.

2) La raiz ctibica de 82’ = 2a

La raiz ciibica de 27b> = 3b

3) (3)(2a)*(3b) = 36a’b (segundo término)

4) (3) (22)% (3b)? = 54ab’ (tercer término)

y como los términos son alternadamente + y -, la expresién dada es ¢l
cubo de 2a - 3b.

AUTOEVALUACION 6.

Factorizar las expresiones siguientes ordenandolas previamente:
1. a>+3a’+3a+1
27-27x + 9x*-x°
8 + 12a% + 6a* + a®

27m> + 108m’n + 144mn® + 64n°
125a2% + 150a’b + 60ab” + 8b°

8 + 36x + 5S4 + 27x°

a® + 3a%> + 3a%° + b’

64x° + 24Ox2y + 3()()xy2 + 125y3

2n + 3212m112 - a3n3

© ® NS » oA W N

m3 - 3am

64x° - 12512 - 240:%y* + 300x°y°

-
=

2.9 FACTORIZACION DE LA SUMA O DIFERENCIA DE
DOS CUBOS.

Es f4cil comprobar.mediante multiplicacién directa que,

(a + b) (a2 - ab + b) — a® + bPy que (a-b) (a° + ab +b)

a3-b‘

Este es un resultado importante porque garantiza que invirtiendo
las f6rmulas podemos siempre factorizar la suma de dos cubos; asi como
la diferencia de dos cubos.

- A BN

* FW—:"-H

e ah Sy
pappa s % 3= — 2 ey

SEAeN

ot LR
-

!
"
{




EJEMPLOS:
Factorizar completamente, x> - 27

Primero observamos que 27 es el cubo de 3 de mudo ue lo qu
tenemos es la diferencia entre dos cubos. Podemos escribirx™ - 27 =y
- (3)°; aunque esto debe de hacerse mentalmente. Ahora, aplicamos;
Ja inversa la segunda férmula de arriba:

R (a- b)(a2 + ab + bz) y pensamos en
xy3enlugardeenayb:
$-(3) = (x-3)F +x3 + 39
= (x-3)(x + 3x'+ 9)
Factorizar completamente, 8y3 + 1
Esto se puede factorizar como la suma de dos cubos:
8y3 +1 = (Zy)3 + (I)3 (mentalmente)
2y + DIy 21 + 1]
= 2y + )@y* -2y + 1)

Notamos que podemos establecer el proceso mental para ei

conirar el segundo factor, elevamos al cuadrado su primer tgrmmor
*nultlphcamos sus dos términos y cambiamos el signo, y finalmente§
elevamos al cuadrado el segundo término.

En los dos ejemplos anteriores, el segundo factor del resultadont
es de nuevo factorizable.

AUTOEVALUACION 7.

Desarrollar:
N1 +a
2)8x° +y°
3)27a>-b°
4)1-216m’

§) 8x° - 27y°

6) 512 + 272°
7) x5 - 8y12

8) 27m> + 64n°
9)a> + 8b"
10) 8’ - 125y°2°




RESPUESTAS A LAS AUTOEVALUACIONES
DE LA LECCION 1. '

AUTOEVALUACION 1.

1-2'3.5
2.-233,5:43
3-2,3,19

4.-2,5, 11

S.- Es niimero primo.
6.-2,3

7-2,5

8.-5

9-2,89

10.- 2, x

AUTOEVALUACION 2.

11.-2,3, x, y

12.-17, x, y

13.-2, 5, x

14.-2 3, a

15-2,3,a, b, ¢
16.-3,5,a, b

17.-97, z

18.-11,a,b, ¢

19.-2, 5, x

20.- 5, x, z

7.- 35
8.-27
9.- x2y

10.- 4m2

WTOEVALUACION 3.

1) b(1 + b)

2) x> (1 - 4x)

3) 15¢%d% (c + 44)

4) 12xy* (2a° - 3xy?)
5)2(2x%-4x + 1)
6)x3(1 + x2-x4)

7) 17a (2x* + 3ay - 4y°)
8) SSm’(n’x + 200%2 - 4y%)
9 x(1-x + x2-x3)

10) a’ (a4 -3a2% + 8a- 4)
11)2 (x* + 2)

1.- 10
2.-8
3.-2

12) x2 (1 - x?)
13)a (1 +b)
14) 2b (3b% + 2b - 1)
15) 8 (2a*- 1)

16) (m + n) (a - b)
17) (x* + y?) (a® - 3b)
18) (x + 1) (x- a%)
19) x* + y%) (3ab - 2)
20) (2x + 1) (3a + 1)
21) (3x%- 1) (x - 3a)
22) (xy + 2°) (2x + y?)
23)(a + 1) (3b + 1)
24) (4a- b) (5x + 2y)
25)(a + 1) (a + 1)
260)(x +y)(2 + b)
27)(a + 4)(x +y)
28) (x - y) (a + 2c¢)
29)(4 + y)(x+ 3)
30)(m + 1) (n + 1)




AUTOEVALUACION 4.

AUTOEVALUACION 6.

1.(a% + 7) (a*-7)

2. (6x + 5y°) (6x - 5°)

3. (8ab> + 11x)(8ab” - 11x)
4. (12xy3 + 13x)(12xy3- 13x)
5.(9 + 3x°)(9 - 3x°)

AUTOEVALUACION 5.

6. (2x°y> + xy)(2x°y” - xy)
7. (6y* + 5x)(6y” - 5x)

8. (6a)(4b)

9. (13 + x)(7 -x)

10. (14xy> + 3)(3)

1) Si

2) No

3) No

4) S

11) (a + c)2
12) (2x + 6y)?
13) (x-y%)?
14) 3xy + 4)%

2x 3y *
=
2

5) No
6) Si
7) Si

19) (
3
X y2 2
20) oy
5 3

8) No
9) No
10) No

15) (2x + 7y°)*

16) (10a’b + 5ab?)’
17) (4ax + 8ax)?
18) (7a’b° - 3a’b)?

1.(a + 1)°
2.(3-x)°
3.(2 + a%)°
4. (3m + 4n)’
5. ((5a + 2b)°

AUTOEVALUACION 7.

6. (2 + 3x)°
7.(a% + b>)°
8. (4x + Sy)°
9.(m- an)3

10. (4 - 5y%)°

1.(1-2)(1-a + a°)

2.(2x +y) (4)(2 - 2xy + y2)

3. (3a- b)(9a> + 3ab + b’)

4. (1-6m) (1 +6m + 36m°)
2 2

5.(2x-3y)(4x” + 6xy + 9y")

6. (8. + 32°)(64 - 242> + 92°)

7i (.\(2-2)'4)()«4 + szy4 + 4y8)

8. (3m+ 4n3)(9m2- 12mn° + 3()n6)

9. (a + 2b%)(a® - 2ab* +14b%)

10. (2x7-5y2%)(4x° + 10x%yz° + 25y°2")




UNIDAD XII

FACTORIZACION

INTRODUCCION.

Con esta unidad terminaremos la factorizacién, viendo las distin-
us formas de factorizar un polinomio de segundo grado de la forma ax
+bx + c. Bstos tipos de factorizaci6n y los de la unidad anterior, te
serviran mas delante de tu curso de dlgebra.

Al término del estudio de esta unidad, el estudiante estard en

condicion de: %

& -

OBJETIVOS: =~

= - *5"

1. Encontrarlos faciores de un trinomio general de segundo rado
R
de la forma ax” + &% + <, en donde b y ¢ son enteros.
;"f‘

),

_Encontrar xs<=:tores de un trinomio general de segundo grado
de la forma, ax” + bx + ¢, en donde a, by c son enterosy a #
0. '

-3

.:Encorirar ias factores de un polinomio por agrupacion de
términags.

_ Enconirar el minimo comtin miltiplo (m.c.m) de dos o mas
polinomios.




PROCEDIMIENTO SUGERIDO.

—

1. Estudia la leccion 2 del capitulo II de tu texto. Te sugerimos qug
primero leas las secciones que en seguida se mencionan para log
objetivos de la unidad y analices los ejemplos que se incluyep
con el fin de que sea més facil su comprensién. Luego, tratae
base a ellos, de contestar los ejercicios que se te indiquen.

Objetivos Secciones Autoevaluaciones
1 10 1
2 10 2
3 11 3
4 12 en adelante 4y5
. Como ritmo de trabajo te sugerimos el siguiente:
ler. dia objetivo 1
2do. dia objetivo 2
3er. dia objetivo 3
4to. dia Laboratorio.

. Como requisito para la unidad, deberds entregar a tu maestro ¢l
laboratorio de la unidad, resuelto, el cuarto dfa en el salén @
clases.

JUTOEVALUACION.

Encuentra cuil de las siguientes expresiones es un trinomio de
sgundo grado (preguntas 1y 2)

0) x*-5x + 3
2)(x + 3)
4)3

0)4)'2 + 3y
2)3y + 1
4)4y2 + 1

1)5x + 3
3)x2-5x

1.-

1)4
3)4y2 + 3y +1

3. Encuentra a, byc (en ese orden) en el trinomio de segundo grado
del problema 1.

0)3, -5, 1
2)1,-5,3
4)-1,5,3

1) -1 3
3)-5,3, 1

4. Encuentraa,by c(en ese orden) en el trinomio de segundo grado
del problema 2.

0)1,4,3
2) 1,3, 4
4)3,4,1

1)4,3, 1
3)-4,1,3

Encuentra los factores de las ssiguientes expresiones:
5.x%-x-6 = (x-3)( )
0)x-1

2)x 4+ 1
4)x-3

1) (x-2)
“3)x +2




6.3x% + 12x + 9 = (3x + 3)( )

0)x-3
2)x +1

D3x +3

11. Encuentra los dos factores:
0) (b + 9¢)(b + 1) 1) (2b + 3)(b + 3c¢)

3) (3b + 2c)(b + 2)

3)x +3 2) (b + 3)(2b + 3¢)
M 4) (b + 3)(3b + 2¢)
7. X% + 3x-4
0) (x + 4)((x- 1)
2) (x + 4)(x - 2)

{incuentra el m.c.m. de las siguientes expresiones:

Dx-4)(x + 1) 2. szy; 6xy3

3)(x +4)((x + 1) 0) 6x2y3 1)3)(2)/3 2) 6y3x
e b 3) 6xy 4) 6x7y

8.5y% + 3y-2
0) 5y-2)((y-1)
2) Sy +2)(y + 1)
Ny +H -1 14.6; 3y -3)

Factorizar el polinomio siguiente por agrupacion de 1¢rminos: 2’ ()) 6y
+ 3bc + 6b + 9c (preguntas 9, 10y 11).

9]
|3.2ab%; 3bc2; ‘)azc3

2 3
0) 18a%b%c> 1) 9a%b’c? 2) 18abc

1) Gy-2)(%y + 1)
3) 5y-2)(y 1 2) 3) 18abc’ 4) 6a’b’c?

1) 6(3y - 1) 2)6(y + 1)

3) 3y 4)6(y-1)
I5. (Sy + 10); (10y° - 40)

) 10(y - 2)

3) 10(y” - 4)

9. Agrupar los términos:
0) (2b% + 6b) + (9bc + 3¢) 1) (2b” + 3bc) (6b + %)
2) (2b% + 3b) + (6bc + 9¢)  3)(2b + 6b) 1 (3bc + 9 |
4) (2b% + 9¢) - (6b + 3bc)

1) 10(y + 4) 2) 10(y* + 4)

4) 10(y” - 2)
10. Encuentra el producto del factor comiin por su hinomio cor-
respondiente:
0)b(2b + 3) + 3c(2b + 3c) 1)3b(b + 2) s 2¢(b + 3¢
2) 2b(b + 3) + 3c(b + 3) 3)b(b + 2) 4+ 9¢(b + 1)
4) b(2b + 3c) - 3(2b + 3c¢)
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FACTORIZACION DE UN TRINOMIO
GENERAL DE SEGUNDO GRADO.

LECCION 2.

2-10 TRINOMIO GENERAL DE SEGUNDO GRADO.

Trimonio de la forma:

x2+bx+c

¢n donde:

1.- El coeficiente del primer término es 1.

2.- El coeficiente del segundo término es b y es una cantidad
cualquiera, positiva o negativa.

3.- El término ¢, es el término independiente y es una cantidad
cualquiera, positiva o negativa.

EJEMPLOS:
XNE X TH0 a® + 13a- 30
xz-y-2 m?-3m + 2
Regla practica.

l.- El trimonio se factoriza en dos binomios cuyo primer término es
X, 0 sea, la raiz cuadrada del primer término del trinomio.

2.- En el primer binomio después de x, se escribe el signo del
segundo término del trinomio y es el segundo binomio después
de x, se escribe el signo que resulta de multiplicar el signo del
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segundo término del trinomio por el signo del tercer térmip
del trinomio.

3.- Si los des binomios tienen un medio signo iguales, entonces g
buscan dos nimeros cuya suma sea el valor abscluto del segup.
do término del trinomio y cuyo producto sea el valor ahso%um
del tercer término del trinomio. Estos nimeros son, los segun.
dos términos de los binomios. '

4.- Si los dos binomios tienen en medio signos distintos, se busea
dos niimeros cuya diferencia sea el valor absoluto del segundy
término del trinomio y cuyo producto sea el valor absoluto d¢
tercer término del trinomio. El mayor de estos niimeros es ¢
segundo término del primer binomio, y el menor, el segund
término del segundo binomio.

EJEMPLOS:

Factorizar:

x2+6x+5

El trinomio se descompone en dos factores cuyo primer térming
nn

es la raiz cuadrada de x”. o sea, "x".

x2+()+5=(x

) (x )

En el primer factor después de "x" se pone signo + porque ¢l
segundo término del trinomio 6x tiene signo +. En el segundo factor
después de "x" se escribe el signo que resulta de multiplicar el signo de
6x por el signo de 5, o sea, + por + da +; por tanto:

(x+ )

Como en estos factores hay signos iguales, se buscan dos nimer6
cuya suma sea 6 y cuyo producto.sea S. Estos nimeros son 5y 1, pof
tanto:

x2+6x+5=(x+)

XX+ 6x+5 = (x+5) (x+ 1)

Factorizar:
y2 -11y + 24

El trinomio se dsscompone en dos factores cuyo primer término
"_n

«laraiz cudrada de y” o sea, 'y'.

y-lly+24 = (y )y )

En el primer factor después de "y" se pone signo - porque - 11y
fene signo -. En el segundo factor después de "y" se escribe el signo que
esulta de multiplicar el signo de -11y por el signo de 24, o sea, - por +

i -, luego:
yr-1ly + 24 = (y- ) (y-)

Ahora, como en estos factores hay signos iguales, se buscan dos
simeros cuya suma sea 11y cuyo producto sea 24. Estos nimeros son 8
{3, por tanto:

y2-1ly + 24, = (y-8) (y-3)
Factorizar:

m2 + 4m - 12

El trinomio se desgompone en dos factores cuyo primer término
&la raiz cnadrada de m*, o sea "m":

m? + 4m-12 = (m ) (m )

En el primer factor después de "m" se pone el signo + porque el
gundo término del trinomio 4m tiene signo +. En €l segundo factor
después de "m" se escribe el signo que resulta de multiplicar el signo de
im por el signo de -12 y se tiene, + por - da -, 0 sea:

m? +4m-12= (m + ) (m-)

Ahora, como en estos factores tenemos signos distintos, se buscan
S nimeros cuya diferencia sea 4 y cuyo producto sea 12. Estos
limeros son 6 y 2. El mayor de ellos se escribe siempre en el primer
factor y se tiene:




m” +4m-12 = (m + 6) (m-2)

Factorizar:
t2 - 14t-72

El trinomio se deicompone en dos factores cuyo primer térming
es la raiz cnadrada de t° o sea "t".

Cot4t-T2 =t )t )

En el primer factor después de t se pone signo - porque el segundo
término del trinomio -14t tiene signo -. En el segundo factor, después
de t se escribe el signo que resulta de multiplicar el signo de -14t porel
signo de -72. Por tanto, se tiene - por - da +, 0 sea:

Ce146-72 = (- ) (t+1)

Ahora, como en este binomio tenemos signos diferentes, se buscan
dos nimeros cuya diferencia sea 14 y cuyo producto sea 72. Estos

numeros son 18 y 4. El mayor 18 se escribe en el primer binomio y se
tiene:

214t -72 = (t-18) (t + 4)
Factorizar:

n”-20n - 3500

n”-200-3500 = (n-) (n + )

necesitamos dos nimeros cuya diferencia sea 20 y cuyo producto sea
3500. Estos nimeros no se ven ficilmente. Para encontrarlos, descom-
ponemos en sus factores primos el tercer término.

3500 Ahora, formamos con estos factores primos
1750 dos productos. Por tanteos variando los
875 factores de cada producto obtendremos los
175 dos nitmeros que buscamos:
35
7
1

2x2x5=20 5x5x7=175 175-20
5x5x5 =125 2x2x7 = 28 125-28 = 97
2x5x7 =70 2x5x5= 50 70-50= 20

Por tanto, 70 y 50 son los niimeros buscados. Luego,
n”-20n-3500 = (n-70)(n + 50)

Observaciones.

Si multiplicamos (y + 2) (y - 7),

weda:

(Y+2) (-7 =)+ @y +2-7)

= y*-5y-14

Estos dos productos, podriamos encontrarlos ficilmente por
nedio del siguiente esquema:

(y +2)(y-7) =(y +2)(y-7)
y" -Sy -14

Producto de los + Suma de los pro + Producto de los dos
primeros térmi- ductos exterior ultimos términos
nos, e interior.

Ala suma de los productos exteriores e interiores se le conoce
imbién como la suma de los productos cruzados. Al descomponer en
%lores trinomios de este tipo, el término central (-Sy) es el pivote. Un
Slidio de la multiplicacién nos ensena que el coeficiente del término
4% que es (-5) es la suma algebraéica del productp de‘los d.()s términos
dicriores (y) (-7) con el producto de los dos términos interiores (2) (y)
"¢ el Gltimo término del trinomio es el producto de los dos términos
dleriores de los binomios (2) (-7). Esto sugiere la forma de descom-
Mier tales trinomios.

El proceso de la descomposicién en factores se aplica general-
*ite a polinomios de coeficientes enteros. En este caso se requiere

89




que los factores sean también polinomios de coeficientes cuteros

Un polinomio de coeficientes-enteros es primo cuando p
puedg descomponer en fact?res siguiendo los critering ex ueo %
enteriormente. Por ejemplo, x“-7x + 6 = (x-1) (x-6) est4 e\:pr o
como producto de los factores primos (x- 1) y (x - 6). Xpresai

Un polinomio se puede descomponer totalmente ¢n fuctores cuan
do se puede expresar como producto de factores primos, I

En la descomp(}sici(’m de factores se

' ' S pueden efectuar cambios
signo. Por ejemplo, X~ 7x + 6 se puede descomponer cn, (x - 1) (x %t;
obienen (1 —-le.(6 -dx).dSel demuestra que la descomposicin en factores
primos prescindiendo de los cambios de signo o del orden de z
iy g de los factores

Este es el teorema fundamental de la descomposicitn en factores

_Un polinomio es primo cuando no admite més faciores o diversos
que él mismo con signo + 0 -y launidad = 1. Esta definicion es anéloga
a la de los nimeros primos como son 2, 3, 5, 7, 11.

Dos o mas polinomios multiplicados entre si dan como resultado
un producto. Cuando se parte de un producto para lepar a dos o més
polinomios esto constituye la descomposicion en factor e, \

EJEMPLO:
Factorizar:
X+ x+4
Las tnicas factorizaciones posibles son (x + 1) (x
4 +2
(x + 2). Pero al efectuar estos productos se determina que n)i%g(::no dé

los trinomios resultantes tienen a "x" como término lincal. Entonces, ¥
. S,

+ x + 4, no puede factorizarse en el conjunto de polinomios con
coeficientes enteros. :

. Un_ polinomio que no se puede expresar como un producto de
polinomios de grado inferior se dice que es irreductible
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JUTOEVALUACION 1.

—

Factorizar correctamente los siguientes trinomios:
1-a% + 7a + 10 6.- x> - 8x - 1008
2-y2 + 10y + 21 7-m>-9m + 18
3-x> + 5x-24 8.- x> - 41x + 400
4-a% + a-132 9.-x%- 11x + 30

5 - x%-2x-35 10.x2 - 13x + 30

Un polinomio irreductible cuyo maximo factor comines 1se llama
polinomio primo. Asi por ejemplo, x” + x + 4 es un polinomio primo
el conjunto de polinomios con coeficientes enteros.

La factorizacion de un polinomio es completa cuando cada factor

$una constante, un polinomio primo o una potencia de un polinomio
pHMo.

Trinomios de la forma, ax2 + bx + c.
Son trinomios de esta forma:

Zy2 + Ty + 3

3x* + 20x -7

10y’ - 11y - 6

3x%-5x + 2

que se diferencian de los trinomios estudiados anteriormente en que el
primer término tiene un coeficiente distinto a 1.
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Primer método. Tercera observacion:

Para factorizar un producto expresado como trinomio cuy El término lineal del trinomio es -25x. Solo la dltima
»término cuadrtico tiene un coeficiente distinto de 1 se puede usarg posibilidad satisface las tres observaciones. Por tanto:
: método de inspecci6n y tanteo como el ejemplo que sigue: S
Y . ; 6x“-25x + 14 = (2x-7) (3x - 2)
ond Faectorizar:

2 Otra observacién puede ayudar a reducir el nimero de factores
6x” - 25x + 14 sosibles.

Primerajobservacion: Si un trinomio no tiene factor comin, ninguno de sus factotes
21 Vil |2 . o : . uede tener factor comun. As, 1as anteriores combinaciones de
El término constante es positivo y el lineal es negativo, por ?‘1 o (6 ’14 6x-2), (2x - 14) 6 (2x - 2)
_ - s PUI yres que cont = = X = RIS TP
tanto ambos factores son diferencias. ac ('“ LAY !cnf?n AL ) (6x-2), (Z .) 9 ) S¢
pueden descartar de inmediato, ya que cada una tiene un factor
comiin que no aparece en el trinomio dado.

Segunda observacion:

El producto de los términos lineales de los factores es 6x"yd Factorizar: 6y” -y -2
producto de los términos constantes de los factores es 14.

Primera observacion:

Por tanto, hay que considerar las siguientes posibilidades: El producto de los términos lineales es ()y2 por tanto, la

Factores posibles términos lineales correspondientes factorizacion empieza con:

(x- 1) (6x - 14) - 14x< 6x = -20x (v ) 6y )

(x-'14) (6x - 1) X - 84x = -85x o bien, 2y ) Gy )

(x-2) (x-7) 7x - 12x = -19x Segunda observaci6n:

(x-7) (6x-2) 2% - 42x El producto de los términos constantes es (- 2). Por tanto un
término constante debe ser positivo y el otro negativo y las

(2x-'1) (3x - 14) 28x =3x : ' dnicas posibilidades son -1y 26-2y 1. Lalista de los posibles

(2x - 14) 3x -1) % < 42x factores es la siguiente:

2x-2) 3x-7) i =6 Factores posibles Término lineal correspondiente
(y-1)(6y + 2) 2y - by
(y-2)(6y + 1) y-12y =

(y + 2) (6y-1) -y + 12y

(2x-7) (3x -2) 4x -21x




(y + 1)(6y-2)
(2y-1) By + 2)
2y + 2) By-1)
(2y-2)@y + 1)
(2y + 1) 3y-2)

Tercera observaciéon:

-2y + 6y = 4y
2y -6y = - 4y

AP INY

El término linealdel trinomio es (-y). Solamente la qltima
posibilidad satisface todas las observaciones. Por tanto la
respuesta es:

6y2-y<2 = (2y + 1) 2y.+ 1) By -2)

Se observa que el procedimiento que sg sigue essemejante al que
se usé al factorizar trinomios de la forma, x~ + bx + c. Ahora, puesio
que los coeficientes del primer término del trinomio son dife rentes del
1, necesitamos hacer mas "tanteos” antes de encontrar la combinacion
correcta de los nimeros.

Factorizar:

10y2 + 17y + 3

Tenemos que encontrar, (?y + ?) (?y + 7) = l()y2 + 17y +3
sabemos. que los segundos. términos. deben ser. positivos ¢ puedes €&
plicar por qué? Sabemos que €l producto de los coeficientes de 105
términos eny" de los dos factores es 10. Sabemos también que la sumé
algebraica de los productos cruzados debe ser (17y). Usaremos ¢
método de tanteo y error para obtener el resultado correcto.

(Sy + 3) (2y + 1) = 10y + (3) (2y) +1(1) (5y)+3

= l()yz + 11y + 3 (descartado)

2
Gy + 1) 2y + 3) =10y" + (1) @2y) + (3) By) + 3
= 10y> + 17y + 3
Por tanto, el resultado correcto es:
Sy + 1) (2y + 3)
Factorizar:
6a” - 23a + 15
5
kbemos hallar, (?a - ? (2a - ?) = 6a” - 23a + 15. Sabemos que los
ggundos términos de cada factor deben ser negativos, ¢puedes explicar
nr qué?. Sabemos también que el producto de los coeficientes de los
érminos en "a" de los factores es 6. Conocemos también que la suma

dgehraica de los productos cruzados debe ser (-23a). Usaremos el
ftodo de tanteo y error para obtener el resultado correcto.

(3a-5) (2a-3) = 6a”-(5) (2a) + 3a(-3) + 15
— 6a’- 19a + 15 (descartado)
(3a- 1) (2a- 15) = 6a° - (1) (2a) + (3a) (-15) + 15

— 6a>-47a + 15 (descartado)

(6a-5)(a-3) = 6a°-(5)(a) + 6a(-3) + 15
= ()32-233 + 15

Por tanto, el resultado carrecto es: (6a - 5) (a -3).




Factorizar:
12x% - 8x - 15

debemos hallar: (?x + ?2) (?x-?) = 12x* - 8x - 15. Sabemos que log
segundos términos de los factores deben tener signos contrarig
¢Puedes explicar por qué?. Conocemos el producto de los coeficiente
de x es 12. También sabemos que la suma algebrdica de los product
cruzados tiene que ser (- 8x). Usaremos el método de tanteo y error pap
llegar al resultade. A veces se necesitan varios intentos.

(4x + 3) (3x=5) = 12¢ + (3)(3x) + (4x)(-5) - 15
12x% - 11x - 15

(descartado)

(4x:3)(3x + ¢ 12x% - (3) (3x) + (5) (4x) - 15

= 12x% + 11x -15

(descartado)

12 + 5% + 12x(-3) - 15

12x% - 31x - 15 (descartado)

(6x + 5) (2x - 3)

12x* + (5) (2x) + (6x) (3)- 15

= 12x*-8x - 15
Por tanto, los factores son: (6x + 5) (2x - 3)

No siempre es posible factorizar trinomios en el conjunto de 6s
enteros. Por ejemplo, los siguientes trinomios no se pueden descom
poner en el conjunto de los enteros.

2
X -x-1
2x"-Tx-6

96

Segundo método.

En lugar del método que hemos explicado se puede usar el
jguiente para factorizar trinomios de la forma:

ax2 + bx + ¢

EJEMPLOS:

a=l

Factorizar:
12x% + 11x + 2

Encontramos primero el producto de (a) (¢) que es 24. Puesto que
1) (c) es positivo, tenemos que buscar un par de factores de 24 cuya
yma sea 11; son 3 y 8. Asf pues, escribimos:

1124 12x% + 3x + 8x + 2
(12x% + 3x) + (8x + 2)

3x (4% + 1) + 2(4x + 1)

2|12

3|8

416

= (3x + 2) (4x + 1)

En el primer paso no importa si se escribe 3x + 8x 6 8x + 3x.
Puedes ver por qué?

Factorizar:
10x% - 11x - 6

Encontramos primero el producto de.(a) (¢) que es (-60). Puesto
fle (a) (c) es negativo, tenemos que encontrar un par de factores de 60
tiya diferencia sea 11; son 4 y 15, el mayor de estos tiene el signo de b.
A5f pues, escribimos:

10x%- 15x + 4x-6
(10x“ -'15x) + (4x - 6)
Sx(2x-3) + 2(2x-3)
(5x + 2) (2x-3)

60
30
20
15
12




~ No se necesita escribir todos los factores en orden si se descuye
mds pronto el factor apropiado. ZImportaria, si hubieras escrito 10x"
4x - 15x - 6 en el primer paso?. Compruébalo y verds si es cierto.

Faclorizar:
2
8x7 = 26x + 15

i, Encontramos primcir.() el producto (a) (c) que es (8) (15) = 12
1;155‘10 ggc (a) (c\ss positivo, debemos encontrar un par de factores de
2() cuyasumasea26;son6y 20; ambos deben tener el signo del térming
de un medio. Asi pues, escribimos: '
2
11120 8x" - 6x-20x + 15

2160

(8x%-6x) + (:20x + 15)
3 2

3| = (8x% -6x) - (20x - 15)

4130 2x (4x-3)-5(4x - 3)

5(24 (2x - 5) (4 - 3)

A &) Ty P 2 =
¢ Podrias haber escrito, 8x7 - 20x - 6x + 15 en el primer paso!
Razona la respuesta.

Factorizar:
()x2 Fx-12

5 ‘/%(]'U'I el producto de (a) (¢) es, (6) (-12) 6 (-72). Puesto que (a)(¢)
€s negativo, buscaremos un par de factores de 72 cuya diferencia es k
son 8'y 9, el mayor debe tener el signo del término central. Entonges
escribimos:

1]72 6x% + 9x - 8x - 12

36 (6x* + 9x) + (-8x - 12)

24 (6x% +9x)- (8x + 12)
18 3x (2x + 3) -4(2x + 3)
192 (3x - 4) (2x + 3)

. 2 g
iDarfa, 6x° - 8x + 9x - 12 los mismos factores?. Compruébaloy en
xaforma veras si es cierto.

Tercer método.
Factorizar:
2
6x°-Tx-3

Se multiplica el trinomio por el coeficiente de x~ que es 6y dejando
adicado el producto de 6 por 7x se tiene.

36x2 - (6) (7x) - 18
.x D e 2
36x° = (6x)°

(7) (6x)

pero,
y (6) (7x) =
por lo tanto, podemos escribir:

(6x)% - 7 (6x) - 18

Descomponiendo este trinomio segiin se vi6 en el primeEmétodo,
el primer término de cada factor sera la raiz cuadrada de (6x)” o sea 6x

(6x- )(6x + )

dos nameros cuya diferencia sea 7 y cuyo producto sea 18; 9 y 2.
lendremos:

(6x -9) (b6x + 2)

Como.al principio multiplicamos el trinomio por 6, ahora tenemos
que dividir por 6 para no alterar el trinomic y tenemos:

(6x - 9) (6x + 2)

6

Pero como ninguno de los factores es divisible por 6, descom-
ponemos 6 en (2) (3)y dividiendo (6x - 9) entre 3 y (6x + 2) entre 2, se
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(6x-9) (6x + 2)

(2) (3)
(2x-3)(3x + 1)

= (2x-3) (3x + 1)

luego, 6x% - Tx - 3 -
Factorizar:
206+ Tx - 6
Multiplicando el trinomio por 20, tendremos:
(20x)* + 7(20x) - 120
descomponiendo este trinomio, tenemos:
(20x + 15) (20x - 8)

Para cancelar la multiplicacion por 20 tenemos que dividir por2l)
pero como ninguno de los dos factores ‘es divisible por 20 descom-
ponemos el 20 en (5) (4) y dividiendo el factor (20x + 15) entre 5y (20x
- 8) entre 4, tenemos:

(20x +15) (20x - 8)
(5) (4)
= (4x + 3)(5x-2)

= (4x + 3) (5x -2)

luego, 20x% + 7x - 6

Factorizar: 182"~ 13a- 5

multiplicando por 18: (_18:1)2 - 90. Ahora factorizando este trinomie:
(18a-18) (18a-5) dividiendo por 18, pe lo cual, como el primer binomit
(18a - B8) es divisible basta efectuar la division y se tiene:

(18a-18) (18a + 5)

-=(a-1)(18a +5)
18
luego, 18a%-13a-5

= (a-1)(182 + 5)

{UTOEVALUACION 2.

Factorizar correctamente los siguientes trinomios.
1-2x° + x-3 6.- 8h* + Shk - 3k*

7.- 15b% - 17bc + 4c*
8.- 16u% + 32uv + 15v2
9.-30x> + 13x - 10

10.- 21a> + 11a-2

2.-3x%y? - 1lay + 8
3.-7a’ - 44a-35
4.-2a% + 29a + 90
5.-Sy> + 13y-6

J2-11 DESCOMPOSICION POR AGRUPACION.

Sea el polinomio:
ac + ad + be + bd
que se supone que proviene del producto de dos factores binomios.

Agrupando los términos de dos en dos de manera que cada grupo
knga un factor comin, se puede escribir:

(ac + ad ) + (bc + bd)

como se ve, el primer grupo es divisible entre "a
$entre "b"; resulta pues:

y el segundo lo

(ac + ad) + (bc + bd) = a(c + d) + b(c + d)
Poniendo el binomio (¢ + d) en factor comin se tiene:
ac + ad + bc + bd + (a + b) (¢ + d)

le este resultado, se deduce que para descomponer en factores un
bolinomio de cuatro términos que se supone proviene de la
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multiplicacion de dos factores binomios se sigien los siguienies pasos:

1.- Se agrupan convenientemente los cuatro términos en dos
binomios tales que, cada uno admita un factor comun.

2.- Se indica en cada grupo el producto del factor comiin por s
binomio correspondiente el cual resultard el mismo en tod
ellos si efectivamente el polinomio dado proviene del producty
de dos factores binomios.

3.- Se indica €l producto del binomio comun por la suma algebriica
de los otros factores diferentes.

NOTA:.:
Pudo haberse agrupado los términos de este otro modo:

(ac + be) + (ad + bd)

EJEMPLOS:
Descomponer en producto de dos factores:
20ac + 15bc + 4ad + 3bd
20ac + 15be + 4ad + 3bd = (20ac + 4ad) + (15bc + 3bd)
=43(S¢c + d) + 3b(5¢c + d)
(4a + 3b) (5¢ +.d)
NOTA:
[Hubiera podido agruparse los términos asi:
(20ac + 15bc) + (4ad + 3bd)
Descomponer en producto de dos factores:
182> + 12a°- 15a - 10

1833 + 12:x2~ 15a-10

— (182 #+ 122%) - (15a + 10)
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7 ;
= 6a” (3a + 2)-5(3a + 2)
= (6a>-5)(3a + 2)

Las propiedades asociativay conmutativa para la adicién junto con
gpropiedad distributiva permiten factorizar un polinomio por
grupacion.

ax + by + ay + bx = (ax + bx) + (ay + by)

= (a + b)x + (a + by
=(a+b)(x+y)

En el Gltimo paso, (a + b) se maneja como un solo término al
plicar la propiedad distributiva.

He aqui otro polinomio que se puede factorizar rapidamente
aando se agrupan los términos en forma apropiada.

Jvw - 155t - 10vt + 3sw = (2vw - 10vt) + (3sw - 15st)
2v(w - S5t) + 3s(w-5t)
(2v + 3s) (w - 51)

Naturalmente que puede haber mas de una forma conveniente de
agrupar los términos:

2vw - 15st - 10vt + 3sw (@vw + 3sw) + (-15st - 10vt)
w(2v + 3s) + (-5t) (2v + 3s)
= (w - 5t) (2v + 3s)

yaque la multiplicacion es conmutativa, este resultado es el mismo que
tl precedente.




AUTOEVALUACION 3.

Factorizar por agrupacion:
l-ab+ a+b+1

2.-2¢* + 4cd - 3¢- 6d

3.- 15h? - 9hk + 35hj - 21jk
4.-a%-ab + ac-a + b-c

5.- 6bc-9¢% - 12cd - 8be + 12ce + 16de

6.- x° +xy+y2-):c3 +y3

7.-25a% < b* + 4bd - 4d
8.- 4r2 4+ 12rs + 9s%- t? - 8tu - 160>
9.-xy-y2 + Xz -yz

10.- 4rs - 65> + 17st - 61t - 121>

2-12 MINIMO COMUN MULTIPLO.

_Los multiplos de un nimero son aquellos que resultan de multi:
pll,ca_rlo por cualquiera de los nimeros naturales. Por ejemplo, 10
multiplos de 3:son: 0, 3,6,9,12, 15, 18, 21, 24, 27, etc.

. ‘Cuando se tienen dos 0 mds nimeros, siempre habr4 uno o varios
multiplos que sean comunes a ellos, de los cuales el menor es el que
recibe el nombre de minimo comun miltiplo (m. c. m.).

Sean los miltiplos de 8 y 12.
siltiplos de 8: 0, 8, 16, 24, 32, 40, 48, 56, 64,...
giltiplos de 12: 0, 12, 24, 36, 48, 60,...

Observemos que 24 y 48 son miltiplos comunes pero 24 es el
goor maltiplo comin a la vez de 8 y de 12; por lo tanto, 24 es el m. c.
n.de esos niimeros.

Minimo comin miltiplo de varios niimeros es el menor de los
giltiplos que es comiun a los nimeros propuestos.

Si los niimeros propuestos son primos entre si, el minimo comin
giltiplo de ellos es el producto de los mismos.

EJEMPLO:
5,7, 11.
m.cm. (5,7, 11) = Sx7x11 = 385

Para hallar mentalmente el m.c.m. de varios niimeros, se considera
dmayor de todos ellos y se observa si contiene exactamente a los
Stantes, en caso afirmativo, dicho nimero es el 'm. ¢. m. En caso
Wntrario se ensaya con el duplo del mayor, con el triple, con el
gddruple, etc. hasta hallar un multiplo del mayor, que contenga exac-
imente a los restantes. El nimero asi obtenido es el m.c.m. de los
limeros dados:

m.c.m. (24,12y8) =24
€ contiene exactamente a 10s restantes.
m.c.m. (15,10,5y20) = 60

Mes el triple de 20 contiene exactamente a los restantes. En el caso de
fe los niimeros sean primos entre sf, el m.c.m. es el producto de los
AIsmos.

m. c. m. (7,23,10) = 1610
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2.13 M. C. M. POR DESCOMPOSICION DE FACTORES
PRIMOS.

r—

Para hallar el m.c.m. se descompone en sus factores a cada uno ge
los nimeros propuestos y en seguida se multiplican entre si los factores
distintos por los que aparecen con el mayor exponente de los factores
repetidos.

EJEMPLOS:

Obtener el mc.m. de 8y 12
8 2 12 | 2
6 2
3 3

1

8 = (2)3 m.cm. = (2)3)(3 —8x3 =24
12 = 2)*x3

Es decir, 24 es el dividendo que da divisiones ‘exactas tomandi
como divisores a 8 y 12.

24 -8 =3

24 + 12 = 2
Calcular el m. ¢. m. de 25,40y 36:
251 S

40 36

Sk 28

1 9

m.em. = (2)° 3)2(5)° = (8) (9)
(25) = 1800
36 = (2" 3)°

40 = (2)° (5)

Por lo tanto, 1800 es el menor dividendo que da divisiones exactas
dtener como divisores 25, 40y 36.

1800 + 25 = 72
1800 + 40 = 45

1800 + 36 = 50

El procedimiento anterior puede simplificarse si se obtienen los
factores primos en un selo cuadro factorizado con 2 hasta agotar todos
s nameros divisibles entre 2, en seguida factorizando con 3, hasta
scabar los divisibles entre 3: a continuacién entre 5,y asf con cada factor
primo hasta lograr que se reduzcan todos los nimeros a la unidad.

Cuando el nimero sea divisible se escribe nuevamente en el
renglon inmediato inferior, hasta que se encuentra su divisibilidad.

EJEMPLOS:

Obtener el m. ¢. m. de 8y 12
8 12
4

m.cm =4(2)>(3) = B)(3)=24

2
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Calcular el m. ¢. m. de 25,40y 36.
m.cm. = (2)° 3)% (5)
25 = (8)(9) (25)
25 = 1800
25
25
25
25
5 1 jiC A

1 1 1

La aplicacion practica del minimo comin multiplo se observaraen
el capitulo dedicado a las fracciones comunes.

AUTOEVALUACION 4.

Calcula mentalmente el mfnimo comin miltiplo de los siguientes
grupos de numeros.

1)6, 18y 9
2).3:00yS
3)3,4,6y12
4)4,6,9y 18
5) 10, 15, 20y 30

Calcule el minimo comiin miltiplo por descomposicién de fac-
jiés primos:

6) 18, 36 y 40
7) 200, 120 y 360
8) 60, 100 y 260

14 M. C. M. DE MONOMIOS.

Regla.

Se encuentra el m.c.m. de los coeficientes y a continuacién de
éste se escriben todas las letras distintas sean 0 nO COMUNES
dando a cada letra el mayor exponente que tenga €n las ex-
presiones dadas.

EJEMPLO:

Encontrar el m.c.m. de: x2y ; xy2

2
Tomamos "x" con su mayor exponente X°, "y" CON SU mayor €x-

jonente y~ y se tiene:
&y w2 2
m.cm. = XYy
Encontrar el m.c.m. de 9x4y2; 12x3y3

12 = (22 3) Xy
o = B) (B

= 36 x“y3
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3t4’ 54r2t6 ; 60r4t2

a8t = 2)* 3) 3t

Encontrar el m.c.m. de 48 r

54r% = (2) 3)3 A6

60t = (2)2(3) (5)

mem. = (2)* 3)% (5)r*®

=2160r*°
De los ejemplos anteriores se observa que el m.c.m. de los coefi

cientes se encuentra descomponiendo, én factores primos los coefi
cientes de cada expresién algebréica. Asf, en el ejemplo anterior:

48 =.12)(2) 2 (2)(3) = 2*(3)

4= @B =)y

60 (2) (2) (3) (5) 2)* (3) (5)

2-15 M. C. M. DE POLINOMIOS.

Regla.

Se descomponen las expresiones dadas en sus factores primos.
El m.c.m. es el producto de los factores primos comunes y no
comunes con su mayor exponente.

EJEMPLOS:
Encontrar el m.c.m. de: 2x; (4a- 8)
2x = (2) (x)
42-8 = 4(a-2) = (2)%(a-2)

110

2)* () (a-2)
= 4x (a-2)
Encontrar el m.c.m. de: 12x2y; Zaxzy3 + 5x2y3
12y = (2> (3)x’y
2ax2y3 + 5x2y3 x2y3 (2a + 5)
mc.o (=+(2) -3 2at-5)
— 12x%° (2a + 5)
3

o v 2
Encontrar el m.c.m. de: mn; m~; (mn” - mn )

mn = (m) (n)
o (m)z

mn° - mn®> = mn’ (n-1)

m.cm. = m? n? (n-1)
Encontrar el m.c.m. de: 4ax” - Baxy + 4ay2; 6bx - 6b2y
descomponiendo queda: :
4ax? - 8axy + 4ay‘Z = 4a(x2 -2xy +y)
= @) -ax-y)’
6b2x - 6b%y = 6b% (x-y)
= (2) (3b%) (x-¥)
m.c.m. = (2)2 (Babz) (x - y)2
= '12ab’ (x - y)2
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Encontrar el m.c.m. de:
a® - 2ab - 3b>
a’b - 6a’b® + 9ab>
ab? + b’
descomponiendo en factores primos cada expresi6n queda:
a% -2ab - 3b%

a’b - 622b% + 9ab>

(a + b) (a-3b)

ab (a” - 6ab + 9b?)
ab'(a-<3b)*

ab> + b> = b%(a + b)

por tanto, el m.c.m. = ab’ (a + b)(a- 3b)2

AUTOEVALUACION 5.

Encuentre el minimo comiin miltiplo (m.c.m.) de las siguientes

expresiones algebrdicas.

2
1.- 36 6.- 6a’b
9cS 332h2 + Gah3

23

12a°¢c

3.4 2
B ?gxxyys - ?gbl‘z 35
27a’b + 81a’b”
12u2¥ : 4u2 + 9v2

24u 4u” + 8uv + 3v
27v¥\'av 4u? - 4uy - 3v2

2

9.-

10.-

2

2
a-b2

(a +
(a-b)

28a
a§+23+1
a“ +1
7a2+7
14a + 14

RESPUESTAS A LAS AUTOEVALUACIONES
DE LA LECCION 2.

AUTOEVALUACION 1.

1.-(a + 5S)(a + 2)
2-(y+ ) (y + 3)
3-(x + 8)(x-3)
4-(a+ 12)(a-11)
S-(x +5) (x-7)

6.- (x + 28) (x - 36)
7.-(m-6) (m- 3)
8.- (x - 25) (x - 16)
9.~ (x-5) (x - 6)
10.- (x- 10).(x - 3)




AUTOEVALUACION 2. WUTOEVALUACION 5.

p—

3 2,2
1.-(x- 1) (2x + 3) 6.- (h + k) (8h - 3k) 1. 36a%c 6. 6a“b“(a + 2b)
35 3
2.- (3xy - 8) (xy- 1) 7.- (5b - 4¢) (3b - ¢) 2. 45ax’y 7.54a°b°(a + 3b)
3 - D)i(7a%5) 8.- (4u + Sv) (4u + 3v) 3. 216u%v*w? 8. (2u+3v)(2u-3v)(2u + v)

3.2 > V)
4-(2a + 9) (a + 10) 9.- (6x + 5) (5x - 2) 4. 36a’x’y 9.(a + b)*(a-b)

3.3 6 2,.2
5.z (y £.3)(3y:=2) 10.(7a-1) (3a + 2) 5.360a x7y 10.28a(a + 1)(a” + 1)

AUTOEVALUACION 3.

1-(b + D(a+ 1) 6.- (1= + y) (x* + xy + y°)
2.-(c +2d) (2¢ -3) 7.-(5a+b-2d) (54-b + 2d)
3.- (Sh=3k) (3h + 7j) 8.-(2r +3s +t + 4u)(2r + 3s-t-41)
4-(a-1)(@-b+c) 9.- (x-y) (y + 2)

5.- (2b-3c - 4d) (3¢ - 4¢) 10.- (2s - 3t) (2r- 3s + 41)

AUTOEVALUACION a.

1.18




UNIDAD XTIl

——

OPERACIONES CON LAS FRACCIONES
ALGEBRAICAS.

INTRODUCCION.

El c4leulo con fracciones, especialmente fracciones comunes, ha
sido siempre fastidioso no solamente en las civilizaciones primitivas,
sino también en los tiempos modernos, cuando no se sabe operar co-
rectamente con ello.

En estaunidad tendrés la oportunidad de aprender la herramienta
necesaria para operar con las fracciones algebraicas. Ademds te propor-
diona el conocimiento mecesario para poder continuar con temas
posteriores.

Aprende a excelencia esta unidad, ya que al final de la misma
deber4s ser capaz de:

OBJETIVOS:

1. Aplicar correctamente, el principio fundamental de las frac-
ciones algebréicas, en la reduccién a términos minimos, de frac-

ciones cuyos miembros sean monomios 0 polinomios.
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2. Efectuar correctamente la multiplicacion de fracciones, utiliza, AUTOE\!ALUACION.
do los diferentes tipos de factorizaci6n, expresando su resultady
en la forma més simple.

R

Encuentra las siguientes razones como una fraccion en t€rminos
3. Aplicar el principio fundamental y las propiedades de los Bfnimos.
reciprocos, en la divisién de fracciones algebraicas, expresand

su resultado en la forma mds simple. 1. 6 pies a 9 pulgadas.

0) 2/3 1) 6/7

3) 8/1 4) 1/8
PROCEDIMIENTO.

2. 18 pulg a 4 pies.

[N

32 2)5/92
1. Estudia la leccién 1 del capitulo VI. Antes de que procedas a 0) 1/30 1) 1/32 )

resolver los objet'wos, repasa laleccién para que asi te des cuenta 3) 2/15 4) 1/3
de lo que vas a hacer.

cemynd R

-

o : je indicado: 1.25% de 12.
2. Para el objetivo 1 estudia la seccién 1. Estudia los ejemplos 3. Encgentra el porcentaje indicado: 1.2
primero y luego en base a ellos resuelve la autoevaluacion 1. 0) 0.15 1).15 2) 1.5
Para los objetivos 2 y 3 estudia el resto de 1a leccién. es necesario :
que a esta altura hayas dominado ya el objetivo anterior, puesto 3) 1.8 4) 0.01
que, esla base de estos objetivos. Analiza y estudia los ejemplos 1
y luego resuelve la autoevaluacion 2.

FPSTEU Y M GV e Fr e

; - o4 del ni
4. Encuentra el nimero: 24 es el 12% del namero.

“

3. Para poder presentar esta unidad deberas entregarle a 0) 150 1) 206 2) 2

maestro las autoevaluaciones contestadas.
3) 175 4) 100

5. ¢Qué tanto porciento es 90 de 157
0) 15 1) 18
3) 16.66 4) 14.44

‘] sen : 5 % 85 En un ano su valor

6. El seiior Pérez pagé $ 85,000.00 por un auto. D
bajs() a$ 75,0(?0.%)0, ien qué tanto poreciento se devalué el
automovil?

0) 11.76 1) 16.82 2) 13.43
3) 16 4) 18.6
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6/S + 4/5
Reduce las siguientes fracciones a términos minimos: 0) 24/25 2) 25/24

Ixy'z | 3) 6/5
=y, ]yz4 832b 3 33

0) x3y3 1) )(2)'3/323 2) x‘v'y 332> ct )

3) xy/3z 4yx’y/z 0) 8b/c*a 1) 8b%/c
12a'b*® 3) 8b2/3ac’ 4) 8a/bc’
62%¢° 8a> 9bc” 24ac”

54 5
b¢c +f h2

0) 2ab*/c> 1) ab/c 2) 2b%/c?
3) 2a/c’ 4) ab%/c? 0) 3a/b’c” 1) b%c/24a 2) 3/b%a’c?
(x2 -2x - 8) 3) bZa’c/3 4) b?/ac

(% + x-20)

0) x/5 1) (x +2)/5 2) (x + S)/(x +1

3)(x +2)/(x +5)  4)(x + 5)/x

(x3 + 6x)

7x
0)(x + 6)/3 1) (x2 + 6)/7 2)x2 -6
3) x/7 4) (x + 6)/x

Efectiia las operaciones indicadas y expresa el resultado enf
términos minimos:

(30-72-4%) [ (a®4a-12)
1.

(24 - 2a - 2%) (a2 + 7a-30)
0)(a + 3)%(a + 6) 1) (a-3)a’, 2)(a+3)(a+06)

3) (a-3)/(a-6) 4) (a-3)/(a”-6) XX XIII

XXX




UNIDAD XIII

i OPERACIONES CON LAS FRACCIONES
ALGEBRAICAS.

LECCION 1.

i- PROPIEDADES DE LAS FRACCIONES ALGEBRAI-
CAS.

Enunciaremos varias propiedades de las fracciones que nos serdn
iliies més adelante.

1) Puede cambiarse simultdneamente a la vez los signos del
numerador y denominador de una fraccién y no se altera.

2) Si el numerador y el denominador de una fraccién algebraica,
Jk‘: multiplican o se dividén por una misma cantidad, !a fraccién no se
lltera.
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14
i
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4
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i ‘1

R

a a-c¢

b b-c b+c

3) Ademds una fraccién a/b siendo a y b nt i
# 0, se puede expresar como: Y hameros culesquicel

4) De igual modo una fraccién 1/ab siend -
i oaybdo
diferentes del cero se pueden expresar como: . > T

1 1 1

ab a.b

1-2 REDUCCION A TERMINOS MINIMOS.

' Re;ducnr una fraccién, es cambiar su forma sin cambiar su valor
Simplificar una fraceién algebréica, es convertirla en una fraccion
equivalente, cuyos términos sean primos entre si. Por ejemplo, las
fracciones siguientes son equivalentes. .

6
a)

8 4

12a2 6a 3a

b)
8a 4 2

glo;ledde cada una de’ellas esta expresada en su forma més simple, ya que,
ucir nos queda que 3y 2 son primos entre si, al i ,

i1 ! : . tre si, al igual que 3ay2de
la segunda fraccién. e

Cuando los términos de una fraccién son primos entre sf la fracci6n

118

s irreductible y entonces, la fracci6n esta reducida a su més simple
apresion o a su minima expresion.

L.a mfnima expresién de una fraccion, es aquella en la cual, el
mmerador y el denominador no tiene factores comunes. Asf en los
gjemplos anteriores, lo que hicimos para reducir fue.

12 (6) (2) 6 3) (2) 3

a) = =
8 (4) (2) 4

sy iy - 2

12 4) 3) 3

8 4) @)

12a° (4) (3)a-a
b) =
8 4)(2)a 2

Por lo tanto, para reducir una fraccién a su minima expresion, se
factorizan primero el numeradory el denominador de la fracciény luego
se divide, cada uno de ellos entre cada factor que les sea comin.

3a

Asi, podemos determinar si una fracci6n est4 en sus términos
minimos expresando el numerador y denominador como productos de
sus factores primos. Cualquier factor comiin que aparezca tanto en el
numerador como en el denominador puede entonces ser suprimido o

cancelado.

EJEMPLO:
9212b3

Simplificar la fraccion
227




Solucién:
Se tiene que:

9a” b’ 3) (1) (1) 3

(8) (a) (b) () 8abc?

Hemos dividido,9 y 24 entre ? y obtuvimos 3 y 8; a,2 y a’ entre a2 y 0b-
tuvimos 1y a; b” y b entre b”y obtuvimos 1 y b; ¢* no tiene factor
comuyn por tanto, queda en el denominador. También vemos que, 3y
8abc”, son nimeros primos entre si, es decir, no hay factor comﬁ;{por

lo que resulta una fraccién irreductible, que es precisamente lo que
queriamos.

243> b4 c2

De_ las fracciones, Ias.més faciles de resolver son las de un
Monomio entre otro monomio, como en el caso del ejemplo anterior
]

puesto que esta expresado como factor y no-aparece ningin sumando
Veamos otro ejemplo. ‘

EJEMPLO:
N 12a’b%c
Simplificar la fraccién —
18ab’c?

Solucién:

Segin el principio fundamental d racci ividi
' e las fracciones, se pueden dividir
sus dos términos entre 631?2 y se tienen: : "

12a°b%c & 6abZc 2a°

18ah"’c2 + ()ahzc 3bc

Doy rs AT g s 2 St 1
dcn()ri)?r:i i]<lw%edrt d1 ?:1;,2 TLSLIl)td’qQ) st_' ‘hqn dx,w_dldn' el numcra@»r y, el
i ador entre bao-c, que es el factor maxime de ambos miembros
d’c ld.fraccmn cuyo producto es el maximo comin divisor (m.c.d.) de 103
términos de dicha fraccion. Baiarbn

>, 1 2 B =8 : o 2 r 2 ’ .
Por tanto, para reducir una fraccién a su mas simiple expresion,

120

pediante una sola division, se dividen sus dos términos entre su maximo
gomun divisor (m.c.d)

~  EJEMPLO:
Reducir a su més simple expresién la fraccion
1442°b*c3d
36a’b>c?
Solucién:

El m.c.d. de los términos de la fraccién es 3634b4c2, por lo que
gueda como:

1442°b*c3d + 36a’b*c?  4dacd

36a*b°c? + 36a'b b

Ahora vemos el caso en el que la fraccién invelucre divisién de
monomios entre polinomios o polinomios entre polinomios.

Para poder simplificar una fraccién allgebraica de este tipo es
jecesario primero descomponer cada polinomio en sus factores primos,
b bien, factorizar completamente el polinomio de cada término de la
fraccion para luego suprimir los factores que sean comunes del
mwmerador y el denominador. Veamoslo mejor con el siguiente ejemplo.

EJEMPLO:

2
2X
a términos minimos.

Reduzcamos la fraccion ==
4x" - dxy

Solucién:

Como en la fracci6n aparece solamente en el denominador un
polinomio, procedemos a factorizarlo:




Ao Db b i
P v

2

2x° 2x2

2 4xy 4x (x-y)

luego sacamos el m. c. d. que es 2x

2)(2 + 2x X

4x (x - y) + 2x

2 (x-y)

EJEMPLO:
Reducir a su mds simple expresion la fraccion

x2—5x+6

Solucion:
Se procede a factorizar€l numeradory denominador de la fracién:

X-3

X +3

En la reduecion de fracciones, es comin suprimir el factoriporel
cual se dividen el numerador y el d 2nominador. El proceso de eliminar
un factor comun de! numerador v denominador de una fracciénies
llamado cancelacién multiplicativa.

EJEMPLO:
Reducir a su més simple expresion la fraccién

X2 -9x + 20

25 =x

Solucién:
Haciendo lo mismo que en los otros ejemplos tenemos

x2-9x + 20 (x-5)(x-4)

5-x)

2
25 -x (5 + x)

Ahora bien, como en el numerador tenemos ()g - S) y en el
jenominador (5 - x), podemos, segin una de las propiedades de las
fracciones, multiplicar arriba y abajo por una misma cantidad, y no se
pos altera la fraccion.

(x-5)(x-4) -1(x-5)(x-4)

(5-0)( + %) -1(5-x)(5 + %)

(5-x)(x-4)

——(5 -x)(5 + x)

Ahora procedamos a simplificar

(5 -%) (x- 4)

: (5-x)(5 + x)
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Reducir a su més simple expresién las siguientes fracciones jp.

" dicando el m.c.d.

4x2

1.- =
12x7

SaZb3

2423p>

3 2)(2y4z3

16x4y3z4

7537m5

1002°™12,3

24ab%c

181112bc2

lZaZb3

60a°b>c°

27a2b2c3d4

()3a3b3c4d5

(252°b°) (15a2°b°%)
8.- 2

150a% b°

Shrcdi=—————=3

Factorizar y reducir a suminima expresion, las fraceiones siguien-

tes, llenando los espacios indicados.

3x%y + 15xy 3xy ()

Cx+5)( )
x+3)( )
Y&+ 2)
(@a-b)( )

( )(a-b)
a’( )-(a-2)

af(a+2)-( )

G-x( )

3 2
a” + 2a°-a-2

- 2
9-6x + x

13.- - =
9-9x + 2x° G-20( )

Reduzca cada fraccion a términos minimos.

J
bz-a“




1-3 MULTIPLICACION Y DIVISION DE FRACCIONES.

Las siguientes propiedades nos proporcionan procedimientos para
multiplicar y dividir fracciones:

a) El producto de dos 0 mas fracciones es igual al producto de
los numeradores dividido entre el producto de lgs
denominadores, es decir:

a ¢ a-c
it ; donde b, d5 0
b d b-d

b) El cociente de dos fracciones es igual al dividendo multi-
plicado por el divisor invertido, es decir:

d ad

; donde b,c,d # 0
(o be

Es con frecuencia deseable reducirel producto, o el cociente, de
fracciones a términos minimos. Siendo éste el caso, el mejor
procedimiento es-escribir cada fraccion en la forma factorizada, donde,
factores comunes del numerador y del denominador pueden entonces
suprimirse.

EJEMPLO:
Realizar las operaciones indicadas.
2x% - x- 3 x2-2x + 1

x2-l

3)(2 -x-2
Solucién:

Como el producto de dos o mas fracciones, es el producto de 10s
numeradores, divididos, entre el producto de los denominadores
fenemos que:

(2% -x-3) (X -2x + 1)

(x2-1)(3x*-x-2)
wego, factorizando el numerador y denominador nos queda
(2% -x-3) (*-2x + 1) (2x -3) (x + 1)(x-T)(x - 1)

(xz- ]}('3.'(2—.\(-2)

(x + Dx-DE-1)Bx+ 2)
para luego suprimir los factores comunes quedando

(2x-3)(x=+ 1) (x-1)(x-1) 2x-3

(x + 1) (x-1) (x-1) B3x + 2) 3x + 2

EJEMPLO:
y3 ¥

Dividamos 5
y -9

Solucién:

Para encontrar el cociente, invertimos el divisor, es decir:
3 2

y"’-l y2+y+1 y -1 y -2y-3

y*-9

Factorizande los numeradores y denominadores de las'fracciones
lenemos que:
y -1

y>-9

-

y2—2y-3 y2-9 y2+y+1

y>-2y-3 (y-D)F +y+1) (=3)y+1H
(y +3)(y -3) GF+y+ 1)

suprimiendo los factores comunes, nos queda por altimo

y2+y+1




(y- DO +y + Dy -3)y + 1)
(4 +3)(y-3) +y + 1)

(y-D(y + 1)
y+3

—

EJEMPLO:

Efectuaremos las multiplicaciones de fracciones siguientes:

x2-3x+ 2

2x2 + S5x-3 3x2 + 6x

2x2+3x-2 x2-1 2x -4

Solucién:

Factorizando los numeradores y denominadores de las fracciones
tenemos

3x (x + 2)

(x-2)(x-1) (2x-1)(x + 3)
(2x - 1) (3x-2)

(x + 1)(x-1) 2(x - 2)

luego, por dltimo, suprimiendo los factores comunes en el numeradory
denominador, resulta.

3x(x + 3)
2(x + 1)

EJEMPLO:
Realicemos las operaciones indicadas.
a’ + 3a- 10

-+

a2- 10a + 21

az-7a+12 a+s5

32 -6a + 8 a-7
Solucién:

Cuando haya que efecturar operaciones, en las que se combinen

128

multiplicaciones y divisiones se procede primero a convertir los
jivisores en factores, invirtiendolos y procediendo segin la regla de
multiplicacién; es decir, inviertiendo el divisor y factorizando, ob-
gnemos:

(a-7)

(a-3)(a-4) (a+ 5)(a-2)
(kS

(a-4)(a-2) (a-T)a-3)

Frecuentemente se observan con mayor claridad los términos que
meden cancelarse, si previamente, se ordenan y se hacen los cambios
sermitidos de signos en los términos de los miembros de las fracciones.
for ejemplo, en la siguiente multiplicacién de fracciones

(a+2b) (2b-a) (a + b)

(a%- b?) (4b>- a%)

En este problema, algunos de los términos en que aparece "a" son
wsitivos. Sin embargo, si se cambian ambos signos en los miembros de
i segunda fraccion, y se cambia el signo que antecede a la tercera
faccion cambiando los dos signos de su denominador y se ordenan los
#rminos, se tiene:

(@a+2b) (a-2b) (a+Db)
@-v)  (a-b) -(a-4bD)
(a + 2b) (a - 2b)
(a-b)(a + b) . (a-b) .
1

(b-a)

(a+b)
-(a-2b)(a + 2b)

(a-b)*

Debe observarse que, supresi6n reemplaza cada numerador por
launidad, asf que, el numerador del producto es uno y no cero.

También, al igual que en el caso de reducir fracciones a su mfnima
expresi6n, la supresion descuidada puede conducir a errores graves. En
la siguiente expresién, serfa un error suprimir (2a + b).
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(2a + b) +5

(2a + b)(2a-b)

Por ejemplo, tiene 2a + b como un factor del denominador, pero
2a + b es un término del'numerador, no un factor.

Resumiendo, las operaciones de multiplicacion y division de frae-
ciones, diremos que: :

1) Se'descomponen en factores todo lo posible, los términos de
las fracciones que se van a multiplicar o dividir.

2) En el caso de la divisién se invierten los términos de la
fraccion divisor y se multiplican; el dividendo por el divisor
invertido.

3) Se simplifica, suprimiendo los factores comunes, en los
numeradores y denominadores.

4) Se multiplican si las expresiones que quedan en los
numeradores; después de simplificar, y este producto se
parte por el producto de las expresiones que queden en los
denominadores.

AUTOEVALUACION 2.

Efectuar las operaciones undicadas y simplificar.

3a 4ab 3c2

2

2b O¢ 4a
AL )6b-

3b 4a

l()xy2 6x2°

l4u2 l()v?‘ 9w2

21vw 8u2v

Efectuar las operaciones indicadas y simplificar, llenando los
gspacios indicados.

Sa-5b a+2b B.( ) a + 2b

3a+6b a-b ( )(@+2b) a-b

4x -2y x2+2xy 2 ( ) x( )

C)Yx*2y) y( )

2a(a ¥ b)’ b¥(a-b) 7 - 12a’b?

3b° 8113(21 + b) a’-b>

5x + 10y 2xy-y2

2
X-y X~ + Xy
11 -

: 3
X +y )(2y2 - Xy

1 2 1 (a+7)()
12. - = : =
a2-a-30 a’+a-42 (a-6)() 2
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a’- 6a a’ + 3a- 54 : ) a( )

3 : = —— —— =

ey 3;:2 a’ + 9a ()Y¢a +3) (a+9))

>4 125 x-5xF +25x  (x +5)( ) (x + 8))

x> -'64 x>4l3Tse

(x + 8)( ) x(® )
25a%b% 36bc> 15b°

12c2 5a3 Tac

h?-9  hk-9h h>-3h* (h+3)() h() k>
16. ! : 1L . :

k2-9k.  hk + 3k k> k() k() ?)f@)

Realiza las operaciones indicadas y simplifica.

3ar ¥ a0 022 4 aln SaZ 4+ 8a-4

17.

8a2.2a=3/ 322 44204425 V122 -+ 11a 216

X2+ 4xy - 12y2 3 bxy - 7y2 X s Oxy + 14y2

18.

2 2 9,
x4 Txy + ()y2 X2 - xy - A2y~ X -xy - 12y~

RESPUESTAS A LAS AUTOEVALUACIONES

DE LA LECCION 1.

AUTOEVALUACION 1.
1/3x2; 4x°
b/3a; 8a°b’
2y/x22; 16x2y3z3
3a%4m’n’; 25a°m°
4b/3ac; 6abc
1/5ab%x%; 122°b°
3/7abed ; 9a’b’c’d’
5b>/2a 3 75a°b°
S 3xy(x + S)/(x + S5)(x-5) = 3xy/x-5
10.- (x + 3)(x-2)/(x + 3)(x + 2) = x-2/x + 2
11- (a-b)(a® + ab + b*)/(a + b)(a-b) = a’ + ab + ab’/a + b
12- (a-2) (a2- 1)ia + 2)(a°-1) = a-2/a +2
13- (3= x)(3-x)/(3-20)3 -x) = B-x)/(3-2%)
14-b + a/b-a
1S-a-b/2a-b
16.-1/a + b
17.-x-3/x + 1
18.-¢c + 3/c-1




\UTOEVALUACION 2

1.- ¢/2

2.- ab

3.-7y%2/3

4= 3/b

S.- 3w/2v

6.- xy/6

7.- 30x*
S5(a-b)

B =N AIS
3(a + 2b)

b 2(2x - y) x(x + 2y) 2x

S(x + 2y)  y(2x-y) Sy
10.- b/2

11.- 1/x%y
" 1 (a + 7)(a-6) a+ 7
(a-6)(a + 5) 2 2a + 10

a(a-6) a(a + 9) 1

13-
a’(a +3) (a+9)(a-6) a+ 3

» (x + S)( + 5x + 25) (x + 8)(x-7) (x + 5)(x-7)

(x + 8)(x-8) x(x* - 5x # 25) x(x - 8)

15.- 7c2

(h + 3)(h-3) h(k-9)

K’ k

16.- ;
k (k-9) k(h + 3)

3a-5
17.- ——
a+>5

18.- 1

b h-3) b




UNIDAD XIV

OPERACION CON LAS FRACCIONES
ALGEBRAICAS.

En esta unidad terminamos las operaciones con fracciones
ebraicas. Aprenderas a sumar y restar fracciones algebréicas y a usar
fhictorizacién para encontrar el comiin denominador.

Al término de esta unidad, el estudiante estard en condicién de;

BJETIVOS:

1. Definir correctamente , el concepto de minimo comin
denominador (m.c.d.).

2. Reducir, dos o m4s fracciones algebréicas, al minimo coman
denominador.

3. Aplicar correctamente, las propiedades conmutativa y
asociativa, para sumar dos o més fracciones algebrdicas que
involucren los signientes casos:

a) Con el mismo denominador.
b) Con denominadores diferentes.
¢) Con denominadores monomios.

d) Con denominadores polinomios.
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4. Aplicar el objetive anterior para la resta, asi como para Ia sumg 2. Como ritmo de trabajo, te sugerimos el siguiente:
y resta combinadas, de fracciones algebriicas.
ler. dia - Objetivos 1y 2.
5. Simplificar las fracciones complejas hasta transformarlas en
irreductibles. 2do. dia - Objetivo 3.

3er. dia - Objetivo 4.

4to. dia - Objetivos4y 3.
PROCEDIMIENTO SUGERIDO.

1. Estudia la leccion 2 del capituloVI. Los primeros dos objetivos
son de suma importancia que los domines, ya que, en los ob- AUTOEVALUAC'ON
jetivos siguientes los vas a aplicar. Para que los resuelvas satis-
factoriamente,estudia la secci6én 6-4 y resuelve la
autoevaluacién 1.

Encontrar el minimo comin denominador de las siguientes frac-

¢lones:
Objetivo 3. Estudia la seccién 5. Debes tener presente que, asi
como en aritmética, para sumar fracciones deben tener como Lo /5, V15
condici6on necesaria un comun denominador, en el 4lgebra, para 0) 10 1)5 2) 15
poder efectuar la sumade fracciones algebréicas, también deben )
tener un comin denominador. En este objetivo se analizan los 3) 75 4) 30
diferentes tipos de fracciones, que son con monomios y
polinomios. En el caso de los polinomios recuerda que debes 2.°2/3, 4/9, 1/18
descomponerlo primero en factores y luego sacar el minimo ' ;
coman miltiplo de los denominadores. Para la préictica de este 0) 36 1) 54
objetivo resuelve las autoevaluaciones 2 y 3.

3) 18 4)27
Objetivo 4. Estudia las secciones 6 y 7. Para este objetivo, se
aplica el mismo concepto, que es, el comin denominadory el de 3. 1/x, 2/xy, 3/2y
descomponer en factores un monomio 6 polinomio. Resuelve, :
como practica de este objetivo, las autoevaluaciones 4, S y 6. 0) 2xy L) 3xy.

Objetivo 5. Estudia la seccién 8. Una fraccién compleja es 3)x +y 4)x-y
aquella fraccién que consta de una o més fracciones en el _ o P (xz,(xz_ 9)
numerador o/y en el denominador. Te sugerimos, analices 4. 3/(x -3), xi(x + 3), 5%
primero los ejemplos que se incluyen, para que observes el 0)(x-13)? 1) x2-9 2) (x2 - 9)(x + 3)(x-3)
proceso que se utiliza, para expresarla en su minima expresion. '

Una vez que hayas aprendido a reducir una fraccién compleja, 3) (x + 3)2 4) x> +9
resuelve la autoevaluacién 7.
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Sumar correctamente las fracciones algebriicas. 2ly - 1/y
5. 2/4 + 1/4 + 3/4 ) (6 -y)/6
0) 5/4 3{(3-v)3
3).1 5/3-1/4 + 2/8
6.7 5/3a + 6b/3a + ')hz/3a 0) 5/3 1) 10/2
2) ) e N
0) (5 + 6b + 7b")/%a 1) (18b + hz)/?»a 3)4/3 4) 10/7
. : T 2 S 2.5 2 v ZiE A2
2) (S +6bi 4 77b7)/3a 3) 7b"/3a 3y/c - 2¢7/3y” + 2y7/6¢

22 oy, 2 3, 3 X
0) (v"‘c2 + 3¢ - 3y4)/_v“c“ 1) (2y°c-¢c + 3y )/3yc

4) (54 6b+ Tb2)27a>

3 2 2 S 5 N

7./ a/7 & 3afl-+ 5a/21 2) (18y’c - ac* 4 2}'4),,*()y"‘c“ 3) (9yc® + 3¢’ - 2y)/6yc

1)

0) 17a/21 1) (4a + 5)/21 2) (4a + 5)/7 4) (3yc - 2¢c + 3y)/6y ¢
3) 19a/21 4) 14a/7 I I

4. —— -+ E =

8. T/a+1/b + lfc x(2z + y) 4z" - x°

0) (ac + be)/abe 1) (ac + ab + be)/abe 0) B3z £.52% + 26%)ax-22 1) (z + 52 + 32x°)2Z + Z
2) 1/abe 3) abe/3 2)(3z- 223 + zxz)/4x2 - z‘) 3) (2z - ‘<z3 + 2Lx2)/(4Z2 - xz)x
4)(ab + ac)/abc 4) (3z + 82% - 22x°)/(42% - xP)x
9. 8/9-4/9-3/9 Reduce a fraccion simple la siguiente fraccion compleja.
0) 7/9 1) 1/9

3) 8/9 4)2/9
10. 1/2-1/S - 2/10

0) 1/10 1) 2/5

3)2/3 4) 3/10
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"SUMA Y RESTA DE FRACCIONES
ALGEBRAICAS.

LECCION 2.

I N

aT0

R e ean

14 REDUCCION DE UNA FRACCION A UN MiNIMO
COMUN DENOMINADOR.

B

F——— -

Definicion.

==

Reducir, dos o mas fracciones, a un comin denominador, €s

hallar otras, respectivamente equivalentes a las primeras, cuyos
denominadores sean iguales.

Reduccién a2 un comiin denominador.

Consideremos las fracciones,

a C m

bld n

5i se multiplican los dos términos de la primera fracci6én por dn, los de
la segunda por bn, y los de la tercera por bd, ninguna de las fracciones
rcambia de valor; y se convierten respectivamente en:

adn c¢bn mbd

bdn _ bdn bdn
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como se ve tienen el mismo denominador.

Por lo expuesto, resulta que para reducir dos o més fracciones, 3
un comuin denominador, se multiplican ambos miembros de cada unz
de ellas, por el producto de los denominadores de todas las demis.

Fracciones reducidas 2 su minimo comin denominador.

Con el cbjeto de evitar, denominadores muy grandes, es
preferible, siempre que sea posible, reducir las fracciones a su menor
denominador, es decir, transformarlas en otras, respectivamente
equivalentes a las propuestas, cuyo denominador comiin sea minimo.

Por ejemplo, consideremos las fracciones,

2a 6a

2 y 2

S5(a” -4) 35(a” - 6a + 8)

Para reducirlas a su menor com&’m denominador, se debe ha1135
una expresion, que sea multiplo'de 5(a” - 4) y al mismo tiempo de, 35(a
- 6a + 8), y tal que su coeficiente sea el minimo comin miultiple, de ios
coeficientes de los denominadores y que el grado de la parte literal sea
minimo.

El primer denomi'nador, S(a2 - 4), se descomporie en: S(a + 2)(a
- 2), y el segundo, 35(a” - 6a + 8) esiguala$ - 7(x - 2)(x - 4); entonces,
en vez de tomar como denominador comiin el producto de, 5(a” - 4) por
35(a” - 6a + 8), basta tomar 5-7(x + 2)(x - 2)(x - 4), que esel m.c.m. de
los denominadores de las fracciones dadas.

Si a la primera fracci6n, se le da por denominador,
35(a + 2)((a-2)(a-4) = 35(a’-4)(a-4)
dicho denominador queda multiplicade por, 7(a - 4) para que no s¢

altere el valor de la fraccién hay que multiplicar el numerador, por ¢l
mismo factor, y asf se obtiene:

2a-7(a -4) 14a(a - 4)

35(a + 2)(a-2)a-4) = 35 (a2 -4)(a-4)

dando a la segunda fraccion el mismo denominador, el suyo queda
multiplicado por (2 + 2); para no alterar el valor de la fraccién, hay que
multiplicar también el numerador por, (a + 2), y asf resulta:

6a(a + 2) 6a(a + 2)

35(a + 2)(a-2)(a-4) :35(a2- 4)(a + 2)

El minimo comin miltiple.

El minimo comin miltiplo, (m.c.m.) de un conjunto de
polinomios, es el polinomio de menor grado, y con los minimos coefi-
cientes enteros, que seadivisible exactamente, entre cada polinomio del
del conjunto. :

El grado de un polinomio, es el grado de su término de mayor
grado. El grado de un término, es la suma de los exponentes que
aparecen en €l. :

Por ejemplo, el grado de, 2x°- 3%’ + 4x es 3, y el grado de 3xzy2 .
2xy + 3y2 es 4

EJEMPLOS:
1) El mic.m. de, 3x; 4x2y; 8:(5y2 y de 36x* es, 72x5y2.
2) El m.c.m. de, 2(x - y); 3(x + y);y de (x- y)z, es 6(x - y)(x + y).

Si los polinomios estdn factorizados, se observa que, por
definicién, el m.c.m. factorizado, debe satisfacer los requisitos siguien-
tes:

1.- Cada factor, de cada polinomio, debe aparecer como factor del
m.c.m. Ademds, cada factor del m.c.m., debe estar elevadoauna
potenciaigual, a la mayor que dicho factor tenga, en cualquiera
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de los polinomios factorizados.

2.- El m.c.m. no puede tener un factor, que no aparezca en algung
de los polinomios factorizados. « °

De ese modo, se tiene el siguiente método, para obtener el m.c.m.
de un conjunto de polinomios;

1.- Se factoriza, cada uno de los polinomios.

2.- Se escribe el m.c.m., cada uno de ios diferentes factores primos
de los polinomios, y luego se eleva cada factor, a la ma or
potencia con que aparezca en alguno de los polinomios fac-
torizados. (Numero primo, es un nimero que no tiene més
factores, que él mismo y la unidad).

EJEMPLO:

Encontrar el m.c.m. de los siguientes polinomios:
x° - 2xy + y2
X2+ 2xy + y2
2 -y?
2 2
X" -3xy + 2y
2% + 3xy + y2
SOLUCION:

Se escriben factorizados cada uno de estos polinomios, .como se
muestra en seguida:

x2-2xy -+ y2 = (x-y)2
xz-l-ny+y2=(x+y)2
-y = (x-y)(x + )
> = (x-2y)(x-y)
=(2x + y)(x + y)
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Los factores primos que aparecen arriba son (x - y); (x + y); (x -
Jy) y (2x + y). Sin embargo, (x-y) y (x + y) tienen exponente 2, en el
primero y en el seg&mdo de Jos polinomios, respectivamente. Por tanto,

el m.c.m. es, (x-y) " (x + y)°(x-2y)(2x + y).

Reduccién de fracciones el minimo comin denominador
empleando el minimo comiin miltiplo ( m.c.m.).

Para reducir, dos o més fracciones a su minimo comun
denominador, por el método del m.c.m., se pueden seguir los siguientes
pasos:

1.- Se toma como denominador comin, el m.c.m. de los
denominadores.

2 - Se divide ese comiin denominador, entre el denominador de cada
fraccion.

3.- Se multiplica el numefador de cada fraccion, por el cociente
respectivo obtenido.

EJEMPLOS:

Reducir, a su mfnimo comin denominador:

Sax® Tby 8ex°

1) > >
8by2 10x’z 15yz3

m.c.m. (8, 10, 15) = 120
m.c.m. (8by2, 1()x22, 15yz3) = 120bx2y2x3

Efectuando las operaciones indicadas resulta:

64bcx5y

120bx?yzx3

75ax‘z’ 84b%y’z*

120bx%y%2>  120bx%y%2°




2) Reducir, a su minimo comiin denominador:

2 m ahpal

3 XS T 3
3m” - 12m m -6m + 8 m- -8
Factorizando 'los denominadores se tiene:
A 2 2
3m> - 12m? = 3m (m -4)
2 5
m--6m+ 8 = (m-2)(m-4)
3
m- -8 =(m-2)(m” + 2m + 4)
Por tanto, el minimo comiin denominador es:

3m’(m - 4)(m - 2)(m® +2m + 4)

y las fracciones, se transforman respectivamente en:

2(m = 2)(m* +/2m + 4)

3m2(m -2)(m -4)(m2 + 2m + 4)

m~3m:‘z(m2 + 2m + 4)

3n]2(m -2)(m - 4)(m2 + 2m + 4)

m? 3m2(m -4)

3m’(m - 2)(m - 4)(m> + 2m + 4)

AUTOEVALUACION 1.

Transforma la siguiente fraccién en una equivalencia, cuyo
denominador sea, la expresién que aparece a la derecha.

Sa
— 15ab%c?
3bc

4r
— ,27r25215
9s-t

2a
,(3a-1)(2a + 3)
3a-1

3x + 2y
_______,4)(2-9),2
2x - 3y

3a + 4b

5- ——— 15a%-26ab + 8b*
Sa-2b

Reducir al minimo comin denominador.

2

2a 4’ 50

6.-

b

’ 2
Qyzz 12xz° 15x”
2 2

2

Sw v 8u

ym.c.d. =

12u2v’ 24uw2’ 27v2w




b a+b

S m.c.d. =

‘(;i F b)')‘ ‘ {(a-b)"~

2u + 3v

2u - 3v

10).- SOOI WH S SNaI e PN

ey —
40° -9 4u” -+ 8uv 4

2u + v
5 5 ST m.c.d. =

3v-  4u”-4uv -3v

Nota:

Generalmente es preferible, indicar la multiplicacion en el
denominador, sin efectuarla; asi se ve mds rdpidamente, por qué fae-
tores, a sido-multiplicado el denominador de cada fraccién y por tanto,
qué factores deben multiplicar también'su numerador.

1-5 SUMA DE FRACCIONES ALGEBRAICAS.

Definicion.

La adici6n o suma, es una operacién que tiene por objeto, reunir
varios nimeros de la misma especie, en uno solo.

Los nimeros que se suman,se llaman sumandos, y el resultado se
denomina, suma o total.

El signo de la operacién de sumar, es una cruz (+ ), que se lee
mids, y se coloca entre los sumandos.

En la suma de fracciones algebraicas se distinguen dos casos:

Primer caso: Las fracciones algebraicas tienen igual
denominador.

Para sumar fracciones algebraicas de igual denominador, se suman
algebraicamente los numeradores y el resultado se le /da, el
denominador comin.

EJEMPLOS.

7b

2a + 5b 3a + 2b + Sa-3b + 2a + 5b
+ = ,
ab ab ab

S5a-3b

10a + 4b
ab

Segundo caso:-Las fracciones algebraicas, que no tienen igual
denominador, se buscael minimo coman multiplo de los
denominadores, se reducen las fracciones a otras equivalentes, que
tengan como denominader, el minimo comun multiplo o comin
denominador y se efectia la suma.

EJEMPLOS:
Sumar;
a 2a 3a

6 S -+

El comin denomimador de 6, S y 4 es, 60.

a 10a 2a 24a

6

a
—+— +
6 S




10a + 245 + 45a 794

EJEMPLO: |

Sumar;

B4 M3b, 52 o2
+ + —

a b ab

a+b

El comiin denominador de a, by ab es, ab.

a+b (a+b)b ab +b?

a ab ab
2a-3b  (2a<3b)a | 2a%-3ab

b ab ab

Por tanto:

2 2 PN
ab + b 2a“ - 3ab S5a~-2b

et + — e {. e

2a - 3b Sa'-2b
+ + =
a b ab ab ab ab

a+b

ab + b> + 2a%-3ab + 5a2-2b%> 7a°-2ab- b>

ab ab
EJEMPLO:
Suma.

x+y X-y 2x+ 2y

+ +
2 2
X“=2xy +y -y

L

X% + 2xy + y2

Antes de comenzar cualquier operacion, deben simplificarse las
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2
X + 2xy +y

fracciones, siempre que se pueda,

X+y

X% + 2xy + y2

A=y

s 2xy + y2

2x + 2y

X2 -y

Por tanto,

2x + 2y 1 1 2

X +y X-y = + 3+

+ + G
x2-2xy+y2 Xz-yz X+y X-Yy X-Yy

2 2
Ahora el comiin denominadorde,x +y y Xx-y,es x -y luego,

x-y+x+y+2x+2y
2

x2-y




En la practica, para sumar fracciones aigebréicas, se simplificap
cuand(). se puede, se busca el comin denominador, se divide el comiin
denominador, entre el denominador de cada una de las fracciones y el

resultado, se multiplica por el numerador de la fraccion, luego, se
reducen los términos semejantes.

EJEMPL.OS:

Sumar,

24 3b 2b
—
5b 7a Sa

(2a)(7a) + (3b)(5b) + (2b)(7b)
35ab ey

14a% + 15b% + 14b%  14a% + 29b>

35ab 35ab

X" + 6x + 9

x+ 3 + x<2+x-2

3x-1

2

: 2
X +x-6 X 4+ x-6

Sumar,

3x - S5y )(2+xy+y2

X +y X =y X+y

8(x-y) + 1(x +y) 9x - Ty

2 2 20002
Xy Y X~y

Propiedades de la suma con fracciones algebrdicas.

La suma de fracciones algebraicas, es una operacién conmutativa
yasociativa, es decir:

Conmutativa; porque indistintamente, se puede obtener la misma
suma, a pesar de cambiar el orden de los sumandos.

EJEMPLO:
1 12 +4 + 3 19

18

2 -1 4 +12 +3

=
9 3.6 18 18
2

3+4 + 12 19

Asociativa; porque se puede agrupar dos o mas sumandos, y
obtener una suma parcial que, agregada a los sumandos restantes, da el
mismo resultado, que efectuada la suma en forma corriente.

EJEMPLO:

-

N2 AN T SN /306 Y40, 2002+ 75

— = t— +—+— +— =
S 3 4 3 5 4 60

228 4
60 60 5

Asociando fracciones, con el mismo denominador, se tiene:




por tanto,

Ley de cerradura para la adicion de fracciones.

Dados, los naimeros racionales a/b y c/d, en ese orden, existe un
unico namero racional, llamado la suma de estos dos numeros
racionales.

a C
— 4 —= numero racional
b/ 'd bd

ad + bc

Suma de fracciones con denominadores monomios.

EJEMPLO:
Sumar,
Hay que reducir las fracciones, al minimo comiin denominador.

El m.c.m. de los denominadores es 15x2y, dividiendo 15x2y, entre
los denominadores, tenemos;

inzy —5x% = 3y vy, 15x2y — 3xy = 5x, estos cocientes, los multi-
plicamos por los numeradores respectivos y tenemos,

2 1 2(3y) + 5x(1)
- —
3xy

2

Sx 1 szy

6y + Sx

samando los numeradores = 5
15x%y

EJEMPLO;

1
+ —_—
10a

a-4x a
Sumar, +

-2
Sa’

El m.c.m. de los denominadores es, 10xa”. Dividiendo 10xaz, entre
cada denominador y multiplicando los cocientes por el numerador
respectivo, se tiene:

a-2% 1
H—s ¥ =
Sa 10a

a - 4x Sa(a-4x) + 2x(a-2) + xa

2xa 1())(32

532 -20xa + 2xa-4x + xa
multiplicando = 5 =
10xa

Sa2 - 17xa - 4x

reduciendo términos semejantes = 5
10xa




AUTOEVALUACION 2.

?fectgar lazs operaciones indic¢adas y simplificar.
4 6 3
3 4 5
—+ —+
4 9 12

u vi.4u-9v
—+—+
9 2 18

2x + 3y

—+ — +
6y 12xy

2 2a-3b
+ +
3b 2a 2ab

S5a 4b 3¢
+ +
12bc 9ac 16ab

3yz 5 Tx
4t + ~ =
4x 8xyz  36yz 72)(2yz2

h 2h%-5k%  k
+ + —
10k 20hk 12h 30hk

2u Sv u? _
7+ 2t 5
Ov 18u 12v3 36u2v3
4c 3b Sa

2 i 2 ok — :
sa’b  10ac®  6b%c 30a2b2c?
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Suma de fracciones con denominadores polinomios.

EJEMPLO:

Bb - 1
Sumar, — + 4 3
3a + 3 ar =1

Se factorizan los binomios, para encontrar el m.c.m. de los
denominadores:

3a + 3 =3(a+ 1)
2a-2 = 2(a-1) m.cm. = 6(a + 1)(a-1)
a2-1 = (a + 1)(a-1)

dividiendo el m.c.m., entre cada denominador y multiplicando cada
cociente, por el numerador respectivo, tenemos:

1 1 1 2(a-1) +3(@a+ 1) + 6

- + 5
3a+3 2a-2 a“ -1 6(a + 1)(a-1)

2a-2+3a+3+6

multiplicando
6(a + 1)(a-1)
(
Sa + 17

reduciendo términos semejantes
6(a + 1)(a-1)

EJEMPLO:

x-1 Xx-2 x+ 6

Sumar, + -
-4 2ix-6 x-5x+6

Se encuentra el m.c.m. de los denominadores:
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x2-4 = (x + 2)(x-2)
X2 -x-6 = (x-3)(x + 2)m.cm. = (x + 2)(x-2)(x-3)

x2-5x + 6 = (x=3)(x-2)

dividiendo el denominador comiin, entre cada denominddor y multi-
plicando los cocientes, por los numeradores respectivos, se tiene:

x-1 X-2 x+6 (x-1)(x-3) +(x- 2)2+(x+2)(x +6)

2 ALES WM i
x"-4 X"-x-6 X -5x+6 (x + 2)(x-2)(x-3)

~ ,
x“-4x+3+x2-4x+4+x2+8x+12

multiplicando « =

(x + 2)(x-2)(x-3)
3)(2 + 19

(x2 -4)(x - 3) -
2¢c-1

+ =
2c2.5¢3  2¢%-3c2 - c>-5¢+6  (2¢+1)(c-2)(c-3)

comsn

—
s

reduciendo términos semejantes =

AUTOEVALUACION 3. k-2 k+3 k +1
+ +
k- k442 k-3 (k-1)(k + 2)(k -3)

Efectuar las operaciones siguientes y simplificar:-

1-6 RESTA DE FRACCIONES ALGEBRAICAS.

a-b
Definicion.

+ =

3a-2b  9a’-4b%  9a®-4b’ '
La sustraccién o resta, es una operacién que tiene por objeto,

2 2 hallar lo que falta a un nimero, para igualar a otro mayor de la misma
especie; o también, hallar uno de dos sumandos, cuando se conocen la

3) I e e 2 P
X - Xy Xy +y xy(x™-y%) suma y el otro sumando.




- - - )
La suma dada, se llama minuendo, el sumando conocido, se llama El m.c.m. de los denominadores es, 6x”y.
sustraendo, y el sumando que se busca, se denomina resta o diferencia 2
El sieno de ] : £t | Dividiendo 6x“y entre cada denominador y multiplicando cada
gno de la sustraccion, es una rayita horizontal (-) que se lee*© § cociente, por el numerador respectivo, se tiene:
menos, y que se coloca entre el minuendo y el sustraendo.”

X + 2y 4xy2 -3 2xy(x + 2y) 4xy2 -3
’Para restar fracciones algebriicas, se reducen las fracciones a un = = ==
comun denominador y se restan los numeradores. 3x 6x2y 6x2y 6"2)’

2x2y + 4xy2 4xy2 -3

| multiplicando =

EJEMPLOS: . 6x7y 6x°y

2x2y + 4xy2 - (4xy2 -3)

¥ restando numeradores

6x2y

5 . 8@a+b)-5(a-b)  8a+8b-5a+5b 2%y + dxy” - dxy” + 3
N = restando numeradores

a-b a+b a” - b2 F b2

= 6x%y
2xy + 3

3a + 13b

az-b2

6x2y

obsérvese que para restar 4xy2 - 3 del primer numerador hay que
cambiar el signo a cada uno de sus términos, y esta operacion la in-

a2 . Op2 { a2 - 25h2 a-3b 3 a+5b " dicamos, incluyendo 4xy” - 3 en un paréntesis, precedido del signo (-).

a + 3b a-5b 1 1

a + Sb - (a- 3b) a + Sb-a+ 3b 8b Resta de fracciones con denominadores polinomios.

a’ + 2ab -15b2 a? + 2ab - 15b2 a® 4 2ab - 15b°

EJEMPLO:

R i i - :
esta de fracciones con denominadores monomios. restar ==
> ’

2
EJEMPLO: XYY 1 Y
X + 2y 4xy2 23 se encuentra el m.c.m. de los denominadores:
D 3x i 6x2 xy-y’ = y(x-y) mcm.:y(x-y)
= y

y =N




dividiendo, y(x - y) entre cada denominador y multiplicando cada co-
ciente, por el numerador respectivo, se tiene:

X 1

Z
XY=y

x-(x-y)

y(x-y)

x-x+); y

y(x-y) /s y(x-y)

EJEMPLO:

4321 (a + 1)
Simplificar: 5 T -
2a” -8 a"+4a+4 a-2

a+3

Se encuentra el denominador comun:
2a2-8 = 2(a%-4)=2(a + 2)(a-2)
a”" +4a+ 4 =(a+ 2)2 m.c.m. = 2(a + 2)2(a -2)
(a-2) = (a-2)
dividiendo, 2(a + 2)2(a - 2) entre cada denominador, queda:

4a%- 1 (a+1)7‘ a+3

222.8 2% 4 42 +4 a-2

(a + 2)(42%-1)-2(a-2)(a + 1)*-2(a + 2)%(a + 3)

2(a + 2)%(a-2)

(a + 2)(d42%- 1)-2(a-2)(a® + 2a + 1)2(a” + 4a + 4)(a +3)

2(a + 2)%(a-2)
(a+2)(da% - 1) -2(a-2)(a® +2a + 1) -2(a’ +4a +4)(a +3)

: : 2(a +32)2(a—2) X ;
4a” + 8a“-a-2-2(a”-3a-2)-2(a” + 7a” + 16a + 12)

2(a + 2)%(a-2)
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42 + 82%-a-2-2a> + 6a + 4 -2a° - 14a% - 32a - 24

2(a + 2)%(a-2)
resumiendo términos semejantes y simplificando, queda:

6a%-27a-22 6a> + 27a + 22

2(a + 2)X(a-2) 2(a + 2)%(2- a)

AUTOEVALUACION 4.

Efectuar las operaciones indicadas y simplificar.
Restar:
1 4b

1) — de
2 a

2)
2a

-3
3) e
Xy

Tx -4 3x + 2
. restar

4 3

4 2-t
——, restar
IS

b -2a
. restar
20a 24b




6m- 13 5
De, 5 , restar
m-“- Sm + 6 m-3

X 1
De, - % restar
x -25 2x + 10 2(x-5)

a-2

(a+2)?% S@a+2) 25 25 + 2)°
a-6b 3 7

222 + Sab'+ 2b% 2a +b a+2b (2a + b)(a + 2b)

AUTOEVALUACION 5.

a 3 a

Resta, a®+a-2 a’+2-3 a’+5a+6 (a-1)(a+2)(a+3)

1)

# 1-7 SUMA Y RESTA COMBINADAS DE FRACCIONES
J ALGEBRAICAS.

2)

EJEMPLO:

3) Efectuar las operaciones siguientes y simplificar:
a+3 2a + 6 2(a + 3)

4x -7 | 3 H

a-2 a+3 a2+123+16
- +
az—a az+3a-4 a4+3a3-4a2

De, e L restar
X -3x +2 x -1

se encuentra el comin denominador:

a’-a = a(a-1)




4u-9
a2+ 3a-4 = (a + 4)(a-1) ol

9 2 18

at + 323 -4a% = 32(32 + 3a-4) = az(a + 4)(a-1)

m.c.m. = az(a -1)(a + 4) : oA + >y -_3_ =
2

s fiene : 2x +y 6x(2x + y)

ale e o a + 12a + 16 : 6, y
= + —
a2l a | a5t 34 LM AN a* 4+ 33% 447 X-2y  2x+y (x-2y)(2x +y)

a(a + 4)(a-2)-a%(a # 3) + a° +12a + 16 5 ukw
= 2002
az(a -1)(a +'4) u”-v u(u -v)

2

a0+ 242 -8a-a°t3a% + a% 4+ 12a + 16 8) X~ + 4xy 4 1 X

multiplicando = = 2 2 2
] a*(a-1)(a + 4) ok Y X Ay X XA X“-xy +y

S S S T T BT T

3 S .

a+ 2 a-4 a+ 2
4a + 16 4(a + 4) 4 9) \§ =

a%(a-1)(a + 4)= a2@-1)(a + 4) - 2 - 1) a’-a-6 a -Ta+12 22230 (a-3)(a-4)

simplificando-=

X 2 X
10) - + =
x2-5x-14 x-7 X2-9x + 14 (x2-4)(x-7)

AUTOEVALUACION 6.

Efectiia las operaciones indicadas y simplificar:

5 5
1) —- + =
4 12 18

, 1 §a30x + 3y
2) + - =
6y 3x - 12xy

Sa 4b 3¢
+ - —
12bc 9ac 16ab 144abc

162




1-8 FRACCIONES COMPLEJAS.

A
L1 15e

|3

M

U

i

4

%
‘ i

<
)
il
g
4
H
.

Si el numerador o el denominador de una fraccion, o ambos,
contienen a su vez fracciones, la fraccién se llama, fraccién compleja,

EJEMPLOS:

3 X 4x 2y

= WHOTT +

2 y =t~y | X rY

s|” (2T y ; X + y2

$2 -y
Existen dos métodos, para reducir una fraccién compleja a una

simple. El primero consiste, en multiplicar el numerador y el
denominador de la fracci6n compleja, por el m.c.m. de cada
denominador que aparezca en ella.

EJEMPLO:
Reducir, la siguiente fraccién compleja, a una sintple.

X
e

y
X +y

se observa, que los denominadores de 1y de (x + y), son 1. Por tanto,
el m.c.m. de los denominadores de la fracci6bn compleja es "y". Por
consiguiente, se multiplican por "y" el numerador y el denominador, y
se obtiene

X X
1+— y(1+-5
y y y + X y +x 1

2— —
xy +y  y(x+y y

x+y y(x +y)

EJEMPLO:
En la fraccién compleja,

2 1

Xx+y X-y

4(x-y) x+y

by  x-Y

el m.c.m. de los denominadores es, (x + y)}(x - y) 6 x> - yz. A
continuacion, se indican los pasos de la simplificacion.

2 1 a2 1

X+Yy X-y X+y X=2y x2_y2

4(x-y) x+y  4(x-y) x+y x-y

X-y y S 28 X-y
2 1
(-5 =i D)
X +y X-y

4(x - +y

2 Y>(x2_y2)__x_(x2_yz)

X+)’ X-y
2(x-y)-(x +y)

4(x-y)x-y)-(x + y)(x +y)
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2x-2y-x-Yy

4(x% - 2xy + y2) - (X + 2xy + 7))
X - 3y

4x2-8xy + 4)12—x2-2xy-y2

X = 3y X - 3y ' 1

3x-y

3% - 10xy + 3y2 (3x - y)(x - 3y)

Si en las expresiones, en la fracciéon compleja son complicadas,
resulta a veces mas facil, reducir el numerador y el denominador a
fracciones simples y proceder luego, como en la division.

EJEMPLO:

Redudir, la siguiente fraccién compleja.
(x-y) - (x + )
(x + y)(x-y)

-y (- xy-y)

X-Yy X +y

X Y N =Y

x2-xy-y2
2

x2-y xz-yz
x2-2xy + yz-x2—2xy-y2

2 X -y

- 4xy

XZ-}’

-x2+xy+y2 Xy

T Y - y?

-y

Si el numerador o el denominador de una fraccién compleja, o
ambos, son a su vez fracciones complejas, cada una debe reducirse, a
una fraccion simple, como primer paso de la simplificacién.

EJEMPLO:
Reducir, la siguiente fraccién compleja.

1
1 + —
1
1+
x-1

1
e ae o
x+ 1

En el paso anterior, los dos miembros de 1a fraccion compleja, se
han multiplicado en el numerador por (x - 1) y en el denominador por

u (x + 1).

Xx +x-1 2x -1

x + 1 x + 1

Se ha multiplicado el numerador y el denominador por x.




AUTOEVALUACION 7.

Reducir a fracciones simples, las siguientes fracciones complejas:




RESPUESTAS-A LAS AUTOEVALUACIONES DE LA
LECCION 2.

AUTOEVALUACION 1.

1) 25a’be

2) 12t

3) 4a% + 6a

4) 6x> + 13xy + 6y2
5)  9a%- 16b>

2a3c  16a’b%c  15¢°

6) ¢ !

36a%c> 36a’c>  36a%c
80x°z 75)(y3 96yz3

7)

180x%y%2% = 180x%y°2  180x%y%Z
90vw? 63uv’ 64wu’

216u2v2w2, 216u2v2w2 ’ 216u2v2w2

a(a” - b%)
9)

(a-b)>

(a + h)3

(2% - b2)?

(2u + v)*
10) -

(@ -b)) (- b))

(2u - 3v)? (2u + 3v)?

(4u2

AUTOEVALUACION 2.

-9v9)(2u + v) (4u?-9))(2u +v) (4u”-9v)(2u + v)

1)9
2)29
3)U

4) 4x + Ty
S5)a+b

6) 602> + 64b% + 27c%

7) 54y’2> + 45xz + 14x°
8) 6h” - 5k*

9) guly + 10v* + 3u?

10) 24bc> + 9ab’ + 25a°c

k&_mw.

1) 2x

2)4a + b

3) 2x% + 2y°

4) 3x>

5) 6y> - 19y + 12

6) 2x

)b + 2

8) 2(z + a)

9) 6¢%- 10¢ + 12

10) 3k - 2k* - 14k + 19




AUTOQOEVALUACION 4.

8b-a
2a
-10a - 24

10a

64 + xy +73

Xy
9x - 20

12
4t + st -2s

ISt

AUTOEVALUACION 5

" 6b2 + 3ab - Sa’

120ab
(3 + a)(1-a)

10)

-16a - 19b

(2a + b)(a + 2b)
a-6

(a+ 2)a-1)a + 3)

-6a2 + 1l1a- 54

25(a + 2)?

17

36
1
12x
602> + 64b% - 27c*

144abc

A

9

2
10y* + 11xy
6x(2x + 4)

7)

8)

10)

Sxy

(x-2y)(2x +y)
2

u

(x +y)
E-xy +y%)
a+3

(a-3)(a-4)
8

(x-T7)x2-4)
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AUTOEVALUACION 7

UNIDAD XV

REAPASO GENERAL DEL CURSO.

INTRODUCCION

Ha llegado el momento de evaluar todos los conocimientos ad-
quiridos durante el semestre. A veces, al voltear atrés, vemos cosas que
hemos hecho y cosasique nos quedamos por hacer; se siente una
sensacion de voltear hacia atrds y ver qué tantd hemos avanzado. Esta
unidad de repaso final te proporciona €l que mires hacia atrés y veas
qué ytanto avanzaste en tus conocimientos.

Con esta unidad de repaso general del curso de Algebra I,
tendremos la oportunidad de revisar lc aprendido durante todo el
semestre; a la luz de una perspectiva total, podremos reestudiar 1os
tépicos que hayamos encontrado dificiles y recordar aquellos co-
nocimientos aue se hayan tornado nebulosos con el tiempo. La presente
unidad nos brinda la oportunidad de afirmar lo entendido de agudizar
conocimientos, de profunidzar la visi6n y de repasar la estructura fun-

damental para posteriores conocimientos de matemaéticas.

Al término de esta unidad, el estudiante serd capaz de:
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AUTOEVALUACION 7

UNIDAD XV

REAPASO GENERAL DEL CURSO.

INTRODUCCION

Ha llegado el momento de evaluar todos los conocimientos ad-
quiridos durante el semestre. A veces, al voltear atrés, vemos cosas que
hemos hecho y cosasique nos quedamos por hacer; se siente una
sensacion de voltear hacia atrds y ver qué tantd hemos avanzado. Esta
unidad de repaso final te proporciona €l que mires hacia atrés y veas
qué ytanto avanzaste en tus conocimientos.

Con esta unidad de repaso general del curso de Algebra I,
tendremos la oportunidad de revisar lc aprendido durante todo el
semestre; a la luz de una perspectiva total, podremos reestudiar 1os
tépicos que hayamos encontrado dificiles y recordar aquellos co-
nocimientos aue se hayan tornado nebulosos con el tiempo. La presente
unidad nos brinda la oportunidad de afirmar lo entendido de agudizar
conocimientos, de profunidzar la visi6n y de repasar la estructura fun-

damental para posteriores conocimientos de matemaéticas.

Al término de esta unidad, el estudiante serd capaz de:




OBJETIVOS:

1. Clasificar y definir las diferent

I

L Y A rie 2P IVAC FAa o S
TacCilica G €S108S ')1';-‘1‘\'0'-. t€ SUEErimos repases de nuewna
{ YT 1 < 211t =% 8 L 1 11 o ~ $ . \ 1
ucnia ias autoevaluaciones, sobre todo aquellos problemas que
e havan yd'\\,:-j() confusos ¢ dudosos en la forma como lo:
iQ Progintales « actro I 3 ta
- Freguntale a tu maestro la duda que tengas para que

tacil de estudiar esta unida

_Ai.f

%

Apiicar _las axiemas-de campo

olucién o demostracion de problemas

. Definir y distinguir cadauna de las partes de ‘que se compone

una expresion algeb

Eliminar correctamente 10§ simboles de agrupacion de una
expresién algebréiea y simplificar.

T —— o v

Efectuar correctamente las cuatro operaciones bdsicas con ex-
presiones algebraicas, siendo los nimeros algebrdicos los
nimeros reales.

Encontrar correctamente los factores de cualquier polinomio.

PROCEDIMIENTO SUGERIDO.

1. Estudia todas las unidades de} curso. En esta unidad se incluyen
los objetivosprincipales del curso, en lgs cualesse dan por vistos

Jos demas, ya que estdn intimamente ligados.a éstos.

idio para gue te sed

n el hibro de texto
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