i ZOS i 3 ier numero entero w
Demostrar que se puede pesar en una balanza simple de brazos iguales cualquier 1

3
de kilos, disponiendo de pesas de 1, 22,2,

i zos i J ier numero entero w
Demostrar que se puede pesar en una balanza simple de brazos iguales cualquier n

= & —an+l _an
de kilos disponiendo de pesas de 1,3,3% 3%, kilos. Sug: 2(3)"=3"*"-3

Si a alquien se le pide que piense un nimero de 2 digitos, que multiplique el digito de las decenas

igi i obar
por 5, que le agregue 7, que lo multiplique por 2y que le agregue el digito de las unidades, pr

que, restando 14 del resultado final, se obtiene el numero original.
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CAPITULO 2

MATEMATICAS DE LAS CIVILIZACIONES ANTIGUAS.
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2.1 INTRODUCCION, Como ya hemos observado, las civilizaciones antiguas
que dejaron registros perdurables son Babilonia y Egipto. De estos registros
histéricos, se han seleccionado aquellos que corresponden a Matematicas, es
decir, que contienen niimeros y figuras geométricas y que plantean y resuelven
problemas. Durante el cuarto milenio antes de nuestra era, aparecen casi
simultineamente en ambas civilizaciones, la escritura, el uso de la rueda y los
metales, propiciando la necesidad de los niimeros y las figuras geométricas para
contar y medir. Es conveniente enfatizar que las Matematicas de esta primera
etapa son basicamente intuitivas y son impulsadas por necesidades pricticas.
No se ha encontrado evidencia de demostraciones en las Matematicas de estas
civilizaciones, aun cuando encontraremos algunas formulas correctas 6
aproximadas para resolver problemas.
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2.2 BABILONIA, 4500-600 A.C. Fuente principal. Desde la primera mitad del
siglo 19 hasta la fecha, han sido desenterradas y clasificadas mas de 500,000
tabletas de arcilla cocida desde 5 X 5 cms. hasta 30 X 40 cms. Las principales
colecciones de estas tabletas se encuentran en los museos de Paris, Londres y
Berlin y en las Universidades de Yale, Columbia y Pensilvania. Algunas estin
escritas. por un sélo lado, otras por ambos lados y hasta por los bordes
réedondeados. Aproximadamente 300 son de Mateméticas, tablas de operaciones,
cuadrados, cubos, inversos y exponenciales.

INTERPRETACION, Clave descubierta por H.C. Rawlison (Inglés) en 1847
quien perfecciond la clave anterior del alemén J. Gotefrend. Se han clasificado en
3 periodos:

a) Periodo Summerio. Hasta 3200 A.C.

b) Rey Hammurabi. Hasta 2500 A.C.

¢) Rey Nabucodonosor. Hasta 600 A.C.
M 1A

MATEMATICAS AGRARIAS Y COMERCIALES.

Desde las tabletas mas antiguas aparece el sistema posicional sexagesimal.
Célculos aritméticos de contabilidades, recibos, sistemas de pesas y medidas.

GEOMETRIA. Areas de tridngulos rectdngulos é isdceles. Trapecios
con un lado perpendicular a los lados paralelos:

|
A=—(a+b
S(atb)e

La circunferencia del circulo de didmetro d la calculaban con la férmula
RN
C=3d y el drea con la férmula A :EC‘ que corresponde a n =3. Recientemente

se encontrd en una tableta ©t = 3.125.

Volimenes de paralelepipedos rectdngulos y de cilindros circulares.
Voliimenes de pirdmides truncadas mal calculadas como la semi-suma de
las bases por la altura.

Division de la circunferencia en 360 partes.
Proporciones de tridngulos semejantes.

Medida lineal de aproximadamente 12 kilémetros dividida en 30 partes de
aproximadamente 400 mts. cada una.

2.4 ALGEBRA. Hacia el afio 2000 A.C. los Babilonios desarrollaron un Algebra
en prosa para resolver ecuaciones de primer y segundo grado.

Hay una tableta que contiene los cuadrados y los cubos de nimeros
naturales y su suma n'+n? den=1an =30, que permite resolver ecuaciones
ctibicas de la forma x*+x’= b, con x nimero natural, desde b = 2 hasta 27,900.

Una tableta de Yale del 1600 A.C. contiene problemas no resueltos de

ecuaciones simulténeas. Por ejemplo:

{xy =600
150(¢ -y )- (x 4 ) ==-1,000

La 2a. ecuacién se transforma en cuadratica en (x -y ) sustituyendo la
identidad:

(x+y) =(x-y)'+ 42y y 2y = 600:
150(x - y) = (x - ) = 2400 +1000 = 0
~(x—y) ~150(x - y) +1400 =0
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Resolviendo para (x -y ) por factores, (x-y-10) (x-y-140)=0
. x-y-10=0 = x=y+10
6 x-y-140=0 6 x=y+140

Sustiuyendo en xy = 600 :
(y+10)y = 600.

y1=-30:x1 =-2
y2+10y-600=0. _I[2=20;X3=30

(y+30)(y-2) = 0.
Las otras 2 soluciones se encuentran conx =y + 140

En una tableta de 1600 A.C. en Yale aparecen aproximaciones de raices
cuadradas que Sugneren el uso de la férmula.

(@ +hfé S (aneros 2 términos del desarrollo binomial).

Ejemplo:
Jiﬁ:(szn)” A S Bl
10

2.5 TRIGONOMETRIA.

PLIMPTON 322. Tableta de la coleccién G.A. Plimpton en la Universidad
de Columbia de 1900 A.C. descrita por Neugebauer en 1945. Esta parcialmente
destruidaa derecha ¢ izquierda, pero se aprecian claramente 3 columnas y la
existencia de una 4a. semiborrada a la izquierda, todas ellas de nimeros en el
sistema sexagesimal.

Las leras. 4 columnas son las que aparecen en la tableta y han sido
completadas para encontrar una lista de 15 ternas pitagéricas correspondientes a
4ngulos B de un tridngulo rectdngulo del 45° al 31° =

Definicién: Una terna de nimeros en N, (a, b, ¢), es pitagoérica si

corresponde a los catetos y la hipotenusa de un tridngulo rectdngulo. Es decir, si
al+ b?=c%

2000 afios después de que los Babilonios hicieron esta tableta, los 4rabes
encontraron que las ternas de mimeros naturales (a, b, ¢) de la forma:
b= 2 -2 y c=u'+v>conu >velN
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son pitagoéricas porque:

a2+ b2=(2uv P+(u?-v? )
= 4uv? + ut 2ut? + 7
=ut+2ud? +
=(u2+v? )2 =¢?

~.(a,b,c) es una terna pitagdrica.(ab y c son formas paramétricas de u y ¥)-

‘Observacién: Estas férmulas para a, b, y ¢ no proporcionan todas las ternas
pitag6ricas. Por ejemplo, la terna (9, 12, 15) es pitagdrica porque
9 +127=81+144=225=15".

Esta terna no se obtiene de las férmulas dadas porque si a=12=2uv, con

u>v,setiene:
12=

De la 1a. alternativa, se obtiene:
b=u2—02 =36—1=35;b=35
c=ul+v7=36+1=37 ;c=37

7 S 2
Entonces, la terna de las férmulas seria (12, 35,37); 12 +35° =37

De la 2a. alternativa: u =3; v =2:

tenemos:b=9-4=5; b=5
c=9+4=13;¢c=13

y la terna de las f6rmulas seria:

(12,5,13); 122 +5' =13

Todas las ternas de la tableta son pitag6ricas y provienen de las f6rmulas
encontradas por los érabes con los valoresdeu y v
que se dan a la derecha de la tabla.

.

Definicién: Una terna pitagorica (a, b, ¢) es primitiva si el miximo comiin
divisor de a, by ces 1. Es decir si los niimeros naturales de la terna son primos
entre sf.

Las ternas pitagéricas de las férmulas que estamos considerando son

primitivas bajo ciertas condiciones sobre u y v, de acuerdo con el siguiente
teorema:

Teorema: Las ternas pitagéricas de la forma: a=2uv, b=u? -2’ y ¢ =12+ conu

> u y v €N son primitivas si y solo si (u,0) = 1 yu yv son de diferente
paridad.

Demostracién: 1) Hipot.
a=2uv
b=u?p?
cC=u+m

(a,b,c)=1
3 u>v eN

P.D.{ uy ;1 son de diferente paridad
v)=

u, 1

Supongamos por reduccién a lo absurdo que (u,v )# 1. Entonces existe
m>1eN tal que:

m/a =2uv
mhl}:& m/b=uyp? }ﬂ (abec)zl
/e m/c =u % v ?) contra la hipotesis !

(u,v)=1
- Ademds, supongamos por reduccién a lo absurdo que u y ¥ son de la
misma paridad:
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a=2uv
siu yv son pares: b:u,;-v-2
C=u"*V" son pares

Siu y v sonimpares:=> a,by cson pares.
~(ab,c)# 1, contrala hipétesis original.

-. u yv son de diferente paridad. L.C.D.D.

a=2uv

=1
: B L g (u,0) ‘
L g c=u’+v? uyv diferente paridad

Supongamos, por red. a lo absurdo, que (a,b,c)#1
Entonces, existe m primo en N tal que m /a,byc

s m/atc=(u+vR=(u+v)(u+v)
». m/u+v
Ademis:m/a+b=(u-vy=>m/(u-v)
. {m/u-rv
“Im/u-v
sm/2u ;m/2v

m/u
Sim=#2 m{m/v
u+v =2k
u-v =2k

=> (u, v )#1,contra la hipétesis.

Sim=2£>{

- u'y v son de la misma paridad, contra la hipotesis.
s (ab,c)=1 LD

Con excepci6n de las ternas de las hileras 11 y 15 de la tableta, todas las
demds son primitivas. La tableta contiene una cuarta columna parcialmente
destruida que corresponde a los valores de c/a que son las secantes del dngulo
A. Estos hallazgos sugieren la conveniencia de examinar e investigar
cuidadosamente las tabletas. Posiblemente existan 6 existieron otras tabletas
como esta correspondientes a los 4ngulos del 30° al 16° y del 15°al 1°.

2.6 EGIPTO, (3500-1000 A.C.)

Los egipcios de esta época no lograron un avance matematico tan notable
como el de los Babilonios, tal vez porque tenfan menos problemas de ingenierfa

_en su drido territorio, aislado de las rutas comerciales de las caravanas de las

antiguas civilizaciones. Sin embargo, tuvieron que enfrentar los problemas de
construir sus enormes pirdmides para conservar los cuerpos de sus faraones ylos
registros principales de sus papiros, que de otra manera habrian sido destruidos,
porque eran de material organico. Para conservar los' cuerpos de sus faraones,
ademés de construir tumbas ocultas y selladas en las pirdmides, desarrollaron
técnicas de embalsamiento consistentes en extraer la sangre y las visceras, colocar
el cuerpo en una plataforma de aproximadamente 2 metros de altura, cubiertos
con una capa de 1 cm. de sal y asi exponerlos al sol durante un mes para
deshidratarlos y después cubrirlos con vendas impregnadas con sustancias
quimicas conservadoras. Ademas, fabricaban atatides herméticos y sellados, que
se depositaban en las tumbas ocultas y también selladas en sus pirdmides.

Hay una gran cantidad de papiros y otros registros que proporcionan
informacién sobre el avance matemético egipcio en esta época, pero los més
importantes son las siguientes:
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FUENTES DE DATOS:

1.- 3100 A.C. Escudo Real Egipcio, grabado con niimeros grandes relativos
a batallas victoriosas. Actualmente en el museo de Oxford, en Inglaterra.

2.- 2900 A.C. Construccién de la Gran Pirdmide de Gizeh con 2'000,000 de
bloques colocados en una drea de aproximadamente 5 hectéreas (50,000 Mts.2).

En promedio, cada bloque pesa 2.5 toneladas y fueron lievados de un banco
situado del otro lado del Rio Nilo. Los techos de las cdmaras son de bloques de
granito de 8.25 mts. de largo por 1.25 mt. de espesor y 54 toneladas de peso cada
uno. La base es cuadrada con un error relativo en sus lados menor que 1/14,000
y en los 4ngulos de sus esquinas menor que 1/27,000. El trabajo fue realizado
por 100,000 hombres durante 30 afos.

*3.- 1850 A.C. a) El papiro de Moscii de 8 cms. por 5.44 mts. con 25 problemas,
fue publicado en 1930.

b) El mas-antiguo extante para observaciones astronémicas, actualmente en
el museo de Berlin.

*4.- 1650 A.C. Papiro Rhind, especie de manual con 85 problemas, fue publicado
en 1927, después de haber sido obtenido por el Inglés Henry Rhind en Luxor,
Egipto y se encuentra en el museo Britanico.

5.- 1500 A.C. a) El mas grande obclisco existente, en Tebas, frente al Templo del
Sol. Tiene base cuadrada de 3 mts., una altura de 33 mts. y pesa 430 toneladas.

b) El mas antiguo extante para mediciones basadas en los movimientos del
Sol, actualmente en Berlin.

6.- 1350 A.C. Papiro Rollins, actualmente en el museo del Louvre, en Paris
contiene contabilidades con nimeros grandes sobre fabricacién de pan.

7.- 1167 A.C. Papiro Harris. Preparado por el faraén Ramses IV, contiene

inventarios sobre las riquezas de Egipto y | j i
y los trabajos realizados por s d
Ramses III. ’ i

Fuentes de datos mas recientes muestran un retroceso en la cultura
matematica de Egipto.

* Son los mas importantes.

2.
2.7 ARITMETICA Y ALGEBRA. Los 110 problemas de los papiros de Mosci

y Rhind son numéricos y la mayoria son de origen préctico y muy simples. El

caréc_ter aditivo de su sistema de numeracién, les permitié desarrollar un
algoritmo para multiplicar 2 niimeros por duplicacién de uno de los factores y
sumando aquellos que corresponden a la expresién del segundo factor en base 2,

es (ie( 1 COMO una sum (.ie otencia e2 I ejem 10 ara II‘.U.[
) ] ’ C ( ) T

(45), = 101101 = 1+ (2)" +1(2)* + 12)°
=1+4+8+32
2 (45)74 = (1+4+8+32)74

=74 +4(74) + 8(74) + 32(74)




