Esto di6 lugar a las siguientes definiciones de segmentos conmensurables,
cuya longitud corresponde a nuestros niineros racionales y segmentos
inconmensurables, cuya longitud corresponde a los niimeros irracionales:

lkﬂm:mn_l- Un segmento de recta es conmensurable si tiene una unidad

comiin de medida % » beN, con el segmento unitario de longitud 1.

Definicién 2.- Un segmento de recta es inconmensurable si no tiene una
unidad comiin de medida con el segmento unitario de longitud 1.

La demostracién geométrica probable de que 2 es irracional fue publicada
por Aristételes (384-322 A.C.).

Se demuestra que la diagonal de un cuadrado de lado 1 es
inconmensurable, suponiendo por reducciéon a lo absurdo, que es
conmensurable, es decir que tiene una unidad comiin de medida con el lado del
cuadrado. A partir de esta hipétesis absurda, se deduce geométricamente que
esta unidad comiin de medida, "mide” un cuadrado cuya diagonal es menor que
ella, (absurdo)!, por lo que se concluye que /2 es inconmensurable, es decir, es
irracional.

La generalizacién de este teorema a todos los cuadrados de lado r € R, nos
proporciona un conjunto infinito de magnitudes inconmensurables en sus
diagonales y por lo tanto una infinidad de irracionales.

Eudoxus resolvi6 el problema que se present6 a los pitagéricos con la
inclusién de los irracionales, en su Teoria de las Proporciones del afio 370 A.C.,
donde trata a los irracionales de manera escencialmente similar a la exposicién de
Richard Dedekind sobre este tema en 1872.
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3.7 ALGEBRA GEOMETRICA, Habiendo representado los mimeros por
longitudes de segmentos de recta, los griegos empezando con los pitagéricos,.
idearon un Algebra geométrica para resolver problemas algebrdicos por
procedimientos geométricos. Por ejemplo, el libro I de los Elementos de

Euclides, en su teorema 4 establece el cuadrado de un binomio geométricamente
por el método de diseccién:

R _C

(a+b) =ABCD (Area)

Z/% : =ASTP +SBQT+ PTRD + TQCR

// ~(a+b)’= a’+ab +ab +b?

= a’+2ab +b2.
A + +

A a Sb B

El teorema 5 del libro II establece el producto de una suma por una
diferencia de nimeros igual a la diferencia de sus cuadrados:

§ Q

ABCD = ATQP - DSQP +TBRQ - SCRQ

y/ /S - .-,(a+b)(a-b)::: a:has- b2

ECUACIONES ALGEBRAICAS,

D.

Los griegos aplicaron su dlgebra geométrica para resolver ecuaciones

simplificadas de primero y segundo grado. Asf, para resolver la ecuacién de

Primer grado en su forma simplificada ax =k; a, k e R, se expresa k como un

equivale a la proporcién x:c=b:a 6 X = E

c a

producto be para tener a x = be que
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Sobre una recta y a partir de una unidad de medida, se construyen ay ¢ en

sucesién, Sobre otra recta, con el mismo origen, se construye b.

b

o

Trazando por el extremo de ¢ una paralela a la recta que una los extremos

de a'y b, se obtiene x que satisface: = E, por un teorema de la geometria.
c a

Ejemplo: Resolver la ecuacién :
=12=(4)(3)

8
1]

De manera similar, para resolver la ecuacién cuadratica x’ =k; keR, se
expresa k =ab; x’ =ab, de donde: %: -3— Sobre una recta, se construyena y b en

sucesién. Con el punto medio de a + b como centro, se traza un semi-circulo con
(a +b) como didmetro.

Levantando una perpendicular a P Q en R intersectar4 al semicirculo en S,
resultando los tridingulos semejantes PRS y RQS.

~ RSes la x buscada porque : 5=E=sexwt.
a x

Esto proporciona un método geométrico para obtener la rafz cuadrada de
un niimero k, equivalente a resolver la ecuacién cuadrética simplificada x? = k.

Ejemplo: x*=16=(8)2)

38 RAZON DORADA

Los pitagoricos consideraron la "razén dorada” 6 "proporcién dorada” de la
siguiente manera:

Definicién: Un punto P glivide un segmento de recta en "proporcién
dorada” si el sub-segmento mas largo es la media proporcional entre el mas corto
y el segmento completo.

A




g -A—P entonces P divide a AB en "proporcién dorada”.
AP AB

Al construir un pentagrama, estrella regular de 5 puntos, a partir de un
pentégono regular, trazando sus diagonales, encontraron que éstas se intersectan
en puntos que las subdividen en proporciones doradas.

En esta figura hay parejas de tridngulos congruentes y semejantes y se
forma un nuevo pentdgono regular en el centro. Sobre este pentigono se puede
cons&u[r un nuevo pentagrama y el proceso puede repetirse sucesivamente.

EL PENTAGRAMA.
Consideremos la construccién con regla y compis de un pentégono.reguiar
de lado AB = 1, el pentagrama que lo contiene y el pentigono que determinan las

puntas del pentagrama.

El pentagrama es la estrella regul

ar de 5 puntas triangulares iguales. Por
proporcionalidad de los

lados de los tridngulos en la figura, los puntos de

interseccién de las 5 lineas rectas que forman el pentagrama, dividen a éstas en
proporcién dorada.

Sean JG la diagonal del pentdgono exterior que contiene a AB
que B divide a JG en proporcién dorada, se tiene :
X x+1

x+1 —2x+1
27 Fx=x1+2x+1

= 1. Puesto

L
X -x=1

(i) saag=g

4 4
x—v2=%J§

1 1
o X=EJ§ +E

Para encontrar x con la regla y compds, se construye el tridngulo rectdngulo
PQA, donde Q es el punto mediode ABy PQ = AB = 1.

PA = 1+% = J5/4

PA =

Trasladando AQ

=1/2 con el compés hasta la prolongacién de PA en T, se
tiene :

P]‘:PA+AT=%«/§+%.

PT= x, el lado de la punta del pentagrama.

5




PT=A]=BG=AF=BF=etc.

Con el compas se traslada PT para encontrar J, G y F. Sobre las
prolongaciones de F A y F B, se traslada AB para encontrar E y C. Después se
encuentra D.

Se prolongan los lados del pentdgono ABCD para tener el pentagrama que
lo contiene y con las puntas del pentagrama se tiene el pentigono regular
exterior. i

3.9 LA REGLA Y EL COMPAS. Las herramientas originales de Euclides, que
fueron previamente utilizadas por los pitagoricos, consisten en una regla, sin
graduacién 6 escala, con la cual se puede trazar una recta a través de 2 puntos
cualquiera y un compds con el cual se puede trazar un circulo con cualquier
punto como centro y pasando por cualquier otro punto. Este compds "original”
no puede trasladar la longitud de un segmento BC a otra recta L directamente, lo
cual es permitido por el compés "moderno”. Sin embargo, podemos demostrar
que resuelve este problema indirectamente, por lo que el compas original y el
moderno son equivalentes:

Para trasladar la longitud de BC a la recta L, a partir del punto A:
Se traza AB y se construye el tridngulo equildtero ABD. Se traza el circulo
con centro en B y radio BC, que intersecta a BD en E.  Se traza el circulo con

centro en D y radio DE que intersecta:AD en F.

-66-

.. Por construccién:

BD=AD
ED=FD

BD-ED=AD-FD
BE=AF

Pero BE = B C por construccién
AF=BC

Se traza un circulo con centro A y radio AF que intersecta la recta L en G
resultando AG = AF = BC ,

AG=BC
LC.D.D.

Si BC > BD, se marca E en la prolongaci6n de BD, se procede de manera

similar, prolongando AD para encontrar F y sumando segmentos se obtiene AF =
BC. :

AREA DE UN POLIGONO POR REDUCCION. Con regla y compés se

puede: @ Trazar una 1 a una recta dada AC, por un punto cualquiera B.
O Trazar || a una recta dada AC, por un punto cualquiera B.

Un poligono de n lados de 4rea A puede transformarse en otro poligono

e.qm-valente en érea, con un vértice menos y por lo tanto, con (n-1) lados, de la
sigulente manera: '

Consideremos el poligono ABCD.....




A

W B

>
5 Ap
C

D

Para eliminar el vértice C, se trazan AC y BP paralelaa AC.

Entonces los tridngulos ABC y APC tienen la misma 4rea por tener la misma
base AC y la misma altura h Por lo tanto el 4rea del poligono ABCD... es igual al
4rea del polfgono APD..., con un lado menos. Repitiendo el proceso, se puede
obtener un tridngulo de 4rea equivalente al poligono original. ABC = APC

Entonces ACD...+ ABC = ACD...+ APC

- ABCD...= APD...
Area( poligono de n lados ) = Area ( Poligono de (n-1) lados )

Euclides resuelve el problema transformando el poligono de n lados en un
cuadrado de 4rea igual, aplicando los teoremas 42,44 y45desulibrolyel 14 de
su libro II, resultando un proceso mas complicado.

Actualmente, se resuelve obteniendo las coordenadas de los vértices,
referidas a un sistema de ejes rectangulares y mediante 4reas de trapecios resulta
la férmula de Simpson:

1
A:E (y.+y“|)(x,,.—1})

i=l

dondepara i =n,i +1=n+1=1

3.10 1D LARES.

Definicién: Un poliedro es r i
. : egular si sus caras son polf
iguales y sus dngulos poliedrales son todos iguales S

El pitagérico Timaeus de Locri i
ocri, describié los tinicos 5 poli :
que hay en el espacio tri-dimensional: g

- Tetraedro: 4 caras, tridngulos equildteros iguales.

2.-  Exaedro: Cubo 6 caras cuadradas.

3.- Octaedro: 8 caras triangulares.

4- Dodecaedro: 12 caras pentagonales.

5.-  Icosaedro: 20 caras triangulares.
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Los pitagoricos asociaron estos tnicos 5 sélidos regulares a los 4 "elementos
fundamentales de la Teoria de Empédocles sobre la naturaleza de los cuerpos
materiales, y el-universo de la siguiente manera:

1.- Fuego —® Tetraedro (menor volumen)

2- Agua —® Icosaedro (mayor volumen)

3.- Tierra —® Cubo (mayor estabilidad)

4- Aire —® Octaedro (mayor movilidad sostenido por vértices
opuestos).

5- Universo —® Dodecaedro (12 signos del zodiaco).

Los 5 solidos regulares se encuentran en la naturaleza en las siguientes
formas:

Tetraedro: Cristales de Sulfantimoniato de sodio.
Exaedro: Cristales de cloruro de sodio.

Octaedro: Cristales de Cromo Alumbre.

Dodecaedro

. .
Icosaedro ® Esqueletos de Radiolarias ( animales marinos

microscopicos).

CONSTRUCCION DE_LOS POLIEDROS REGULARES :

< Z
un carton 1&5 Slguientes f i i
[RE( I'J] tando SC )ble lguras, se Obtlenen [OS 5 Sélldos

LI 4
v

\f\[\/\
NS
v




EJERCICIO 4, Aritmética Pitagorica.

10.-

Verificar que la pareja de numeros 1184 y 1210, encontrada por Nicolo Paganini en 1866, es amigable.

La férmula de Euclides para encontrar niimeros perfectos establece que si 2" 1 es primo, entonces

zn-l zn 1 5 : n =
(2-Des perfecto. Demostrar que sill no es primo, entonces 2" 1 noes primo.

Verificar que para n=235y7, 2" 1 es primo y asi encontrar los primeros 4 niimeros perfectos de

la férmula de Euclides.

Demostrar que la suma de los reciprocos 6 inversos multiplicativos de todos los divisores deun

nimero perfecto es igual a 2.
Un niamero oblongo es el nimero de puntos en un arreglo rectangular con una columna mas que
hileras. Si I es el nimero de hileras, establecer la sucesion de los nimeros oblongos paran =0,

123,...

Demostrar que el enésimo nimero oblongo es igual ala suma de los primeros 1L nimeros pares

positivos.

Demostrar que 8 veces el enésimo niimero triangular mas uno es igual al namero cuadrado 2Zn + 1en

la sucesion de los nimeros cuadrados.

Demostrar que el enésimo nimero oblongo es igual al doble del enésimo nimero triangular.

Los pitagéricos definieron las medias aritmética, geométrica y armonica como:

A:a;b; G=+ab y HE% Demostrar que A2 G 2 H.
a+

donde la igualdad se satisface si y solo si a=br.

Demostrar la proporcion musical: ~— aA=H:b

7D

erificar que Bees la media armonica entre 12y 6. Explicar porque los pitagéricos llamaron al cubo

la armonia geométrica.

Demostrar que después del 6, que es perfecto, todos los multiplos de 6 son abundantes. Es decir, que
6k es abundante para todok>1 e_N.




EJERCICIO 5. Algebra Geométrica de los Pitag6ricos.

Encontrar las ternas de la formula pitagorica para las cuales la hipotenusa no exceda a 100.

Probar que la linea recta que pasa por los puntos P (0,0) y Q(L,¥/2), pasa tinicamente por el punto

de la celosia racional rectangular.

s

Demostrar por reduccion a lo absurdo que V2 es irracional. Por el mismo método demostrar que
]

2 es irracional.

Establecer geométricamente las siguientes identidades dlgebraicas:
A) (x+.1)(x+b)=x7' +(a+b)x+ab
B) (a=b) =al-2ab+ bl

Dados 3 segmentos de recta desiguales, 3 el mayor, b el mediano y el pequedio de una unidad de
longitud, construir‘con regla y compds segmentos de recta de longitud (a + b) y (a -b). Sumary

restar 6 y 3 con regla y compas, o partir de una unidad de medida 1.

Dados los segmentos del pmblem.\ anterior, construir con regla y compas segmentos de longitudes

aby -E- Multiplicar y dividir 6 y 3 con regla y compas.

Resolver geométricamente, con regla y compas, las siguientes ecuaciones:
A) 3Ix=21

)

B) x* 12

Resolver la ecuacion cuadratica x? —6x+8 =0, transformandola en (x .1]2 =b =byaplicando

el método geométrico de regla y compis.

Sobre un segmento AB de recta, construir con regla y compas un tridngulo equilitero, el arculo que

lo circunscribe y el exigono inscrito en este circulo.

e




