CAPITULO S5

RI

5.1 LA EPOCA ALEJANDRINA.

Desde su fundacién, Alejandria tuvo un periodo de casi 300 afios de
paz hasta el afio 30 A.C. , cuando Egipto pasé a formar parte del Imperio
Romano. Grecia fué dominada por los romanos desde 146 A.C. Las
condiciones ventajosas de Alejandria la convirtieron en un centro de
desarrollo académico, a donde concurrieron los mejores matematicos de la

época.

5.2 ARQUIMEDES, Naci6 en Siracusa , en la isla de Sicilia, el afio 287 AC.y
murié durante el saqueo romano de la isla en 212 A.C. Pas6 parte de su vida
en Egipto, estudiando en la Universidad de Alejandria. Los historiadores
romanos relatan la habilidad de Arquimedes para construir armas en
defensa de Siracusa. Catapultas para lanzar enormes piedras y proyectiles
con fuego, contra los barcos romanos. Construy6 un dispositivo a base de
palancas y poleas para levantar y hundir los barcos que se acercaban a la
costa de la ciudad. Se le atribuye la frase: " Dadme una palanca y un punto

de apoyo y moveré el mundo ™.

El rey Hieron pregunt6 a Arquimedes como podria saber si su corona
de oro tenia plata en aleaci6n con el oro. Este problema lo resolvi6
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ﬁ.xrqufmecles al descubrir la primera ley de la hidrostatica cuando salfa de su
tma.de baf?o: Todo cuerpo sumergido en un liquido, recibe un empuje
vertical hacia arriba igual al peso del liquido que desaloja

Principales Escritos, Los trabajos de Arquimedes estan presentados en

forma cohmpact_a, muestran habilidad de célculo, claridad y rigor en las
emostraciones . Realiz6 3 en Geometria plana:

1.- Medida del Circulo,
Presenta el método clasico de perimetros de

po?igonos regulares inscritos y circunscritos en un circulo de didmetro
unitario para calcular el niimero T .

2. " ;
Cuadratura de la Paribola, Contiene 24 teoremas e incluye célculos de

drea i i
s de segmentos parab6licos relacionandolas con series geométricas
convergentes.

AREA DE UN SEGMENTO PARABOLICO. Como un ejemplo de los

trabajos de Arquimedes, consideremos el problema de calcular el 4rea

encerrada entre una parabola y una recta:

Sean: M el punto medio de AB.

Area del tridngulo ABC =k. MCleje
P = punto medio de AC.

Q = punto medio de BC.
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Arquimedes calcul6 las dreas de los tridngulos ADC y BEC encontrado: .

1 1
ADC+BEQ=: B§=—4k
AD, DC, CE y EB traz6 paralelas al eje y

calcul6 sus areas y encontrd que
areas de los 2 tridngulos

Por los puntos medios de
oonstruyd los 4 trisngulos correspondientes,
la suma de estas 4 dreas es 1/4 dela suma de las

anteriores y por lo tanto es 1/16 k.
Repitiendo el proceso, se tiene :

A=k+1/4k+1/16k+1/64k +...
=k(1+1/4+1/16+1/64+...)

i 1 a
El factor entre paréntesis es una progresién geométrica con

Entonces es convergente y Su suma es:

a 1 1

i R A

Aqui, Arq :
aproxima notablemente el calculo integral actual.

3.' E&pila!gﬁ. Colltlelle 28 teoremas dedlcados a las p(opledades de la

"Espiral "de Arquimedes: r=k8® en coordenadas polares.

Se atribuye a Arquimedes la férmula para calcular el drea de un

trisngulo de lados a, b, ¢y semi-perimetros:

A=+s(s—a)s—b)s-¢)

j ia tridi ional.
Arquimedes escribié también 2 trabajos en Geometria tridimension.
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=1;r=1/4 < 1.

uimedes aplica el método exhaustivo de Eudoxus y se

1.- La Esfera y el cilindro. 60 teoremas incluyendo 4reas de esferas y

divisién de una esfera de 2 partes cuyos volumenes estan en una razén dada.

2.- Conoides y Esferoides 40 teoremas relacionados con volumenes de

cuadréticas de revolucién. i

El contador de Arena, Gelon, hijo del rey Hieron dijo a Arquimedes: " Tu
que todo lo mides y todo lo cuentas, dime cuantos granos de arena hay en
las playas del Mediterrineo ". Para contestar esto, Arquimedes estimé el
nimero N de granos de arena que caben en una esfera con centro en la tierra
y radio hasta el sol para lo cual utiliz6 un sistema de nimeros de base 100
billones para expresar lo siguiente:

" Nadie puede decirte ahora, ni podré decir en el futuro, cuantos granos de
arena hay en las playas del mediterrsneo, porque es una sucesién creciente
en el tiempo, pero si puedo asegurar que siempre serd menor que éste
nimero N". Aqui, Arquimedes introduce el importante concepto de cota
superior de una sucesién creciente.

Equilibrio en un plane. 25 proposiciones 6 teoremas sobre el cilculo y

propiedades de centroides de 4reas planas, incluyendo segmentos
parabdlicos.

Cuerpos flotantes. 19 teoremas de matématicas aplicadas a la hidrostatica.
En base a este trabajo, se inici6 la Teorfa de la Hidrost4tica el siglo X VL

Arquimedes realiz6 también trabajos sobre palancas y sobre propiedades de
espejos.

En 1906, Heiber descubrié un libro de Arquimedes llamado Método
dirigido a Erastéstenes, en el cual describe métodos para descubrir la
mayoria de sus teoremas que después demostraba rigurosamente.
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Los trabajos de Arquimedes muestran que estuvo cerca de formalizar el
Célculo Integral.

5.3 ERASTOSTENES. Naci6 en Cyrene el afio 270 A. C. Viv:lé en Atene:s
hasta los 40 afios, cuando fué llevado a Alejandria como Dll’E.CFOI' <:lsoae lae
biblioteca de la Universidad. El afio 194 A.C. qued6 cia-'go y.se sult‘_l-dé. ;
reconocia como matemético, astrénomo, gebgrafo, historiador, filésofo y
poetaiis autor de una solucién mecanica para la duplicacién del cubo y de un
joci i medida de la tierra.
traba]lfi:::e'l'tifrl;: Sd?r:;neros, ide6 un dispositivo llamado la cril?a de
ErastGstenes, para encontrar los niimeros primos menores que un nume;
dado n. Escribir el 2 y los niimeros impares en erden : 2,3, 5,7, 9,.....-.. .
eliminan después del 3, cada tercer niimero. Después dfal 5, t:ada\hqu:nel
nimero, después del 7 cada séptimo niimero y asi sucesivamente hasta

nimero proximo menor a +n.

or ejemplo, para n =150
pins st pz 3,5,7.971), 13,38, 17, 19,21, 23,25, 2%
29, 31,235,387 37,29, 41,25, 47, 49.5%, 53,
58057, 59, 61,6265, 67 69,71, 73, 237,
79,87, 83, BE.97, 89, 97,9898, 97, 997101,
103, 105, 107, 109, 134, 113, 1357 77349,
1ot 1057 12%, 127, 129, 131, 135, 135,137,
139, 144, 145, 145, 147, 149.

— Puesto que /150 est4 entre 12 y 13 se realiza el proceso hasta.eli.mmar
después del 11, cada onceavo niimero de la lista. Los niimeros no eliminados
i que 150 :
son los primos menores que
2,3,5,7,11, 13,17, 19, 23,29, 31, 37 41, 43, 47, 53,59, 61, 67, 71
73 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149.
35 en total.

5.4 LOS NUMERQS PRIMOS, En 1870, E. Meissel encontré que el nfimero
de primos menores que 108 es 5’ 761, 455, En 1893, Bertelsen anunci@ que el
numero de primos menores que 10? es 50" 847, 478, corregido en 1959 por D.
Lehmer al niimero correcto de 50' 847,534 » Y encontré el nimero de ptimos
menores que 1010: 455' 052, 511.

El " Teorema de los niimeros primos " establecido como conjetura por

Gauss y demostrado en 1896 por el Belga J. Hadamard establece lo siguiente:
Sea An = N2 de Primos menores que n.

Dn = Ay, Densidad de los primos en los primeros n enteros.
n

Teorema P T

N

. An ’ 1
Es decir — se aproxima a v cuando p se hace cada vez mas grande.
n Hn

L. Dirichlet demostr6 el siglo pasado que la secuencia aritmética | a+ (n-1) d}
enlacuala yd son primos entre si, contiene un conjunto infinito de primos.

No existe un procedimiento préctico para determinar si un niimero: grande
€s primo.

En 1876, A. Lucas verificé que el siguiente nimero de 39 digitos es
primo:
2127-1 = 170 6, 141, 1835, 460, 4694 231, 7313, 687, 3032, 715, 8841,
105, 727.

En 1952, la computadora inglesa EDSAC estableci6 la primalidad del
nimero de 79 digitos : 180 (2127-1 2 + 1.

Posteriormente con otras computadoras se han encontrado nimeros
primos enormes de la forma 2» -1 para n = 521; 607; 1279; 2203; 2281; 3217;
4253; 4423; 9689; 9941 y 11,213.

No ha sido posible encontrar una funcién f n) que para enteros
positivos n, dé solamente nimeros primos, lo cual proporcionaria una
secuencia infinita de primos.

La funcién f(n) = n2 - n + 41 da nimeros primos para n <41. f(n) = n2 - 79n +
1601 da primos para n < 80.




E £ Jad™
En 1640, Pierre de Fermat establecio la conjetura de que f(n)=2" +1
sea primo para todo n entero no-negativo. Esto es falso, puesto que para n=5:

f(s) = 2¥ +1=2"+1=(641)6"700,417)
Conjeturas que permanecen;
1.- Hay un niimero finito de pares de
p+2?
2.- Todo entero par mayor que dos puede expresarse como la suma de 2

" primos gemelos " de laforma p y

primos ?

Ejs:4=2+2; 6=3+3;8=3+5; 48=294-19;...:
100=97 + 3;.......

3.- Hay un mimero infinito de primos de la forma n? +1?

4.- Hay un ntimero primo entre n?y (n +1)2 paratodon e N?z.

5.- Hay un nimero infinito de primos de Fermat de la forma 2° +17

5.5 _APOLONIO. Naci6 en Perga, en el sureste de Asia Menor, el afio 262
A.C. Estudi6 en Alejandria y posteriormente fundé una Universidad y
Biblioteca en Pergamum, tomando como modelo la de Alejandria. Muri6 el
afio 200 A.C. en Alejandria .

Su principal obra en matematicas es su coleccién de 8 libros sobre
Secciones Cénicas con 400 teoremas.

Los trabajos previos sobre las cénicas, obtienen éstas de tres tipos de
conos de revolucién, de acuerdo con que el angulo del vértice sea igual,
mayor o menor que un &ngulo recto. Apolonio obtiene todas las conicas
como secciones de un cono cicular doble, obtenido girando una recta sobre
un punto fijo o, de manera que todos los demés puntos de la recta describan
trayectorias circulares.

L.- Circulo : Seccion perpendiculararr'.

2.- Pardbola : Seccién paralelaa A A'.

3.- Elipse : Secci6n haciendo angulo agudoconrr'.
4.- Hipérbola : Seccién paralelaarr'.

Estos nombres fueron utilizados por los pitagéricos y adoptados por
Apolonio. Los primeros tres libros se basan en el trabajo previo de Euclides y
los ultimos 5 son especializaciones del tema.

Estos trabajos sobre las cénicas parecen indicar que el origen de la
Geometria Analitica se remonta a los Griegos .

Otros trabajos de Apolonio son ;

1.- Tangencias. 124 teoremas.

2.- Congruencias. 125 teoremas.

3.- Lugam&ggmnﬂnmm_el_pmm . 147 teoremas.
4.- Secciones determninadas. 83 teoremas.
5.—&:§iﬂne5_pmmmjp_njlg_§ . 181 teoremas.

6.- &gﬁm&mm_lg& . 124 teoremas.

5.6 TRIGONOMETRIA. Puede decirse que el origen de la trigonometria lo
muestra el papiro Rhind en Egipto y la tableta babilénica Plimpton 322 que
contienen tabletas de cotangentes y secantes. Parece ser que las
observaciones astronémicas dieron lugar a la trigonometrfa. Los astrénomos

babilonios de los siglos IV y V A.C. acumularon gran cantidad de datos que
pasaron a los griegos.

5.7 HIPPARCHUS Y PTOLOMEQ. Fueron los mas notables astrénomos
griegos. Hipparchus trabaj6 en Alejandria y en Rodas, isla del sureste de
Asia Menor. Contribuy6 al desarrollo de la trigonometria en su obra de 12
libros incluyendo una tabla de cuerdas. Posteriormente Claudio Ptololmeo
presenta su tabla de cuerdas que parece haber sido adoptada de la obra de
Hipparchus. Aparecen las cuerdas de los angulos centrales de un circulo
dado, cada 1/ 2 grado hasta 180° El radio del circulo se divide en 60 partes y
las longitudes de las cuerdas se expresan sexagesimalmente en términos de
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una de esas partes como unidad. Por ejemplo:

Cda. (36°) = 3754y 55,7 (037453),,

; 7
Esto significa que la cuerda de un 4ngulo central de 36° es igual a 36

del radio, mas %(ﬂﬁ%) igual a . , mas = [%)=E—i5:(—m del radio.

La tabla de cuerdas equivale a una tabla de senos;

A IM N
Sl

_AB__Cda. (20) _1/2Cda.20
OA Diam. 120 60

Seno =

La tabla de cuerdas proporciona escencialmente, los senos de los angulos
cada 15' de 0° a 90°.

Ptolomeo escribi6 en el afio 150 A.C. un tratado de Astronomia en 13
libros llamado Sintaxis Matemética y después El Almagesto, por los drabes.
Esta obra se mantiene como valida para la Astronomia hasta el renacimiento,

cuando Copérnico y Kepler la corrigen.

El libro I contiene conceptos preliminares de astronomia y la tabla de

cuerdas.

El libro 1T considera fenémenos naturales que dependen de la
esfericidad de la tierra.
Los libros IILIV y V desarrollan el sistema geocéntrico de orbitas

circulares.  Ellibro VI presenta una teoria de los eclipses
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Los libros VII y VIII se dedican a un catilogo de 1028 estrellas fijas y los
restantes libros se dedican a los planetas.

5.(-13 6GHLBQN Naci6 en Egipto, estudio y trabaj6 en Alejandria entre 100 A.C
y D.C. -

‘ :Aplic() las mateméticas a la medida y a los dispositivos mecénicos. Su
principal obra es Métrica en 3 volumenes. ‘

Vol. I Areas de cuadrados, tridngulos, rectdngulos, trapezoides, poligonos

regulares desde 3 hasta 12 lados, Areas Yy secciones de circulos, elipses

parabolas, esferas, cilindros y conos : Método aproximado para la raiz

cuadrada de un entero positivo. Si
n = ab, donde a esta cerca de b, entonces;

Vn =§(a+b)

Sia=b ,entonces

1 | Sipes. o feng
[’i(ﬂ"’b)] z;ab-‘-iabi‘zab:ab:n

2 1
g ot ik : ;
1 a 3 (a+b),se puede mejorar la aproximacién con :

1 n
a=—(ar+— i
g ) y el proceso se puede continuar hasta la aproximacién

que se desee.
Ejemplo: /6 :6=3-2;a=3;b=2

1
'.'JEZE(J"'Z)-‘—Z.S:N




. . ] - = ecto a 2 decimales.
.= 2.5+—|=—(4.9)=2.45 corr
az 2[2 + s 2( )

Volumen II. Volumenes de cilindros, conos, paralepipedos, prisrflas,
pirdmides completas y truncadas, esferas, toros, prismatoides y los 5 s6lidos

regulares.
Volumen IIL Divisién de dreas y volimenes en partes proporcionales.
Otros trabajos de Heron son :

Pneumética. Descripciones de juguetes y maquinas, como sifones, 6rganos
de viento y abre-puertas.

. Crl Clé y uso de instr umentos de IllEdlClé(l de terrenos.

Catoptrica. Propiedades elementales de espejos.

5.9 DIOFANTO. Naci6 en el siglo III de nuestra era. Estudi6 en Alejandria.
S.us trabajos contribuyeron al desarrollo del dlgebra ¢ influyeron en los
investigadores de la Teorfa de Numeros a partir del siglo XVIII, Fermat,

Euler y Lagrange.

Su obra principal es : Aritmética. 13 libros, de los cual-es ex;stelr:
actualmente 6 que contienen 130 problemas que conducerll a ecuacngn«:s tZS .
y 2° grado y un tipo de ecuaciones ctbicas. Incluye ecuam'ones conm% fen .
indeterminadas, en las cuales solo permite soluciones racionales positivas.
estos problemas se les llama Diofantinos. Por ejemplo :’ _olamogd
1.- El problema 7 del libro III dice : Encontrar 3 nimeros en prog

' i adrado.
aritmética tal que la suma de cada pareja de ellos, sea un numero cu

241 1681 3121

La solucién que da Diofanto es : g e g
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2.- El problema 10 del libro IV dice - Encontrar dos nimeros tales que su

A ! 58
suma sea igual a la suma de sus cubos. Solucién de Diofanto : «_;;

3.- El problema 1 del libro VI dice : Encontrar una terna pitagoérica tal que
hipotenusa menos cada uno de

Diofanto: ( 40,96, 104 ).

la
los catetos, sea un cubo. Solucién de

Otros trabajos de Diofanto son: " Nimeros Poligonales " y " Porismas ".

En 1842, G. Nesselman clasific6 en 3 etapas el desarrollo histérico del
dlgebra :

1.- Algebra Retorica. Antes de Diofanto, en ia cual los problemas &lgebraicos
se plantean y se resuelven en prosa.

2.-Algebra Sintetizada. Empieza con Diofanto, en la cual se utililizan
abreviaciones para las inc6gnitas y las operaciones.
3.- Algebra Simbélica. A partir del siglo XVI, en la cual se utilizan simbolos
simples para representar incognitas y operaciones.

5.10 PAPPUS. Alejandia 300 D.C.

500 afios después de Apolonio y en plena decadencia del periodo
oscuro, Pappus rinde un homenaje péstumo a los gedmetros griegos en su
obra Mathematical Collection de 8 libros, donde se refiere a los trabajos de
mas de 30 personajes del perfodo griego. Principalmente, critica y amplia las
obras de Euclides, Arquimedes y Apolonio.

Después de Pappus, hubo algunos comentaristas hasta el siglo V, entre
los cuales se menciona a Theon de Alejandria, Hypatia, hija de Theon,
Proclus, Simplicius y Futocius. Hypatia es la primera mujer matematica que
se menciona en la historia de las matematicas.

La Escuela de Atenas luché contra la creciente oposicién de los
cristianos hasta el afio 529 cuando cerré sus puertas por decreto del
emperador Justiniano. La escuela de A!ejandi'ia continué parcialmente hasta
el afio 641, cuando los 4rabes ocupan la ciudad y terminan con la Escuela.




HISTORIA DE LAS MATEMATICAS
ING. ELADIO SAENZ QUIROGA

EJIERCICIO 7. Mateméticos Griegas después de Euclides.

Verificar el siguiente resultado establecido por Arquimedes :

El volumen de una esfera es 2/3 del volumen del cilindro circunscrito.

Demostrar que el drea de una esfera es igual a2/3 del 4rea total del cilindro circunscrito.

Los arbelos son figuras geométricas construidas de la siguiente manera : Sean A, C y B tres
puntos sobre una recta, con C entre Ay B. Se trazan semicirculos del mismo lado de la recta
con AC, BC y AB como didmetros. El arbelo es la figura limitada por los tres semicirculos.
Demostrar que el drea del arbelo es igual al drea del circulo con CG como didmetro, donde G
es el punto de interseccién de la perpendicular de AB que pasa por Cy el semicirculo de
didmetro AB.

Aplicar el método de la Criba de Erastéstenes para encontrar los nimeros primos menores que

300.

Encontrar la densidad de los primos 52 para n = 300" 10° y 10°, donde An es &l niimerv de
n

primos menores que [1. Comparar las densidades encontradas con la inversa del logaritmo

natural de [} para verificar el teorema de Hadamard.

Demostrar que siempre es posible encontrar n enteros consecutivos que no sean primos para

todo entero posilivnn mayor que 1. Sugerencia : Probar(n+1)!+ iparai=234,..n.n+1

Determinar en que afio nacié una persona del siglo XIX ( entre 1800 y 1900 ), si cumplié X anos

s MR - .
el afo X2, tinico afo que es niimero cuadrado de ese siglo.

Encontrar la raiz cuadrada de 15 por el método de aproximacion de Heron :
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¥n=ofab =Lasb)=a fn -1
2 2

Verificar la respuesta diofantina -
241 1681 3121

T‘_T‘—z— al problema 7 de su libro 1

" Encon s numeros
2 trar tres numeros en progresion

aritmetica tales que la suma de cualquier pareja de ellos sea un numero cuadrado
jue L hl 1er pareja de ellos s uadra 5
t t d .

Cudntas manzanas se reparten entre 6 personas si las as o, Yo A 3
eparten entre 6 P . 1135 pr o n del tota
h prime 4 recibe

: ; . S o i
4 quinta recibe 10’y queda 1 para la sexta persona ?

i m ¥ = & ol - .
.
1 son dos numeros racionales positivos Cuya diterencia es 1 six Ya n
racionales positivos tales que x +a = m* +a= emostrar que xy +a es el cuadrado
St S qu b o y+a I‘l.‘r d 1§ i
. . ar g

y s el dradk
de un niimero racional




