No lo olvides.

2

2
Usando la ecuacidn . 2gY Vv - Vo~  y haciendo

V = 0 porque la bgla se detendrd al llegar a

Lo WES e altlra Y, por lo tanto; 2g7= Vo,

despejando Y, tendremos:

: ‘
- Vol _ -(450) 202300 .. 0% 381565

o B e % T A T T e

Observa como la altura Y, fué positiva. Por--

que la bala se dispardé hacia arriba.

Y V + Vo

(b) Utilizando la ecuacidn: = = 5

y como ya sabemos que V = 0, entonces:

2Y
= ;o despejando t; t = —g=——

331 .63
o sea; t = 23 1250 = 45.91 seg

(c) Usando la ecuacidn: Y = Votq—-%—gtzy co-
i ahora Vo.=.0.pues la _bala, estd, en cafda 1i
bre, entonces, la ecuacidén se transforma a:
Y= -—]E‘-— gt?', despejando t;t= 5 F_Y__—___, ahora Y
es negativa pues la bala estd en®cafda libre,

por lo tanto:

{7 1-10,571.63). . 20,063.26
N e sl 17

T

= 2108.49

t = £ 45.91 seg. y como el tiempo solo es po

sitivo,entonces: t = 45.91 seg.

Este resultado es igual al tiempo de subida,

y podemos concluir diciendo:

El tiempo de subida y de bajada son iguales,
para una misma altura, en un disparo verti--

cal hiacia arribazi

(d) E1 tiempo total que permanecid en el ---
aire la bala, serd la suma de los dos tiem--
pos: El1 de subida y el de bajada, por eso: -
A9 3+ 45.91 =.91 .82, sexs

4 .- Desde el borde de una azotea de 10 M de

alto, se lanza verticalmente hacia arriba, -

una posta con una velocidad de 20 ;%g (a)tia

que altura desde la azotea llegard la posta?
(b) ¢Qué tiempo tardard en caer la posta has
ta el suelo a partir del punto de su mdxima

altura?

SOLUCIONES:

(a) Partiendo de: 2 gﬂf:\f2 - \)’o2 y como V ='0, pues
la posta se detendrd al llegar a su mixima -

altura Y, entonces: 2 gY¥ = - Vo2 despejando
Y5




- 400
s - 3

y 4 °20.4 M, ésta altura es positiva, porque -

la posta se dispardé hacla arriba.

(b) Para calcular el tiempo de ~afda de lgy~=-
posta, emplearemos la ecuacién:Y=V0t4-—%— gt
como la posta esti en cafda 1libre; Vo = 0, en

PR
g

tonces: 1 2 £
e aie e despejando t: t= - |

Ahora veremos cudnto vale Y: Como la posta sé

‘dispardé desde la azotea gque se encuentra & 10
M, mabire al Ehel, ent/onces hay que sumar ésta
altura, a la de la posta, para tener 1a altu-
ra total de caida libre de la posta:lO+20J&M
ésta altura es negativa porque ge trata ahora de ca-
{da 1ibre as{ que: ¥ = - 30.4 M, y sustituyen
do en la ecuacidn:

| -30.4
\ =Y.

. wle lgff-—-= Y 2.49 seg.

‘Por 1o tanto, sl tlempo de caf{da es 2.49 seg-

£ = =

5.- Dos proyectiles son lanzados verticalmen-
te haci; arriba. El primero con una velocidad
de 63 o y el segundo con una velocidad de
1008eg. iCuil de los dos llegard primero al =
suelo, si el segundo proyectil se dispard .5

segundos después que el primero?.

SOLUCION;

Primero se calculard el tiempo de subida para

cada proyectil.

Para el primer proyectil: = Vo + gt, como
’

V = 0 entonces; Vo + gt = despejando t;
’

b - (60)
t =
z i il 6.12 seg.

para el segundo proyectil: También V = 0 en--

tonces:

- (100)
535 = 10.2 seg

Pero a éste tiempo, hay que sumarle .5 seg --
porque el segundo proyectil se dispard des---

pués, as{ es que: t = 10.2 + .5 = 10.7 seg

Como este tiempo de subida (10.7) es mayor que el
tiempo de subida del primer proyectil (6.12
seg)entonces se concluird, que el segundo pro

yectil se tardard mds tiempo en caer que el
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primero, pués recuerda que el tiempo de subi

da, es igual al tiempo de bajada.
PROYECTILES Y TRAYECTORIAS PARABOLICAS.

En el estudio de la cafda libre y del tiro --
vertiéal de los objetos lanzados al espacio,
l1a aceleracidn gravitatoria o gravedad, siem
pre estuvo gobernando sus movimientos: Acele
rados (en la cafda libre) o desacelerados --
(en el tiro vertical hacla arriba). Recuerda
que en el estudio del movimiento en un plano
horizontal, nunca se menciond a la gravedad,
porque en dicho plano, no tiene ningin efec-

to.

En &sta seccidn daremos una breve descrip---
cidén del movimiento de proyectiles lanzados
al espacio ¢con un angulo de disparo compren-
dido entre 0° y 902 Cuando el dngulo es 0°,
se tiene un plano horizontal y cuando el an-
gulo es de 900, se tiene un plano vertical o

sea: Cafda libre y tiro vertical.

El caso general del estudio del movimiento -
de proyectiles, estd mostrado en la siguien-

te figura 4~-13-" .

FIGURA 4-11-1

La fo
rma de la trayectoria que sigue un pro

e
yectil lanzado con un 4ngulo mayor de 0°

ro menor que 90° =

, esla de ana pardbola, por

eso ge 11 & i
ama a este movimiento; Movimiento

Parabdlico de 1los Proyectiles,

tra la figura 4-11-1,
lico.

como lo mues

© también tiro parabd

Exp' i i
P 1lquemos el significado de todas y cad
. a

&1y




dna de las literales de dicha figura:
Vo es la velocidad de disparo del proyectil.

Ao es el dngulo de disparo del vector:veloci

dad de disparo.

Vox es la componente de la velocidaq de dis-

paro sobre el eje x.

_Voy es la componente de la velocidad de dis-

paro sobre el eje y.

Vis Yy, Vg, v, son velocidades instantdneas
en diferentes puntos de la trayectoria para-

bélica.

Estas velocidades serdn siempre tangentes a

la trayectoria parabdlica en sus puntos res-
pectivos. Cada velocidad como vector, serda -
igual a la suma vectorial de sus componen---
tes, como lo muestra la Vh en el punto 4. La
”Vz en especial, no tiene componente en el --
eje y, solamente en el eje x. Para éste :aso
especial: a la alfﬁra del proyectil se le =--
llama altura médxima y se representa como Y -

max.

xmax es el alcance mdximo, medido seguin se -

muestra en la figura. La caracteristica de -

max &S due en el punto 3, la altura es 0, -

es decir: Y = 0.

-
A continuacidn se dardn a conocer las ecua=<=
ciones que usaremos para la solucidn de prob

lemas de tiro parabdlico. Por trigonometr{a:
Vox Vo Cos Ao Sain 4-11-1

Vo sen Ao 4-11-2

4-11-3
(Vo Cos Ao)t h-T1-§
1 2
s gt 4-11-5

V° Cos Ao ...  4-11-6

gt = Vo Sen Ao gt ...4-11-7

4-11-8

Li1-98"

eeeeb-11-10

2
o Cog Ao)




En la figura 4-11-2, nétese que el dngulo de

=2 s aplicacién de cadh:una e las ecua- : disparo: Ao = 0, mientras que en la figura -
u

PO e e requiere de mucho cuidado 4-11-3, el dngulo de disparo es negativo.
2 .
y préctica, en l1a solucidn de problemas. En las dos figuras, Y no tiene valores posi-

Sa wan & mostrar otras dos figuras, de tiros tivos, sdlo negativos, pués se miden desde -

5 el origen hacia abajo, ademis en éstas tra--
parabdlicos:

yectorias parabdlicas no existen; ni altura

ST g

maxima: Ymax, ni alcance maximo: Xmax.

Todas las ecuaciones anteriores, son aplica-

bles también a éstos tiros parabdlicos.

Cada velocidad V: en cualquier punto de la -

trayectoria parabdlica, sera igual a:
=

é V. + V. para la cual, habrd necesidad de
= 4

calcular la magnitud de cada componente:Vx,
Vy .

FIGURA .
SECCION DE PROBLEMAS RESUELTOS

1.~ Encontrar la ecuacidén para calcular la -

& oo it
Ao altura mdxima: Y mix.

SOLUCION:

Recuerda que Ymax existe s8lo- para la figura

4-11-1 vy en base a que Vy = 0, usaremos la -

?

ecuacidn 4-11-8:

FIGURA




2 2 2
zg‘y = - Vx = - (VO Sen AO) = = VO

entonces; Y = Ymax, por lo tanto;

2g Ymax = = Vi Sen2 Ao

z
—V2 Sen. Ao

Y max = o e

2
- o V S A -
o también; Y max = tye 2;“ o) e a=11=11

Recuerda que al sustituir g por su valor, de

beri incluirse el signo de menos.

9 .. Encontrar la ecuacidén para calcular el

alcance mdximo: X max.
SEIMCTON:

Recuerda que Xmax, existe sélo para la figu-
ra 4-11-1 y en base a gque Y = 0, para éste -
caso y usando la ecuacidén: 4-11-10, tenemos:
9 :
XtghAo + £X =Y
2 (Vo Cos Ao)2

entonces X = Xmax, cuando Y por lo tan-
B X

to: Xmax tg Ao #
2 (Vo Cos Ao)2

g Jnax 5 = - Xmax tg Ao
2 (Vo Cos Ao)

o bién;
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Simplificanco; -2 Xmax
2 (Vo Cos Ao)2

Despejando Xmax:

Riance Sits A4q) 2 (Vo Cos Ao)2
g

Sen Ao

pero (EE rAD ia
Cos Ao

-ZSen Ao 2
ety L1 Cos Ao o Cos2 Ao

2
X max = -2Vo~ Sen Ao Cos Ao
g

2
X max Vo~ 2 Sen Ao Cos Ao
g

Como:
Sen Ao Cos Ao = Sen 2A0, por trigome

trfa,
2

Entonces: Xmax = slo Sen 2 Ao Gl1-12

R
ecuerda que al sustituir 8, Por su valor
T

debela i!lCluiI se el. Sig“-o menos
- - pI‘O)‘eCtil a8 is
3 U" d parado con una Ve]oc
i

200 : q
o m/seg, con un 4ngulo de disparo
e

- Encontrar (a) su altura méxima (b)

s8u alcance midximo (c) 1la distancia donde cae
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¢4 elvpreoyectil, medida desde el punto infe- LA A e el e o
jor de disparo o el wroyectil fue dispara e i B

rio X : ;

do a 70 metros de altura. {d) iCon qué velo

o 22o8 X (b0 sen 3pHT T Rath §9F
idad pegard en el suelo? (e) JCudnto tiempo = ¥ 1 -0 9%
c a P

estuvo en el aire? 9
dibu (100) # 10000 s
SOLUCIONES .- Hagamos en primer lugay un X o 5% - 510.2 M

a
jo aproximado gue nos muestre la trayectorti

seguida por el proyectil hasta llegar al sue

Por lo tanto, la altura mdxima que alcanza-

ra a tener el proyectil serd: Ymax =510.2 M
lo:

(b) Utilizando la ecuacidn 4-11-12.
Z

2
Xmax ;g—w-)—— Sen 2A0 = :—gzgg—)——— Sen 2 X 30°

iiiiE 40000

Sen 60° - 40000 x .866

9.8

Xmas 3534.6 M

(c) Empleando la ecuacidn: 4-11-10
, LR e S e
e ¥ e Tw W aw WY & v - r V 2
- : Y XB3 Ab & gX

S ——— i

y arreglandola:
2 (Vo Cos Ao)2

g
2 (Vo Cos Ao)

XZ + (tgAo) X - Y =0

(a) Usando la ecitacidén 4-11-11

2 sustit do 1 i
Y -(Vo Sen Ao) y uyendo las variables por sus valo--
max = .

2g

res y signos:




2 ks S G
> (200 Cos 30°)

- IBED K 10'5 x2 2577 X # 20 = 0

o Y 8 B ET K BRI 0

Aplicando la ecuacidén cuadrdtica:

2a

tenemos:

st £ Nesin® -4 (0163 X 1072)(-20)

2% 16.3 X 10'5

57t (CT399 01304 = .34))
32.6 X 107

577 <388
3.6 X 10°°

Como observarid, segun el resultado, hay dos
valores para X, uno sers positivo y otyxo REe
gativo. Como es de esperarseé, el valor nega
tivo se descarta porque el proyectil caerd

a la derecha del disparo, por lo tanto:

226

577 + .588 _ 1.165
32.6 X 10~ 32.6 X 10°

5

oo  32573.6 M

o sea, que a 3,573.6 M a‘la derecha del punto
ijnferior del disparo, pegard el proyectil con

el suelo.

(d) Para obtener la velocidad con que pega el
proyectil en el suelo, es necesario conocer -

sus componentes: Vx, y Vy.

Entonces: Vx = Vox = Vo CosAo segin la ecua--

cidn 4-11-6; Vk = 200 Cos 30° = 200 X.B66

Vx = 173.2 M/seg

Para calcular la Vy, hemos de usar la ecua---

" _ - S )
cidn; 4-11-8; Vvy“="Vo'y = 2gy despejando Vyg;

2
Vy~ = 2gy + Vozy

2
Vy = Jigy + Vo'y = 2gy + (Vo Sen Ao)2

vy = J?(-s.e) (-20) + (200 Sen 30%)2

97 + 10,000 = 10,392




aer ne

o —t

2 101 94 —H— Esta velocidad debe
seg
porque el proyectil cae:Vy= -101. —

VY="
gativa,
Aplicando el teorema de Pitagorasf

7
P 7 2, (-101.94)
BIT :v‘ Y = (173.2) +
[ .= JV x5
\

= 76
v =21 [29998.24 + 10391.76 = 40389.7

V = £ 200.97 m/seg-

r
& esta
Como el vector velocidad, en éste caso,

inclinado, se tomard el signo positlvo, por

lo tanto;
V = 200.97 M/seg
(e) Para calcular el tiempo que permaneciodo -

el proyectil en el aire: Desde que fué dispa

5 a TEiY
rado hasta que tocd tierra, se hara a pa

de la ecmacidén 4-11-4. X = Vox U o también -

X = (Vo Cos Ao) t, despejando t;

3573 .6 & 17.868

4.~ Una canica sale rodando desde el borde de una -
mesa horiiontal, de altura 100 cm. y pega en

el suelo a 70 cm. dela mesa.

Encontrar (a) La velocidad con la cual salid

la canica del borde de la mesa (b) E1 tiempo

que estuvo en el aire.

SOLUCION:

Hagamos un dibujo:

/Z%ﬁ?????ﬁﬁJ

-

¥ T - % s

i ot

L

(a) 'Como 14 canica“salil disparada paralela-

mente a la mesa horizontal entonces su velo

cidad también serd horizontal, por 1o que, -

il




