CAPITULO 1
CONCEPTOS FUNDAMENTALES DE GEOMETRIA ANALITICA

Introduccién. la geometria analitica relaciona el dlgebra con la geo=
metrfa, resolviendo problemas geométricos por métodos algebraicos y -
utilizando la geometria para resolver 6 facilitar la solucién de Pro-
blemas algebraicos,

Desde antes de la era cristiana, los griegos que eran esenciale
mente gedmetras y los &rabes que eran algebristas, intercambiaban
problemas iniciando de manera informal las relaciones entre el dlgebra
¥ la geometrfa que dieron lugar a la geometrfa analftica. Sin embargo,
hasta el siglo XVII no habfa sido escrito unm tratado formal de la
geometrfas analitica y fué René Descartes el primero que lo hizo, incor-

porando d esta manera una mevi rama de las matemfticas a las; ciencias

exactas,

La relacién entre conceptos gaométricos ¥ conceptos algebraicos
permite identificar unos con otros dando lugar a una serie de metdforas

que encontraremos desde el principio,

Escala de mimeros reales. Empezaremos por identificar los mimeros rea-

les con los puntos de une l1fnea recta. Consideremos una recta infinita
eén ambas direcciones y seleccionemos un punto arbitrario que llamaremos
origen y le haremos corresponder el mimero cero. A la derecha y a inter-
valos iguales bacemos corresponde puntos a mimeros enteros positivos,

De la misma manera, hacemos corresponder puntos a la izquierda del

origen con mimeros entercs negativos, como indica la figura 1.1.
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Ahora, cualquier mimero real, racional 6 irracional puede hacer-

8¢ corresponder a uno y sélo un punto de la recta y visceversa logrando

de esta manera una correspondencia uno a uno entre los nimeros Treales

Y los puntos de una recta.




2. o

1.1 Coordenadas rectangulares. Hemos identificado cada punto de una

recta infinita con un mimero real. Veamos ahora como René Descartes xo = Abscisa del punto P

jdeé un sistema de referencia para jdentificar cada punto de un plano Yo B Dasnaio SRR
infinito con una pareja de mimeros reales ; Viceversa.

Observacidn,

dicul horizontal y el otro Cualquier punto del primer cuadrante tiene sus 2

j rpendiculares, uno hor

Se trazan dos ejes perp | { . coordenadas positivas, En el scgundo cuadrante, la abscisa es
tical, que llamaremos eje de las X y eje de las I respectivamente. stz b

ver 3 e castbRilorven s negativa y la ordenada es positiva. En el .tercer ocuadrante, las

; i jes le amaremosg orige
A la interseccién de éstos dos €] ; dos coordenadas son negativas y en el cuarto ouadrante la absoisa
derd al cero de las escalas numéricas sobre cada uno de los ejes como

e8 positiva y la ordenada es negativa,
ge indica en la figura 1.2,

1.2 Distancia entre 2 puntos.

Consideremos 2 puntos arbitrarios
P y Q que para ocomodidad situaremos en el primer cuadrante,

k!
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58 tragen las perpendicualres de los puntos P y Q a los

Consideraremos un punto axhitrario Py en el plano, El punto S T ERe e TR L 2 SRS RPN

serd identificado por una pareja u:denada de nimeros reales (xo’ yo) acuerdo con la definicién, corresponden a las distancias marcadas

la que x_ es el mimerc correspondiente al pié de la perpendicu- en la figura. Segfn la construccién geométrica, P Q B es
en 2
0 un

' i r nimero correspondiente
lar trazada de P Bl eje de las X y ¥, ©8 el

triéngulo recténgulo cuyos catetos son PR = I, =X YR =y, -7

al pié de la perpendicular trazada de P al eje de las Y. Entonces la hipotenusa puede ser encontrada por el teorema de

Pitagoras obteniendo de ésta manera una férmula para la distancia
- »gia ordenada de mimeros reales
Inversamente, dada una pare.

entre dos puntos:
ijente se looaliza levantando perpen~
el punto correspondien
(Io, Yo)s P

: Y respecti- \ . ey 2 % 2
diculares en los puntos X § ¥, sobre el eje X y el eje I TOsPe b d \/[(x2 xl) % A¥, yl)

vamente hasta encontrar su interseccidn. Ejemplot Encontrar la distancia entre los puntos P (1, _2)

El sistema de referencia establecido divide el plano infi- Q (4’ 3)
adrantes que llamaremos I, 11, 111y IV de acuerdo

t4 en
omo se indica en la figura 1.2. Asi, el punto P (xo, yo) es
. A la pareja ordenada de nimeros reales se les

y

Solucién: Bn problemas de geometria analitioa es siempre conve-
nito en cuatro cu

" niente dibujar wna figura esquemiticas

el primer cuadrante.

reales
llama coordenadas del punto y para cada uno de los mimeros




Fig. 1.4

De acuerdo con la férmula de la distancia, es indiferente
la seleccién del punto correspondiente a las coordenadas de sub-

{ndice uno, ya que las diferencias aparecen al cuadrados

Sea P (11, y1) = P (11 -2) ¥y Q (12’ 32) = Q (4! 3)

Entonces x, = 1 X, = 4

W Eng e
Sustituyendo en:
2 2
d = {/(x2 -x,)" + (v, - 7y)

/' (41)2 + (32)% = V 9+ 25
2;:___k£:3£fp

Consideremos ahora la relacidén entre una
a en el plano,

1.3 Gréficas de ecuaciones. '
ecuacién indeterminada con 2 incfgaitas y una gréfic

: ' los
Def. La grafica de una ecwacién ern X ¥y Y ©8 el conjunto de todos

tos (x y) en el plano cuyas coordenadas satisfacen la ecuacidn.
pun 9

Sea la ecuacifén indeterminada siguientes

Ejemplo.
2
3‘-41

ocuacién tiene una infinidad de soluciones reales porque

Esta e ente

valor que le demos & X encontramos un correspondi

ada
i Tabulemos algunas de las so-

valor de y para formar una solucidn.

lucioness

Dando valores enteros a x encontramos para

X =0y y=0, Es decir, el origen es solu-

cién de la ecuacién. Después para valores

a derecha é igquierda encontramos simetrfa

en los valores de Y ¥y observamos que crecen

a medida que aunmentamos x. Oraficando los

puntos y trazando una curva suave a través

de ellos obtenemos la gréfica 6 curva corres—

pondiente a la ecuaciéns

: % : 2
Observacidn. un cuando la ecuacidn propuesta y = 4x° tiene una

infinidad de soluciones, éstas sisusn cierta ley de formacidn
porque para cada valor de x, el valor de y es precisamente cuatro
veces el cuadrado de x obtenifndose una curva-que contiene una
infinidad de puntos ligados por cierta ley de formacidn, que es

la ecuacidén misma.

Ahora; si se tiene un conjunto de puntos en el plano con
ciertas caracterfsticas comunes, es posible encontrar la ecuacién

de la curva que determinan., Consideremos por ejemplo el circulos

104 Def. . Cfrculo, Es una curva cerrada en el plano cuyos pun-

tos estdn situados a igual distancia de un punto fijo llamado

centro. (4 la distancia de los punvos al centro se le llama radio)

: En muestro sistema de referencia, la expresién geométrica
de un cfrculo arbitrario es la siguientes




Fig. 1.6

Llamemos C al centro y Supongamos que sus coordenadas son
(hy k). Sea r el radio del ecirculo y P (x, y) un punto arbitra~
rio del circulo,

De acuerdo con la definicién, la distancia del centro C

a cualquier punto debe ser igual a I,
CP = r

Con la férmuls de la distancias

’ “V(xe - 1) 4 (g, - 3y)°

Sear=dj; C (hy k) ; P (x, y). Sustituyendo:

r HL/(I - h)a + (y - k)a

Elevando al cuadrado:

r2 = (x-h

)2+ (y - x)°

Hem: 8 encontrado asi una expresién algebraica para el
circulo, que es una figura geométrica., La ecuacién del circulo

es entonces: P
(x -0)2+ (y -Kk)°% mr

T.

Ejemplo: Encontrar la ecuacién del ciroulo con centro en C (1, 3)

¥y radio r = 2, (fig. 1.7)
h k
(1,3 3r=2

(x A% &(x < 9) o i ki)

6 desarrollande y simplificandos

x? -2x + 1 + yz -6y + 9= 4

x2 + ya -2x - 6y +6=0

B ———————————

1

(solucién equivalente)

e 1

22 Aplicacién g un problema de distribucidn de mercados,

Problema. Una compafifa tiene dos centros de produccién para un
articulo cuyo precio en ambas fibricas es de $3,000, La distan-
cia entre los dos centros de produccién es de 100 kilémetros y
los costos de transporte adéreo por artioculo y por kilémetro son
$5 para una fibrica y $10 para la otra., Determinar la: &reas
de distribucién para cada fibrica de maners que los prec:os,
ineluyendo costos de transporte, sean lo mis bajo posibles para

cualquier lugar,

Solucién, Situemos al primer centro de produccién F, en el ori.
gen de un sistema de coordenadas rectangulares y al otro ocentro

de produccién F, sobre el eje de las x a la derecha de F, (fig. 1.8)

3




8.
: Esta es la ecuacidén de un circulo con centro ens
Entonces F, tiene coordenadas (0, 0) ¥ F, tiene coordenadas

(100, 0), tomando un kilémetro como unidad de coordenadas, : C ('4%2 9 0) j r'= E%Q

Encontremos el limite & frontera de las 2 zonas cuyos pun-
tos estdn situados a wa distancia de los centros de produccidn, 3 Sisronces, 1 Sonn e SLeLOINIGFOR BINR Fa 9 2. A0ator -
tal que el precio del articulo resulte el mismo al llevarlo de T e R e e
cualquiera de las fdbricas. Sea P (x, y) uno de los puntos de la ) Yy T meTVYy WY e
frontera de las 2 zonas de distribucién, entonces P debe satisfacer l de.F1. Y T R I e e
i b mopdiiod ki precio del artIculo incluyendo tramsporte, es el mismo si se lleva

de cualquiera de las 2 fédbriocas.

3000 + 5 F1 P= 3000+ 10 F2 P
1,6 Linea Recta. La linea recta es un concepto geométrico de gran

dondes FI P = distancia de P1 a P utilidad en cdlculo diferencial, por lo que estudiaremos algunos

conceptos relacionadoe con ella.

P = LA I
2 Def. Inclinpacién de una recta es el dngulo que se forma tragando

Entonces, por la férmula de la distancias : una horizontal a la derecha a partir de un punto cualquiera de

Pa

Vr‘é > la recta y girdndola en sentido contrario al giro normal de las
Sy
1

manecillas de un reloj hasta encontrar a la recta, como se ilus-

tra en la figura 1.9
De 1la misma maneras gu S

F2 P = b/(x - 100)2 + y2

Sustituyendo en la condicién establecidas

— i S

N

5 -xz + yz = 10 (x - 100)2 + yz

Eievando al cuadrados

25 (x2 * 3%) = 100 (x% - 200x + 10 000 + 3°)

S'.me'.(it_ando « 3x*433*- Boox t 40,000 =0 ¥
Dividiendo entre 33

x° 4+ 3° = 800 x + 40 000 = O | v Lo e Pige 2
3 3

Inoclinacién de la recta ,L1 = c‘]nmw
Agrupando los términos en X ¥ completando el trinomio cua- " " " L2 = 0(2,5
drado perfecto

(12 - 800 x + 160 000) + y2 i AQS(M' 160 000 _ 0 | : | {Qihﬁpcmﬁfﬂ{% Gty .

3 9 9 Def. Pendiente de una recta es la tangente trigométrica de su

5 5 \2 inclinaciéne.
(x -~ 400)° + y~ = 40 000 _|[200 ‘

3 :3/ f . Llamaremos m a la pendiente de una recta. En la gréfioca




