El valor de g (x) en X = T ess

g (1) 1=1 - %’ (indeterminado)

V3 -/3

Aplicando limitiesny

X~ T

1lim g (x) = Iim

v/ : x —5» 7 =T Yx~& =§3

Mtiltiplicando numerador ¥y dianominador pan«'ﬂx -4 * KST)‘*'O‘

para racionalizams
(-7 (x =& » 3)
(YT =F = y3) (V/=t + V3

(x=-T)(VYx=24 * {3 )
= lim

X =b T x=-4-3

Vmw g (=) = 1im

x —»T x—T

elin (x=-N(E=7F + {3) j (x=17)#0

x = ] (&= 1)

=lim ( yx4 + ¥3)

x —b T

o I3 4 = 2%

i 2 - ién en la que
Regla. Para eliminar la indetermlnacidn-@ en umm.funp

erador o el denominador comtiene radicales, se racionaliza

| Tum
" gimplifica el

la parte irracional en el 1{mite de la fumeildm y se

resul tados

3 i i f raccidn polimonial.
Caso 3. Forma indeterminada en una
2
x -3
x3 -2x+ 8

Sear f (x) =

Bl valor de P (x) em x = co no existe. Bl limite de T (x)

cuando tiende x a infinito ess
lim £ (x) = —%%— (indeterminade)

X = 00

3

Dividiendo entre x~ el numerador y denominador:

1 3

x x3
s
3

lim £ (x) = lim
X > 00 X —wdn»1-—§ =
X X

Regla. Para eliminar la indeterminacién en el 1fmite de una
funcidén algebraica racional, se divide entre la mayor potencia de
la variable x que esté en numerador o denominador y se evalda el

resul tados

Las formas indsterminadas que acabamos de discutir son de
gran utilidad para el cdlcule de derivadas y reglas de derivacidn
que veremos en el cdlculo diferencial, TFormas indeterminadas mas

complicadas pueden ser evaluadas por la Yegla de L'Hospital cuya

demostracidfn se basa en conceptos avanzados de cdloulo y serd

congiderada despuds,

3.7 Derivada ds upa funcidn.

Introduccifng Bl objetivo principal del cdlculo diferencial es

el estudio de la variacidén de uma funcién £ (x) al variar la va~
rizble independiente x, El eflculo diferencial establece técni-
cas para encontrar una medida de varizcidén de una funcidén., =Esta
medida de variacidng que llamaremc: la derivada de la funcidn, es

de gran utilidad en las aplicaciones como veremos mas adelante.

Los inventores del ecdlculo infinitesimal fueron Isaac
Newton y Gottfried W. Leibnitz en el siglo XVII. Newlon desa-
rrolld el cdlculo diferencial bajo el ncoumbre de teorfa de las
fluxiones y publicd su primera obra sobre cdlculo en 1687. Por
otra parte, Leibnitz publicd sus descubrimientos del cdlculo in-

finitesimal en 1684.

Incrementos. El incremento de una variable X es el cambio que

experimerta x al pasar de un valor x, & otro valor X, de su domi-

1
nio de definicién. Lamaremos A x (delta x) al incremento de X.

De acuerdo con la definicidns

A1m12—x1




48,

B valor de x puede ser poaitivo o negativo de acuerdo con
los valores de x, y %

Ejemploss

i, Cuando x cambia de x = 3 a X = 8, entoncess

x, = 3yx, = 8, entoncess

oooAI - 8 - 3 = !
Cuando x cambia de x = 1 ax = -2, entoncest

1,3-1;(12--2
.,°.,Axa-12-11 = =2 =] = =3

R

Inersmento de una funcifn £ (x). Si a la variable independiente
A LS

rementoA x, entonces la funcién f (x) recibe

g¢ 1o aplica un inc :
remanto A £ (x) que es igual a £ (x +ax) - £ (x

a partir del cual se aplica el incre—

mento & la variable independiente. la siguiente grdfica ilustra

une funcién correspondiente a un incremento de

también un inc

aiendo x el valor iniocial

¢l incremento ds
1a variable independiente: (Fig. 3,6)

§0
1.

% (x+&x)
Af (x) I .

De la gréfica se deduce inmediatamentes

Af (x) =f (x +Ax) = £ (x)

Hemos encontrado una férmuls general para encontrar el in-
oremento de la funcién para un incremento dado de la variable in=
dependiente. Desde luego, A f (x) puede ser positivo o negativo
de acuerdo con el valor de A x y la forma de la curva de la fun-

cién en el intervalo considerado.

Ejemplos Sea f (x) = L 3x + 4. Encohtrar la expresién general
para A f (x) y calcular su valor cuando X cambia de x = 1 a
X = 3o

Soluciéns
a) Expresién general para Af (x)
Af (x) = £ (x + Ax) - £ (x)
Ahoras f (x + AX) = (x+Ar_)2- 3(x+Ax)+4

m12+21AI+A-;2—3I-'3A1+4

s f(x+Ax)-uxaa3x+4‘.+21Ax—3Ax+§iz

- f(x)-'-x2+3x_4

coAf (x) = f (x+ Ax)=-f (x) = 2x Ax =3 Ay 4 K30

D) Si x cambia de x = 1 a x = 3
x1 - 13 X, = 3
Ax=3-1m?2

Sustituyendo en A £ (x)

At (x) = 2 (1) (2) - 3 (2) + (2)°
= 4+ 6+ 4

/ 2

Derivada., La derivada de una funcién con respecto a la variable

independiente es la razén de cambio instdntdnea de la funcién con

respecto a la variable izi'c_lependiente. En otras palabras, la deri=-
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vada es el lfmite del cociente de los incrementos de la funcién y
la variable independiente cuando el incremento de la variable in-

dependiente tiende a cero.

En sfmbolos, sea y = £ (x). Entonces la derivada de y con

respecto a X es}

Sl S A
Yy ®"ax £

(diferentes notaciones para denotar la derivada de

y con respecto a x)
Hemos encontrado quei

Af (x) =ay =1 (x+ Ax) - £ (x) entoncess

;‘!‘
b d £ (x+ 8x) = £ (x)
" i 4 .

La derivada asi definida es una medida de variacidén %na-
tanténea de la variable dependiente y ocon respecto.a la va.na.:le
independiente Xo Es importante observar que la exlatencii d: 2
1imite envuelto, en todo caso, €8 una propiedad local de la us:L
cién en el valor considerado de la veriable independiente gt_;
la derivada existe en un punto X = X ge dice que la fun:idn:s
derivable en este punto, Si una funcibn es derivable'en oeola
los pﬁntoa de un intervalo a £ X L Db, entonces se dice qu

funcidén es deriveble en el intervalo.

n su defi-
Interpretacién geomdtrica de la derivada. De acuerdo cO

nicién, la derivada de una funcién £ (x) es otra funciézlz;(zi,
cuyo dominio es el conjunto de valores c?e X para lo:tc\:’.co =
derivada existe. Para entender el significado geomfunién 2 (x)
valor de la derivada en un punto de la curva de la func y

nto dados
recordends la definicifn de tangente a uma curva en un pu

de la
Def. Supongamos que la curva de 1a funcién y = £ (x) es 1a
figura 3.T3

Secante,

Fig. 30

Consideremos la linea secanie S que pasa por los puntos

i 4 (I, v) ¥y Q (x +Ax, y +Ay). Si mantenemos fijo el punto Py

giramos sobre é1 la secante S de manera que el punto Q tienda al
punto P, entonces la posicién limite de la recta secante 8 es
la tangente a la curva en el punto P.

Examinemos ahora el significado geométrico de la ‘deriva-

El cociente de los incrementos Ay es la tangente trigono-

métrica de la inclinacién de la seoan%% S, es decir, es la pen-
diente & la recta S.

da.

De la figuras

By e .
A X tan @ m

Ahora, la derivade £' (x) de la funcién £ (x) es el limite
del cociente de los incrementos cuando Ax tiende a ceros

£' (x) = lim %—i—

AX =» 0

Cuando A x tiende a cero, el punto Q tiende al punto P y

por lo tanto Oy tiende a la tangente trigonométrica de la in-

clinmoidn de a.xtangente Ty es decir, a la pendiente de la recta

tangente en el punto P, De la figuras

£' (x) = 1lim Ax = tanola= By,
Ax —» ©
"Entonces, la derivada de una funcién es la pendiente de la

tangente a la curve an cualquier punto donde la funcién sea derivable.
: 1020123495




