- X344

% T//j = 3

Y =3
d’ :312

2
Hr- -/J("‘): 3z°

Jx%:- 3

3
4., Hallsr los puntos sobre la ocurva y = X + 1 donde la tangente

a la curva es paralela a la recta y = 3x. Oraficar.

5. Encontrar la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de la
funcién £ (x) = 2:2 = 3x + 6 en el punto cuya abcisa o8 X = 2.

Graficar.

{(L): 2X*-3% 44 X=1 ? 2,8)

2@ 3(Jre {H—0

z

4.1 Reglas para Derivar Funciones Alge; icas. Del proceso general

’\} dy_ i para oblener la derivada de una funcifn a partir de la definioién,
B—;EL L = 4X-3 deduciremos reglas para la derivacidén de formas funcionales que son
] importantes en las aplicaciones. Empezaremos con las funciones al-
4 ( z ) L SRR gebraicas. Deberd entenderse siempre que se trata de funciones de
una variable x .

L=—p

P(z,;) Regla 1. La derivada de una constante es cero,

S(x-2
( ) Demostracién:s Sea f (x) = c. Aplicando el proceso deltas
X -6 : :

J-I'T+2=0 f(x+Ax)=c¢
- f (x) = =c

f(:x.+Ax) - f(I) = 0

f(x+8x)=f (x)=0
A x

lim f(x + Ax) -f (x)=0
Ax =30 Ax

f' (x) =0

Regla 2, La derivada de x con respecto a X es igual a 1.
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Demostracién. Sea f (x) = x
Aplicando el proceso general de derivaciéms

N5 . e

f(x+ax)= x+A4x

-2 (x) = =x Regla 4. La derivada de una constanie por una funcién es igual a
la oconstante por la derivada de la funoidn.

g (x+b8x)=-2(x)=4x

: De ; 2
f(x+gx)_f(xL Demostracidén. Sea f (x) « cu donde u = g (x)

AX

f(x+Ax)=c(u+au)

lim-f(x+gr)-f(£).1 | =cu+o0Au
AXx

A;-—)O

£ (x) = 1

f(xi-n:)-f(x)-dﬂu

Regla 3. La derivada de una suma algebraica de funciones 68 f(x+ax)-2(x)=0cpu
Ax

igual a la suma algebraica de las derivadas de las funciones. _ _ e

Demostracibns : ; lim | £ (x + AEE) - P (x! %

Lika 8 lim -ﬁ-:-
Se& f (x) = u_tvi'_ eon8 00O iwo _’ AI qu o

dondes U, Vs cooy W 8OO funoiones de X £ (x) =0 %;_;; .

SRR ST TS

£ (x+ ax) = (u+a u) + (v.+ AV) + coscee % (w+ A w)e

wl (x) = =l + v cevoo

h 2
: We

Regla 5. La derivada de un producto de funciones es igual a la pri-

“mera por la derivada de la segunda mas la segunda por la derivada de

1
f(x+ux)-=f(x)-Auiavg_.o...iaw a primera.

Demostracién. Sea f (x) = uv donde u y ¥ son funciones de x.

£ (x+ bx) =Ff (x) Au X 5 .
Ax Ax ; g : sl 7
f(x+ Ax)=(u+ Au) (v+ Av)

lim _£ (x 4 Azl rizl e (““ =uv+u Av + vA u+dud v

+
Ax-u)O i A X .31—?0 T;_ 52 —'f(x)-—uv

A Av

B L T T

= £f(x+ 8x)=2 (x)=
Ax =>0 bx = px = Ax >0 ) (x) =u Avevdus+duldy

£(x+ Ax)-f(x)wuldy+vius+ bud v

x Ax x
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A
pipEEL 2 8x) = () |1 AE 4 visa 2R +limbu lim Ay

Ax
A x =0 Ax -30 2 Tax 30 sx<p 0 A x->08x

%‘% + “1im A w

av
Au = 0 -

Regla 6. la derivada de una potencia de una funcién es igual al expo-
nente por la funcién al exponente menos uno por la derivada de la fun-
E‘-iﬁno

n
Demostracifng Seas £ (x) =u ju=g (x).

e

Ne= = n- 2
| ; it 1 . A u +o000
t(x+8x)=(ushd u)? = uw +nu Au + 31 u ( )

: +(Au)n-
-t (x) w=nu"

e

) n-1 o de témminos que tiemen a Au
g(x+Ax)~-f (x)=nu Au -~ &u (Suma de

de‘factor)o

r(xedx)=2 (;l_m g unsi 2 ; + ﬁ 2 (Suma de términos que tien
A x

a A u de factor)

S

e e bz)ketinl . o Ax

Au
i T " lim
lim * dx=>»0
Ax =50 A X

lim au (Suma de occoe)
Ax=»0 ' e :
nei du . S g45 pAu (Suma de t6IMINOBeeccs
£' (x) = nu ;= ATt

ot () =0 G

s e R TS

'Ev particular, si u = x, se tiene el siguientes

Corolario.  Si £ (x) = xn, entonces f' (x) = n 1

Esta regla es :8pecialmente til cuando n es grande o irac-
cionario.

Ejemploss Derivar

1o y*ﬂxs

- &Y

4
ax %

g xﬁoo,ooo)

L = 100,000 :x(999999)

Con las reglas hasta ahora establecidas; podemos derivar
funciones polinomiales directamente por aplicacidn sucesiva de
" varias reglas. Ejemplos

Derivars £ (x) = o 1623+ 3x° ¢ Bx - 5

Sdluqiggp Aplicando la regla 3s

£ (x) st (Aot ed) e A Z B -2

Ahora, aplicando las reglas 1, 4 y 612

f(x)ea?- 162 @) +3 2 )8 Z -0

Ahora, aplicando las reglas 2 y 6.

£ (x) = 4x3 ~ 48x° + 6x + 8

Observacidénz Con una poca de prdotica, se puede obtener directa-

mente la derivada de un polinomio por aplicacién simultédnea de las
diferentes reglas empleadas.

Regla Jo La derivada de un cociente de funciones es igual al de-

nominador por la derivada del mumerador menos el rmumerador por la
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derivada del denominador, todo sobre el denominador al cuadrado.

Demostraciénis Sea £ (x) --4%- donde u y v sca funoiones de X,

Aplicando el proceso deltas

u

g{x+h x)s—3

f(x+bx)-f(x)=

uw + vAu-—uy=-uly
v (v+hv)

A Av
W

o N

v +vbhvw

£ (x+8x)=f (x) _
A x

1im & v
‘ﬂ:n+()3 X

lim

£ (x+ 8x)=2(x) _‘8x=0
11!11 Ax = 2

v +v limbd v
Ax-=>o 'y sl

Au
4 X

Ejemplos Derivar la siguiente funcién.

2x
£ (x) = 2

x +1
(2 + 1) 2= (2x) (2x)

(12 + 1)2

Soluciéns F' (x) =

2
(2 + 1)° 1)

Regla 8, La derivada de la rafz cuadrada de una funcién es igual
a la derivada de la funcién sobre el doble del radical.

Demostraciéns Sea £ (x) = Vu 5 u=g (x)

Transformando el radical a exponente fraccionarios

£ (x) _u1/2 ] y)

Ahora, aplicando la regla 68 £°' (x) = 1/2 uf1/2 %2

du

Eliminando el exponente negativos £ (x) = gx

2 Vx~

Observaci6ns La regla 8 es un caso particular del caso considerado

" @én la regla 6.

Begle 9o (La regla de cadema)s Siz = f (y) 3 vy = g (x), entonces
la derivada de g con respecto.a X es igual a la derivada de 2z con

respectn & y por la derivada de y con respecto a X
Demontraci fns

Seas = f (y)s y=g (I)

For definiciéne

%&alim a%mﬁ § %l. 1im AL
Y pywpo-? £ Bx a0 bt

Entonces 8 g;%, . 'd%” 1im %—5— lim H
A ay =»0°7 ax =30

Ahora, cuando Ax —p 0, también Ay —» O,

92 o & . 3o -% . --—%—J[
ay o Ax =3 0O -

‘:om dim: - 2 = %

A X =P 0‘“ t

dz dz 4y
Entoncess o - dy T
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4.2 Funciones inversas. Sea Yy = £ (x). Supongamos que X puede ser
despejada en términos de y, de manera que X = g y). Esta nueva fun-
£i6n g (y) se le 1llama la funcién inversa de £ (x). Por ejemplos

8is yeof (x)=2x+3
Despe jando X3
1 >
xezy=-5=80)

1
Las funciones £ (x) = 2x + 3 ¥y & (y) = L A % son mutuamente

inversas.

Regla 10, Biy = ¢ (x), entonces la derivada de x ocom respecto a Y

es igual a uno sobre la derivada de y con respecto a X.

Demostracidns

Sea y=f (x) y su funcién inversa X = § (y)s Por el proceso

delta, se obtienes

Ay £ (x+ px)=f (x)
1. A X - A X

Ax  alys e =gl
Ay" Ay

2.

Multiplicando las ecuaciones 1 y 28

s Ax-
Ay L

AX

1
L

Aplicando limites:

Ahora, Ay tiende a cero cuando

btiene: 4X _ 1
teoremas de_limites ge O 2.5 —

___,,-———___.——'—'""'-_—-—'_-—

Ax tiende a cero y aplicando 1ot

/( 67.
4,3 PFunciones implfcitas. Hasta ahora, hemos considerado que la va-

riable dependiente y es una funcidén ex, fcita de x , es decir, hemos
discutido funciones de la forma y = f (x). Supongamos que y no estd
despejada en términos de x, sino que se tiene 1o que se llama una

velncidy funcional entre x y ys3 f (xy y) = 0. En &ste caso, si con-

s1deramos a y como la variable dependiente, diremos que y es una fun~

s . 2
cifn implicita de X » Por ejemplos 3xy = X + 4 =20

Para sncontrar la derivads da una funcién implfcitay; se puede
intentar primeramente cbtener a y como una funcién explicita de X
para aplicar las reglas ac derivacién. Sin embargo, esto phed.e Tre=
sultar muy complicado y en algunos casos es imposible. Una regla
préctica para encontrar la derivada de una funcién impifcita es la
siguientes

: 4y
Begla 11, Fara snoonciar iy en s ralacidn funcional de la forma
f (x, y) = 0 se dariva, (con respsoto & x) término a término y se
a4 ¥ d

despeja despuds ;:]mz

La aplicacidn de esta regla prdctica puede resultar compli-
cada en algunocs casos. Mée adelante veremos un método para derivar

inpifoitements com 1z ayuds de las diferenciales.
1, Encoptrar la derivada de x con respecto a y, #is
3
s 3% =2x 48

Aplicande la regla de la funoién inversa (Regla 10)s

& ¥ 2
s m L = 2
d x -

Entoncess

ax 1
iy 31:2“2

Hemos eobtenido %ﬁ% como una funcidén de x. Si se desea ob-
tener esta derivada como funcién de y, tendriamos que despejar x en
términos de y de la funcidn origimal.




