2% Encontrar %—% de 1a siguiente rel .0ibn funcionals

3% y - 4y> 4+ 5x=28=0

Derivando término a término con ‘respecto a Xi

d
312%—% +6xy—8ya—£ +5=0

LY (3 by) = -6y = 5

3. Un punto se mueve en un plano siguiendo la trayectoria

de la curva 2z = x?' + 4 de tal manera que X cambia & través del

tiempo siguiendo la lays
x = 3t + 2
Encontrar %—% (proyeccién vertical de 1la velocidad del
mévil).

Soluci 6ns

Sustituyendo estas derivadas se tienei
dz 3
— i 2X 3
= = (2x)

dz
T

42 funcién de , debemos
31 deseamos encontrarl T como una _

sustituir en el resultado x = 3t + 2 p~ a obtener

%%- 6 (3% + 2) = 18t + 12

4,4 Derivadas sucesives de una funcifn. Hemos definido la deri-
vada de una funcién de una variable, de tal manera que podemos
obtenerla por medio de un proceso gistemdtico, Si repetimos el
prboesb despuéé de encontrar la derivada, encontramos 1o que se
llana la segunda derivada de la funoién, es decir la derivada de
la primera derivada de la funcién. Repitiendo el proceso, 3, 4,

o nds veces, oh.fenemos la tercei'a., cuarta, etcétera, derivadas

" de la funcién. Utilizaremos la siguiente notacidni

Sea y = £ (x)

‘= y' = £' (x)e 12, derivada de y con respecto a X.

2

(g x) - 21 Eag  ag (x). 2a. derivada de_y
dx - con respecto a X.

2 3 :

d_.'i_’..."-_.l.yuu_f“. (I).

52 3 Ja. derivada de y oon

respeoto a X.

X
) - e 31V = ' (x). 4a. derivads de
: ~ § ocon respecto & X.

n
- 9‘-1!!:- = y(n) = f(F) (x) Enésima derivada de
dx ]

Y con respecto a X.

Bjemploss

1. Encontrar todas las derivadas sucesivas de la siguiente funciéns

y=x' - 3x+4

Soluoidnt

Primera derivadas %—E = 2x = 3




2
Begunda derivadas g“’%’P 2
d x

Tercera derivadas = 0
d x

Las derivadas de orden mayor que 3 son igualé' a -cero puesto

-

-0.

2., Encontrar la primera y segunda derivadas de la siguiente funcidms
£ (x) = sz +3

Soluoidns

Qu(x““ - ¥
(12 i 3) 3/2

Observacidn. Las derivadas sucesivas de una funcién polinomial
gon cada vesz expresiones mas sencillas, como en el primer ejemplo.
Pof otra parte la derivada de una expresifn radical se va compli-
oandd a medida que aumenta el orden de la derivacién.

Funciones trascendentes. Hemos definido las funciones trascen~ :

_dentes comoc todas aquellas que no son algebraicas. Estudiaremos

dnioamente las funciones trescendentes mas importantes en economfa
que son las funoiones logaritmicas y las funciones exponenciales.
Betas funciones han sido discutidas en cursos elementales de J

matemdtioas por lo que sintetizaremos su definicién y propiédadiu :
fundamentales sin demostrarlas.,

_ 4.5 Funciones 1ogaritg;cas.__,_7L——-$>

Def. El logaritmo en base g de un mimero real x es el exponente
que debe aplicarse al mimero a para obtener x.

En sfmbolos matemfticos, si llamamos y al logaritmo en
base & de x se tienes

1oga x =y tal que o’

= X
donde log, x = Logaritmo en base a de X.

Por ejemplo, 81 a = 10 se tiene el comocido sistema de loga~
ritmos degimales o logaritmos comunes que es muy Wtil para hacer
oéloulos niméricos aproximados. De acuerdo con la definioién,
podemos citar los siguientes e jemploss |

1. lLog. 10 = 1 porque ‘!01 = 10
2. Log. 1000 = 3 porque 10> = 1000

Hotas Cuando unmt expresifn logarftmica estd referida a la base 10,
se acostumbra no indicar la base como sub-fndice, en cuyo caso debe




entenderse que se itrata de logaritmos decimaler El céloulo de

o de mimercs que no son potencias exactas de

logaritmos decimale
sarrollos en serie,

10 es laborioso ¥ requiere conocimientos de de
por lo que ge dispone de tablas que contienen los logaritmos deci~-

 males de los mimeros aproximados & 3, 4 o mds decimalese
" Consideremos la funcién logaritmica general y su gréfica.

Sea £ (x) = log, Xo De 1a definicién se deducen inmedia~

tamente 1as giguientes caracteristicas generales de la funcidén

logarftmica en cualquier bases 271

1. El1 logaritmo de 1 en cualquier base es8 CeTrOe

Log, 1 = 0 porque ap = 1 (ocualquier ndmero elevado &

1a cero es igual & 1)

2, El logaritmo de un nimero entre gero y uno €8 negativo y au-

a medida que el mimero se acerca a Ceroe

menta en valor absoluto

BEn simboloss

log, * < 0 para todo 0 < x L 1o

os mimeros no-positivos (negativos ¥ el

3, Los logaritmos de 1
< nimeros reales si la base &

cero) no existen en el sistema de 10

es mayor que CeIos

uno es positivo ¥
1 némero aumeniae.

4. El logaritmo de un mimero Teal mayor que

aumehta cada vez més lentamente & medida que @

En simbolos?

lbga x >0 para todo x> 1.

on estas caracteristicas fundamentales, la fun=-

s nimeros reales positivos ¥
La curva de l1a fun-

De acuerdo ¢

cién logaritmica tiene como dominio lo

nio son todos los nimeros reales.

su co-domi
e gea su base €8 1a siguientet

cién logaritmica, cualguiera qu

Las propiedades fun
damentales de 1 '
base mon las siguientes: 08 logaritmos sa cuslquiex

(1) 193 E ? M
g.(lj Xyl = loga X +.;°gh %,
(11) lo ; :
& (x] x5) =
: - /%3) logh - 1083 2
(111) le n
e -
a ‘] ) n lﬁga xl

Estas pro
propiedades son de gran utilidad para la simplifiocacidén

de ofloulos num
| éricos aproximadoe y parc el método de derivaoién

logaritmica que veremos mis adelante

Bjemplo, HEncontra : 3
r el logaritm
decimales, o NV o '/5- aproximado a §

3 :
Solucifns Puesto que Y2 = 21/3, se tiene:
3

log (2_-' log 2(1/3)

% | = 1/3 log 2 (propledad iii)
la table, se cbtiene log 2 = 0.301030

3
log ¥2 = 1/3 (0.301030)

=« 0.100343




14.

Logaritmos naturiles. (base e)

En ofloulo infinitesimal es conveniente utilizar un sistema
logarftmico cuya base & definiremos de una manera especial, oomno
el 1limite de una aocuenoia {nfinita. Por el momento, el sistema de
logaritmos naturalee pareceré una complicacién innecesaria, pero
enseguida veremos el motivo do la definicién del mimero irracional

eyla juutificaoi6n del empleo de este sistema logaritnico en el
oéloulo infinitesimal.

Definiociént e = lim (1 + 1/n)"

n —» @

El desarrollo de esta expreaidén por la ley dal binomio da,
una serie infinita cuando n tiende & infinito. Investiguemos el
valor numérioo de la expresién, asignando valores a n oada ves _y:é.o

grandess

sinels(1+1/m?ells i)t - (e ) - 2! -2
gine2s(141/m%a(is 1/2)? = (3/2)° = 9/4 = 2.25

sine3 s (14 1/3) = (4/3) = 64/27 = 237"

En general, para cualquier ni

(1+1/n)" = 1™ +n (121-1). (1/n) + n in-) (1“’25 (1/!1)2  ;

2
seet (1/]1)“
(1ey del binomio para enteros 1)«

= 1 A n :
Simplifioandor (1+1/n)" = § + 1+ 1‘—;—— $%5. ¢ 1/(n)
n

91 seguimos sumentando n déndole valores enteros positivos,

encontramos un valor aproximado del mimero 8. Bete valer aproximado

a 3 deoimales est & = 2.718.

El cAloulo de logariimos naturales (o neperianos) es muy

laboriocso por lo gque han sido elaborsdes . blas de logaritmos

naturales por desarrcllos en aéria y aproximaciones numérioas.

Utiliseremos la siguiente notaociént ‘logaﬁ:ltﬁo natural de
x = 1nx,. '

4.6 De_\riva?ién de funciones logaritmiocas. /

Consgideremos priuersmente la siguients funcién logar{t-
mioas £ (x) = log, o

Aplicando el procesc delta para esncontrar la derivada de
la funcién, se tiena: ‘

f(x+Ax)e log, (x+ Ax)
=2 (z) = = log_ x

f(x+Ax) -1 (_x) = log, (x+A'x) - log, x

Por la propiedad (ii) de los logaritmos apliocads en lou;
tido inverseo:s e

"2 (x+Ax) w § (x) .,_1ogai!:.;";¢__x).

« log, (1 + A x/x}

Dividiendo entre ol 4 |

Llx+rbx) - (x) :
+ Axx £ - ('lfo) log, (1 +A x/x)

Multiplicando y dividiendo por x el primer factor del lade

derecho de la ecuncidn y sustitu : ]
uyendo A x/x = oz o el segundo
faotor, resultas : At 5 '

f(x+4x)-1(x)

oo « 1/x (x/A x) log, (1 +.!71‘Jx_1-)




_ABora; aplicando la propiedad (1ii) de los logaritmos .

una funcién de una funcibns g' (x) = 4 (Ea‘(f) ) . ':—:-

telz) e () ot A B i 00
g ‘*ﬁi L2 . 1/x 108‘-(1*;&__3):@.: i

Entcnoest ' Ahora, por la regla que aoabamos de utablaqorl

Mu g (z+bx)=2(x) | 14, (4 xl' im o (1+—TL—5A ! d (g (x) )
Ax -0 Ax - Ax »0 /A): »0 %a A % au e 1/u log, ¢

7 N
Ahora, un teorema de limites dice que el limite del logaritmo Adenés ?{2’ « £' (x), puesto que u = 7 (x)

de una varisble es igual al logaritmo del 1inite de la variable.
; Sustituyendo: g' (x) = 1/u log o ' (x)

De acuerdo oon ests teoremal

: Ahora, devolviendo la sustitueién u = £ (x) o

, 1 e yror boabid =
2+ AD) =2 (2) | g0 (1) - ‘E £ ' . £ (x) /
Axl?o o £ (x) 1/x l0g 2 :;o_‘ !/AI. g' (x) = S - log o

]

= : e L

Si hacemos n = X/A X, entonoces se tiene que lin x/A X = ™., b kA S it s gad Sl i

Eo decir, n tiende a infinito cuando A x tiende .Ax 70 gero. - Sue- :  . siguientes

tituyendo en 1lc dltima jigualidods
, Regla: la derivada del logaritmo en base & de una funoién de X,

n =y 0

( a ol
£ (I) e 1/! 1;08‘ lim (1'!-1/!!) : es igual a la derivada de la funcién sobre 1n funcién misma, pox
ntesis rectangular es el mimero 8y el logaritmo en hase g , del niimero ® ,

Ahors, la expresién entre par

or definicibn. : : :
4 i il Corclario. La derivada del logaritmo nmtural de una funocién es

‘ * £ (x) = 1/x dog, 8| 5 igual e la derivada de la funcifn entre la funoién misma, IEn

simbolos:

Hemos deducido la siguientet 5 8i y=ln 5 (x) —

' dy , £ (=)
Reglat La derivada del logaritmo en bass & de una variable, es ‘ ax ¢ (x)
igual a uno entre la variable por el logaritmo en base § del mime— : P SRR

e

rCc 8. Ejemplos: - Encontrar la derivada de 1ss siguientes funolones:

(aso_general. Corsideremos ahora la funoiﬁn logaritmioca mas generals l. y = log, (2x + 3)

g (x) = log, ¢ (x) Selucidns d St ., B log, @

Sustituyendo u = £ (x) & (x) = log, u : : dy | 2 log, o
2x + 3

Por la regla de cadena, 8 deoir, la regla para la derivada de




