2. £ (z)=1n (% - 5)° .3 '%.(9_4)u2+m?(

Soluciféni o 2 :
g-(;)-3(1-5) 2x - 32 (24 8)2 + 4x (=2 - 4) (=° + 8)
(=% - 5)°

6 = (x* + 8) (3I4+2412+414—16x)
® X
Py f'l (x) 1 —a

~
=5

- (x2 + 8) (‘.':n4 + 24x° - 16 x)
Wm

2 .5 Funciones exponencialss.
3. f(x)-ln(x-}z+2) 4.0 Funciones exponencii’op.

Consideremon la siguiente funolén exponencial y su grdficas
Soluoifns

2x = 3 ' £ (x) =a a>1 6 ola <1
£ (1) - 2
-+ 2

El dominio de esta funcién es el conjunto de todos los
mizeros reales, mientras que el co-dominio es el conjunto de los
mimeros reales no-negativos. Da la figura 4.2 aparecen las for-

mas de las curvas correspondientes a funciones exponenciales para
los diferentes valores posibles del mimero a.

4.7 Derivaocién logaritmica. Es un método de diferenciaocién que
consiste en apliocar logaritmos paturales antes de derivar. BEste
método es muy Wtil en algunos casoR ouando la funcién sstd compues~
ta por productos, fracciones y (8) potencias de funciones compli~
cadas. Pnesto.que los logaritmos transforman productos en sumas, ik
fracciones en resias ¥ potencias en sultiplicaciones, la pre-—

aplicacién de logariimos para deriver, simplifice notablumente

la difeienoiaoién:
Ejemplos Derivar 1a siguliente furocidns

y - (D= a).(E e 8

3
Apliocando logaritmoss 1xy * 1n (13 -4) +21n (7 + 8)

Derivandos

| L ST T
2 ) ‘GI ¢
eolis /37, LI o R
5 3 2 " Perivacién de las funciones exponecnciales. Consideremos primera-
i + \ i
x- 4 " i mente la funcibms £ (x) = &~

’ S
2 Aplicando el métode de derivacién logarftmicas
ay o =
dx 13 - 4 Ia + 8
/ inf (x) - xXlna

Sustituyondo y: (para temer y' en funcién de X)




i

- e = 1ln a

Devivandos

x
wntoncest £' (x) = £ (x) lna=a" 1na.

Yemos deducido la sigulentes

Regles La derivada de una coastante elevada & un sxponente varia-—
ble ¢3 igual a la funcidn nisma multipliocada por el logaritmo natu

ral de la ccuslanta.

x
Ejemplos Bncontrar la derivada de f (z) = 4

Soluciént ' (x) = 4 1n 4

Notat Si la base de le funcién exponencial es el mimero e, entonces

x
gu derivada es la funcibn misma. En sinbolosi i £ (x) = ¢y un=-

x
tonces £' (x) = o

Capo general. Consideremos ahora la funcién mae generals

y = af(x) Sustituyendo, u = £ (x)e

y=a

u
Por la regla de cadena: y'=a 1lnea Gy

£(x) ‘
Sustituyendo u = T (x)s y'=a ina £ (x)

\/
: Reglas
ciér misma por el lcgaritmo nat

La derivada de una funoién exponencial es igual a la funr-
ural de la base por la derivada

del exponente.

f
Corolavios Si y = ° (x) entonces?
. . ef(x) , f'* (x) (porque 1n & = 1)
dx

. mo el
Notat En el caso de una funcién en la que tantc la base co

; idn
exponenie son variables, ae pueds derivar por diferenciac q

logaritmiocas

y = E‘ (x)]g\(’“-

1n y= g (x) 1n £ (x)

Derivandot y'/y = g (x) %{g—}] + En £(x)] .g'lx)
e AR {s (x) %rsl + [lnf (=)} . &' (x)

Buetituyendos y = £ (x) g (x)

; (x) x
y'= o (x) B [r (x)] i ,,E (xﬂ o )Enﬂxﬁ ¢ (x)
Syt =g (z). f (x5_|_ g(x)-1 £ (z) + E’ (xi &(x) 1n- 2(x) g'(x)

o OB e e s e o Pt 478 W ST

Regla: La derivada ds una funoifn de x elevada a otra funcién de I
o8 igual a la suma de las derivadas que se obtiensn oconsiderande pri
mero el exponente constante y despuds como variable,

4,9 Hlastiocidad. En teorfa econmémics se utiliza ocon frecuencia un

indicador del cambic de uma variwble con respecto & oira, el oual es
independiente de las unidades de las variableﬂ; A ente indicador eu
1e llama elastioidad y puede definirse en términos matemdticos., Con~

sideremos la siguiente interpretacicn de la derivada del logaritmo
de una funcidm

Sea y = f (x)s Hntonoee Iny = ln £ (x). Derivando, se

tienes AR £ XL,
¥y £f (z

Puesto que y' es la razén de cambic de y oon respecto a X,

llnma.remon a y'/;r razén_ de_cambio proporcionanl de y oon respscto
& X, '

‘_Ee_{. 8i y es una funcién de x, la elausticidad de y con ree;géct-o.

a x es igual al coniente de las razovcs de cambio proporcionalea
de y ¥ x con respecto & X.

En témi‘noa matemdtinos usaremos la siguientes




Notacidni

_4(in y)

Bx (y) = d(;’jﬁ )

ox

Simplificandos Ex (y) = -*%é;—* = (x/y)y' = (z/y) dy/ax

B (y) ~ (2/y) dy/ax

Bata es una férmula couveniente ra encontrar 1 elasti-
oidud de y oon.respeoto a X. (Urédficamente puede obtenerse Ex(,)
dibujando la curva de ln y como funcién de Inx, es deoir, utili-
sando escalas logarltmicas en lugar de eocalas naturales parsa X
y ¥_ (Puede utilizarse papel doble~logaritmico). L& pendiente
de esta ourva es la elastiocidad puesto que corresponde a la de-
rivade de 1n y con respecto a ln x y éeto en precisamente Ex(y),
por definicidn.

Observacién. El uso de la férmula Ex(y) = (x/y) dy/dx implice
ehcontrar la derivada de y oon respecio a X para lo sual dispo-
nemos de una serie de reglas. De Ja definicién de elastioldad
y las reglas de diferenciacién pueden deducirse reglas para la
evaluacién de elasticidades en funcioves cowbinadas, como por

ejemplot
uB_(w) + v E (v)
(1) =B (u+v)s= u+v

(2) B, (uv) = Ex(u) + Ex(v) i
(3) B (w/v) = B, (u) = B, (v) etece

S8in embargo, la utilizacién de reglas como éstas en general

no es ventajoso y en particular la regla (1) es obviamente coxnve-

nientes

4,10 Mlastioidad do denunda. Oonsideremos 1a ley de dema: Ja para

un oclerto artfculos
Pwtf (x)y P e Precio j x = Cantidad demandada.

Por definicibn de elastiocidad. B (x) = (p/x) dx/dp

Beto es la elasticidad de la cantidad demandada con respecto
al precio y se llama pimplementes glasticidad de demanda. Ooneral=-
nents e representa por la lelra griegn eta (’q) ¥y para funuionﬁu
"normales" de demanda es negaliva, puesto que la ourva "Normal"
de demanda es deorecients hacia la derecha lo cual hace gque dp/di
sea negativa y por lo tan‘o dx/dp es negativa, porque;

dx/dp = 1/(dp/dx)

Tradicionalmente se ha expresado la ley de demanda conside-
rando a P como una funcién explfcita de X, pero ésto no es problama
para el cdloulo de ™| ya que se puede deapejar X para sncontrar .
dx/dP 8 se encuentra dP/dx y se invierte para enoontrar dx/dP. Utra
forma de cesloular M es utilizar la regla de la funcién inversa para
elastiocldades que en seguida demostracemoss

Regla de la funoifn inversa. Bi y « f (x), la elastioidad de x
con respecto & y es igual a uno sobre la elasticidad de y oon
respecto a X. Ey(x) -

e
Dem. Bea y = f (x) Por definioiéns B  (y) = (x/y) ay/ax

Consideremos la inversa de Ex(yja

e a7 b G &

Ahoras dx/dy = 1/%%- Bustituyendos —ir—{gj-—— « (y/x) ax/dy

X

Por definicién de elasticidad, el lado derecho es igual a la

elasticidad de x oon respecto a y.

; 1
i(=) = FGT

b o

g




= s

'

De ncuerdo con esta regla, la elasticidad de dumanda es la Biercicio 10.
inveysa de wultiplicacién de la elasticidad del precio,

Temas Diferenciacién de funciones algebraiocus.

kjemplo. Encontrar la elasticidad de demanda en la siguiente loy
de denanda ocuando la cantidad demandada es 151 | 1« Encontrar la derivada de y con respecto a xi

P = /100 - 5x
1.2 213—312+21—1

x = Oantidad demandada \ (12 4 2)4

P = Trecio, V1 - 2x2

(xP-224+1) (x41)

1.1 :4

Bolucién., Para no despejar x en funcién 41e P, enocontremos la elas-
ticidad del precio para aplicar la regla de la funoifr inversat (2:2 -4) Jiv ex

Blastioidad del pwecios E (P) = (x/P) ar/ax _ .._E_:'_.E__

x + 4

Dorivando 14 fundién de demandas dP/dx = 3
100 =
” lez + 2z - 4

Sustituyendo en la elasticidad del preocios
5 -5 149 2 ) X
E_(P) = (z/¥) ~—— Visx
2 /100 - 5x
: 2 (52

1e10y=x (x° - 3x)3/2
Sustituyendo P = /100 = 5x1

B (P) =

Encontrar la derxivada de ceda uns d¢ las siguientes fun-

=X _ =3x
2 /100 - 5¢ /100 - 5x 200 - 10z

oioness

3 S
04 2(x)= VI + VP2 a3t (s) e (x423)® (2f - 1)
2.2 £ (x) = —=E 2.4:(:)--—(-‘—;'——123—

x2 + 1

s

40 - 2x

B (P) =

Ahnra, ouando la oantidad demandada X = 15 2.5 £ () = 2 4 28 + 1

B(P) = —g=i3g— = ~15/10 = ~¥/2 2.6 £ (a) = (58 + 4)7 2
2.8 ¢ () V(=* -3

Entbnoen, 1a elasticidad de demanda esj 7
207 \I) ¥ -——}h——-—

(= - 42)°

1 1
Bx) = =57y " AT

Eallar la derivada.en el valor indicado’'de Xi.:

u.. EI'(I) - "’2/3 3.1\ ;r-“(xz '- 1 )3 en. Y ‘“2

o —
e e




— 8" ' s
y= V9 +2x enxc=8 'u+1
2:2+1

2
Yoot en x = 1 Existe la derivads en x = 2/37 (u” -

2 - 1 ' .
f(;)-(x-4)(x+2) enxm=0 ‘ 3.5 n-5 =3
4

3,5 £(2) mde? = 3> +25r + 6 enx =2 3'5?f'1 24 VI
3.7 y.——gu-l— . X

Ejerciciv 11.

‘ ’.B - 2 . o 2 ke
Temas Fuacién inversa. Puncibn de una funcién. ‘ * ¥ l# ufu 13 u Vx x+5

T - - iE
1. Bnoontrar la derivada de y oon Tespscto & X $ Un punto se mueve a lo largo de la curvas y = x~ = 4 de

tal manera que x = #t + 4, donde § es el tiempo. Cuando
11 x = yz - 3y3 + 2y - 4 t = 2, encontram : ;

1.2 3= —3 r=2J a) 1la velocidad de oambio de X oon respecto a %. (Pro-
y + -5 yeccién horizontal de velooidad dsel mévil,

i3 & y2 (1 = 2y)3 b) 1la velocidad de cambio de y con respecto & i, (Pro-

yecoidn vertical de la velooidad del mévil).

1e4 x = \/;3—2y+]

Ejercicio 12, ;
1.5 1= (5% = 4y) (2y + 1) : :
: ‘'ema, Derivadas de alto orden. Derivacidn implfoitu.

Fnoontrar la pendienie de oida una de las siguientes ourvas

en el punto indicados . 1« Encontrar las primaré.s 3 derivadas sucesivas deq

" g 2 .
goy -4y 4+ ) P (3, 0) £(x)mx®-B8x+4 6 R(E) & (2s )t

II-(J—1)5 P (0, 1) f(:)-h#- 31'24-61—1. Yol f(x)'- (;2_5)‘*

: \ 2
' - x=1 : 1
z Lt P (3 2) £ 4] & e ERORN o
2.4 xy ~ 1 ) P (1, 1) e £ (x) = (x=1) (x3‘f Bx ~ 3) 1.9 g(x) = (xé”1)6

2.5 = |2y + 1 ) P (3 4) : : ' 1.5 £ (x) = V2x +1 1,10 g(x) = 1‘-5-»

-ads 3 x sis : 3 : :
Encontrar la derivads adt, S gk s 2. Encontrar to'da.n las derivadas sucesivas de las siguientes

- \/ 2 g ! : sned el 1to 1ndicados
31 y-u3-2u+1 } u = 21+T_ \ : . funclicnes en pur

: 3 3 :
2.1 £ (x)=sx" = 3x +2 Para x = 1
3.2 y-u2-2u+3 § 0= 23 (x) 3
b 4




