8. Supongamos que la ley de demanda por un artfoulo en de-
tervirado mercado es dada por la siguiente leys

pa-4f _; p. Precioy 1z e Cantidad demsndada,

x+2 ;

Graficar la ley de demanda y encontrer la elastioidad de 1a
demands cuando la cantidad demaniads es 8,

CAPITULO 5

APLICACIONES DB LA DERIVADA

S+1 Aplicacidn de la Derivada a Grdficas de Funoiones. Conside-
rando 1a funcién y = £ (x), Hemos visto que, de acuerdo con la
definioién de derivada, la derivada de y con respecto a X es la
pendiente de la tangente a la curva de la funoifn en cualquior
punto. :

%_ 1im f(z+A£)-t(::)-n
Ax¥o Ax

A la pendiente m de la tangente u la curva en cualquier
punto, se le llama también penciente de la ocurva y es una medida
indicadora de la direccifn de la cvrva en cualquier punto. Puesto
que la pendiente &s la tengente trigonométrica de la inclinacidn
de la recta tangente a la curva, puede tomar cualquier valor real
entze infinito y menos infinit.. Analicemos las diferentes posi
bilidades para el valor de la pendiente y sus correspoudientes
implicaciones, respecto a la dirxeccidn de la ocurvas

l.) Bi £ (x) = m)0, -entonces la tangente tiene una inclinacién
entre 0° y 90°, es decir, la ourva de la funcién estd ascendiendo

{

de isquierda a derecha.

En este caso, cuando la derivada es positiva, se dice que

_1a funoién es oreciente.

b) 81 £' (x) = m<€o, sntonces 1a tangente tiene una inclinacién




94+

entre 90’ " § 1800, os decir, la curva de lu funcién estd des.endien-

do do izquierda a derecha., En este 0aso, ocuando la derivada es-ne- medida del cambiod la primera derivada oon respeoct 1 |
oto & 1la variable

gativa, se dice yue la funcién es decreciente. indspendiente x. Puesto
=° que la primera dexrivada es 1
& pendiente de

o) 51 £' (x) = m = O, entonces 1a tangente ¢s horizontal, puesto

: la
.fgﬁ’ curva, obtenemos las siguiantes uvonoclusionesy

que 3u inclinacién es de 0°. Los puntos de la curva que satisfacen ‘) 8i la segunda derivada I'! (1) o8 yobitivﬁ quiaf siat
i ad e deolr que

esta condicién (£' (x) = o) se llaman puntos criticos de tangente la pendiente de la curva estd aumentando y por lo tanto 1
: anto
horizontal, Latos puntos son de espeoial importunvia para la deter- es ofncava hacia arriba. ‘ -a Y

minacién de miximos y nfnimos relativos y pare 1a golucién de pre- b) 55 |
81 1a sogunds deriv:da es negutiva (21! (x) <o) quisre deots qus

la pendiente estd dismi
miyendo y por lo tant = .
hacia abajo. o la ﬁurfajth.odnoajg

blemae de optimizacién que sorén estudiados despuds.

"féﬁ a) si & (x) =m = o 6 = 00, entonces la tangente e3 vertioal
puepto que su inclinacién es de 900. Los puntos de 1a ourva que

satisfacen esta condiocibn (£2¢ (x) = o) se 1lausn juptos orftices de

Eﬁﬂﬁgggg“verﬁgggl_ y son también importanies en la deterninacién 4

o) Bi la segunda derivada es cero (21 (x) = o) Quia;e aaoi¥.q;o :
la pendiente permansce fije en el pinto para ocambiar ol iuntido'd;

concavidad. Los puntos que satisfacen esta ocondicién sé 1laman

méximos y minimos. _
tos de inflexidn, (1)

En resumen: Si le derivaca es positiva, la ourva es ore= 1 » :
lustremos con una gréfica la relacidn entre el oruoimiento |

o decrecimiento de una funcifn y el aigno'délla primera derivadai
(figura 5.1). e S ‘

ciente de izquierda a derecha. £i la derivada es negativa, ls
ourva es deoreciente de izquierda a derecha, Si la derivada o8

igual a cero, la curva tiene un puxnte de tangente horizomtals.

§ )

Concavidad, Los conceptos gaométricos de conoavidad hagia arribe

y concavidad hacia abajo son intuitivnmonto triviales de la ob= s
gervacién directa de una ourva, Sin embarge, os gonveniente feor- e '1////

el andlisvis de gentido de concavidad de wna oUIVR.

!

_ i

malizar sus jefiniciones para utilizar el efloule diferencial en : g
]

]

i

[

DPaf. Un arco de curva es cérncavo hacia arriba si estd sobre la

tangente a la curva en cualquier punto del areos Similamente,

i ] ey :
"_+_~_+A‘>------..........-__‘_;_.,***_”_.”
o™ 7 2

Y ‘o si estd bajo la tangente & la B e eI o
el aroco o8 céncavo pania abajo si estd baj ng f1x): Creclanty 4f-—w Detvaciente TS L TRE

curva en cualquier punto del arco. _ i iy

Do la misma manera pod ] . ¢ ;
Por medio del cédlculo diferencial, podemos establecer el podemos ilustrar con una grdfica la relacidn

: antre el santido de concavidad 1 si _ -

conoopto de sentido de concavidad en un purtode la ourve. De Ui y el signo de la segunda derivadat
acuerdo con la definicién de derivada, la megunde derivada 68 uni Wy Ob se_rva.c.'\o'u' ?u Iipriewarihn - KTy =k 4 J ML“
wo sea de :q&ﬂexaéa, cowty eu 5| ?vn¥ﬁ v (e, 0) & 0o

{:vnc.]'n'q {:Lx\ = ')Cq'




it \.ovu;u.vz\. hWactan avrvribsa,

Freo. 5.2

5.2 Tangentes Yy Normales. La ecuavidén de la reola tangente i la

ourva de uns funcién y = £ (x) en un punto cualquiera P (10, ¥, )

de su dominio, puede ser determinada a partir de la primera deri-

vada,

£ (x) = %% - My, (pendiente de la tangente a la ocurva .
(x) en cualquier punto)s.

in el punto 2 (x, ¥, )y my = £ (x, | Conooiendo la pen-

diente y un punto por donde pasa la recta tangents, se ancuentra

su ecuacibnt y - ¥, * £ (” ) (x = X, )

Excepcibént 81 my = £ (xo) = 00, entonces la ecuacidén de

la tangonte esi I = xol

Similarmente, rodemos enocontrar la ecuacién de la recta

normal que se define de la giguierte menerat

Def. La recta mormal a ls ocurva de f {x) en el punto
P (:o, yo) es la perpendicular & 1s tangente qus paea poT el purto

en cuestidn.

Puesto que la pendiente de la tangente es my = £ (x)
tonces la pendiente de la normal serhs ’

-]
& (Ih)

By

¥ntonces, la ecuacién de la recta normal gque pasa por el
punto P (15, yo) y cuya pendiente es my = -—
r (35)

(x - x)

sevds

1

3 =Y
. e (xb)

Las recta. tangente y normal son auxiliares én el an&lisi-
de la grfifioa de una funcién.

Ejemplos Encontrar las ecuacioners de la tangente y le normal a
la gréfica de la siguiente funcién en el punto P (1, 3)

¥y= 21 -3x +4
o d
Solucifns T = 4% - 3 Dy = 4% - 3
1 el punto P (1, 3) Mp=4e=3=l

Intoncent la ecuaoifn de le tangente est1 y = 3 = 1 (x - 1)

Y¥=X=l2m=u0

Abora, mHn..-—-m; u_l/l-_l

Entonces, la ecuacién de la normal ess y = 3 = =1 (x - 1)
F-3=mx+1
y4+x=4=0

5.3 Khximos y minimos relativos de una funoién, Definamos primera~

mente lo qae es un mAximo o un minimo relativo:

Dof, lfzimo rolativo., Un punto P (x » I, ), e8 un mEximo relativo

de £ (x), sl £ (x )> £ (z ) donde x; son valores de X en una ve-
oindad de x , es deoir, valores inmedlatamente a la izquierda y a la




1. Encontrar los yuato: i ;
encorsrar log gmatos orfticos do 1. ; '
ek e I riticos do la funcidn £ (x), Para dsuto,
ge oncuonira la primeva dorivada €0 (x) ¥ se resuslven lan acua
- RASLE S Lo

'
CLONang

Def. MInimo relativo. Un punio Q (x1, ¥4) es un nfnimc relativo

de £ (x) si f (x £ (x,) donde x, con valores de x inmediata~
) (x))<£ (xg 24 x SR

o (langente horizontal)
b) ' (x) » + oo (tangente vertical)

mente a la izquierda y a la derecha de Xy

Da acuerdo con estas definiciones, se deduce que una condi- 2. Be investiga el valor de 1a privera deriveda para cada punte
cién necesaria para que vn punto de la ourva de una funcién sea un critico de coordenadas f vilas, dando a x valores a la izquierda
méximo o un mfnimo relativo, es que la tangente en el punto sea ¥y a la derecha del punto crftico en cuestién

horizontal, es deoirr, que la primera derivada sea igual a cero.
8) 81 £ (x) es positiva a la isquierda ¥y negativa a la derecha

del punto erftive en cuestldn, entonces dste 3¢ un mdximo
velativo de f (x),.

Es conveniente obse var que esta condiocidén no es suficiente, es

decir, ei la derivada es cero en un punto, mo se puede asegurar que
el punto sea un mAximo o un minimo relativo, ya que puede tratarse
de 10 que se llama un punto eatacionuiio como e). que se lndica en i b) gi £ (x) v fepebive & 1s oiosds § SoRAHIE S 16 Aiaidl

la Tigure 5.3. o del punto orftico, entonces éste es iun mfnimo relativo de £ (x).

// ! c) 8i £! (x) no canbia signo, el punto erftico no es mdximo ni
‘/// minimo relativo Jde £ (x).

p«:u“\.o gg’fac.t'o navio,

La figura 5.4 ilueira el método do primcra derivada. Los
P : puntos Py, Q@ y R, eon los puntos critiocos de tangente horizontal..
o 3

St ,\c\x\ o,
Maxiime velativ, /\ No hay puntos orfticos de tangente vertical.

P es un ndximo relativo

Q@ es un minimo relativo

R es un punto estacionario que no ee mdximo ni minime,

1
JM {wiwmo \-e\nl'uvo.

Tim: B3
De loe conceptos y definiciones establecidas se deducen in- i e e ok,

mediatamonte los procesos para la obtencién de méximos y minimos re- 3

lativos de funciones de una variable utilizando la primera y segunda

derivadas,

I. Método de primera derivada. En este primer método, se utiliza

P

la primera derivada y consizte an lo siguientes

2

s
'
|
|
1
|
{
!
!
!
[
'
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