CAPITULO 6

FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

6,1 Introduccibn. 31 una variable w estd relacionada con otras

variables X, ¥y Zy eesy de manera que para cada conjunio de valo=-

Tes X 5 T,9 By o0) asignados a las variables X, ¥y %y e« de
o] (

sue respectivos dominios de definicidén, corresponde uno. o néds

valores a la variable M, entonces se dice que § es una funoiln de

Xy ¥ By eee
Observaciones,

a) Siw=2(x ¥ %), entonces decimos que ¥ e8 una funcién

explicita de X, ¥y %y oo

) 8if (wy x, ¥y % ..) = 0, entonces decimos que X o8 una fun-
cién implfcita de X, J, Zy ee°
Ejemploss &) w = 312 - 2xy + 4z, M es ura funcién -;plicita de
Xy ¥y %o

b) 3w2 - 2xzW + y2 z> = 15, ¥ es una funoién implicita
de Xy Yy B

Los cbnoaptc-s y definiciones establecidos para fur.ciones Ce
una variable, as{ como aus propiedades, teoremas, reglas de dife-
, sorfn extendidas en forma similar para funciones
Para tratar do simplificar y observar el

renciaciém, etces
de va.riia variables.
significado geométrico do los concaptos dedicaremos especial

atencifén a las funciones de 2 variables, pues para funciones de mis

de dos variables 1la interpretacién g

'
L

~

: A

Def. Bea w = f (x, y). E) limite de ¥ cuando x tiende ; x yi

- (2

tiends a 32 es igual a A sl w puede avernarse tods lo que se

quiera # A, acerceundo suficiente y simultdneamente zTax y l."
» o

To * y s

Bn lenguanje matemdtioas

lim £ (x. y) = A 81 para todo £> o,
Xb X !
Q
I+ J,
 Existen § y \ tales ques

| F (x; ) = A'( € para todo x, y, tales ques

lx = x,|< 8
v = ¥ <Y

Continuidad. Sea w « £ (x, y). ¥ es contfima en P (z9 ¥,) 81 oo
s : 0

cumplen las condiciones siguientest
1) £ (Iof ¥,) estd definida,
2) 1liu #(x, y) existe,
X - K -

y se. y()

3) v » 3) = £ (xg 7p)
3 ‘

Ty,

O‘beérves'e‘,.que esta déﬁnioién de contifmidsd,‘ como en el




canu de furciones de una variable cdrresponde al significado in=
tuitivo ¢ natural de continuidad. La grdfica de umna funcidén de
2 variablus es, en geperal, una puperficie en el espacio tri-di
mensional como se ha. estudiado en la geometria anal) ftica del
espacio.

-.

6,2 lerivadas parcialess Para el anflisic de funciones de varias

variavles es de util jdad investigar el comportamiento de 1a funcifr
en la direcoidn de una de las variables, es decir, permitiendo &
una de las variables tomar diferentes valores ¥ mnteniendo a las
demds constantes. Bste artificio matemdtico, que puede efeoctuarse
en sucesién con las diferentes variables de la funcién motiva la

definicifn de las derivadas parciales.

Dof, Sea w u £ (xy ¥y Zyees)s La derivada parcial de M 0on Tee-
pecto & X e8 1a derivada de W oon respecto a X considerando las
demds variables como conetantes. (Ento equivale & considerar a W

como una funcién de X dnicamente).

lsaremos la letra griega 4 para indicar derivada parocial

y distipguirla de la derivada ordinariai

_é_i T f (1 +AI_| Y4 thqo) - f_(E.l_ll..!J-‘_ﬂ)—
b x Ax-»0 Ax

Escogimos la variable X para 1la definicién, Pa.ra. las

demds variables la derivada parcial es geme jante.

Consideremos el caso partiocdlar de una funcifa de 2 variables

para observar ol significado geomdtrico de las derlvadas parcialest
Gea w = £ (x, ¥)

De acuerdo con 1a definicidn:
b Y. . 1im s (x sl xy y) =2 (xa )

b x Ax=-0 Ax

AP = ¢ I
é__u“lim f (z'y-l' :_Y) __L_J—l)—-
65 Ay o Ay

"

Puesto |
que H es la derivads de y con respecto a I man-

toniondo a ) const

ante, podemos aprovecha:

r las

oidn ordinaria que tenemos para encomirar 5 PR

x

Oeométricamente, ol mantener = l omtauio correspond:
ponde a

. definioién, dx

Tz °° la pendients de 1a curva de imtursecoisén de la

‘ superficie w = £ (x, y) y el planc y » comstante. De 1w misma
¢ MR M~

nara, X 40 la yendients e CUTVR
ra 'g— ] o
2  1s de interseccidn ds la su~

parfipio con el planc x = cunstante,

P ' : V 2 |
or ejemplo, oconsideremos ls siguiente superficiet w = \/4x"=y

Tragast (Intersecciones. con los plancs coordenados)

; ‘ :
81 w = 0 obtenemos Ia curva de intersecoién de la sﬁpo'z\-

.f:lo:lq ocon el plano x - . Hm este caso es 8l efroulo: e 2

Jue tiens centro em e (ey o) ¥ radio r = 2 P

Bimi.
. imilarmente mam =0y y= 0 encontramos que las trasas

. 3 .
n los plano y - w y % - w son ofroulos con centro en el origen
Yy redio r = 2, oome imdioca Ia figura 6.1,

?t‘.wg 2= Cowal A“\*l.‘l

/




Proontremos la derivada parcial de ¥ con respecto a X

-

we V4a-2x=%

O w -2X .

: ‘/ B
2 4-12-12 4 -x =3

orresponde a la
o

1a derivada parcial de ¥ oon respecto & X © .
~ tangente del &ngulo o , es deoir, a la pendiente i¢ la tangente
a la curva de interseccién de la superficie ocon el plano ¥y =

conatante.
Fuesto que g—!- es una funcién de x ¥ I podemos encontror
x

a cualquier nivel del dominio de definivién de y y pard

AW dominlo de definicifén de X.

oualquier valor del corruvspondiente

Por ejemplo, €1 ¥ = 11

)

-
Ao

é
Ahora, Dare cua.].quiar valor de X del dominio de dafinioi n
’ =

de esta funoilén de X por ajemplo, pard =11

I g1 ¥ 5
b x vz
' ’ as X  corresponde a la pendientu de la supei-
fote valor de 5=y : o,
£ on ol punto P. (14 1y V

fioie en la direcoidén de
8% ool punto P (1, 1y V2 )e

De la misma ManNeXay podemos sncontrar oy

2 2 dw =¥
= -l =y
w= Va4 by ,r___z___z-“-x-y‘

para x w137 =1

by =] (pendiente de la superficie en

o —

LI

1s direccidn y en el punto P (1, 1s : V 2 Yo

Estos conceptos geométiicos se extienden abatractamente a
funoiones de mds de dos variables cuyas grdficas son conceptos
lbntraptoa llamadoe hiper-cupsrfioies en espacios abstractos
ene-dimensionales. Aaf, por ejemplo, w = £ (% 30 8) sse)s I
derivaca parcial de ¥ ocon respecto a g -g—‘-:;- es la pendiente de
la hiper-superficies w = £ (x, ik i)

on la direccién posi-
tiva del eje =,

\

6:3 Crecimionto o decrecimlento de una funoidr de varias variubles,

El valor de la derivada parnial de uns funciédn de varias Vi~
riables w = £ (x, ¥, 8, «¢.) oon respecto A una de ellas, propor-
ciona un indicador del comportamiento de la funcidn en la direo-
nién de ia variable indenendiente considerada. Lo signiente es una ’

consecuencia inmediatu de la interpretacién geométrica de las de-
rivadas parciales: '
) 84 6 W

a Tx 0 entonces ¥ = f (xy ¥y Byess) estd oreciendc en la
direccifn pousitiva del eje Xe

b) Si -Q—-a; = 0y entonces w estd en un punto orftico de tangente
horisontal en la direcci6n x (Posiblemente un méximo o mfnimo
relativo de la funoién), by /

81 %—% < 9y entonces w estd decrecieudo sn la direcoifn posi-

tiva del sje x.
Por ejemplo; consideremos la funoidéng
W= 2ay - Jo

4% s e

) 6; > o ocuando 2y>0, 6 sea y>o. Entonces, cuando y es

poaitivﬁ, la funcidn aumenta al aumentar __xi. (Crecients).

b) g—g- <o wvuando 2y < 0y 6§ sea y &£ o« Entonces, ocuando y es

negativa, la funcién disminuye ouando aumenta X. (Decreciente).




De la misma manera podemos considerart

%{; = 2x (los resultados son geme jantes ).

P~ ~ dltimos %——;L = «3 < 0o Bata derivada parcial es constante
y negativa, lo cual gignifica que la funoién y disminuye al aurentar

g indeperdientemente de X I Yo \Decreciente en la direccién %)

En este ejemplo sencillo hemos obtenido resultados que podfan
haberse deducido 1¢: icamante de 12 funcién original sin necesidad de
1ag derivadas parcialies. Sin embargoe, el uso de las derivadas par-
ciales para énte tipo de anflisis, proporciona un proceso gistemdtioo
que puede aplicarse 2 funcinnes de cualquier mimero de var}ablsa,
por complicadns que sean, con la condicién de que sua derivadas par-

ciales existan,

6,4 Derivadas parciales de alto oxden

De la misma manera quz hemos Aefinido las derivadas oxdina-
rias de alto oxden, podemos definir las derivadas parciales de alto
orden efectuando el proceso de derivacién parcial gsucesivamente., La
dnica diferercia sn el ©aso de derivadas parciales es quo podemos
cambiar la variabie independiente durante la derivacién sucesiva
per lo que regultan tantas derivadas parci. les de un orden detesr-
minado como permutsaciones, permitiendo repetioiones, pueden hacerse

gcon las variables inCependienies.

Por ejemplo, consideremos la funcién gene;al de n variables

? jvadas parciales soni
we f (11, Xy ses xn). lLas segundas der P

& voix: 8 S w )
: o %, & x,

5ok ke

b x (;6 x,

2

“
b ( S ’)
x 6 s

6xj bxh

.El nlmero total de segundas derivadac parcisles es igual a

2
n .(no. de permutaciones permitiendo repeticiones de n variables
tomadas de dos en dos),

La derivacién parcial puede efectuarse cualquier nimervo de

veces que permita la funcidn. En general, el niimero de derivadas

parciales de orden m puede llegar a un méximo ds " 6 sea el

nlimero de 8rdenes, permitiendo repeticicnes, en que pueden wer
arregladas las n variables tomadas de m en &,

El siguiente teorema serd ostablecido sin demostracidn:

Teorema. Sea ¥ una funoién elemental (algebraica, trigonométrica,

logaritmioca & exponencinl), Si w y sus derivadas parciales son

contfnuas en sus dominios de definicién, entonces sl orden de di-

ferenciaoifr parcial no afecta el resultado.

De acuerdo con Sste teorema podemos encoutrar las derivadas
de alto orden de diferentes maneras., FPor ejemplos

62 X -‘ 62 L4 g 63 W 63 W

611 6:2 6:2 6x1 61? 6x2 : 612 6x§




stobtera., Ademés permite encontrar vna derivada zaroial de alto
orden siguiendo el orden que mejor convenga tomando en ocuventu lo
complicado de la funoién con respecit a las difersntes variables

independientes .,

Oonsideremos los siguientes ejemplos?

Bjemplo 1, Bea w =¥ (x, 70 8) = £ - dxys + 3232 v 220

[}
BEnocortrars a). I xxy = $ --L'( ')
dx ox by

Derivando primecaumente don respecto a X ¥

b w uar
-W w =) Xo + 2X )

Abhora, derivando ocon respecto a X

5 (w)_ ey

ox by
Derivando nuovemente oon respecto & X !

b b -(fww) - Ay
bx ox by

‘.. r - 4y
. . S

%) Derivendo ocon respeoto & & ¢

S . _axy + 4xs
On
Volviendo a derivar con respecto & B1i

62\:
i ——— -4:
62
]

ZLjeuplo 2
2x
Id o
Encontrar £ » 8 3
NES by

Solucidn:

a.) Derivando primeramente con respecto a X

2 2
g:" ] x +3y_2(x-1)-@1)2x

2° %zd
213».3 = 28

Ahora, dsrivando con respecto a y ¢
I
by ( o X

Es decir, fyx =3 *

e
—r—

b) r;rx « £y 98 deoir, podemos alterar el orden de ia de-

rivacién parcial., En estsz ocaro es obviamente conveniente derivar

primeramente con recpecto a y ¥ después derivar con respecto a Xt

d w
PFT scticiie

6,5 Interpretacién geométrioa de las sogunias 3srivedas parciales.

Consideremos lu funcifn siguisnte: w = £ (x, y)o Su gra-
fio# es una superficie en el espavio tyidimensional. La derivuda
parcial de w aoh respecto a X mide la rapidegz de camvio de la super-
ficde en 1a direccién x, Por otoa parte, —%—; es igual a la

pendiente ds la tangents a la superficie en la direcoién x. ¥a-

tonces 1ls segunda derivada parcial de W oon respecto a X wide la




