rapidez d¢ cambio de la pendiente en la direceién x.

Entonces, ese tienen loc siguientes resuliudos seme jantes a
jos obitenidos para la segunda gerivada ordinaria en funciones de
una variable:

& u

5 >0, la superficie ea cbéncava hacia arriba en
bx

la direocién x porque la pandienve de la tangenta en la direccidn

a) Oi

x enté aumentando.

2
») SBi b ; .<0, la ouperficie es céncava hacia abajo en
&x -
la direcoidn

en la direcoién Xx.

x porque la pendiente esté disminuyendo

Par- la direzoién y, se obtienen resultados seme jantes 8i-

guiendo el mismo ragonamiento.

84 w es una funcida dc ras de 2 varialles, entonces ectos
oonceptos geométricos &6 extienden, en forma abstracta, & espa-
cios enedimensionales dénde n »3.- El crecimiento & deorecimiento
y el sentido de concavidad de la hiper-superficie en determinada
@irecoibn puede euncontrarse de la misma manera que para el caao de

una funoién de 2 variablesn.

Volviendo & la tuncién de 2 variables w = £ (x, ¥), 1a
segunda derivada par01al“crusada con respe-to a X y oon respecto

e y mide la rapides de cambio en la direcoién y, de la pendiente

2 62
en la direccién x. Abora, puesto que 8" w 2 W
by ox bx by

entorces también mide la rapides de cambio en 1a direcoifn Xx de
la pendiente'en la direcoién y de ls superfiocie en ouestidn.

6.6 Diferehoialaa. Entre las notaciones que hemoe utilizado pava

la derivada de una funcibén de una variable, tenemos la siguientes

§1 y =2 (x)

ad
Ax -0

La expresién iy
3 g ©° un simbolo para denotar la primera deri

vada Ge y con
X respecto a x. lhora definiremos lo jue se llama los

diferenciesles d ¥
& X y y de manera que el cociente del diferencial de

eutre el
X diferencial de X sea la derivada de y con respecto a X

Def, 1, Diferencial de x,

e o i El diferencial de la varieble indepen-
X e8 igual el inoremento de la variable,

Notacidén: Diferencizl de x -.dz = Ax

Def, 2, Diferonciul de y.

oo El diferencial de la varisble depend:iente
gual a su derivada con respecto a x por el diferencial de x

En simbolos:
Diferencial de y = dy = £’ (x) dx

Interpretacién geométrica, Consideremos la funcién y = £f (x). 8i
cplioamos un incremento_Ax a la variable independiente x, obt;nemon
En oorraspondiente_incremento en lg variable dependient;—Ay. Si
partimos del punto 2 (x, y), después del inoremento estaremos en el

puntos Q (x + Ax, y + Ay), como se indiou en la figura 6.2.

d




Por definicidn de los diferenciales:

dx = Ax

dy = £' (x) dx = £ (x) Ax = pendiente de la tangente

en p por el inoremento de X.

De la figura 6.2 se deduce que iy ¢ Ay, excepto cuando la
gréfica de y = £ (x) es una recta., Sin embargo el diferencial de
y se considera una buena soroximacién del incremento de ¥, cuando
el inoremento de X 6s pegqueio comparado con el valor de la variable

independiente X.

Aplicaciones. De souerdc con la definicidén, los diferenciales pueden

ser manajados nomo cartidades algebraicas y la derivada de y oon
respecto a X us iguul al cocieinte de los A‘ferenciales de y ¥ X.
Ahora utiligaremos los difercacialas para el oéloule de derivadaty
nds adelente serdn utilizados eu el Céloulo Integral.

1. Supongamos que X ¥ j Son funciones de un parémetro t. Es decirt
y=2 (1) 3 x=g ()

Para enoon‘rar la derivada de y con respecto & X, pedemos
encontrar primeramente los diferencialest
dy = £* (%) dt
ax = g' (t) a4t

ihora, la derivada de y oon respecto a X es el cociente de

estos diferencialest

_:_u_f'tdt

dx g! % at

A £! %t}___
d g' ¥
I ———

e et d—

Jemplo 4o a x 818
Biemplo, Eacontirar la derivada de Y oon respec x
yotd 2644

S0 ineibns Derivando y y x con respeotc a t 3

Entonces: q 4 >
—‘!-..I:.g}_ ,}t—E
g5 8%y o 1t

2,

La regla de cadena pars derivar una funcién, puede ser demos-
trade por medic de diferenciales.

. Supongamoa quos =
£0% q y=1f(x)3
Por definiocién de loes diferenciales; se tienet

dy = £' (x) dx ; dx = g' (t) at

Sustituyendo dx = g' (t) dt en la expresién para el Aifo-
rencial de y :

dy = £' (x) g' (¢) at

Ahora, puestc que it es la variable independiente, dt = A%,
Dividiendo ambos lados por dt, se tienes

"%% » £ (x) . g* (%)

L]

dx
dt

Ejemplo. Encontrar-%% sit

Y- Vx3 -2x +1

Solucibns Derivando ambas funcionest

4y _ __3;2 - 2
ax

2 13 -2x + 1

dx 2o 4-(3+1)(24)
e (42 = 4)




Entoncest

dy _ ay® w2 42 .2t - 4

at : ' ’ 2 )
e V13 - 2x + 1 (+° - 4)

(3x° < 2) (4% 2% « 4)

& e w

2 (12 - 4)% VX -2x+1

6.7 Diferencisles de funoiones de varias varisbles. Hemos defiw

nido antes los difarenciales para una funeién de una variable

y=2 (x) de la sigulenie maneraid

dx = Bx § dy = 17 (x) dx = %E o 4z

Al establecer estas definiciones lemostramos gréficemente
remento de y, cuando Ax
obtuvines de los dife-

ontrar la derivada de

que dy es una buena aproximaoion del ino
o8 pequefio. Otra utilidad importante que
renolales fuh la solunién al problems de enc

uns funcidn y de una variable X que & 8U ver @
imee la siguientet

g funcidn de otra

variable . Bspeoificamente estahleo

84 y=f (x) §yx=8 (), entonoes?

) d v d
GLuge (x) o g () =G5 T4

importente para nuestros propésis

Bete resultado es al mén
varias variables,

toe, por lo que perk extendide a funolones de

Bupengamos primaramente que @ e8 Una funoidn de dos var#a-

blest
pwf (X 3)

Definamos shors dx = Ax y 4 ¥ = Ay

Al derivay paroialmente con respecto a Xy

independiente J pormanaod oons tan
una funoidn de une sola variable X.
diferenciales parcinles de 3 con refpecto 8

ta, es deoir)
Entonoes, definiremos los

1a otra variable
g 86 considera oomo

Xy ) de la misma manera

que el diferencial de una funcién de una cariable pero con dorivadas

parciales:

o 2
dlﬁlﬁdxnfxdx.

dzmazd-fd

Y la diferencial total de g se define de la siguiente manerat
S ¢ (4
P ; z
& higes 4x + ] dy

Obsérvese que el diferencial parcial de g ocon respecto a X
e une buena aproximacién del inoremento paroial de g en la 1ir;;;
oifn x ouando AX em pequefio. El diferencial parcial de 2 con res-
peoto a Jy es también uns buena aproximacidn del incremento parcial
de g en Ja diveccién y cuando Ay es pequefio. Entonces, sl difersn.
0ial total de g, que ba sido definide como la suma de los diferen-
olaleo parciales Ge & oon respacto & X ¥ ¥, 8 una buena aproxima-
0ién del inoremento total de g cuando Az y Ay son pequeiios,
Geombtricamente, el difevencial total de 3 es igual al incremento
del plano tangente a la superfioie s = f (x, y)y en el punto en
ouestién, debido a los inorementos Ax = dzt ¥ Ay = dy, Inmediata-
mente se deduce, que éste incremento del plano tangente (d z) ne
aproxims al inoremnto total de g (As) cuando Ax y Ay son tomados

oada vez més peguefios.

En general, si u = £ (X, ¥y 8y «ooy %), entonces el concepto

de diferencial total de u se define de la siguiente mansras

o u 5 u b u & u
G dx+3—-§ - g dg + ceeet T4 dw

Bjemplos BErocntrar el diferencial de w el s u = 13 Y - 3;2 + 2y

Soluocién: Por dufinioién del diferencial de una furociln de variae

wariables, se tienet




dx + %—% dy

Ahorat 61‘; F ;%—-—3—-13+2
Sustituyendo!

fue (3 y - 6x) dx+ (2 +2) &y

e _.____._-—-—-———"'—-"

6,8 Derivades tolales. Consiieremos una funcibn de 2 wvariables

que a su vez son funciones 4e una variable independientet

g=f (x5 3 x=g(t) j v= b (%)

Para encontrar la decivada de z ocon respecto & 4, polemos
sustituir x =g (¢) y ¥ =2 (t) en la expresién z = £ (x, ¥)
obteniendo de esta maneta a B somo una funoibn explioita de %.
Sin embargo podemos enconirar 1la derivada de g ool respecto &

% =in nenesidad de hacer 1a sustituciba mencionada que puede dar
por resultado vna expresién muy complicadu. Fara ésto, utiliza-

remos ls fSrmula que vamos & deducir en seguidat

S84 g =f (x, y), entonoces dz = %—% ix + %—i'dy

Ahora, puesto que X = § (¢)) y y=n (), entoncess:’

ix -4x

Bustituyendo estas expresiones en d s

bg 4X bsg oy
dl-Exdt-dt"éydt

Ahors, puesin que es la varisble independiente, dt = At

t
y podemos dividir enire di!

BT
d ek ¢

Encontyar la derivada de 2 oon respento a 1 sit

2t

Ejenplos
z = ln (I, + y) § €= ot {1y 5

Suluciéu:

S &
m e I 3

by o
-6_?- x.+y

Aho dx _
=3 ®

Ah ﬁznbz
orasw—-—dt -,

d x 6 g
it 'G5y

Sustituyendo: 4z e slresd
d % T

(oneralizacidn de la derivada total.

- Supongamos que u es uns fun-
oién de més de dou variables que a la vez, son funciones de otre

variable t. Entonces lg. derivada de u con respecto a t se deduce

de la misma manera que en el caso anterior y el resultado ess
Bi u=f (I, Yy By ocey H)

x=g (t) 3 y b ($) B os iBaboy ¥ & § (9)

En du_ou i g
tonces!dt ‘6_"';‘ + 'H—-{--'- ssesruve T

En el caso més general, se *iene una funcidén de varias va-
riables que a la vez son funciones también de varias variavles,

BEs deoir, se tienen:

um=g (X Jy By eoey W)
x=g (ry £y 000y t); y= b (ry 8y ooy ti)

scssisae W% (T’la, seey t)o

En este oaso, la derivuda tksX de u con respecto a 1 st
_quqiqi s

o u 6x  bdu oy dan b w

B oo O o 5
% éx t+ Cé_t+cn-l--c+'3-".'6—"'t'

s e




Volvierdo a la funcién de 2 variablest
gef(x,y) x~g(t) 1y=b(t)

Observamos que g on rsalidad es una funoién de i tfinicamente
per .lf- que fue posivle encontrar 1ls derivada total de g oon respeocto
s %, Ahora, puesto que X 8 una funoién de i, podemos suponer ﬁvo
4 es una funoibn de X (1a funoiéu inversa de x = g () y por lo tanto se
obtiena y oomo una funcién de X al sustituir & en y = b (¥). FEntonces
resulta que g pucde ser considerada como una funcién de x Gnicamente,
Un ruszonamiento ‘meme jante nos inddoca que tambidn podemos considerar &

b Oomo una funoién de y finicamente. FPara encontrar la derivada total

de g oon respecto & X tenemos

smf(x,y) yp3=x 3 y=0(0)

Do la misma manera, al oomsiderar X ocomo funcién de y ¥y Por

lo tanto g oomo funcién de y {inicamentes

g b3 4 ]

el 55 ?

Rjemplot Encoatrar ; Bit

g =X +Iﬂy

x-3t2_1‘ya2t

Boluciéns
%——y—-xo
ay_Aix [ax_ 2
Abhora? ﬁ'dt / dt 6t .

. y
d. 2 -, ki 1 ix-—e-—
.a-—-; - (d.l: r @ ) + 6%

i —————
————

Sustituyendot

6.9 Derivacién parcial implicita.

2

deri
var parcialumente una funcién implioita de varias variabler con

respect
Pecto a wna de ellas. La razén de ésto es que la definicién de

ila de =
: rivadu paroial permite consideraria como una darivada ordina-
ria con
i respento a una de las variabler independientes mantenierdo
a8 demds variables como constantes durante el proceso de dife-

C ;-ouoinoiﬁn.

- Ejemploss

1. En b w 5 w :
contrar T— ¥ Ty . la siguiente ecuwaciéni

WXy + Jux = 15
En este ejemplo #s flcil despejar ¥ antes de derivar:
w (1,43z) = i5 + xy

S S B < 4
i1+ 3x

r. (1+38) y-(25+y) 3
 + 3x)°

]
)

- Xt IXY ~ 45 - Xy
(1+3x)2

i S »
(1 + 31)2
x
) ¥ 143
2. Lo mismo gque en ‘el ejemplo anterior paras
vz - 2.x2y + Jux = 4

' En este ocaso no er fhcil despejar 4 por lo que apiicamos el




