piguientes funoiones son homogéneae de grado

Se ﬂomprobur que las
condicién establecida en el problenma 4.

cero y que satlsfacen la
2

2
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APLICACIONES DE LA DERIVADA PARCIAL,

T.l M&ximos y minimon de funciones de dos variables. Consideremos

la funcifn general de dos variables ouya gréfica es una superfiocie
en el espacios gz« f (x, y). Definiremos los néximos ¥y minimos
relativos de la siguiente maneras

Defs Un punto P (;b, Vo0 lo) es un méximo relativo de la super-

ficle s = £ (x, y), #i 5, 2 f (x, y) para todo punto, en una ve-
oindad alrededor del punto P. De la misma manera, P (x, vy, &)

es un minimo relativo sl so.s,f (xy y) para todo punto en una ve-
0iniad del punto P,

De mcuerdo con esta definicién, para que un punto P (x ,
¥y 'o) sea un miximo relativo es necesario que sea un méximo
relativo en todas direcoiones. En partiocular debe ser un méximo

relativo en las direcoiones X y ¥, o8 decir debe satisfacer las
sigulentess

Condiciones necesarias.
a) para que sea méximo relativo en la direcoién x i

2
b g 6" »
ﬁ-o’6:2 <O

b) para que sea méximo relativo en la direccién y @

65 6" g
Ty 5 32




Consideremos las condiociones necesarias on términos de di-
ferencialest

El diferencial de g mide el inoremento total del plano tan-
gente, (determinado por las tangentes en las direcciones X ¥y 1),
’ correspondiente a los inorementos arbitrarios_Ax y Ay. Ahora, 8i

P (x)y ¥ no) o8 un méximo relativo, el plano tangente debe ser

horizontal, ee decir, paralelo al plano X - ¥ ¥ por lo tanto el .
inoremento total debe ser cero cuando apliocamos inorementos arbi-

trarios Ax y Ay en las direcciones xy X

Entoncest

6!
d;-%—iu-r-é—:‘; dy = 0

Abora, puesto que 4x ¥ dy son iguales & los inorementos AX ¥

A y, entonces pueden tomar gualquier valor y poT lg tanto para que
2

&
dx sea igual a cero @8 necesario quet F—; “=0y Ty " 0.
Ogndioionés suficientes, Hemos establecido oomo condioiones neoce-

sarias para que P (X)) ¥ g,) sea un méximo relativo, que las pri

meras derivadas parciales de g oonl respecto a X ¥ Y sean Cero.
Adems de estas condiociones, la superfioie @ = £ (x, ¥y) debe ser

odnoava haoia abajo para que el Punto P (zo, Yo 56), sea un

méximo relativo. EL segundo diferencial de ._z_ mide el incremento
del inoremento del plano tangente. Entonoces, la superficie seré
oénoava haoia. abajo si el segundo diferencial de g es negativo.
Ahora, el diferencial de g es una funoién de X y ys es deoirs

ds = g (xy y). BEntonces, aplicando la definicién del diferenoial
de una funcién de dos yariables y denotando el segundo diferencial

de g por d.gm, se tienet

o-a(S2axtilar)

b =

..52;(%—4:-&1+dy) qx+-5-§-(3-—xax*%—§-dﬂdr

2 :
b 2 2
= —-ﬁé B (ax)2 + 2 8 B4y gy + £ 8 (42

x 6163 8 yz

2
Ahora, d”z debe ser negativo para que P (x;o, Y., %) sea
o' %o
un mximo relativo. Bs decir:
2
6% g 2 52 e
(ax)€ + 2 2 S % 2

s ) S—B—Iydxdy+b’2(dﬂ<0

Hagamos lq.s‘ slgulentes sustituciones para facilitar la
oonolusiéni

6I2 Exsy’ 0-6’2 ’dx-r| dy-‘

Entoncest
2 2
Ar®"+2Brs +¢ s <0

A(r2+2% rs)+c.2<o

Qomplotando el trinomio cuadrado perfecto en la expresién
entre paréntesis:

2 2
2 B B 2
A(I‘ 'FE:I‘S-I-I-Z- 5)4.0'2_%_ .2<o

2
B 2 -
A(r+1— ;) +__§-__91__§___ .?<°

Alz+20)2w o - 3% %)2]< 0

Ahora, la expresién entre paréntesis rectangular es positiva

oum&o: AC -~ Ba > 0. En este caso, el otro factor A debe ser ne-
gativo, es decir A<O. :

Devolviendo la sustituoién, las condiciones suficientes para
P sea un méximo relativo soni

2 2 -
8"g 6° g 6° g2
5.3 Gy’ >0

52
—-g <o
b x




De la misma manera, para que un punto soa un minimo relative
debe satisfacer las siguientes condiciones:

)
-

2
>0

& :? by

Resumen., Hemos deducido el siguiente proceso para determinar los °
méximos y minimos relativos de una funoién de 2 variablesi
s=2 (x, )¢

(n) Se encuentran los puntos que satisfacen el silstem: de

ecuaciones simulténeast

= 0
.

Se encuentran los valores de las segundas derivadas

paroiasles en los puntos obtenidos en el inoiso (a) |

2 2 2 2 2

6% =z 3% . g5 67 K 8" &

1. 8 ——x <o { o —— >°,
5 2 5 f b ¥ QEY

entonces el punto en cuestién es un méximo relativo.

2 2 _\*

8% o s (8 s)

Bos AT 2'(‘6‘55} P
- : ¥y

entonces el punto en cuestién es un minimo relativo.
2

i 62 L 62 z éa % entonces el punto
3 B g 2 -Ey) <
b x by
en cuestién no es méximo ni minimo relativo. En este
caso, el punto en cuestién es méximo en una direccibn
y minimo en la otra. P
2 2 2
& [ 1
Observacién: Si é——% 3 ———% - (-w———) = 0, entonces la prueba
6 x oy bxby
no sirve para nuesiros propbsitos porque 1o podemos asegurar que

el punto en ouestidn sea O NO, un méximo o minimo relativo.

3 :

Jemplos Encontrar los méximos y minimos relativos de:
z2 = 12 + y3 - 12 y

Soluciéns

b @

T @z

%—?-312-—12

Encontremos los puntos de tangente horigontal en las direo-
olones fundamentales x y y !

2x = 0

33'2"'12-0

Entonces, los puntos en el plano X - y que posiblemente
corresponden a miximos o minimos relativos sont

Hagamos shora la prueba de las segundas derivadas parcisleas




En el punto A (0, 2)y x=0 3¥*- 2, Sustituyendot

2
2 2 2
a2 T e | 0% » :
. 2.——-——6yz -(ny) «2 (6y) -0 =24>0

x
2>0

Entonces, A (0y 2) corresponde & un minimo relativo de E.

Paxa x =0 § ¥y = 2 8° tienet

nnx2+y?-l2y-0+8-24---16

Entonces, P (0, 2, _16) es un minimo relativo.
\

BEn el punt6 B (0, ~2) tx=0y) 7" -2

) .QE.-!*- *’2”2-2(12) 0=-2440
g yz =\ Sxby g e

& :?

Entonoes, el punto B (0, ~2) no corresponde a méximo ©
minimo relativo.

1.2 Problema de monopolio mfiltiple. Supongamos gque &n wun detere

minado aercado, 2 artfoulos estén relacionados por Sus leyes de
demanda y son monopolizedos Por un solo monopolista. Entonces 86
presenta el problema de determinar las cantidades que deben pro=
ducirse y loe preoios que deben aplicarse a los articulos para
obtener el miximo ingreed neto, Consideramos el siguiente 0aso

eapecifioos

Problema. Un monopolista produce 2 artioculos “1 v Az s costos

. medios oconstantes, de maners que 6l costo total de produccidn es
dado pors C = 3%, ¥ 5%ge Los artioulos estén relacionados en el

mercado por lae giguientes leyes de demandast

x, = 80 - 2 Pl - Py

12-100—2P1—3P2

Dondo -
x, Cantidad demandada por el artioulo A
1

P1 = Precio del articulo 11

Det;rmin
ar las condiciones éptimas para el monopolist
f,y OB

os precioﬂ de mon t a 111 (1]
9 Opolio para O\I ener .1 .m.o greso

Solucién. El ipgraso total It es igual a 1
por sus respectivos preciosi ke e S

e e B Bl

Ahora, el oosto total de producoién es:
i o i

Entonoes , el ingreso neto I ess
I =1 .C |

n t

In- P - :
5, Py +x, Py -3x < 5xymx (p, - 3) +x, (p - 5)

Bus tituyendos
x, = 80 -

zg = 100 - 2p) - Jp,
n = (80 = 2p; = py) (p) - 3) +(200 < 2p, - 3p,) (pp - 5)

n
= (B0 -~ 2p, -
'8—5;7 ( Pl pa) "'(p]_--.” ("2) '!'(P2—5) (-2)
= 80 - 2p; -Py -2p ¢ 6 - 2p, + 10
""4?1"3?2"'96

n

oy (P, - 3) (<1) + (100-2p; - 3B)) + (P, - 5) (-3)




|
)
i
%
i\

._r1+3+1oo_2rl..3p2-3r2+15

-3?1-6P2+118-0

Puntos de tangente horizontal en las direcciones P, ¥ Bt

- 4 Pl -3 P2 + 9% =0
_391_6P2+118-0

4P1+3P2“96
3P1+6P2-118

Multiplicendo la primera eocuscién por -2t

_BPI—GPE--192
3P1+6P2-118

- 5B, = ~T4

o R
1 2

= 14.80
Py 14

Sustituyendo en lg primera agousciéns

4 (14.80) +3 Py = 96
3P, = 96 - 59,20 = 36.80

p. = 12,27 (aprozimado & » deoimales)
2

Prueba de las segundae derivadas paroialest
8% 1

i i
L2

Entonces:

2 2 2
52 Im b g ) L i m e
2 ' + 2 = - L L
6 Pl ) 2 bP]_ 6P2

Ademés:
82 I
- $ ol e 4<0

6P1

Entonocest P1 = 14,80 y P2 = 12,27, ocorresponden a un
méximo ingreso neto, ‘

1.3 Méximos y minimos de funciones de varias variables sujetas
a condiciones laterales. '

. Consideremos una funcién de 2 variables z = £ (x, y)
sujeta a la condicién lateral g (x, y) = 0. En este ocaso,
podemos considerar a y como una funeién implicita de X y por lo
tanto, g resulta ser una funcién de x finicamente, Para deter-
minar los méximos y minimos relativos de 2, podemos despejar y
de la condicién lateré,l, ouando esto sea posible, y sustituirla
en £ (x,' y) para obtener a 2z como una funcién de x y aplicar
los métodos estableoidos. Aun cuando no sea posible despejar y

de la oondicién lateral, el prohlema se puede resolver conside—

rando a g como una funcién de X (inicamente y a y como una funcién

implfocita de x. Lagrange ided un procedimiento para el problema
de determinar méximos y minimos de funciones de varias variables
sujetas a condiciones laterales. Este ‘método se conoce como
método de los multiplicadores de lagrange. Antes de establecer
el método para el caso general, consideremos la funcién de 2

variables sujetas a una condicién laterals

»

e e T




