CALCULO INTEORAL.

e s e et

8,1 Integraoién de fungiones de una variable, Hemos definido

el diferencial de una funcidn de una variable de la siguiente

manerat

BL y=£ (x)
dy = f'(::) dx

El ofloulo integral trata con el estudio de reglas ¥
métodos purﬁ obtener una funoidn determinada £ (x) ouando cono=
cemos su expresién diferenclal £*(x) dx, Be decir, integrar es
el proceso inverso de diferenciar. De acuerdo oon la definioién

del diferencial de una funcién de una variable, ¢l problema de

"integrar una expresidn diferenoial puede oconsiderarse oomo ;A

deterninacién de la anti-derivada de la funo
plicada por 4 x en la exprosién diferencial.

A 1a funoién obtenida al integrar una expresién diferen~

oial se le llama una integral de la expresién diferencial ¥ sl

proceso seguido para obtener una
. Utilisaremos la sigulente notaoiéns

/ ¢! (x)‘dx— T (x)

Se lee: Integral de £' (x) dx igusl a ¥ (x).

Consideremos los siguientes e jemplos?

i6n que estd muldi- .

integral se le llama integracibn,

1 2
» [exdxex porquo-g:-x- (%) = 2x

2. f.xdlnx a4 .
®" porque o= (6%) = o*

] - f
3o Loz Ax Wiy + 15 porque = (2% + 15) w 2x

ILa in ‘
tegral de una expresién diferencial no es finica

Comparand
0 loz ejemplos 1 Y 3 se deduce que la integral de 1
a

q

ai a
fleran por una constante porque la derivadas

. de un
oa‘ooro. Esto da lugar al siguiente: ot

tienen la misma expresién diferencial,
|

entonces

Demogtracién: Seans
P (#) = ¢ () +0o
C(x) =2 (x) +d oy d,
Entonces:

dF (x) = F'(x) dx = £ (x) ax
d 0 .(;) e @' (x)dx = £' (x) dx

Porque la deriveda de una constante es ocero
o dF (x) = da (x)
L.O.D.D.

De acuerdo con este teorema, la integral de una expresién
diferencial debe ser igual a la funcién que 88 obtiene al apli
el prooeso inverso de diferenciacién més una constante que o
ahora consideraremos come indefinida y ror lo tanto a lg 1n:::ral

Ila llamaremos integral indefinida,

Definicién., La integral indefinida de una expresién diferencial

]
4 (x) dx es igual a £ (x) + o. En simbolos: J-£* (x) dx = £(x) + ¢
L]




'

Sl D ‘ Més adelante se disoutird ls posibilidad de doterminarllt
oonstante de integracién al oonsiderar las aplicsoiones de 1a

funoiones que difieren por una constante. Or&ficamente, la in-
h integral indefinida,

tegral indefinida es una familia de ourvas paralelas que se
obtienen dando diferentes valores a la constante g. Las ourvas

8.2 Reglas de integracifn. De mouerdo con la definiocién de inte-
gral, podemos deduoir reglas de integraoién directa,
pondientes reglas de derivaoién:

son paralelas porque para cualquier valor de X en el dominio de e
-]

las funoiones que constituyen la familia, la derivada es la misma e las corres

y por lo tanto, las ourvas tienen la misma pendiente.

Bgla 1, La integral de una suma de expresiones diferenciales

es igual a la suma de las integrales de las expresiones
" siguiente integrals : oiales,

Jjemp familia de curvas correspondientes a la-
Ejemplo. Oraficar la familia d o

Py P _ - [E) +g'x) ) dx e f(x) ax 4 S gt (x) ax

2
Hagamos y = X + o para tabular y grafiocars wid (x) 4opilan)itse

Regla 2. la integral de una constante Por una expresifn dife-

rencial es igual & la constante por la integral de la expresién
diferencial, :

x

Para o = 0

e

Para o = 2

Saf(x)dx= af2'(x)dz=af (x) +0

Para ¢ = 4

=

2
4
6
8
2

= % Regla 3. La integral de d x‘os x+o0
ara © =

Jixax + 0

Regla 4, la integral de una potencia de una funcién por el di-
ferenoial de la funocifn em igual a une sobre el exponente més

uno multiplicado por la funoién elevada al exponente mis uno,
més la constante de inmtegracifn, excepto cuando el exponente es
menos unos

7 § [‘f (x)]n f'(x)dx-‘n—'}f"f [f (x)]n+1+o;n7‘-1.

Corolario. En particular ouando f (x) = xs

+1 -
/] P axe ;ré%j{ 2 dtegnyfal




Regle 5. Le intogral do [€ (‘y] b 2'(x) ax os 1gual al loge- Integraoién de funciones expomenciales. De las reglas de deri-

ritmo natural de £ (x), més la constante de integracidn. s vasil Ao Suniitones sxpofisntialen). e deduben lin St

w1 ; reglas de integracién. Sean u = £ (x)
I @) o @east S dx-llnf(x) %

; Begla 6. [ a” du - [ at(I) £ (x) ax
Con la ayuda de estas reglas, podemos integrar algunas

sxpresiones algebraicas. Consideremos los siguientes eaemploa: af (x)

-
ln a +o0

a = oonstantes

3o 2 ax = L .7 4 6 (por el corolario de la regla 4). : b
.) j '-T_ ',’[' 1/2 ax 71" 13/2 +0 -2-13/2 +0 Begla 7. [ o" du = i) .f(x) £t (x) dx = of(x) + 0
) Yx dx = x =3/2 -

\' Ejemplomss

(por el corolario de la regla & = | \ 2

2 x°
s 3 xixed [3F 2xdzed
o)férsdx-_}j‘xsdx- I,6+0 %xs'l'o ) f : 2.[3 X 4Xx 1113 + 0

(por la regla 2 y ol corolario de la regla 4) ,' . | _ g, vrig BT e

: 1
d)f(2x3-51-31+4)'11"%“"5"3 2 +axse _ Fotaxed [ xadTao

1icacién sucesiva de las reglas, 1, 2 vy 4 . lss lss milis o 1
(por &P . |
.y simplificando).

/2 ; las reglas 1 a ] pueden ser demostradas direotamente de la

' 1/2
o) / (1 - x1/2)3 ax = [ (1 - 3x / definiocién de integral y de las correspondientes reglas de deriva~

1-213/2 }- F

ndo deapués como en ol

15 /2 oién, las siguientes 5 reglas se obtlenen por medio de artificios
+ 0

matoni:loos oomo cambio de variables y sustituoién trigonométrica
que no serén discutidos,

(desarrollando y prooedie

ejemplo 4) B & .t ; -
a ns Y - x

f) f @R 2amxads @D mas Seant. sl consten 1u |
_ P o

',-/%(2+;P/+o Bogla 8. [ -3

1<z+x)3/+o Begla 9./

(Aplicando reglas 2 ¥ 4) » I Regla 10, S

d --—"""—"'" d.I
e/ %TE-[(: -x+1 )
--%-13-%;;24::-111(:-&1)-*0

(dividiendo primero Y apliogndo despubs

reglas 4 ¥ 5)e




hto |
L5 12. / »]f Sa v 8 |/ | grar, come un producto de una funoi&n de la variable indepen.

En sinboloe, si ‘1’; bl % : ;
: P ’ ] problema es [ f (x) dx, entonoces se
Ejemplos. | /

dx f(z) &x=ud v
VR A Aplicando le regla 8 ‘ :
x

B donde u y y =on tunc:{fgnea de x,

indepen-

conu=x j a=1 | :
Abora, el d:@fcrenoinl del producto uyvyes el iiguiantot ‘
dx =1 -

ITI'% I?T'i\ e . . ¢ (uv) a;[-'ﬁ

e (u v)] dx (por definiocién)
L e ["'""'d: — , Aplicando la regla 10 | V. m(ur— rynt g‘ :) vr
$ x +1

conum=x § a=1t ‘ dfuv)epdv+vdu

Dempejando 1 d w3

udved(y) ~vdu

: Integrandot ' [ u =
j‘g_ Bstas féruulas de integracién y mucbas otrad pueden grandot ' fudveuvaefvdu

g de tablas natemdticas bajo

encontrarse en los 1ibro ‘ ‘
01 4t44ulo de Tables de integrales. i e et antiie

e D L T L A e B e e e

. 1a definicién de
Métodos de ggteggacién. Hlemos deducido, de la o | ‘ :
integral ¥y de las reglas de derivacidn, una gerie de férmulas _ BEsto nos propo :
: roiona une '8

de integracidn pare enoontrar la integral de una expresién ! integraoifn por partes. La ventaja de este método oa'qu. la inte
n pa . AL |
diferencial direc . | ¢ recho depende de las integrales de

iedades del integral, que permite aplicar | $.1 pare: encontrar v,y de [ v d u para el (ltimo término.' Estas .
el integrales resultan muy sencillas en muchos casos en los que [

J2 (x) dz =/ udves diffoil o imposible de obtener directaments,

ung de -las f&rmulu establecidas.

Consideremos ahora algunos ndtodos espeoisles de integracibn

emploss
que son de gran importancis en Céloulo Integrale

: . - 1, Enoontrer [ 2x s  d x
8,3 Integracién por parieSe Ea un método de integraoién en o' Enoonirar [ 2x
8,3 Integrac

el que #e conaidera a 1a expresién diferencial que Be Va & !. o P P T e

SHLdum2dx Vv = -

Sf2xe*dxm2xe -f20e dx




