-2xox-201+o

2, fx(1+x*ax

Beat u=x dv=(1+ )14 e x

1
svdumdzx Y15 (1+x)15

.'.fx(1+x)14dx-% (1+x)15-f-%5-(1+x)15dx

t.of1(1+x)14d1-% (1+I)15_—§%—5—' (1+;.)16+.‘

De éstos ejemplos se deduoen inmediatamente las siguientes
reglas préoticas para le integracién por partesi j

1. d v debe ser fhoilmente integrable, pero si hay va-
rias posibilidedes para escoger iv debe escogerse la ozproaién'
ms complicade, siempre que ses integrable direota.

2., la integracién por partes no siempre es un método con=
veniente, En general J v 4 u puede ser complicado y no debe 80~
guirse adelante cuando $ste integral sea més complicado que el
integral del problema original.

3. la integracién por partes es oapooialmagto ttil para
integrar expresiones diferenoialas que contienen productos in-

" eluyendo funciones logaritmloas y exponenciales,

8,4 Integracién por fracoiones parciales.

Bs un método para la integracién de fracciones algebrai-

cas racionales, es decir, fracciones en las que numerador y de-

pominador son polinomios racionales, P (z) = 8y + 8
L 2*., Consiste en meparar la fraccién en parte entera (ouando
grado mayor que el grado del denominador) ¥

s linesles o cuadrdticos.
fracciones o8

I+ esed +

ol numerador es de
una suma de fracciones con denominadore

E 1 problema de separar una fracoién en una suma de

el procsso inverso de sumar fracoiones, oA decir, se trata de

enoo
ntrar las llamadas fracociones parcisles.

e tales que al re-
& una sola fraccién, el resultado sea 1
e : a la frgooiGn

Record
enos los principios algebraicos fundamentales para

la desco
mposioién de una fracoién en fraceiones padsdiaten

1, Cual
e axpr;s : alquier polinomio oon cosficientes reales puede
ado (por lo menos teSricanente) como un producto de

faotores lineales
de la forma ax + b
la forma a x° + b x + L ¥ factores ouadréticos de

2,
81 dos funciones polinomisles del mismo grado son

igualen
rara todes los velores que pueda tomar la variable,

entonces los coeficien
tes de las potencias 4
polinomios son iguales, wrosiglackociny

En simbolos, si 3 2
. aﬂ &1x+a2x+on.+‘n:nub°+‘

bx + 1 xz + »
1 2 soe + hn X . parae todos los valoree de x, entonces

a
g - h1 para todo 1 =0, 1, 2, ,.,y n,

g El nétodo de descomposicibn de una fracoién en frace

¢

ta:nes prarciales; apoyando en &stoe dos principios fundamen-
es, distingue cuatro casos que se refieren a la descompo-

sioién en factores del denominsdor de una fracoidén racional
propia,

I. Faotores linesles diferentes., A oade factor lineal

di
ferente a_x + b que aparece una sola ves en la factorizacién

del‘denominader, corresponde una fraccidén de la forma
; ax+bd
onde A es una constante que va a ser determinada.

# : :

II, PFactores linesles repetidos. A4 cada faotor lineal
& X + b que aparece m veoes en la faotorimacién del denominador,
qorrespondo una sumg de fracciones de la formas




A A
1 2
a.:|:4-1:v+

2 + sencenst —""_—'—_—__ aond‘
(a x + 1) (a,x+h)

11, Az, seey Ah gon constantes que van a ser determinados.

III. Factores cuadréticos diferentes. A cada factor
ouadrftico diferente ax? 4 bx + 0 que aparege una sola ves en

la factorizaoién del denominador, le corresponde una fracoién
de la formap '

Ax+B

az? + bx + 0

, donde A y B son constantes que van

a ser doterminadda.

\

1V, Factores cuadriticos repetidos. A ceda factor
ouadrético a z? + bx + © que aparece N veces en la faotorigaoién

del denominador, le corresponde una suma de fracoiones de la

formast

Al x + B, A, x + B, ) A x4 B

+ + TEE A E R R RS

m
ax> + bx + © (ax? + bx + 9)2 _ (nx? + bx + 0)

Oonaidoremos unos ejemplos para detallar el prooeso de

domfc“pOlioiﬁn de una fraccibn en fracciones parciales.

Problema l. Descomponer en fracoiones parciales la fracoibns

x + 4

134’12—2!

En este problema, el numerador es de grado menor que el

denominador, es decir se trata de una fracoién propia. Primero

descomponemos el denominador en factoress

x + 4 x + 4 o 4ol

o + Py - - x(x +x=-2) z (x=1) (x+ 2)

Los factores del denominador son todos lineales ¥ dife-

rentes, Entonces corresponde al caso I ¥ suponemos la siguiente

descomposioidn:

x+ 4
x(x-1) (z+2)

C
x+2

Reduciendo el lad
o derecho a una mola £
b
n;-no denominador del lado lzquierdo A et}
[ ]

Afx-1) (x+2) +3 (x) (x+2) +0 (x) (x -;;l_
x(x-1) (z+2)

&l (53 +x-2) +B ng +2x) + 0 (z° =X)
x(x-1) (x+2)

2
o AX 4 Ax 24482 +Bx+0x2 . 0x

x(x-1) (x+2)

x + 4

2 (A.+3B
X(x-1) (x+2) tB 0 s x(AsBD-0) =20

x(x-1)(x+2)

Los numeradores deben ser iguasles pars todo valor de x
puesto que las fracolones deben ser algebraicamente equivalentes
L ]

Sex+4m (A+B+0) 2+ (A+2B~C)x-24

; Aplicando el megunde principio fundamental, los coefie.
nlentes @o las potencias iguales en ambos lados son igualess

A+ +C=s 0 y
A+28 =-Ceuel
-2,[;“4

de la fltind ecuaciéne A = .2
Bustituyendo A = ~ 2 en las doe primeras ecuaciones)

-2+B+f=0
-2 42B - f = 1
~ 4 +3B -1
3B =5
B = 5/3
s 2-B=2-5/3=1/3




. x4 4 Lol n 5 b 1
PR TP x 3 (x-1) 3 (x+2)

" Desde luego siempre es posible comprobar los resultados

sumando las fracoiones para obtener la expraniép original.

2
: 8 x
Problema arciales Ao e
blema 2. Descomponer en fracolones p e 3). |
siguiendo el mismo proceso que en el problema 1, shora observa-

mos que la factorizacién del denominador corresponde al oaso I1,

Entoncest

Bx” A B Py

(2x - 3)° 2 (ex - 3)° (ex - 3)°

A2z =32 +B (2x-23) +0
(2 - 3)°

AAP - 12Ax+9A+2Br =3B +0
(2x - 3)3

Igualando numeradoress

Bx% m 4 Ax® + (= 124+ 2B) x +9A - 3B +0

4A=8
~12A+28 =0
9A-3B+C= 0

A=2
.24+2B=0 3B=+12

18- 36 + C =0
C = 18

18

3
PR ST T (2x - 3)° uxfn

ner en fracciones parciales la fraccidéns

x3 - :2 + 1

12..1

Problema 3. Descompo

(]

En este caso, el grado del numerador es mayor que el grade
del denominador, Entonces, primero hacemo

8 la divisién para se-
parar la parte entera ¥ el resultado esi ;

2
13-'2: +l]_ -,;,__1+

LA

Ahorast

x L]
(x+1) (x-12) x+1

Ax ~ A + Bx +B_
(x +1) (x-1)

Igualando numeradoresi

xw (A+B) x-A+3B

K+B w1l
-#+Bu0

2B = 1
Bw~1l/2

1
A-"‘B--}-z

; ; 1
1) 2 (x-1)

Aplicacién al Céloulo Integral. Cuando una fracoién racional no
puede integrerse directamente pero puede descomponerse en frao-

clones parciales, entonces se integra término a término la suma
de las fracclones paroclales resultantes.

Ejemplo 1.

x + 4

‘ x; + x? - 2Xx

dx

Esta integral no puede ser obtenida directamente., En el problema
1 de los ejemplos scbre descomposicién en fracoiones parciales,

obtuvimoss




,‘x+4 ---2+ 5 +.__m1 =

2 42 .2 . 3(x-1) 1 (x+2)

5 - ..:._.g_d_'x_ : .——5&_—- ___g.._..
...f x+2 (e x +f3(1-1) *‘r3‘3‘-+n)

+ 2 - 22

-b?lnx«rg-ln(x-l)-}%lh(xd-ﬁ)-#d

(e 293 (4203,

2
x

BEjemplo 2.

f13u1+1 dx
z? -2z 4+ 1

En este oaso se trata de una fracoién impropla porgue 6l
grado del numerador es mayor que el del denominadors Bfeotuando
la divisidn obtenemoss

Ahora, descomponiendo en fracciones parciales la parte

fracoionariat

ox - 1 A . sl o s AL,

: - g 2
L+l xe=1i (x = 1) (2 1)

.'. 2:‘.1-“4.3"

A=2

Bllnl-z"'l-l

Entoticest

Sustituyendo:

xg =X+l - x o+ 2 4+ 2 e J

rm -2x+1 x & ) (z .« 1)2
Abora, integrando término a términos

= = [ zdx + j2dz+ fg'g'*f(x-l)"alx
X = 2% +1 : x1

- Nk
=3 X +2x+ 2n (x-l)-o-;:—é-—l +0

8,5 la oconstante de integracién. Hemos visto que la integral
indefinida es una familis de funociones que difieren por una cons-

tante, Oeométricamenie, ls integral indefinida es una familia de
ourvas paralelas determinades por los diferentes valores de la ‘
constante de integracién, Entonoces, la constante de integraoién
puede ser determinade ouandd ge conoce @l valor de la 1nt.grni-
para un valor dado de la variable independiente. Ea términos
geométirioos, ls constante de determina cusndo se tiene un puntoe
por donde pasa la curva de la integral. ;

Ejemplos:

1, Encontrar F (x) » /[ (4x -~ 5) dx si el valor del integral para
xwles F (x)=35, -

Solucibn ¢+ P (x) » J (4% = 5) iz = 22° 5 + C

Ahora F (z) = 5 ouando x = 1 3
Entoncess 5 =2 - 5 + C
C=8
Bustituyendos
F(x) 22° = 5z + 8

2, Encontrar la ecuaoién de la ourva que pasa por el punto P (0,2)
x
¥ ouya pendiente en oualguiér punto es dada pors ¢ o eX,




208,

Solucifn: La pendiente de la ourva es igual a la primera deri-

! > 0 Poal dvae 9‘8 dt,
vada de la funcién con respecto a X. Es decirs

Integrandos
S.l._l...x..Zx .
d x

S dve [9.8ds

Despejando d y: ve 9.84¢% +¢

1

Abora, si el ouerpo parte dcl reposo, entonces la velocidad
Integrandot ouando el tiempo 1t = o,

g . determinar la conatante 0,8
[fay=[ (o = 2x) dx :

Y=
o Sustituyendo estos valores para

.'.y-ex_12+c

0=04+c¢
Ahore, la ourva pasa por el punto P (0, 2). Entonces y = 2

"o 31 m
ouando x = 0, Sustituyendo estos valores para encontrar Ot

" Entonces:

Ome’ —~0+C ve 9,8 ¢
2-14—0

s C=1 Hemos encontrado una relaciln que nos permite determinar

SugtituyendOl para cualquier valor de %, la velocidad del mSvil que parte del

. Troposo y se musve en caida libre con una aceleracién de g = 9,8 ity .
y.ox-x‘-'fl

8.

r 2

) rrido oon respecto 2l tiempo. Entonoes:
del ofloule integral son comunes en Fi{sica. Consideremos una de

sus asplicaciones a la cinemftica que es la parte d’ la Fisice _ -« 9.8 ¢
que estudia el movimiento de los cuerpos ein tomar en cuenta las phgntin & g
csusae que lo producen, ni la naturaleza misma de los oUGTPOB.

Supongamos que 8@ desea obtener las leyes del movimiento de un Integrandos

Ja8=[98¢tat
.8 2
S = —25—— t + 02

ouerpo en cafda libre. El cuerpo estéd sujeto a la aceleracién
de la gravedsd que es igual a 9,8 metros por gsegundo al cuadradoy
(redondeada a un decimal) e

e m (l h'd d 4 2

. i B V1SRN dianons se.tiene: Ahora, puesto que el cuerpo parte del reposo, el espacio
: recorrido S = O cuando +t = O,

iv 9.8 '

o Bl

Sustituyendo estos valores parar
determinar 02 H

0O =0 + 02

02 = 0




