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CAPITULO 9

INTEORAL DEFINIDA,

2. Bnoontrar la oouacién de la ourva que pass por el punto in-

dloado y oon pendiente en oualquier punto igual & I como 88

9.1 .Axea bajo una ourva;

jndioss (Oraficar los primeros tres). El concepto de integral defin
efinida

est
& relacionado ocon el &rea bajo una curva

Supongamos gque

PR e o (0, 2) w 1 ¥y = £ (x) es una funoién continua en el intervalo d
0O de X m g

2,2 . P (1, 6) =)
2,3 P (0, 10) - 3x =2
2.4 Bkdy 2) i nd

aXm b enne aQ

= X ¥ les ordenadas o+
3, EHallar la ecuacibn de la familia de ourvas Ouya pendiente f (a) y £ (b) como se indica en la figura 9.1
LRt ]

en oualquier punto @8 1a siguiente’ (Graficar los primeros tres)s Y

301 = X
3-2 - 2 :
3.3 - X -2

34 mex -2mt4
3.5 - o3

4, S5i el ingreso marginal es Img = 6 = X encontrar la funoidn
del ingreso total y deducdx 1a funcién de demandae ///{
i
__=6___ 4100, enoontrar _ r
(x + 2) : i s
1a funoién del ingreso total y deduoir 1a funcibn de demandae - . ;
Fia. 9.1

5, 51 el ingreso marginal es I A

\ 6. Un autombvil Be acelera uniformemenie 2 ragdn de 5 metros por

£
& * gegundo al cuadrado. 51 ol automdvil parte del reposds encontrar

Su, |
pongamos que el Ares en cuestién se mide a partir de la

ordenad =

; i o ada en x » a y designemos por A (x) el &rea limitada por
i Qe cu

la ley del movinien rva, ol eje x, £ (a) y la ordenada en el punto de abscisa

Xeo De 5
x aouerdo oon &sto, A (x) es una funcién de x, es decir, su




valor depende del valor de X. Ahora, si aplicamos a X un inore-~ : :
mento Ax, entonces el &rea A (x) se incrementa una cantidad S 2 (k) ¢ 24 , (x)
a d x -

Ab (x) que corresponde al &rea de la figura P Q R 8. (Pigura 9. 2).

Entonces: g._é:_(ﬁ)_ -t (x)

d x

Hemos encontrade que A (x) es una funcién cuya derivada es
£ (x) y por lo tanto A (x) es una integral de £ (x) d x.

A(x) = [ (x)ax

De acuerdo con la definioién de integral :Lndotinida.,' hemos
enoontrado quet

o ' _ . I 2 d‘x w F (x) + C donde F (x) es la anti-derivada
| _ de £ (x), es decirs F' (x) = £ (x).
// " I Entoncess A-(x) = F (x) +¢C ‘ ‘ .

Ahora, ouando x = a, el valor de A (x) es cero. Sustitu-

Yyendo estos valores paras enconirar la coastante Ci

A(a) »F (a) +C

Consideremos los reotangulos P QN SyPQRM, Suns freas

c..F(8)+c'0

Lrea.doPQNS'.'f(x)AI. C=~F (a)
Area de P QEM = £ (x + bx) Ax
s Sustituyendo la conatante C en la expr-sién para A (x):

Ahora, el frea oorrespondiente al inoremento 8A (x) es el

grea de la figura PQRS y es mayor O jgual que el &rea de PQNS y
menor 0O ‘igua.]. que el frea de PQRM., En simbolos? A];ora, nuestro objetivo es ocaloular el drea de x = a a

A (x) =F (x) = F (a)

x = b, Entonces, sustituyendo = = b en la tltima expresidén
t (x) ax £ 4a (x) £ £(x+ Ax) bx obtenemoss

podemos dividir entre Ax sin alterar ‘ A=F E’_) - F (a)

Puesto que AX >0y
ol sentido de las desigualdades para obtenert

< _%__(ﬁ—— L f(x+bx)

f -(I) — Ax o . R =
9,2 Ta integral definida. La integral definida deza a b de

Definamos ahora el concepto de integral definida:

Aplioando limites cuando Ax tiends & GeXdf ‘ una expresién diferencial es igual a la diferencia del valor de
T i ¢ 4 i o - ———L)- L lim £ (x + &x) la integral pare x = b menos el valor de la integral para X = a.

A% o A% < O Ax » 0




Representaremos a la integral definida por el sigulente -
aimbolot

b
Integral definida de o a b de I (x) ax=/f £ (x)ax
B

b y & reoiben el nombre de 14mites superior e inferior respeo-
4ivane \te de la integral definida.

Observacién: Si [ £ (x) 4 x=F (x) + C, entonoes:
b b
/Dt @ ax=(rx)+0) |

a8

«aF (b)) +f ~F (a) - ¢
= F (b) - F (a)

Entonces, la constante de integracién desaparece en la
integral definids porque los 1imites g2 y b determinan un valor

especifico para la jintegral, Por esta razén se le llama inte-

gral definida.

Ejemplo 1. Eacontrar las integrales definidas siguientes:
3 1
I o 4x QLx

1 2 2
Solucién: /& 4x d x = X
o

[} axaxe2-0
O

Ejenplo 2.

A f -3xen)ax
2

'* PSS 00 W T
Solucifns fd’ (xz - 3r +5) 4 x = 3 & X 5 5
2

2
A R AR 1@ -3 5@

_24.,'.30_(-85._64-10)

_4..3-4

64
R
. 84

3

- Bolucién: fl (6* +1) d x = (6* + x) '1
: °

aak AR
3 fuds

s ey
B ey

fl (*+1)ax
o

o

wo+1«(e°+0)

=g +]1 1

g I
203 La integral definida como una suma. Hemoes relacionado la
integral definida de g a b de una funcién continua f (x)
con el &rea limitada por la curva de f .(x), el eje de las x
¥ las ordenadas f (a) y £ (b). Veamos ahora como se puede

expresar el Area mencionada como el limite de una suma de Areas

de reoténgulos diferencisles, cuando el niimero de reot&ﬁgulos
tiende a infinito, -

Sea [a, h] un intervalo sobre el eje de las x oon a b
¥y sea £ (x) una funcién continua en el intervalo.

Defs Una particién P’:l del intervalo [__a., b] es una seouenocia de
nﬁmama IO' 11’ xE vaccsaedy xn tﬂ.l que:

o x°< Il< xz( u.....-.u<xn = b

De acuerdo con la definicién, una partioién Pn divide
al intervalo [_n, El en n sub-intervalos como indioa la figura
9.3:

a .

L

I . r-‘ZI
x. x‘ x'l O O NS S Lot

ey 9%

Cada sub-intervalo determina geométriocamente un segmento




del eje x, El intervalo No. i determina el segmento X, - X, 1
Designemos por Tiy un punto en el segmento X, - X 99 es decir,
r, o8 tal que: ’1.143 r1<§ X Ahora, consideremos la siguiente

suma, llamada suma de Riemanni

n :
181 (x1 - xi-l) (ri) - (11 - 10) £ (rl) + (12 - xl) f (rz) +

siinsenans Silto e m ) ¥ ln)

£ (ri) corresponde a la ordenada de la ourva de £ (x) para
X =T Entonces,. oada sumando corresponde al frea de un Treo-

téngulo de base X, - X, ; ¥ altura f (ri).

Suma superior. En la suma de Riemann que acabamos de definir,
hagamos T, = 8, donde 8, corresponde al méximo valor de la fun-

oién en el intervalo i, es deoir f (x) £*f (si) para todo X en-

tre x4 y xi.

A la suma obtenida, la llamaremos SUMa superior de la fun-
oi6u » (x) correspondiente a la particién Pn’ y serd designada

——— -

por el siguiente simbolos

.t;n\ s iEI (11 - 11_1) 4 (Bi) = (Il - xo) 4 (sl) + (12 - xl)

£ (8y) + seeeverseen® (x, = % q) £ (s,)

En la figura 9.4y el &res anchurada corresponde a la suma

superior de £ (x) correspondiente a la particién Pyq indicada.

RN RMNANKNE
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Suma_inferior. Es la que se obitiene de la Suma de Riemann, sus.
tituyendo r; = i,‘donde‘fi correnponde al minimo valor f {ti) de

1a funcién continus f (x) en el intervalo i. Para la suma inferior
de la funcién f (x) correspondiente a la particiéme P , utilisaremos

‘el siguiente simbolos




: Ejemplos Enco;trar la ® sumas superior e inferior de la fun-
" oién £ - ‘
El%an) : 151 e i—l) . s (xl 5 xo) . (tl) iz, & 11) (x) = x° + 2 oorrespondienfe a la partioidn Py (0, 0, 5,
. 1, 1.8, 2) del intervale [0, 2] . ;
f (ta) + sseccnceee * (ﬁ - In—l) b4 (tn) s°1u016n|

a) Suma inferior: Puesto que la funcién es orecient en

B 1a Pigies §.5; of hbek astunais ooiresponil & 1a susd todo el intervalo [ 0, 2] s los valores minimos de los sub-inter
valos determinados por la particién sons tl =0 j t2 = 0,5 3

inferior de f (x) correspondiente a la partioién P,, indioada.

PH 1.8 s Entonces:
s () = (1, ~ 5) £ (0) + (%, = x) £ (0.5) + (x - x;) £ (1)

Fx

+ (J:4 ” xa) £ (1;8)

Ahora, sustituyendo x =0 j x; = 0.5 § x, = 1, x3 = 1.8

x4 = 2, se tienes

o (B) = (0.5) (2) + (0.5) (2.25) + (0.8) (3) + (0.2) (5.28)

= 1+ 1,125 + 2,4 + 1.048

8y (Py) = 5.573

e e ]
- e e et e s e 1A A) S

b) Suma superior:s Por ser f (x) oreciente, los valores
méximos de los sub-intervalos determinados por la particién sons

8y = 0.5 3 8, = 18- 1.8 3 T 2

Ahora, sustituyendo en la féymuls para la suma superiors

ot (2,) = (x; - %)) £ (0.5) + (xp - x)) £ (1) + (xy - 35) 1 (s3) +

(x, - x;) £ (s) = (0.5) (2.25) + (0.5) (3) + (0.8) (5.24) +

* : i 4.992
(0.2) (6) = 1.125 + 1.5 + {83 + 1.2

s* (P4) - %ﬁ%
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