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Relaoién entre la sums inferior y la suma superior. Comparando

las gréfioas que ilustran las sumas superioxr e inferior, se de-
duce que la suma inferior es menor o igual que la suma auperiér
para una partioién dada de una funoién continua £ (x) en un in-
tervalo [n, ﬁ]. Este resultado es cierto para oualquier partioibn

sobre el intervalo, de acuerdo con el sigulente teoremas

Teoremg. Si £ (x) es una funoién continua sobre el intervalo
[a., b] ¥y Pn es una particién ocuslquiera sobre el intervalo,
entonges la suma inferior ee menor o igual que la suma superior
de £ (x) ocorrespondiente a P .

Demostraciéns Seans Pn =a =X, Xy Xy secey Ty 30 %40

cencasncep IY‘ = D

f (ti) w Minime valor de f (x) en el sub-intervalo 1

£ (Ei) » Méximo valor de £ (x) en el sub-intervalo 1

Entonoces, para cualquier gub-intervalo de la partioién P,
ge tiene:

i,‘-(ti) 4 £i(x) & ¢F (s,)
Pt g (-ai) " (ai}
Anors, X, ; { X3y Pare todo 1. Bntonoes X, = X, 5 > 0.
Multipliocendo por (xi - % 1) 1a desigualdad anterior, se tienet
(x, - x5 3) £ (3) & (zg =% 4) £ (sy)

Sumando, deeds i = 1 hasia i=mn2

: . E ) £ (sy)
L (xi - xi-l) £ (tl) & B (2 ~34, 4
i=1 L= 1
Ahora los lados igmguierdo ¥ dereoho de esta desigusldad

corresponden a las sumas inferior y superior respeotivamenie.

Entonoest
By (Pn) & s* (Pn)

LaCtD.B‘
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' n
Corolario., 851 e =

o (x1 - xi-l) £ (ri) es una suma general de

Riemann, entonces: s, (Pn) L 8 & 8% (P) .
= = n

Observacién, La igualdad entre las sumas inferior y superior ¥y la

suna general de Riemann, se satisface ouando f (x)- = Cy es deoir,
cuando la curva de £ (x) es una recta horigontal. En este 0as0,
oualquier suma de Riemann, inoluyendo las sumas inferior y superior,

son iguales al &rea anchurada que se indica en la figura 9.6.
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84 £ (x) es la funcién constante f (x) = C, entonces la
gréfica de £ (x) es una recta paralela al eje x y ol irea entre
la ourva y el eje x en un intervalo [a, b] , o8 igual a cualquier

sumg de Riemann. Es deoirt
n : »
A% 4 e, Sup eiled
1wl i i-1 3




Relacidn entre la suma de Riemann y la integral definida. Conai-

dersmos shora una funcifn continua £ (x) cuya grifioa es cualquier
curva, Sea F una particién cualquiera de £ (x) sobre el intervalo
[a, b] . Si gumentamos un elemento a la particién P , entonces la
suna inferior aumenta o sigue igual y la suma superior disminuye o

sigue igual por la siguiente ragéni

Sea Pn - a= xo’ 11, 12’ ssesy xi-l, Xi, TEEE xn} .

Supongamos que B8 agrega un elemento x & Pn en el intervalo

i para obtener la partioidns

Ba) T ASEEG K P i By, % g e "n} :

La suma inferior de f (x) correspondiente a Pn es, por de-—
finiocidns

n
e, (Pn) --i E : (:c1 - xi__l) 4 (ti) dondes

2 (ti) = Minimo valor de f (x) en el intervalo i.

Ahora, los sumandos de By (Pn+l) coinoiden con los de 8,(P )
excepto el término (xi - Ii—l) £ (ti) de 8, (Pn) que corresponde a

dos sumandos en 8, (Pn+1)' Seat

£ (_) = Minimo valor de £ (x) en el sub-intervalo [;1 1! x']

- 3 (t) e Minimo valor de f (x) en el sub—interValo[ Xy Xy

Puesto que f (ti) es el minimo valor de f (x) en el inter-

valo i, entonces:

£ (%) Loz ()2 (%) {_-f(:)

Ahorat

(:1 - xinl) £ (ti) R 1_1) £ (ti) + (xy - x) f (ti)

Entonces, el 1
e ’ érmino de =, (P n41) COTrespondiente al inter-
e8 lgual a la siguiente suma:

(T ) 20F) +(x-F)2 (%)

Ahora, el término dde s, (P ) puede desoomponar-e de la
- slguiente maneras

(xi - ‘1—1)__ f (ti) - (X~ ‘1-1) 4 (ti) + (::1 wx )T (ti)

Ademfs, f (t ) es ol minimo de £ (x) en el intervalo i.
Entoncess

()2 2(), £ty sr(t)

(;—xi_l)f(ti)é—(;-l l)f(TE)

(xi-x) f(ti) (z _x)r(t)

Sumando 1 (xi s xi—-l) f (ti) (X - X 4) £ (%) + ;(11 -]

£(s) & oz )2 G)+(x-3)1 ()

Entonces, la suma inferior de f (x) correspondiente a P o8
menor . igual que la suma infarior correspondiente a Pn+1' Es deoirs

B, (P ) <8, (P +1)

Por ragzonamiento semejante, se deduce ques

N (Pn) a s* (P +1)

Repitiendo el proceso que goabamos de desoribir, cada veﬁ
que aumentemos un elemento a la particién, la suma inferior tiends
a aumentar y la suma superior tiende a disminuir. Si el nfmero de
elementos de la particién se aumenta tendiendo a infinito, enton.
ces las sumas superior e inferior y en general, ocualquier suma de
Riemann, tienden al mismo valor, que es precisamente la integral
definida de o & b de f (x) d x. Este resultado es el leorema




fundamental del chloulo integral que serd establecido ein demoB=

traoifn.

Teorema. La integral definida de aa b de una funoién continua

£ (x), es igual al limite de cualquier suma de Riemann correspon-
diente a una partiocién Pn cuando el niimero de elementos de la par
4i0ién tiende a infinito. Bn simbolos:

{ £ (x)dx -n :-la-mms (»,) -lrl il::) 1_.*: (x, - ‘1..1) £ (ril

Le expresién de la integral definida como una suma es de
fundamental importancia para facilitar el entendimiento de las
aplicaciones del oéloulo integral como se Verd ensegulda.

§ 4 Propiedades de la integral definida. Supongamos que f (x)
E, b oon a<¢b . Sea

es una funocién continus en el intervalo
F (x) tal quo F' (x) = £ (x). Entonces, por definioléni

P r(x)ax=F @) -F ()

Las propiedades fundamentales de.la integral definida son

las siguientess

81 los 2 limites del intervalo son iguales, entonoes

Propiedad 1.
el valor de la integral definida e8 cero.

Den, f“f(x)dz-v(a)_r(.)-o
L.C.D.D.

84 se intercambian los 1imites de la integral defi-

Propiedad 2.
nida, su valor canmbia de signo.
pens JP £ (x)ax=F (b) - F (a)
; ce(F(e)-F ()

gy ol B A
L L.C.D.Ds

P i '
ropiedad 3. 8i ¢ es tal que a.<c|<b, entonoess

f°f(x)dx+f f(x)dx= f £ (x) ax

Dem, f f(r)d:z.-f f f(x)dx-F/-F(l)+F(b)
..F.m/

= F (b) ~F (a)

- fhf(x)dx
&

L.C.D.D,

9.5 Area entre el eje x y la ourva de £ (x). Para relacionar la
integral definida ocon el &rsa entre el eje X y la curva de £ (x),
hemos considerado que £ (x) es una funcién continua que toma valo-
res positivos para todo x en el intervalo E,, ﬂ s Cuando este

o3 el caso, resulitd que el Ares limitada por la curva y el eje X
en el intervalo E, j\ﬂ o3 igual & la integral definida de & a 'b_
de £ (x). 3o

Supongamos ahora que f (x) es una funoifn continua en el
intervalo E._; 'E] que toma valores negativos pare todo x en el
intervalo, es decir, la curva de f (x) estd bajo el eje de las X
en el intervalo considersdo. In e¢ate ocaso, la integral definid:
de g ad de f (x) es negativa porque oada uno de los términos de
la suma de Riemann tiene la forma (x, - xi-—l) £ (r;), donds (zy=

1_1) siempre es positivo mientras que f (r ) es negativo para todo
T, en el interwvalo E, g

Entonces, la integral definida de g a b es igual al érea
entre ol eje x y la ourva de f (x), ocuando la curva estf sobre
el eje x on el intervalo. Si la curva de f (x) estéd bajo el eje

X en el intervalo, entonces la integral definida es igual a menos

el &rea entre la curva y el eje x. De aocuerdo oon ésto, para
determinar ol &rea entre la curva de f (x) y el eje x, ouando la
ourve corta el eje x en el intervalo E, El , ©8 necesario deter-
minar los valores de X para los cuales la curva coria el eje X

y dividir el intervalo en gsub-intervalos que contengan como limites,




los puntos donde la curva corta el eje x, es decir, los puntos

donde £ (x) = 0. La figura 9.6 ilustra las éreas que resul tan
positivas y n ativas de la integral definida.

£

T e ')_._§__

La ourva esti totalmente sobre el eje x.

. busoada serd:
Elg-9.] -
. Aw f2. 2 (2)a dm f% (2032 +3) A
0 0 2

E ntonoes el Area

De acuerdo con esta figura, para caloular el &rea entre

le ~2vva ¥y el eje X en el intervalo E, E y descomponemos @ . 2

jntervelo en los sub-intervalos: E,l, xﬂ 3 E’l’ "'2] ;[_;2, b] . ‘ : 0

26 -3W+3() -0
Entonces, el &rea anchurada es igual at :

kol ™ f(x)dz+fx2 f(x)dzx - fh £ (x)dx
8 xl

: g Bjemplo 2. Encontrar el &rea enire el eje x y la curva de f (x) =
taelojexylaourmdefx
Ejemplo 1. Enconirar el Area entr x | g e Lo il
w o .3z +3enoelintervalodex=0 & X =2 | |

‘ Solucin. Tabulemos £ (x) en el intervalo para graficar la ourvat
¥ intervalo de x = 0 .
Soluoién, Orafiquemos la ourva de £ (x) en el . ‘

ax ->éo
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Otras aplicaciones de la integral definida. El teorema fundamental
del ohloulo integral que relaciona la integral definida con una -

suna de Riemann permite calcular &reas entre curvas planas, selec—

oionando los recténgulos convenientemente para formar la suma de
. Blemann correspondiente al £rea en cuestidn y.oaloulando su valor
por medio de la integral definida. También se aplica la integral
definida y su interpretacidn como suma, al cadloulo de Areas de
superfiocies y ?nlﬁmenas en el espacio asi como al cidloulo de la
longitud de un arco de curva, etoétera. |
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Las aplicaciones a la Fisica también son variadas e intere-

L]
)
l

santes, pero no serdn iratadas agui pars considerar aléunas apli-
caolones a Economia,

Tha .9 {
En este oaso, la ourva corta el eje x en x = 0, Entonces 9.6 Integrales impropios., En la definicién del oonoept6 de
oaloulamos las &ress bajo y sobre el eje X por separadot integral definida de & a b de £ (x), hemos exigido que £ (x) sea
una funcién continua en el intervalo [a, ‘ﬂ ¥y que el intervalo

Area bajo el = L )
e Rl ‘1 {: x; ot sea finito. Si alguna de estas condicidénes no se cumple, entonces

T 0 , la integral recibe el nombre de integral impropia. Con la ayuda
A, m w=x
1 4

de limites, las integrales impropias se definen en algunos casos
% de manera que puedan ser interpretadas como integrales definidas.

A = -% £ %) (16) Consideremos los siguientes casos:

Al -4 i : Caxo_ L. Funoién discontfnua en un nimero finito de puntos del

' intervalo [a., b] . Supongamos que f (x) es discontinua para x = a
Asres porque £ (a) = oc0o. BEn este caso se define la integral impropia
Area sobre-el eje. !:.. A= fa 2 ax ' ' como el 1lfmite de la integral definida de s a b de f (x) ouando

10 4 E 8 tiende & g , siempre y cuando el limite exista. En simbolos:
m =
4

81 £ (a) = o0 3 f"f (x) d x= 1lin fbf(x) d x
1 ' & 8 ->a 8

- % (16) - % (0)

: ¥ 81 el 1fmite indicado no existe, entonces la expresidn no

o-p Az L 4 tiene sentido.

: 2 £ En est 2 (z) = —2
Entonces, el drea buscada es: A=A+ 4 Ejemplo,. Encontrar [* =——Z—— eate caso, £ \
: : e

VY x=-1 : yx -1
w4 +4=8 :

y£ (1) = -%'- = 00, Entoncess:




