aumento relativo del ingreso naoional es constante e igual a
0,20, encontrar una férmula para oaloular la deude pliblica
despubs de % afios. Verificar que la ragbén entre It y ll)1= tiende

s-lz" ouando t tiende a infinite.

CAPITULO 10
BERIES

10,1 Secuencias. Al iniciar el estudio del oéloulo infinitesimal,
se defini§ el concepto de mecuencia como una funcién disoreta de uta
variable cuyo dominio es el conjunto de los ‘enteros positivos,

Definamos ahora el concepto de seouencia de la siguiente
maneras '

Def. Una secusnbia es una sucesién de nfmeros, ordénadou

de souerdo con una ley determinada.

A los nfimeros que forman una secuenoia se les llama térmi-
nos de la secuencia., lLas secuencias pueden ser finitas o infini-
tas de acuerdo con que el nfinerc de términos sea finito o infinito,
Por ejemplot a) 1, 3, 55 sees 15 s una secuencia finita que
corresponde a una prograsiﬁn3aritmética de 8 términos,

n

X
.b) I,x— 'Y '1""" ’ ceevssng T 9 wvee €8s una geouﬂnoia

21 31 nl

n
x
infinits en la que el términc nfmero n es igual a 7y donde nl =

(n) (n = 1) (0 =2) eoses (2) (1)s Cuando una secuencia es infi-

nita, puede representarse por el enésimo término, que proporciona
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la ley de formaocién de los términos de la secuencia. En nuestiro
ejemplos

n 2 x; n
x s x
s = X, 21 ’_j‘i_' ooo.obo_;lj_’ tecsene

En flgebra se han estudiado algunas secuencias finitas in-
teresantes, como son las progresiones. Ahora dedicaremos espeoial
atenoién a las secuencias infinitas que representaremos por la

siguiente expresifn generals

{un}. ul, ua’ u3, esevcey I&n’ esese

Clesificacién. Tomando en cuenta la relacién enire sus términos,

las secuencias se olasifican de la siguiente manerat

a) Secuencia monbtona oreciente, cuando cada término es .

mayor que el anterior.

b) Becuencia nondtona deoreciente, ouando cada término es

menor que el anterior.
En efimbolos, la secuenoia{un}ea moné tona_oreciente si w;
u, <Yy Livvionives LW L wokapets
La secuencia es mondtona decreciente sl u >u > sesessdW 5

Ejemploss a).{%j}- 2, 22, 23, 24, adn ks

= 2, 4y 8y 164 ecees ©8 monétona oreclente.

S e ;4
b){-—%—-} = 1’ '2" ’ ‘3" 9 z g ecsense es m0n6t°n& de

creoiente.

De scuerdo con el limite del enésimo término cuando B
tiende & infinito, las seouencias Be olﬁaifioan de la siguiente
manarat‘ Secuencia oconvergente. Una secuercia infinita es con-
vergente sl el enésimo t@rmino'ﬁende a un nimero finito cuando 1

tiende a infinito.

En simbolos:

{uh} @8 convergente mis

Yo i, T 4 '
. L = 4 (finito)

Beouencia divergente,
sus términos no

. ras palabras, una secuencia es div
e8 oconvergente. ergente si no

Una secuencia es divergente si
tienen un limite definido cuando n-tiende a

. Nétese que una secuencia Puede ser divergente
Porque su enésimo término tiends a infinito o menos infinito

o i
uando n tiende a'infinito o porque no exista un limite deter-~

minado de aouerdogcon la ley de formacién de los términos.
Consideremos algunos ejemplos:

1, 5
La secuenciat {n }- 1y, 4, 95 16, ... es divergente porque
lim n2 - 0 | 4

n- o0

La secuencia {(...1)11} CEE R PN S diverge‘lnte

n
porque lim (~1)" no existe. En este oaso los términos toman
n—s o : l

los valores alternados 1 y -1 sin tender a un 1fmite definido,
s 1 1 ‘
La :ecuencia {2 + -—3-5—} -% ? —61 ’ '1,52 9 eess ©8 cOnvergents
porque: lim (2 + %; ) =2 .

n =» 00

Definamos shora el concepto de serie.

10,2 Series. Una serie es la suma indicada de los términos de

una secuencia. En sfmbolos, la expresidn general de uns serie

es la siguiente:
n

I - W + U, FU, + eescsse T &
e Lo Y

Una serie puede ser finita o infinita de acuerdo con que
el nlimero de términos sea finito o infinito. Por ejemplos




; 4 :
1., la serie [ 2k w1l +2+4+8 + 16 es finita y corres-

k = 0 : :
ponde a la suma de wna progresién geométrica de 5 términos,

00
20 hﬂeria L L =1 +1 "'%""]'."" sessseses 88 UNa serie

5 2
nel 21:11
1n£ipita.

Dedicaremos especial atencién a las series infinitas que
son las que resultan interesantes segfin se veré después. Para
definir los conceptos fundamentales de convergenocia y divergenocia
de una serie infinita, es conveniente establecer primeramente el

oonoepto de suma parcial. Consideremos la expresién general de
uns serie infinitas
T L + U, * eseserces + w, 4+ seesee
PSRy .
Ahora, las sumas parciales se definen de la siguiente ganor;s
Primera guma parcial

Segunda suma parcial

Tercera suma parcial

L N + L]
Enésima suma paroial =u, + U + u3.+ .o W,

]

L ]
L]
L

con éstas definiciones, el niinero de sumas par-

De acuerdo :
es infinito y la ley de formaoién

ciales de una serie infinita,
de las sumas parciales estd dada pors
n
8 = L u
n
. xel

Coneideremos ahora 1

a pecuenciu de sumas parciales para do=

{le}. 81’ 82’ 33’ Ssase sn ? luoo-ook

Una serie es convergente gi la s
~clales es convergente,

Dei’.
eouencia de sus sumas Par-

Una serie es divergente si la Becuencia

. de sus sumas parciales es divergente.

Ejemplo. Determinar

81 la siguiente serie es '
' n
e convergente o di-

00
k.Ellr-'-1+2-".3+4Hl-.....+n+.....
Solucidns

Sumae parciales: 8, = ]
S, =1+2 = 3
Sl t24 3 é
S, =142+34+4=10

feve N W N

Sn ]l +@+3 444 .00 %0 ..Enlﬁgtikl‘

n +
La ley de formaoién Sn --«—Q%E—-il es la suma de los pri-

mgrou nh enteros positivos y se obtiene de la suma de una progre-
8ién aritmética o se demuestra por inducoidn en flgebra.

Entonces, la seouencia de sumas parciasles es la siguientes

{—(——)-" L 1}- T, 3y 6,10 iy B e ),

2 2 , Soean

Ahorat

: +
lim 121 1 = . Entonces la secuencia de sumss
N =p @

parciales es divergente y por lo tanto la serie considerada es

div rgente.




Observaolén. Para determinar a partir de le definioién, si una
serie infinita es convergente o divergente; es necesaric encon-
trar la ley de formacién de la secuencia de sumas parciales. En
el ejemplo que acabamos de oconsiderar, obtuvimos la ley de for-
macién de la Hecuencia de sumas parcisles, porque se trataba de
la sBuma de los términos de una prcgrosién‘aritmética para la cual
gse tiene una férmula algebraioca. BSin embargo, con excepoidn de
algunos camos particulares como el de nuestiro ejemplo, no es po-.
gible establecer la lay de formacién de la seouencia de -sumas
paroiales para determinar sl la serie es convergenie o divergente,
a pa: .ir de la definicién. Entonces, es necesario deducir pruebas
indirectas y oritarips egpecliales para determinar si una serie es

convergente o divergenie.

10.3 La serie geom&irica. Antes de discutir métodos indirectos

para la dsterminacién de la convergencia o divergencia deuna
serie, consideremos el caso partionlar de la serie geométrica,

que ss de espscial importancia en el estudio de series y en teoria
eoondmice.

Al estudiar progresiones en &lgebra, se definié la progre-
-8ién geombtrica como una sucesién de nfmeros tales que cada tér-
mino,; después del primero; se sncuentra nmultiplicando al anterior
por ur: ~sntidad constante llamada razén. En aimbolos, =i
llamaumws 3 el primer términe y r & la razdn, entonces la forma
genersl de la progresién geométrica es la siguiente secuenocias

a; aTy arE; . 2R £ it

Consideremos la serie infinita asoociada a una progresién

geométrica infinitas
n-l

L arTr maga+ar+ar 4+ snsvoe
E=3

n 1

la enésima suma parcial est

2 nel
S mgtart+ar + osense + @
n 5

Multiplicando por r ambos lados'da la ecuacién (:) '

rsn-lr+ar2+a.r3+....-....'l'lrn-l"‘arn .-®

Ahora, restando (:) de _(:) s 8e tienet

n
Sn -7 Bn -8 -ar

' n
Sh (ler)"a-ar

n
. B = 8 T
Sn ” l-rx (:)

Hemos obtenido una férmula para la enésima suma parcial I
de 1a serie geométriocs general. Es .decir, la férmula (:) es la
ley de formaoién de la sesocuencia de sumas parciales., Entonces,
de souerdo con la definicién, la serie geométrica serd oonvargunto
ousndo el 1fmite de 8 ouando n tienda a infinito, ses un nfimero’. :
finito,

Ahoras

n
B=-8Y

lim - B, = dim T

n - 00 n-—bm

En esta expresién‘g ¥ T permanecen constantes en cada caso
particular, mientras que n varia tendiendo a infinito. Entonoes,

aplir-nde los teoremas de limites: _ 145
n —» @

l-12x

lim S, =
n-s o0

Ahora, cuando T > 1, entonoces 1im r* = o y cuando r £ =1,
entonces lim " no existe. En ;stosn;:;:: la serie es divergente.
81 es 254;;;ero entre 1 y -1, entonces lim = 0 y por lo tantol
lin 8 = -i—%—; (finito). Es decir, 1!; :e:\.a geométirioa converge
n o

gcuando T €S una fraccién propia positiva o negativa.

m l .

r 10 (12"t a104+5 +2'4 o
n=1

es convergente porque la razdn es r = 172 € 1s

Ejemplo., ILa serile geonétricas
En este ejemplo el

limite de sn cuando p tiende a infinito es:

b J




10 Sa iy oy
R s W VL BPSIE Y
n -0

Se dice que la serie converge a 20 porque la suma que cons—

tituye la serie, 1lamada también el valor de la serie puede acer-

oarse a 20 todo lo que uno quiera tomando un nfimero de término
suficientemente grande.

Aﬁlioaoiongs de la serie geombtrica, Las serles geométricas son

titiles en el método de gomparacién para determinar convergenocia
o divergenoia de una serie. Este método lo veremos més adelante,
Conasideremos ahora dos aplicaciones interesantes de la serie geomé-

trioa.

10,4 Decdrnles periddicos infinitos. Cuando un nGmero dGOimali
infinito es tel que, & partir de clerta ocifra, se rap;to indefi-
nidamente un grupo determinedo de oifras, entonoes se le llama
decimal perifdico infinito. Todos los deoimalesperi&diconginfi-
nitos provienen de una fracoibén formada por el ocociente de £ i
enteros. Para encontrar la fraccifén de que proviene un deoim:6
periédico infinito, 86 descompone en una serle con el primer : r-
mino conteniendo a la parte no periddica del nfimero y los denas

: t niandd cadg uno, un grupo de las ocifras que 8e repiten.
cante

B 1o Encontrar la fracoién de que proviene el nfmero 0.2525250c0 00
jemplo 1.

Solucifn, En este ocaso la periodioidad empieza desde la primera oi-
ue ®
fra y el grupo que 86 repite es el 25. Enyonoes:

o 252525'..... - 0.25 + 0.0025 + 0.000025 + secccee

La serie geométrioa infinita que resulta, tiene oomo primer
$xmino & = O 25'1 1a ragzén es r = 0.01. Como la razén es menor
térm 8 *
te y su valor esi
1a serie es oconvergen
que uno? 2 ; ; 0'2 : .
B £ oatle = s
n -y 00
Este resultado es correcto y puede comprobarse haociendo 19_
; - '

divisiéns -%59- - 0.2525250 0000

Ejemplo 2,

Encontrar la fracoién de que proviens el nlmero:
1,4270270270 ' vuvusanisss
Soluoién, El grupo de oifras que se repiten es 270.

Entonces des-
oomponemos el nlimero de la siguiente maneras

1.42702702700 00 0neeee = 1.4 + 0.0270 + 0,0000270 + 0.000000270 + siesoes

A partir del segundo sumando tenemos una serie geom&triéa
donde a = 0,0270 y r = 0,001,

Esta sorie es convergente porque
r<1ysu valor es:

14p B w xlw o Otsl0 - 9.0270
n e ® L1=T 10,001 70,999

27 1

999 - 37
Entencaos

SRe R ; L 51,8 + 1 52,8
s A } cerocsee M| 1g = -
1.42T027027¢ 1.4 + 37 EY] 37

. _528 _ 26
36~ 65

10,5 El multipliocador.

51 una persona dispons de un ingreso de-

terminado y recibe un ingreso extra, entonces gasta una parte de ese

nuevo ingreso. La fracoifén del ingreso extra que una persona gasta,

recibe el nombre de propensidn marginael al consumo, mientras que la

fraccién del nuevo ingreso, que la persona ahorra, recibe el nombre
de propensidn marginal al ahorro.

Consideremos el modelo simple de
Keynes con la sigulente notaocién:

Yo = Ingreso inioial ; C = consumo § S = ahorro.

Entoncess Ya = 0+ 8

Ahora, si se llama A y a un aumento del ingreso y A ala
fraccién deAy que se gasta, se tienes

S AY = (C +XAY) +'[s+ (1 -0()AY]

Entonces, de acuerdo con las definicionest




