10 Sa iy oy
R s W VL BPSIE Y
n -0

Se dice que la serie converge a 20 porque la suma que cons—

tituye la serie, 1lamada también el valor de la serie puede acer-

oarse a 20 todo lo que uno quiera tomando un nfimero de término
suficientemente grande.

Aﬁlioaoiongs de la serie geombtrica, Las serles geométricas son

titiles en el método de gomparacién para determinar convergenocia
o divergenoia de una serie. Este método lo veremos més adelante,
Conasideremos ahora dos aplicaciones interesantes de la serie geomé-

trioa.

10,4 Decdrnles periddicos infinitos. Cuando un nGmero dGOimali
infinito es tel que, & partir de clerta ocifra, se rap;to indefi-
nidamente un grupo determinedo de oifras, entonoes se le llama
decimal perifdico infinito. Todos los deoimalesperi&diconginfi-
nitos provienen de una fracoibén formada por el ocociente de £ i
enteros. Para encontrar la fraccifén de que proviene un deoim:6
periédico infinito, 86 descompone en una serle con el primer : r-
mino conteniendo a la parte no periddica del nfimero y los denas

: t niandd cadg uno, un grupo de las ocifras que 8e repiten.
cante

B 1o Encontrar la fracoién de que proviene el nfmero 0.2525250c0 00
jemplo 1.

Solucifn, En este ocaso la periodioidad empieza desde la primera oi-
ue ®
fra y el grupo que 86 repite es el 25. Enyonoes:

o 252525'..... - 0.25 + 0.0025 + 0.000025 + secccee

La serie geométrioa infinita que resulta, tiene oomo primer
$xmino & = O 25'1 1a ragzén es r = 0.01. Como la razén es menor
térm 8 *
te y su valor esi
1a serie es oconvergen
que uno? 2 ; ; 0'2 : .
B £ oatle = s
n -y 00
Este resultado es correcto y puede comprobarse haociendo 19_
; - '

divisiéns -%59- - 0.2525250 0000

Ejemplo 2,

Encontrar la fracoién de que proviens el nlmero:
1,4270270270 ' vuvusanisss
Soluoién, El grupo de oifras que se repiten es 270.

Entonces des-
oomponemos el nlimero de la siguiente maneras

1.42702702700 00 0neeee = 1.4 + 0.0270 + 0,0000270 + 0.000000270 + siesoes

A partir del segundo sumando tenemos una serie geom&triéa
donde a = 0,0270 y r = 0,001,

Esta sorie es convergente porque
r<1ysu valor es:

14p B w xlw o Otsl0 - 9.0270
n e ® L1=T 10,001 70,999

27 1

999 - 37
Entencaos

SRe R ; L 51,8 + 1 52,8
s A } cerocsee M| 1g = -
1.42T027027¢ 1.4 + 37 EY] 37

. _528 _ 26
36~ 65

10,5 El multipliocador.

51 una persona dispons de un ingreso de-

terminado y recibe un ingreso extra, entonces gasta una parte de ese

nuevo ingreso. La fracoifén del ingreso extra que una persona gasta,

recibe el nombre de propensidn marginael al consumo, mientras que la

fraccién del nuevo ingreso, que la persona ahorra, recibe el nombre
de propensidn marginal al ahorro.

Consideremos el modelo simple de
Keynes con la sigulente notaocién:

Yo = Ingreso inioial ; C = consumo § S = ahorro.

Entoncess Ya = 0+ 8

Ahora, si se llama A y a un aumento del ingreso y A ala
fraccién deAy que se gasta, se tienes

S AY = (C +XAY) +'[s+ (1 -0()AY]

Entonces, de acuerdo con las definicionest




s ol

Propensién marginal al oons

Propensién marginal al ahorro = 1 -

La propensidn marginal al consumo €8, en general, diferente

8in embargo, si se supone que el consumo de

pare oada persona.
1 de su ingreso sin tomaer

una persona depende ¢tniocamente del nive

en ocuenta los factores que io rodean, como el ingreso de los

eto., entonces puede considerarse que todos los habi-
tienen la miema‘propensién marginal al consumos
pais es To en in instante

veoinos,
tantes de un pais
Supongamos que el ingreso nacional de un

dado y el goblerno invierte una nueva oantidad b utiligando
Si la propensidn marginal al consumo Pnacional“

es gg, entonces las personas que_reoihen el dinero I, gastarén
una oantidad K I. Ahora, 1as personas que reoiban enta cantidad

o1, gastardn X(X 1) ~API y asi sucesivemente 86 gastarén oan—

tidades 0(1,‘&? I,c(? 1,0(4 Iyeeees Cada uno de estos gastos
sucesivos es una contribuoién sl ingresc nacional, de manera que
d It dada por la

la inversiémn 1 contribuye en total una cantida
siguiente expresifns
I‘b. 57 +0(I + 0(2 I+ d.3 T 4 scctceccnnese

- I (1 +X+ K2 4 ok 4 casieananes)

recursos inactivos.

bk

n=0

dn- 1+0<+0<2 +0<3 4 secsnse éﬁ un-.ﬂ-

00
la expresién I
n=0

rica donde el prime azdn

gerie geomét r término es & = 1y la T

I‘-ﬂ(o
Hemos demos trado que las series geométricas convergen cuando
la razén

6n estd entre vero y uno- Anora, en este caso,

ginal al consumo o que nor
la serie converge para

la rau

es igusl a la propensién mar
y uno. Es decir,

malmente

es un nmero entre 0eIro
0< <1l y su valor esi
o0 1
n }_1____-
z G( b T"- r " 8 o O
n=0

Entonc y .
gt ®8y cuando la propensidn marginal al oconsumo X
el XK e una
_— i play lo cual sucede generalmente, la inversién inicial
roceso de expansidn =
e : 9 Porque resulta multiplicada por una
T _-& » Que recibe el nombre de "El multiplicador"
J

normalmente es mayor que uno.

Eeml.
Jemplos Si la propensién marginal al consumo es O(- 0.68
tonces el multiplicsdor M seré: g o
.Mn 1 -1 = 3,12
108 o3 24

En £

grande porque es i
gual precisamente a la 1
nve;
marginal al ahorro. exsa de la propensifn

Evaluacifn de limites. Para determinar la convergencia o diver
:encia de una seriey, generalmente es necesario evaluar limites :
:lfunciones de una variable. La evaluaocién de limites se difi-
oulta frecusntemente cuando aparecen formas indeterminadas, que no
puedan ser eliminadas por las reglas particulares estableo;daa

gl cutuiiar limites. Ahora daremos-sin demostracién, una regla
de gran utilidad pars la eliminecién de formas indeterminadas.

10,6 Regla de L'Hos
dnfinito £+£ . : upongamos que para X = ay finito o
' glx oma la forms indeterminada = & g? by

0

flx '
x-;ag * xl.j;'“agr x) siempre que este limite exista.

La regla de L'Hospital puede aplicarse a una gran variedad

de formas indeterminadas, como 0.00, 00 —~ €O, 0°, ete., las
0.,
ol
wles peuden ser transformedas en alguna de las formas 2§ =
Oz: r00 *

Consideremos alguncs ejemploss




; X
o
Ejemplo 1. Evaluar: lim e 5
X -0 x

Solucién. Aplicando los teoremas de limitess

(indeterminado)
X 50 o

Ahora, aplicando la regla de L'Hospitals

x X
1 &5« 1n -2

X -0 x x50 2X

| e am 00

Ejemplo 2, Evaluars lim g—i§4£
X =»00

Solucidnt

2lnx 2Jlnc _ @ terminado
1im - =~ 5 (inde erm )
X 300

Aplicando la regla de L'Hospitals

2
1im 21lnx 1lim X, = lim
X 00 x-30 3x x -»00 3

X

X
Ejemplo e Evaluars q:im R
x

Solucin. lim |3577F = Ty 0=l

x >l

Esta forma indeterminada se transforma en la

1 1)_ L 1 - 00 ~ o (Indeterminado)
x

forma % de la

siguiente maneras

1 X \=e 1lim .l._'_'..-{.?..
1im | e e R o
xm~,1<1“ 1”) x 3B

- Ahora, aplicando la regla de L' Hospital:

loX, qip—S-w= ln (=x) = =L

1 imiSe—

a1 8L melet/t ozl . T

ia de
M&todos indirectos para determinar la convergencia o divergenc:a

ién de la
una serie, Cuando no es posible obtener la ley de formacion
A

secuencia de sumas parciales, es necesario determinar la ocon-
vergenoia o divergencia de una serie a partir de la ley de fo}-
macién de los términos de la serie. Consideremos primeramente

el siguiente teorema, que nos proporciona un oriterio general
de divergencis,

00
Teorema. 81 la serie infinita I u, es oonvergente, entonces
k=]

lim = 0
n-’muh

Demostracién. Por hipétesis la serie:

00
kfl uk m ul + uz + u3 * sessean ¥ uh + sese 88 00N-

vergente. Entonces, de acuerdo con la definioién de conver-
genciat

n
lim 8§ = lim ¥ u - A (finito)
n -0 n oo k=l .

Abora, consideremos las sumas parcialess

sn = ul + u2 + u3 ¥ cescsanes + un-l. + %

Sn-l = u1 + u2 + u3 L uh~1

Restando Sn de Sn’ se obtienes

1
o T Sn £ Snul

Aplicande limites cuando n tiende a infinitos

lim u = 1lim Sn e lim Sn-l
n -» 00 n < oo n -p 0o

Ahora, las secuencias de sumas parciales Sn ¥y Sn 1 tienden

al mismo limite A cuando n tiende a infinito porque Snﬂl.toma los
mismos valores que S desplazados un lugar hacia atrds. Esto se

deduce de la siguiente tabla:




oo0o000000 . oeoboenoo -)G)

e0000c0CH oe00000C0 *A

: o@bo0o0000 -}A

Entonces, 1lim Sn = lim Sn-l =« A y por lo tantos
n -=»oo n <»00

= = BO
lim u, A - A

L.C.D.D.

Este teorema establece una condicidn necesaria pars oconver-
i i é & tiende a cero cuando
gencia, es decir, si el enésimo término w no :
n tiende a infinito, entonces la serie es divergente. Sin embargo,
3 ; . - . nm
esta condicién no es suficiente para decidir que la serie es CO

i serie puede ser divergenie,
vergente porque 81 lim .~ u, = 0, la seris p
n =»00 S A
como en el caso de la serie arménica qus veremos despuss.

importante del teorema &= que nos proporciona el siguientes

10,7 Criterio de divergencia. Si el 1imite del enésimo término de

i i nion-—
una serie, es diferente de cero cuando n tiende a infinito, ¢

ces la serie es divergente. En simboloss

00

; é e

Si lim w ¥ 0, entonces k?1 u,_ es divergente.
n =»0 =

Eiemplo 1. Determinar si la siguiente serie es convergente o di-
Ejemplo 1.

vergentes

269.

Solucién. El enésimo término es dado por la ley de formacidén:

n

un bl e 1

Aplicando 1imites cuando n tiende a w1

n

: 00
lim == <2 (indeterminado)

n 30
Por la regla de L'Hospitals

il i
T T M B A 0

Entonces la serie es divergente porque el enéesimo término
no tiende a cero cuando n tiende a infinito,

Principioe fundsmentsles,

Las pruebas de convergencia y diver
gencia de series, que serdn establecidas a continuacién, se

apoyan en los siguientes principios fundamentales:

(:) La convergencia o divergencia de una serie no se altera,
8l se suprime un nfmero finito de sus tSrminos. Bs deoir, sis

©o

kil ak e ‘1 + aa + cesocoon T GN + &-N"'l + an+2 + ecocso 08 CONe
0

vergente, entonces £ = * + ceeeseo también es
_ B TR ' “Nel T PHe2

convergente, para cualquier N finito., De la misma manera, si

00 00
L &, o8 divergente, entonces I 8 también es divergente,
k=l k=N+1

para cualquier N finito.

La convergencia o divergencia de una serie no se al-
tera, si todos los términos de la serie se multiplican por un
nlimero finito o ¢ 0.

00 00
Es decir, si £ 8, o8 convergente, entonces L ¢ L también
k=1 k=1




