oo0o000000 . oeoboenoo -)G)

e0000c0CH oe00000C0 *A

: o@bo0o0000 -}A

Entonces, 1lim Sn = lim Sn-l =« A y por lo tantos
n -=»oo n <»00

= = BO
lim u, A - A

L.C.D.D.

Este teorema establece una condicidn necesaria pars oconver-
i i é & tiende a cero cuando
gencia, es decir, si el enésimo término w no :
n tiende a infinito, entonces la serie es divergente. Sin embargo,
3 ; . - . nm
esta condicién no es suficiente para decidir que la serie es CO

i serie puede ser divergenie,
vergente porque 81 lim .~ u, = 0, la seris p
n =»00 S A
como en el caso de la serie arménica qus veremos despuss.

importante del teorema &= que nos proporciona el siguientes

10,7 Criterio de divergencia. Si el 1imite del enésimo término de

i i nion-—
una serie, es diferente de cero cuando n tiende a infinito, ¢

ces la serie es divergente. En simboloss

00

; é e

Si lim w ¥ 0, entonces k?1 u,_ es divergente.
n =»0 =

Eiemplo 1. Determinar si la siguiente serie es convergente o di-
Ejemplo 1.

vergentes

269.

Solucién. El enésimo término es dado por la ley de formacidén:

n

un bl e 1

Aplicando 1imites cuando n tiende a w1

n

: 00
lim == <2 (indeterminado)

n 30
Por la regla de L'Hospitals

il i
T T M B A 0

Entonces la serie es divergente porque el enéesimo término
no tiende a cero cuando n tiende a infinito,

Principioe fundsmentsles,

Las pruebas de convergencia y diver
gencia de series, que serdn establecidas a continuacién, se

apoyan en los siguientes principios fundamentales:

(:) La convergencia o divergencia de una serie no se altera,
8l se suprime un nfmero finito de sus tSrminos. Bs deoir, sis

©o

kil ak e ‘1 + aa + cesocoon T GN + &-N"'l + an+2 + ecocso 08 CONe
0

vergente, entonces £ = * + ceeeseo también es
_ B TR ' “Nel T PHe2

convergente, para cualquier N finito., De la misma manera, si

00 00
L &, o8 divergente, entonces I 8 también es divergente,
k=l k=N+1

para cualquier N finito.

La convergencia o divergencia de una serie no se al-
tera, si todos los términos de la serie se multiplican por un
nlimero finito o ¢ 0.

00 00
Es decir, si £ 8, o8 convergente, entonces L ¢ L también
k=1 k=1




es convergente, para cualquier o ¢ o finito. De la misma manera,

[+ 4]

()
si [ es divergente, entonces L 0 a8, también es divergente
k=1 k=1

para cualquier o ¥ 0.

@ Si una secuencia infinita {Sn}u monétona creciente,

pero todos sus términos son menores o iguales que un nfimero fi-
nito 8, entonces lim 8, £8 3y Tr To tanto la zecusnoia wi

convergente., In simboloa, 8l {S ea tal que Sl< S, < 83 X ik

Stiananss. ¥ sks 8 (finito para todo k = 15 2y 35 cecoy enton-

ces 1lim s < 8.
n 0o

. 51 una seouencia :Lnfinita{ }as mondtona decreciente,

pero todos sus términos son mayores O iguales que un nimero B,

entonces lim 5 P B. En simbolos, li{ }u tal que 8, > 8, >
n -3»00

S3> ecoossny J ak > B pa.ra..t-odo k= 1, 2, 3 eccoog entonces

lin 8 > B,
Il «=) 00

Sories de térmirgs positivos. Las series de términos positivos
o

gon series de la forma I & con a, > o para todo k = 15 25 3y
k=1

veoeo Las pruebas nés importantes para determinar la conver-

gencia o divergencia de una serie de términcs positivos, son

les siguientes @

10,8 I. Prueba de comparacién. La serie infinita de términes

positivos L @&, eB convergente, si cada uno de sus términos es

menor o igual que el correspondiente término de una serie conocida
como oconvergente. La serie seré divergente, si cada uno de sus
térninos es mayor o igual que los correspondientes términos de

una serie conooida como divergente.

Demoatracibn,

Q0

oo

todo k = 1, Recd iiii

Entoncess 8 = +
n A2+oooovo+‘n<.b1+b2+.¢.a+b

00
Si1 :
a aer;_ie kfl bk converge a B, entonoces:

'i:u1 + b2 + c0000 *+ bn< By pdr lo tanto:

sn ] ﬂl + ‘2-3’ seneo + an<:B (fi-nito)'

Ahor A -  mor
a8y la secuencia dgo sumas paroiales (S 5 es mon&tqna

ocreciente porque 1 :
q a serie kEJ. &, es de términos positivos,

Adenés S, es menor que el nfimero :E:I.nito B, para todo n.

tonooa, lim 8, LB y la serie 4
. N -H0oo k=1
(Por el principio fundamental @ ¥

Enee
&_es convergente,

00
b) SBupongamos que la serie de términos positivos £

w1 E
s ‘
es divergente y que la serie de términos positivos I :

kml
‘hal que &, >bk para todo k = 1, 2, 3; eoccee Entoncess

Sn-a1+a2+.,..n+an> b1+b2+.,.”.+b

o 8, 2%

Rt ,
Ahora, la serie L bk es divergente y de términos
k=1

positivos. Entonces lim 'I‘n = 00 y por lo tanto, 1lim 8 = oo,

n -»00 n =50

(por el prinocipioc fundamental @).




e T e T

00
Entonces, la serie I a, es divergente.
k=l g

Observacién., De acuerdo oon el principio fundamental (:) y la
comparacién de las series puede hacerse eliminando cualquier
nfmerc finito de términes. Entonces la prucbe es igualmente
vélica si la comparacién se hace & partir de cierto término
ayy Para cualquier N finito.

Ejemplo® DPeterminar si la siguiente serle es convergente o

divergentes
g ; PIL

-'“2’+_+“+ poco000

1
nmdl 22 3P 4

S8olucidn. Comparemos esta serie con la serie geoméirica de

ragén r = 1/2, que es convergentes

b 1 1 1 1

x e gy e e 4 —— o wimes d 40000

T et SR 22 3 2
Simplificando ambag seriess

1

& 4 + éoo0co0on00

256

-l+}'+']"'+—]:-+ cooceoce
RN S

16 ..

o0
Los términos de la serie I —%— son menores que los
n=l n o0

1
correspondientes términos de la serie convergente zl 1
. . v n-

a partir del tercer término. Entonces la gerie
o0

L > es convergente.
n
n=1 n

10,9 11, Pruebs del Integral. (et Maclaurin. 1698-1746) «
Sea £ (n) = &, donde &, 8 ol enésimo término de la serie

00
de términos positivos I  &,. 51 £ (x) es wna funcién posi-
nel

tiva y d cliente para todo x mayor Tro vo
ecreciente T do que un ente positive &
- -

entonces:

0
a) la serie I

e &, ©8 convergente si el integral im-

propio [ % (x
L (x) 4 x es convergente, s decir, si es igual a
un ndmerv finito 4.

0
b) la serie I a
o es divergente si el integral im-

propio [ %z (x) 4

X = @,
1+ :

Demostracién. a) Consideremos la gré&fica de una funoién que
satisface las condiciones del teoremas ;

f

&

&a%lamﬂhﬁnmﬁuﬂ%dﬂﬁwwhc{x£x+n
oon sub-intervalos de longitud uno, como indica la figura 10;1.
El érea anchurada es la suma inferior S, (n) d» f (x) corres-
pondiente a Pn' Ademés S, (n) =f (c+1) + &€ (c +2) + veeee
cin c+n

+f(o+n)= . £(x)= I s
k=c+l k=c+l

273..




