284.

Ouando una serie alternante es convergente, perc la correspondiante

perie de términos positivos es divergente, entonces se le llam? Q0=

dicionalmente convergente.

Para encontrar un valor aproximado de la suma de una serie

slternante, se define el residuo R oomo 1a seriel

m _1 - e (RN ]
Rh = I (-l)n UL W + %43 .
k=n+l

(suponiendo n = par).

De acuerdo oon su definiocibn, R representa el error al oon-
giderar el valor de la serie como la suma de los primeros B términos,

Be puede demostrar que el valor absoluto del error Rn es menor que el

8, al ’oomar
valor absoluto del término & . de la serie. Entonoces,

48rminos para un valor aproximado de la serie, se tiene unaridea

del error, observando el t6rmino & q¢ |
imar la serie
Jjemp 1 error que se comete al aprox ;
Eiemplo. Verificar que o

i : |
énioa alternante g? -l:élgw~“- a 15 términos es menor que 0.0625.
axrm oLy n L
-1 =

S8olucién, Bl enésimo término es dado port &, . .

Al aproximar a 15 términos, el error debe ser menor que el

valor absoluto del término nfimero 16. Ahorat

I A

216 16

< 1 --- = 0,0625

o's Brror = RlS -5e"

o I{] [ < 0 062 5'
b L ] L 1 l 1 t L]

'
en velor absoluto, con los siguientes resultados

la razbn

o
e) La serie nfl &, es absolutanente convergente mii
: .
|Ta| = 1in SAtlle
n > n ol %

@
b) La serie I

& o8 divergente sis
. nml n

a
- n+l

10,13 Beries de potencias. Una serie de pofencias es una serie
infinita de potencias de una varisble x. la forma general de las
Beries de potenciaes es la sigﬁientez o

@}: axn'a"'a' 1"‘8.12-1-.,13.;.. <
‘ n=o n -0 i | 2 3 cesees

8,0 81y 859 seseessy BOB constantes. Obsérvese que una

serie de potencias puade.consideraraa como un polinomio de grado
infinito. En particular, un polinomio de grado n puede conside-
rarse oomo una serie de potencias en la que los coeficientes de

las potencias de x son ceros a partir dg 8,410 ©8 deoir: 8 = o

para.k- (n+1), (n+2), so0ssessses o

Intervalo de convergencia. Cualquier serie de potencias de la

forma (:) es convergente para X = 0 porque en este ocaso, la suma
o valor de la serie es igual al nfmero finito & . Para determinar

el conjunto de valores de x para los cuales, la serie de potencias

o

z &, 2 es convergente, se utiliza la prueba de la razén:
n=op

z - 2 3

n=o anx -ao alx .'2x a3x eenven

Rt




Entonocest

: a
Abhoras lim rn|n 1im |-BHL |x| &
n ->m n oo ®n

(porque | x| no depende de n)

an"'l *
Sustituyendo f = lim = P
n -»o n

n-::: 1“"'m |x| ‘Jp

4

Abora, la serie serd convergente cuando este limite sea

menor que uno, de acuerdo con la prueba de la razén., Es deoirs
% n
& e x es convergente si ' x| f < I :
n=o

o |x|<}§ (pqrquef}o).

La expresidén encontrada determina una vecindad alrededor
de x = 0, de longitud 2 ( % ) « Por esta razén, al conjunto de

valores de x para los cuales, la serle es convergente, se le llama

intervalo de convergencia de la serie y al nimero P se le llama

radio de convergencia de la serie., la siguiente gréfica ilustra

00
el intervalo y radio de convergencia de ls serie de potencias I a <.

Desde luego, el intervalo ¥ el radio de qonvqrgenoia de cada serie de

potencias de la forma @ dependen des

‘ 8
[ v
n 00 n

Solupifn. : ‘:l

Fig. 10.2

1
\

Notae los extremos del intervalo de convergencia, ouando éste
sea finito, deben investigarse por medio de otra prueba para
convergencia o divorgonoia porque en esos puntos se tiene

1im lrn" SiilF ].;Eor lo tanto la prueba de la ragén no es
n o : : :

aplicable. ' “

Ejemplo. Determinar 6‘1 intervalo de convergenoia de la urliol
) : i Eod
L "';"‘n"'-l"‘ %I+%12+§x3 “' boosbsees
n=o 2 , .
\

P - i a4l |

n -5 2

el 2 ekl
W Jin el 6 21N « lim (5) =
P A - oo ] SToeEl B gt n-»00 Ll %
2 S

Entonces, el radio de convergenoim est

1

= -F-l 4 8 2 ¥ la serie converge parnn tqdo 2 <x<L2 j

Ahora, investiguemos los extirem:s del intervalos
Para X = ~2 1§ L ""-""“1-1""1-11'....4.-
A g n=o

00 x 4
P&rlx-al E "T'l"'l"‘l"’l"’ooooooo

n=0 2




En ambos casos 1lim u, ¥ o. Entonces, la serie diverge i .La b n
e % : ) funcién £ (x) = nEo 8 X es qontinua en el inter-
00
valo de convergencia de la serie I & xn.
n

n=gQ

para X = + 2, Por esta rasgén, si

© n
x : 3
La serie [ o convergente para todo x en el inter- - una funcién continua puede expresarse como una serie de potencias,

o entonces se dice que la serie representa a la funoifén en el inter-
ik [-2’ 2] WO TOIPT o e 2 S valo de convergencia, :

2 : ‘
Ejemplo. Sea f (x) = 7.5 ¢ Bsta funoién puede desarrollarse

-2 pow k- - :
' en serie de potenocias haciendo la divisién:

; 2
| Ejemplo 2., Determinar el intervalo de convergencia de la serie : £ (x) = -x"1 1+ -:-"2- x + % 2 + %— e +oeeiinaans
' alternantes

o ( ]n ‘ 2 : : . .
l'l ;T L] 1 - X + = B ;31 - (AR E NN Ahora' g?mos encontrado que 01 1ntarvalo d@ convergendia

. e | o el )
¥ de 1." gserie [ = ] +-§-x + =X 4+ s.00s:00 08 el intervale

; n =g : 4
" Boluoidns ' ' : |
g <3 : _ b [—2,' 2] sin incluir los extremos. KEntonces la serie I = —=
T | | . ' 2
: : representa a la funcién £ (x) = 5 £ = para todo X entre -2 y 2.

a ; , ~ n+l
n+1 lim n! (-1) Obaérvese que el valor de la serie es igual al valor de la funcién

= lim -
: s _ n
F n o n |0 > (n+1) 1(-1) . ~ para X en el intervalo de convergenoia [-2, 27].

: : o0
(—de) =0 i1) 81 f (x) = X 8, x", entonces la derivada de la fun-

= lim
n ->00

n+1l n=Q

‘ oién £ (x) es igual a la derivada, término a término, de la serie
G o i 5

' 1 :
Entonces, el radio de convergencla es r = ?— = “«0 ¥y o : '
' 9 _ I o x" en el intervalo de conyergencia. Es deoir: f£'(x) =
la serie es absolutamente oconvergenite para todo X entre -« oo y + @ : n=1 =
00 n : , - R A=l
Es decir, la serie I L;ﬁ)— es convergente para todo nfimero real X : i };o na x
: n=o0 ; ' o ;

para todo X en el intervalo de convergencia.

. : 3 : : 2 i B m .
Propiedades fundamentales de las series de Potencias., Si la serie . Ejenplo. En el ejemplo anterior tenfamos £ () 22 - T 2

e

L i e
de potencias L @& X €8 cons! 7 |
-riable ;, entog:?as se demuestra cue esta funocién se comporta 'do ‘ Entonces: f' (x) =
manera semejante a las funoionet polinomiales finitas, dentro del

0o i ;
Las 1iguientes propitdades fundamentales x-44) Y (2) 'w £ &, £, enionces la integral de f (x) d x
s n=o

derada como una funoidén de la Ve para todo -2 < x < 2, :
e

para todo -2 <x < 2.
(2-1)2 n=o 2%

intervalo de convergencia.

de las series de potencias ser %

L n

4: establecidas sin demostracidns
l &, x 4x

es igual a la integral, término a término de la serie
: n=o0

en el intervalo de convergencia. BEe decir:




F b & g
Lt(x)ax= [T a
o en serie de potencias de X, oualquier funcién que satisface las

todo X en el intervalo de convergenocia. condioiones indicadas,

s 5 v o ; ‘ ; - Teorema, S5i una funoién £ (x) y sus derivadas de todas las &rde- .

: w o on _ nes, estén definidas en un intervalo alrededor de x = 0, entonces
| > para todo -2< x €2, :
CimBuir 30 <igh

f (x) =

+* ss00e + 3
Entonocess e . ‘

00 n oo n+l * seeeess representa a la funcién £ (x) Para todos loe valores de x
[2@axa [F8 o frp 242, e =
. e

E ‘
! n " neo (n+1) 2" tales que R (x) = ____f(n+l)_ (o) g Bl

I +
Para todo x eén el intervalo E-?, 2] . : (n+1) 1
! : n tiende a infinito,

la serier £ (x) = £ (o) + £' (o) x + fé' o) .2 ‘ r(n) oL 2

+ sseee tiende a cero ocuando

X
Ahoras fI —g—-—g'-i— «-21n (2 - x)lo,Entonooal
; < : n+l ‘ Demostracién. Cualquier funoién definida en un intervalo alrededor
w28 (@az)e - L _l___;n -2 Ln 2 ; de x = Oy puede ser expresada en la siguiente serie de potencias
: \ n=o0 (n+l) : que es convergente por lo menos para X = 03

n+l QQ@:L . ;
.'.1n(2-x)--%— z = ";paratqdo_x_ f(I)"ao+alx+a2x2+a3x3+

‘n=o (n+1) 2°

entre —2 y 2. Hemos encontrado una férmula para caloular 108 Para x =0 1 f (o) = ,;o

LA R RN R RN NN

logaritmos naturales de los nlimeros entre cero y ouatro. Ia

aproximacién en cada caso, depende del nfimero de términos que me Ahora, las derivadas de f (x) estén definidas en un intervalo
A 8a Ti Aande R alrededor del cero. Derivando término a término, se obtienes

f' (x) -31+2a2x+3a3 12"- ....'l..l.‘
10,14 Desarrollo de funciones en series de potencias. Hemos ; :

establecido que si una serie de potencias se coneidera como una Para x =0 § f£'. (o) 5 31

funcién de x, entonces podemos encontrar las derivadas de la fun-

: Deri
0ién, derivando término a término la serie en el intervalo de erivando de nuevos

convergente. Ahora, dade una funcién de X, se puede encontrar - £ (x) = 28_2 +(3) (2) ay x e s
una série de potencias que sea equivalente a la funcién para

Para x= 0 1 £'' (o) = 2 a,
‘determinados valores de x. Consideremos primeramente el deaa-{-

rrollo de una funcién en serie de potencias de X.

Series de Maclaurin. El sigulente teorema .8e debe a Colin Maclaurin f Volviendo a derivars

(1698-—1746) aunque algu.no_B hiStoriadorgs‘ 10 atribwen a Stirling f.' (I.) = (3) (2) a, + (4) (3) (2) X t sssevsccens .
(1692-1770) . El teorema proporciona una férmula para desarrollar : 3 :
Para x = 0 ¢ £''' (o) = 3!

. . f”l go}
a0 8.3 -

.




